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The  m o t i o n  o f  a  n o n - s p h e r i c a l  p a r t i c l e  i n  t h r e e -  

d i m e n s i o n a l  S t o k e s  f l o w  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  c o n f i n i n g  

b o u n d a r i e s  i s  o f  l o n g s t a n d i n g  i n t e r e s t  a n d  h a s  i m p o r t a n t  

b i o l o g i c a l  a n d  e n g i n e e r i n g  a p p l  i c a t i o n s .  Most  e x i s t i n g  

t h e o r i e s  i n v o l v i n g  t h e  g e n e r a l  m o t i o n  o f  n o n - s p h e r i c a l  

p a r t i c l e s  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  c o n f i n i n g  b o u n d a r i e s  a r e  b a s e d  

o n  weak  i n t e r a c t i o n  m e t h o d  o f  r e f l e c t i o n s  t e c h n i q u e s .  

S p e c i a l  c a s e s  s u c h  a s  a x i s y m m e t r i c  Flow p a s t  o b l a t e  o r  

p r o l a t e  s p h e r o i d s  a t  t h e  c e n t e r l i n e  o f  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  

c i r c u l a r  c y l i n d e r  o r  t h e  m o t i o n  o f  a  s l e n d e r  b o d y  n e a r  a 

p l a n e  h a v e  b e a n  t r e a t e d  by  more  e x a c t  t e c h n i q u e s *

T h i s  t h e s i s  i n v e s t i g a t e s  t h e  c r e e p i n g  m o t i o n  o f  a  b o dy  

o f  r e v o l u t i o n  a d j a c e n t  t o  a  p l a n a r  w a l l  u s i n g  t h e  b o u n d a r y  

i n t e g r a l  m e t h o d *  The g e n e r a l  t h e o r y  d e v e l o p e d  i s  v a l i d  f o r  

a r b i t r a r y  m o t i o n  o f  a  b o d y  o f  a r b i t r a r y  s h a p e *  However*  t h e  

n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s  h a v e  b e e n  l i m i t e d  t o  a body  o f  

r e v o l u t i o n  w i t h  t h e  m o t i o n  h a v i n g  p l a n a r  s y m m e t r y  s i n c e  

t h e s e  s o l u t i o n s  a r e  o f  g r e a t e s t  i m p o r t a n c e  a n d  i n t e r e s t *  

M o r e o v e r *  f o r  t h i s  c a s e  i t  i s  p o s s i b l e  t o  p e r f o r m  t h e  

i n t e g r a t i o n  o n  t h e  p a r t i c l e  s u r f a c e  i n  t h e  a z i m u t h a l  

d i r e c t i o n  a n a l y t i c a l l y  y i e l d i n q  h i g h  c o m p u t a t i o n a l  a c c u r a c y  

a n d  e f f i c i e n c y *

T h i s  t h e s i s  i s  p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  t h r e e  

i n d e p e n d e n t  p a p e r s  e a c h  o f  w h i c h  w i l l  b e  s u b m i t t e d  f o r  

p u b l i c a t i o n  t o  a  s c i e n t i f i c  j o u r n a l *  E a c h  o f  t h e  c h a p t e r s *  

t h e r e f o r e *  h a s  i t s  own a b s t r a c t *  i n t r o d u c t i o n  a n d
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r e f e r e n c e s *  I n  c h a p t e r  I t h e  t h e o r y  i s  f o r m u l a t e d *  The  

a c c u r a c y  a n d  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s o l u t i o n  t e c h n i q u e  i s  t e s t e d  

by  c o m p a r i s o n  u i t h  e x a c t  s o l u t i o n s  a v a i l a b l e  i n  t h e  

l i t e r a t u r e  f o r  t h e  f o r c e  ar<d t o r q u e  a c t i n g  on  a  s p h e r e  w h i c h  

i s  t r a n s l a t i n g  p a r a l l e l  o r  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l *  

r o t a t i n g  a b o u t  a n  a x i s  p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l *  o r  i n  t h e  

p r e s e n c e  o f  s h e a r  f l o w *  S o l u t i o n s  f o r  t h e  r e s i s t a n c e  t e n s o r  

f o r  a n  o b l a t e  a n d  p r o l a t e  s p h e r o i d  m o v i n g  a d j a c e n t  t o  t h e  

w a l l  a r e  a l s o  p r e s e n t e d *  I n  c h a p t e r  2 t h e  t h e o r y  p r e s e n t e d  

i n  c h a p t e r  I i s  m o d i f i e d  t o  t r e a t  a  t o r u s  a n d  b i c o n c a v e  

s h a p e d  d i s c *  I n  c h a p t e r  3 s o l u t i o n s  f o r  t h e  v e l o c i t y  a n d  

t r a j e c t o r y  a r e  o b t a i n e d  f o r  a  n e u t r a l l y  b u o y a n t  s p h e r o i d  i n  

s h e a r  f l o w  a n d  a  s p h e r o i d  s e t t l i n g  u n d e r  g r a v i t y  a d j a c e n t  t o  

a  i n c l i n e d  p l a n e *
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A b s t r a c t

The- b o u n d a r y  i n t e g r a l  M e t h o d  i s  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  

h y d r o d y n a m i c  f o r c e  a n d  t o r q u e  on a n  a r b i t r a r y  b o d y  o f  

r e v o l u t i o n  n e a r  a p l a n a r  w a l l  a t  l ow R e y n o l d s  n um be r *  The 

s i n g u l a r  s o l u t i o n  t o  t h e  S t o k e s  e q u a t i o n s  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  

a  p l a n a r  w a l l  i s  u s e d  t o  f o r m u l a t e  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n s *  

w h i c h  a r e  t h e n  r e d u c e d  t o  a  s y s t e m  o f  l i n e a r  a l g e b r a i c  

e q u a t i o n s  by s a t i s f y i n g  t h e  n o —s 1 i p  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on 

t h e  b od y  s u r f a c e  u s i n g  t h e  b o u n d a r y  c o l l o c a t i o n  n e t h o d  o r  

w e i g h t e d  r e s i d u a l  t e c h n i q u e *

N u m e r i c a l  t e s t s  f o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  a  s p h e r e  m o v i n g  

p a r a l l e l  o r  p e r p e n d i c u l a r  t o  a  p l a n a r  w a l l  show t h a t  t h e  

p r e s e n t  t h e o r y  i s  a c c u r a t e  t o  a t  l e a s t  t h r e e  s i g n i f i c a n t  

d i g i t s  when c o m p a r e d  w i t h  t h e  e x a c t  s o l u t i o n s  f o r  g a p  w i d t h s  

a s  c l o s e  a s  o n l y  o n e  t e n t h  o f  a  p a r t i c l e  r a d i u s *

T he  h y d r o d y n a m i c  f o r c e  a n d  t o r q u e  on  a  s p h e r o i d  w i t h  

v a r y i n g  a s p e c t  r a t i o  a n d  o r i e n t a t i o n  a n g l e  r e l a t i v e  t o  t h e  

p l a n a r  w a l l  a r e  o b t a i n e d  a n d  c o m p a r e d  w i t h  t h e  s o l u t i o n s  

p r e v i o u s l y  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  m e t h o d  o f  r e f l e c t i o n s *  I t  i s  

f o u n d  t h a t  t h e  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  by r e f l e c t i o n  t h e o r y  a r e  

g o o d  o n l y  f o r  p a r  t i d e —wal  1 s e p a r a t i o n s  o f  a t  l e a s t  f i v e  

t i m e s  o f  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  o f  t h e  s p h e r o i d *
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1« I n t r o d u c t i o n

The n o t i o n  o f  d n o n - s p h e r i c a l  p a r t i c l e  i n  t h r e e -  

d i m e n s i o n a l  S t o k e s  f l o w  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  c o n f i n i n g  

b o u n d a r i e s  h a s  important b i o l o g i c a l  a n d  e n g i n e e r i n g  

a p p l i c a t i o n s a  The t h e o r y  may be  u s e d  t o  m od el  t h e  f l o w  o f  

r e d  b l o o d  c e l l s  i n  an a r t e r y  o r  v e i n *  Hang C S k a l a k ( 1 9 6 9 ) •  

Chen C S k a l a k ( 1 9 7 0 ) *  L e i c h t b e r g *  Weinbaum t P f e f  f e r  f I97t>) .  

S p e c i f i c a l l y *  t h e  t h e o r y  may e x p l a i n  t h e  e n h a n c e m e n t  i n  t h e  

f l u x  o f  o x y g e n  and b l o o d  p l a t e l e t s  n e a r  t h e  a r t e r y  w a l l *  

L s g h t f o o t | 1 9 7 * ) *  p . 3 t i *  O t h e r  b i o l o g i c a l  a p p l i c a t i o n s  

i n c l u d e  t h e  t r a n s p o r t  o f  n o n - s p h e r i c a l  m a c r o m o l e c u l e s  o r  

s o l u t e  p a r t i c l e s  i n  i n t e r c e l l u l a r  c l e f t s  o r  t h r o u g h  p o r o u s  

m em b ran esa  In  p a r t i c u l a r *  B r e n n e r  t  G aydos  ( 1 9 7 7 )  h a v e  

shown how t h e  h y d r o d y n a m i c  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  

d e s c r i b i n g  t h e  m o t i o n  o f  n o n - s p h e r i c a l  p a r t i c l e s  i n  t h e  

p r o x i m i t y  o f  b o u n d a r i e s  c a n  b e  u s e d  i n  t h e  s t u d y  o f  

d i f f u s i v e  an d  c o n v e c t i v e  t r a n s p o r t  o f  n o n - s p h e r i c a l  s o l u t e  

p a r t i c l e s *  O t h e r  e n g i n e e r i n g  a p p l i c a t i o n s  i n c l u d e  

d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  m o t i o n  o f  a p a r t i c l e  p a s s i n g  t h r o u g h  an  

e l e c t r o s t a t i c  p r e c i p i t a t o r  o r  t h e  t r a j e c t o r y  o f  a  f o r e i g n  

p a r t i c l e  i n  a l u b r i c a t i n g  b e a r i n g .

A r e v i e w  o f  t h e  lo w  R e y n o l d s  number f l o w  l i t e r a t u r e  f o r  

t h e  m o t i o n  o f  a  n o n - s p h e r i c a l  p a r t i c l e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  

c o n f i n i n g  b o u n d a r i e s  s h o w s  t h a t *  t o  d a t e *  f i v e  d i f f e r e n t  

m e t h o a s  o f  s o l u t i o n  h a v e  b e e n  u s e d  t o  s o l v e  s u c h  p r o b l e m s *  

They a r e  t h e  m eth o d  o f  r e f l e c t i o n s *  t h e  b o u n d a r y  c o l l o c a t i o n
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t r u n c a t e d  s e r i e s  s o l u t i o n  t e c h n i q u e *  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  

m e t h o d *  t h e  s i n g u l a r i t y  m e t h o d  a n d  t h e  b o u n d a r y  i n t e g r a l  

m e t h o d *

The  m e t h o d  o f  r e f l e c t i o n s  w h i c h  was u s e d  by Waki ya  

( 1 9 5 7 , 1 9 5 9 )  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  s p h e r o i d a l  p a r t i c l e s  i n  

b o u n d e d  f l o w  i s  an  i t e r a t i v e  s o l u t i o n  t e c h n i q u e  w h i c h  i n  t h e  

p r e s e n t  a p p l i c a t i o n  a l t e r n a t e l y  s a t i s f i e s  t h e  n o - s l i p  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on t h e  p a r t i c l e  s u r f a c e  a n d  on  t h e  

c o n f i n i n g  b o u n d a r y *  T h i s  s e r i e s  s o l u t i o n  g i v e s  a c c u r a t e  

r e s u l t s  u s i n g  o n e  o r  t wo  r e f l e c t e d  f i e l d s  o n l y  i f  t h e  

p a r t i c l e  i s  f a r  r e m o v e d  f r o m  t h e  b o u n d a r i e s *  U s i n g  t h i s  

a p p r o a c h  Wakiya  c o n s i d e r e d  t h e  a x i s y m m e t r i c  m o t i o n  o f  a  

s p h e r o i d  a t  t h e  c e n t e r l i n e  o f  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  c i r c u l a r  

c y l i n d e r *  Waki y a ( 1 9 5 7 a ) « a n d  t h e  p a r a l l e l  m o t i o n  o f  a  

s p h e r o i d  a t  o n e - q u a r t e r  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  two p l a n e  w a l l s  

w i t h  i t s  s e m i - m a j o r  a x i s  p a r a l l e l  t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  

m o t i o n *  W a k i y a ( 1 9 5 7 b ) • I n  a  l a t e r  s t u d y *  Wa k i ya  ( 1 9 5 9 )  

t r e a t e d  t h e  mo re  d i f f i c u l t  p r o b l e m  o f  t h e  m o t i o n  o f  a 

s p h e r o i d  p a r a l l e l  t o  a  s i n g l e  p l a n e  w a l l  b u t  w i t h  t h e  s e m i -  

m a j o r  a x i s  o r i e n t e d  a t  a n  a r b i t r a r y  a n g l e  r e l a t i v e  t o  t h e  

wal  1 •

The  b o u n d a r y  c o l l o c a t i o n  t r u n c a t e d  s e r i e s  s o l u t i o n  

t e c h n i q u e  was  u s e d  by  Chen a n d  S k a l a k  ( 1 9 7 0 )  t o  t r e a t  t h e  

p r o b l e m  o f  a x i s y m m e t r i c  f l o w  p a s t  a  p e r i o d i c  a r r a y  o f  

s p h e r o i d a l  p a r t i c l e s  l o c a t e d  a t  t h e  c e n t e r l i n e  o f  an  

i n f i n i t e l y  l o n g  c i r c u l a r  c y l i n d e r *  T h i s  m e t h o d  i s  c a p a b l e
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o f  p r o d u c i n g  e x a c t  r e s u l t s  s i n c e  e a c h  p a r t i c l e  a n d  b o u n d a r y  

i s  r e p r e s e n t e d  oy a n  i n f i n i t e  s e r i e s  o r  i n t e g r a l  o f  a l l  t h e  

s i m p l y  s e p a r a b l e  s o l u t i o n s  i n  t h e  a p p r o p r i a t e  c o o r d i n a t e

s y s t e m  a n d  t h e  n o - s l i p  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on  a l l  t h e

s u r f a c e s  a r e  s a t i s f i e d  s i m u l t a n e o u s l y  r a t h e r  t h a n  i n  an  

i t e r a t i v e  f a s h i o n *  However *  i n  t h e  p r e s e n t  a p p l i c a t i o n  

i n v o l v i n g  a n o n - s p h e r i c a l  p a r t i c l e  i n c l i n e d  a t  an  a r b i t r a r y  

a n g l e  r e l a t i v e  t o  a p l a n a r  w a l l *  t h e  c o o r d i n a t e

t r a n s f o r m a t i o n  i s  c o m p l i c a t e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  t h e  

o r i e n t a t i o n  a n g l e  e n t e r s  a s  a  p a r a m e t e r *  T h i s  i n  t u r n  

c o m p l i c a t e s  t h e  i n v e r s i o n  i n t e g r a l s  w h i c h  m u s t  p e r f o r m e d  

a l o n g  t h e  p l a n a r  s u r f a c e  a n d  r e q u i r e s  t h a t  t h e y  b e  p e r f o r m e d  

n u m e r i c a l l y  w h i c h  i s  e x c e e d i n g l y  t i m e  c o n s u m i n g *

The  f i n i t e  e l e m e n t  m e t h o d  was u s e d  by  S k a l a k *  Chen a n d  

C h i e n  ( 1 9 7 2 )  i n  t r e a t i n g  t h e  p r o b l e m  o f  c a p i l l a r y  b l o o d  f l o w  

c o n s i s t i n g  o f  b i - c o n c a v e  d i s c - s h a p e d  s o l i d  p a r t i c l e s  e q u a l l y  

s p a c e d  a n d  a x i s y m m e t r i c a l 1y l o c a t e d  i n  a  c i r c u l a r  c y l i n d e r *  

Howev er *  i t  i s  c o m p u t a t i o n a l 1y i n e f f i c i e n t  t o  u s e  t h i s

m e t n o d  i n  S t o k e s  f l o w  p r o b l e m s  w h e r e  t h e  f l u i d  d o m a i n  i s  n o t  

p e r i o d i c  a n d  i s  o f  i n f i n i t e  e x t e n t  s i n c e  a  l a r g e  number  o f  

n o d a l  p o i n t s  w o u l d  b e  n e e d e d  t o  d e s c r i b e  t h e  f l o w  d o m a i n  i n  

w h i c h  t h e  s l o w l y  d e c a y i n g  p a r t i c l e  d i s t u r b a n c e s  a r e  f e l t *

The  s i n g u l a r i t y  m e t h o d  i s  b a s e d  o n  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  

f u n d a m e n t a l  s i n g u 1a r i t i e s  a l o n g  t h e  b o d y  a x i s  i n  s u c h  a  way 

t h a t  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a t  t h e  p a r t i c l e  s u r f a c e  a r e  

s a t i s f i e d *  a t  l e a s t  a p p r o x i m a t e l  y* L i r o n  t  Nochon  ( 1 9 7 6 )
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s t u d i e d  t h e  p r o b l e m  of  f l u i d  t r a n s p o r t  by  c i l i a *  w h i c h  a r e  

p e r i o d i c a l l y  a r r a n g e d  a l o n g  a  f l a t  s u r f a c e  i n  an  i n f i n i t e  

f l u i d  a n d  b e a t i n g  i n  a  m e t a c h r o n a l  f a s h i o n *  I n  t h i s  model  

t h e  c i l i a  w e r e  r e p r e s e n t e d  b y  d i s c r e t e  s i n g u l a r  i t i e s  p l a c e d  

a l o n g  t h e i r  c e n t r a l  l i n e s *  The s i n g u l a r i t i e s  u s e d

i d e n t i c a l l y  s a t i s f i e d  t h e  n o - s l i p  b o u n d a r i e s  o n  t h e  p l a n a r  

w a l l *  T h u s  t h e  i n t e g r a l s  n e e d e d  t o  s a t i s f y  t h e  n o - s l i p  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  p e r f o r m e d  o n l y  a l o n g  t h e  c i l i a -  

L a t e r  L i r o n  ( 1 9 7 8 )  e x t e n d e d  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  c a s e  w h e r e  

t h e  c i l i a  a r e  d i s t r i b u t e d  a l o n g  t w o  p a r a l l e l  p l a n e s *  More 

r e c e n t l y *  Vang i  L e a l  { 1 9 6 3 * 1 9 8 4 )  s t u d i e d  t h e  a r b i t r a r y  

m o t i o n  o f  a s l e n d e r  body  n e a r  a  p l a n a r  f l u i d - f l u i d  

i n t e r f a c e *  w h i c h  was a s s u m e d  t o  r e m a i n  f l a t *  The  f l o w  f i e l d  

was r e p r e s e n t e d  by a  d i s t r i b u t i o n  o f  a p p r o p r i a t e  

s i n g u l a r i t i e s  a l o n g  t h e  c e n t e r l i n e  o f  t h e  s l e n d e r  b ody *  The  

s i n g u l a r i t i e s  u s e d  i n  t h i s  t h e o r y  a l s o  s a t i s f y  t h e  n o - s l i p  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o n  t h e  f l a t  i n t e r f a c e  e x a c t l y *  A p p l y i n g  

t h e  n o - s l i p  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  bod y  

l e a d s  t o  a  s y s t e m  o f  i n t e g r a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  unknown 

s i n g u l a r i t y  d e n s i t i e s *  w h i c h  a r e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y *

L a d y z h e n s k a y a  ( 1 9 6 3 )  d e v e l o p e d  a  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h e  

S t o k e s  e q u a t i o n s *  w h i c h  a l l o w s  t h e  f l o w  f i e l d  t o  b e  

e x p r e s s e d  t n  t e r m s  o f  a n  i n t e g r a l  o v e r  t h e  b o u n d a r y  a r e a  o f  

a  G r e e n * s  f u n c t i o n  w h i c h  i s  t h e  f u n d a m e n t a l  s o l u t i o n  o f  t h e  

S t o k e s  e q u a t i o n s  f o r  a  p o i n t  f o r c e  ( s t o k e s l e t )  m u l t i p l i e d  by 

a n  unknown d e n s i t y  f u n c t i o n  i n  e a c h  d i r e c t i o n  w h i c h
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r e p r e s e n t s  t h e  s t r e s s  o n  t h e  b o u n d a r y  s u r f a c e .  The  d e n s i t y  

f u n c t i o n s  a r e  d e t e r m i n e d  by  s o l v i n g  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n s  

w h i c h  a r e  o b t a i n e d  when t h e  n o - s l i p  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  

a p p l i e d  on t h e  b o u n d a r y .

Y o u n g r e n  a n d  A c r i v o s  ( 1 9 7 5 )  w e r e  t h e  f i r s t  a u t h o r s  t o  

u s e  L a d y z h e n s k a y a * s  s o l u t i o n  t o  c a l c u l a t e  t h e  c r e e p i n g  

m o t i o n  o f  a n  u n b o u n d e d  f l u i d  p a s t  a n  a r b i t r a r y  i s o l a t e d  

t h r e e - d i m e n s i o n a l  b o d y .  T h e  f l o w  d i s t u r b a n c e  p r o d u c e d  by  t h e  

b o dy  was f o r m u l a t e d  a s  a  s y s t e m  o f  l i n e a r  i n t e g r a l  e q u a t i o n s  

f o r  a d i s t r i b u t i o n  o f  s t o k e s l e t s  o v e r  t h e  p a r t i c l e  s u r f a c e .  

The i n t e g r a l  e q u a t i o n s  w e r e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  t h e  

b o u n d a r y  c o l l o c a t i o n  t e c h n i q u e .  The b o d y  s u r f a c e  was d i v i d e d  

i n t o  a f i n i t e  nu mb er  o f  d i s c r e t e  e l e m e n t s  i n  e a c h  o f  w h i c h  

t h e  s t o k e s l e t  s t r e n g t h  was  a s s u m e d  t o  b e  c o n s t a n t  a n d  t h e  

n o—s i  i p  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w e r e  a p p l i e d  a t  t h e  c e n t e r  o f  

e a c h  e l e m e n t .  T hu s  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n s  w e r e  r e d u c e d  t o  a  

s y s t e m  o f  l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  f o r  t h e  unknown 

s t o k e s l e t  d e n s i t i e s .  L a t e r .  Y o u n g r e n  a n d  A c r i v o s  ( 1 9 7 6 )  

a p p l i e d  t h e  b o u n d a r y  i n t e g r a l  m e t h o d  t o  d e t e r m i n e  t h e  

s t e a d y - s t a t e  s h a p e  f o r  a n  i n v i s c i d  g a s  b u b b l e  syrnmetr  i c a l  1 y 

p l a c e d  i n  an  e x t e n s i o n a l  f l o w .  R a l l i s o n  a n d  A c r i v o s  ( 1 9 7 8 )  

m o d i f i e d  t h e  i n t e g r a l  f o r m u l a t i o n  t o  c o n s i d e r  t h e  

d e f o r m a t i o n  o f  a b u b b l e  o f  n o n z e r o  v i s c o s i t y  i n  an 

e x t e n s i o n a l  f l o w .

T o z e r e n  ( 1 9 8 6 )  c o n s i d e r e d  t h e  p r o b l e m  o f  a x i s y r n m e t r i c  

c r e e p i n g  f l o w  p a s t  a  c o l l e c t i o n  o f  s p h e r o i d s  a t  t h e



c e n t e r l i n e  o f  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  c i r c u l a r  c y l i n d e r  u s i n g  t h e  

b o u n d a r y  i n t e g r a l  m e t h o d -  A s i n g u l a r i t y  s o l u t i o n  i n  t h e  

p r e s e n c e  o f  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  c y l i n d r i c a l  s u r f a c e  f o r  

a * i s y r n m e t r i c  c o n f i g u r a t i o n s  was o b t a i n e d  a n d  a p p l i e d  t o  

f o r m u l a t e  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n s -  T hu s  t h e  i n t e g r a l s  a l o n g  

t h e  i n f i n i t e  c y l i n d r i c a l  s u r f a c e  v a n i s h -  The i n t e g r a l  

e q u a t i o n s  w e r e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  b o u n d a r y  c o l l o c a t i o n  

on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  p a r t i c l e  a s  was  d o n e  by Y o u n g r e n  a n d  

A c r i v o s  ( 1 9 7 5 ) -

t e e  t  L e a l  ( 1 9 8 2 )  a n d  L e a l  t  L e e  ( 1 9 8 2 )  a p p l i e d  t h e  

i n t e g r a l  t e c h n i q u e  t o  o b t a i n  a s o l u t i o n  f o r  t h e  a x i s y r n m e t r i c  

c r e e p i n g  m o t i o n  o f  a s p h e r e  t r a n s l a t i n g  p e r p e n o i c u l a r  t o  a n  

i n i t i a l l y  f l a t  b u t  d e f o r m a b l e  i n f i n i t e  f l u i d  i n t e r f a c e -  I n  

t h i s  s t u d y  t h e  i n t e g r a t i o n s  we r e  p e r f o r m e d  o v e r  t h e  s p h e r e  

a s  w e l l  a s  o v e r  t h e  i n t e r f a c e -  I n  o r d e r  t o  u s e  t h e  b o u n d a r y  

c o l l o c a t i o n  t e c h n i q u e  t o  s a t i s f y  t h e  k i n e m a t i c  a n d  d y n a m i c  

c o n d i t i o n s  on  t h e  i n t e r f a c e  t h e  d o m a i n  o f  t h e  i n f i n i t e  

i n t e r f a c e  was t r u n c a t e d  a t  a f i n i t e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  a x i s  

o f  s y m m e t r y -

L e w e l l e n  {1982} o b t a i n e d  a  s o l u t i o n  f o r  t h e  c r e e p i n g  

m o t i o n  o f  a  s p h e r i c a l  p a r t i c l e  i n  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  

c y l i n d r i c a l  t u b e  u s i n g  t h e  b o u n d a r y  i n t e g r a l  m e t h o d -  The 

d e n s i t i e s  o f  t h e  s t o k e s l e t s  w e r e  r e p r e s e n t e d  by d o u b l e  

i n f i n i t e  s e r i e s ?  i n  c o n t r a s t  t o  d i s c r e t i z a t i n g  t h e  d e n s i t y  

f u n c t i o n s  a s  d o n e  by  p r e v i o u s  a u t h o r s -  The  n o—s l i p  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s  on  t h e  p a r t i c l e  a n d  b o u n d a r y  s u r f a c e s  w e r e
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s a t i s f i e d  by a  w e i g h t e d  r e s i d u a l  m e t h o d *  i n  w h i c h  t h e  

c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e r i e s  r e p r e s e n t a t i o n  w e r e  d e t e r m i n e d  by 

r e q u i r i n g  o r t h o g o n a l i t y  o f  t h e  r e s i d u a l  v e c t o r  t o  a  s e t  o f  

t r i a l  f u n c t i o n s *

I n  t h e  n e x t  s e c t i o n  t h e  b o u n d a r y  i n t e g r a l  t e c h n i q u e  w i l l  

b e  u s e d  t o  f o r m u l a t e  t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  m o t i o n  o f  a n  

a r b i t r a r y  body  n e a r  a  p i a n a r  w a l l  a t  l ow R e y n o l d s  nu mber *  

T h i s  g e n e r a l  s o l u t i o n  w i l l  b e  s p e c i a l i z e d  t o  o b t a i n  t h e  

f i r s t  h i g h l y  a c c u r a t e  s o l u t i o n s  f o r  a  b o d y  o f  r e v o l u t i o n  

n e a r  a  pi  a n a r  wal  1 •
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2 m  F o r m u l a t i o n

The c r e e p i n g  m o t i o n  o f  a n  a r b i t r a r y  p a r t i c l e  i n  a  

v i s c o u s  f l u i d  n e a r  a n  i n f i n i t e  p l a n a r  w a l l  i s  i l l u s t r a t e d  i n  

f i g u r e  1-  The p a r t i c l e  h a s  a  t r a n s l a t i o n a l  v e l o c i t y  U, a n d  

i s  r o t a t i n g  w i t h  a n  a n g u l a r  v e l o c i t y  to * r e p r e s e n t s  t h e

u n d i s t u r b e d  s i m p l e  s h e a r  f l o w *

L e t  % r e p r e s e n t  t h e  f l o w  f i e l d  a n d  d e f i n e  v" = vj -  V̂ ** 

The  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  f o r  V a r e :

M  v 2 v* — ^ P
y - ^ 7 *  =  0 l 1 1

s u b j e c t  t o  t h e  f o l l o w i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :

7 =  lTp== a t  t h e  P a r t i c l e  s u r f a c e  (Z>

^  q a t  t h e  w a l l  ( 3 )

7  =  o , p  =  o  a t  i n f i n i t v  <*»

w h e r e  ^ i s  t h e  p o s i t i o n  v e c t o r  w h o s e  o r i g i n  i s  a t  t h e  

p a r t i c l e  c e n t e r *

The b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m  p o s e d  by e q u a t i o n s  {1)  — ( 4 )

w i l l  b e  s o l v e d  u s i n g  t h e  b o u n d a r y  i n t e g r a l  t e c h n i q u e *  He now 

o u t l i n e  t h e  s o l u t i o n  p r o c e d u r e *

As m e n t i o n e d  i n  t h e  i n t r o d u c t i o n *  t o  a v o i d  i n t e g r a t i o n  

o v e r  a n  i n f i n i t e  d o m a i n  t h e  s i n g u l a r  s o l u t i o n  f o r  S t o k e s  

f l o w  d u e  t o  a  p o i n t  f o r c e  l o c a t e d  n e a r  a  s t a t i o n a r y  p l a n a r  

w a l l  i s  u s e d *  C o n s i d e r  a  s e m i —i n f  i n i t e  f l u i d  d o m a i n  b o u n d e d
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by a  p l a n a r  w a l l  a s  shown i n  f i g u r e  2 .  L e t  a  u n i t  s i n g u l a r  

f o r c e  ( s t o k e s l e t )  p o i n t i n g  i n  t h e  j t h  d i r e c t i o n  be  l o c a t e d  

a t  a  p o s i t i o n  (yt »y2 *y j  ) • The  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  a n d  t h e  

a s s o c i a t e d  p r e s s u r e  f i e l d  a t  a n  a r b i t r a r y  p o i n t  (x ,  r x ^ t x j )  

d u e  t o  t h i s  s t o k e s l e t  a r e  g i v e n  by  B l a k e  ( 1 9 7 2 )  a s

p.  ( x , y ;  _ _  j  j l  ,

w h e r e

r =  +  ( * * - & / +
r‘ =  [(X,—a . +  ( x , ( x - i + H i ) 1] *

» * j * l  = 1*2*3*  o( = 1 , 2 * a nd  t h e  u s u a l  s u m m a t i o n  c o n v e n t i o n  

i s  u s e d .  The t e n s o r  " J j i S j f  i s  h o t  z e r o  o n l y  when

j  = 1 * a n d  h a s  t h e  v a l u e  *1 f o r  j  = 1 o r  2 a n d  t h e  v a l u e  

- 1  f o r  j  = 3 .  The t e r m s  i n  ( 5 )  w h i c h  i n v o l v e  r* a c c o u n t  f o r  

t h e  d i s t u r b a n c e  o f  t h e  w a l l  i n  t h e  f l o w  f i e l d .

Th e  G r e e n * s  f o r m u l a  w h i c h  may b e  a p p l i e d  t o  t h e  S t o k e s  

p r o b l e m  i s  g i v e n  by L a d y z h e n s k a y a  ( 1 9 6 3 )  a s

M  { _ f frJ  ~ U i  -  "Hr
A  ( M

=  ]\ { t f i T i j f t O W j  -  t A H j  ( 1 d s
£

The a b o v e  f o r m u l a  i s  a  g e n e r a l  v e c t o r  i d e n t i t y !  w h e r e  T7

and  "v a r e  a r b i t r a r y  s m o o t h  s o l e n o i d a l  v e c t o r s *  p a n d  q
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a r e  a r b i t r a r y  s m o o t h  s c a l a r  q u a n t i t i e s *  JL r e p r e s e n t s  a  

b o u n d e d  d o m a i n  w i t h  b o u n d a r y  S« IT  i s  t h e  o u t w a r d  p o i n t i n g  

( w i t h  r e s p e c t  t o  i l  ) n o r m a l  on  S a n d

T,)(U ) =  -5ij t )

T,j ( r ) = - f . J p + ^ (  +  j * )  <r,

H e r e  Tjj (v~J r e p r e s e n t s  t h e  l o c a l  s t r e s s  t e n s o r  c o r r e s p o n d i n g  

t o  a  f l o w  f i e l d  ( ? t  p ) i  a n d  /A  i s  t h e  d y n a m i c  v i s c o s i t y *  

R e p l a c i n g  ( XT* q  } i n  e q u a t i o n  ( 6 ) w i t h  t h e  s i n g u l a r  

s o l u t i o n  ( <«»}[))  g i v e n  by  ( 5 ) *  a n d  i d e n t i f y i n g

( "v* p ) t o  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m  p o s e d  

by <1 1  -  CM* we 9 « t

* < V  =  ISsp { - T y f  tr*<a-icy V * < V r > } < ! )

, i  <fl>
+  T k ) [ 1 T ^ > J  >?}(&> d t i d - V f  d S x

H e r e  t T '  ( x » y )  r e p r e s e n t s  t h e  v e l o c i t y  f i e l d  d u e  t o  a 

s t o k e s l e t  p o i n t i n g  t h e  i t h  d i r e c t i o n *  dS i n d i c a t e s  t h a t  t h e  

i n t e g r a t i o n  i s  p e r f o r m e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  v a r i a b l e  x* Sp 

r e p r e s e n t s  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  p a r t i c l e *  n" i s  t h e  i n w a r d  

n o r m a l  t o  t h e  o b j e c t *  The  c o r r e s p o n d i n g  p r e s s u r e  i s  

o b t a i n e d  f r o m  ( L)  u s i n g  ( f l j *  The s o l u t i o n  c a n  b e  w r i t t e n  a s

$  i $ )  =  +  v F ' i *

P ( $ >  =  r ‘ " < p  +  p “ ’ <2 >
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w h e r  e

=  J iSf u K i ( x , H )  M / S a

=  & r  f x i i ^ S a

+  2 y s  ( S h &u  — $ i 5 $ i s ) ^ T £ y — <l 0)

r ' ^ ) = - i L  T « j {  u v x  . y ; j  irK( i ) K j < x j e / s s

=  & ,  -c ^ -

■ ^ { ■ ^ - - j £ ^ + ^ 5 j K ) V ' K(X ) t i j i $ )dSK on

p " ’( s ) = f(sF { - | t  -  - 4 y j ( ^ i i 4 i - & W j f » ( T W 4 ( j ) ^ S j  ( 1 ?)

- t - (S f tS k i t - fy sS j i f i f i j ( y& f i i i  +  3 j

The q u a n t i t i e s  ( v^*  pm ) a n d  ( v?*', p(*^ a r e  t e r m e d  s i n g l e  a n d  

d o u b l e  l a y e r  p o t e n t i a l s  w i t h  d e n s i t i e s  f* a n d  vK 

r e s p e c t i v e l y .  The  q u a n t i t y  f K -  T<j • n^ i s  t h e  d e n s i t y  o f  

t h e  s t o k e s l e t s *  i d e n t i c a l  t o  t h e  l o c a l  s u r f a c e  s t r e s s  f o r c e  

i n  t h e  k t h  d i r e c t i o n .

The s o l u t i o n  f o r  vt* a n d  p « g i v e n  by ( 9 ) *  s a t i s f i e s  

t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  ( 1 )« t h e  n o - s l i p  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

on t h e  i n f i n i t e  w a l l  a n d  t e n d s  z e r o  a t  i n f i n i t y .  T h e r e f o r e
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i t  o n l y  r e m a i n s  t o  s a t i s f y  t h e  n o - s l i p  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

on t h e  s u r f a c e  o f  t h e  p a r t i c l e *

The s i n y l e - l a y e r  p o t e n t i a l s  vV; a r e  c o n t i n u o u s  i n  t h e  

e n t i r e  s p a c e  i f  Sp i s  a  L y a p u n o v  s u r f a c e  ( G u n t e r *  1967 ) .  

T h i s  r e q u i r e s  t h e  s u r f a c e  t o  h a v e  a  w e l l - d e f i n e d  t a n g e n t  

p l a n e  a t  a l l  p o i n t s  f o r  s u r f a c e s  o f  p r a c t i c a l  i n t e r e s t *  

However *  t h e  d o u b l e - l a y e r  p o t e n t i a l s  v ^ ’ a r e  n o t  c o n t i n u o u s  

a t  Sp • A c c o r d i n g  t o  A d q v i s t  ( 1 9 3 0 )  a n d  L a d y z h e n s k a y a  

( 1 9 6 5 )  =

l im iri" > ( 2 ) =  # “’< & ) +  <**»

T h e r e f o r e  u s i n g  ( 1 6 )  a n d  a p p l y i n g  t h e  n o - s l i p  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  p a r t i c l e  l e a d s  t o  t h e  

f o l l o w i n g  l i n e a r  i n t e g r a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  f i r s t  k i n d  t o  b e  

s o l v e d  f o r  t h e  unknown d e n s i t y  f u n c t i o n s  f* :

- f - i j / j  ( J W  — Tf* t ) (   jzs  +  - p i  i s

- -pjSisM
_ J ^ _ 2 y j ( S t , U _ i i i h t ) ( ^ £ M ^ f r l



The s o l u t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  a n d  p r e s s u r e  f i e l d  ( 9 )  

w i t h  t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  g i v e n  by ( I S )  i s  v a l i d  f o r  

a r b i t r a r y  m o t i o n  o f  a p a r t i c l e  o f  a r b i t r a r y  s h a p e  a d j a c e n t  

t o  a  p l a n a r  w a l l  a t  l ow R e y n o l d s  n u m b e r *  The s y s t e m  o f  

i n t e g r a l  e q u a t i o n s  ( 1 5 )  c a n  o n l y  be  s o l v e d  n u m e r i c a l l y *  

T h i s  r e q u i r e s  d i s c r e t i z a t i o n  o f  t h e  unknown d e n s i t y  

f u n c t i o n s  a n d  d o u b l e  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  o v e r  t h e  s u r f a c e  

o f  t h e  p a r t i c l e *  An i m p o r t a n t  s p e c i a l  c a s e  o f  p r o b l e m s  may 

b e  s o l v e d  much more  a c c u r a t e l y  a n d  e f f i c i e n t l y  by 

c o n s i d e r i n g  o n l y  b o d i e s  o f  r e v o l u t i o n  w i t h  t h e  m o t i o n  h a v i n g  

p l a n a r  s y m m e t r y *

I n  t h i s  s p e c i a l  c a s e  a  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  

( At  9 t  Z ) i s  u s e d *  a s  shown i n  f i g u r e  3* The Z a x i s  l i e s  

a l o n g  t h e  p a r t i c l e  a x i s  o f  s y m m e t r y  a n d  t h e  r a d i u s  o f  t h e  

bo dy  s u r f a c e *  R* c a n  b e  r e p r e s e n t e d  by  a  s i n g l e - v a l u e d  

f u n c t i  on

f t  t =  R s ( Z )  ( 1 6 )

The t r a n s f o r m a t i o n  o f  c o o r d i n a t e s  ( R* 9 * Z ) t o  ( k, * k*« xj ) 

i s  g i v e n  by

X,  =  ZCozaL -

Xi  =  -  R  5 . ' i  6  <l 7 >

=  i C o s *  +  K C , i K . O s »  +  H

U s i n g  ( 1 6 )  a n d  ( 1 7 )  a n d  d e n o t i n g  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e

-  18 -



p o i n t s  x a n d  by ( R ( Z ) « Q  %l ) a n d  (R(Z*J 1 0* *z* ) i n  t h e

c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  r e s p e c t i v e l y *  a l l  v a r i a b l e s  i n  

e q u a t i o n s  ( 1 5 )  c a n  be  e x p r e s s e d  a s  f u n c t i o n s  o f  z  * (f *z* 

a n d  9* and  a r e  l i s t e d  i n  A p p e n d i x  A. The unknown d e n s i t y  

f u n c t i o n s  f o r  t h e  n o t i o n  h a v i n g  p l a n a r  s y m m e t r y  c a n  b e  

r e p r e s e n t e d  b y  d o u b l e  i n f i n i t e  s e r i e s

f ,  —  Ai.m.n
m*0

oo
—  z l  ^  &2,m,n Pn(‘a ' ) -Sin m ^

m» I <1*0 ( 1 9 )

f 5
*n=o n~o

w h e r e  p a r e  t h e  L e g e n d r e  f u n c t i o n  o f  o r d e r  n * *K,m,n a r e  

c o e f f i c i e n t s  t o  b e  d e t e r m i n e d *

To s o l v e  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n  ( 1 5 )  we d e f i n e  a  r e s i d u a l  

v e c t o r  w*( y)  a s  f o l l o w s :

t f t p =  -  v " < i [)  ( 1 9 )

m
w h e r e  v̂  ( y ) r e p r e s e n t s  t h e  t r u e  s o l u t i o n  a n d  v%. ( y ) i s  t h e  

r i g h t  s i d e  o f  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n  ( 1 5 ) *  I f  t h e  s t o k e s l e t  

d e n s i t y  f u n c t i o n  fK ( x )  i n  e q u a t i o n  ( 1 5 )  i s  e x a c t *  t h e  

r e s i d u a l  v e c t o r  y * ( y  ) w i l l  b e  i d e n t i c a l l y  z e r o *  To f i n d  an 

a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  o f  fK < * |  we w i l l  u s e  t w o  d i f f e r e n t  

m e t h o d s *

A* The  b o u n d a r y  c o l l o c a t i o n  m e t h o d :  I n  t h i s  m e t h o d  we l e t

t h e  r e s i d u a l  v e c t o r  v l f t y )  v a n i s h  a t  d i s c r e t e  p o i n t s  on  t h e1 mr

-  19 -



s u r f a c e  o f  t h e  b od y *

S u b s t i t u t i n g  t h e  s e r i e s  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  f K i n t o  

( 1 5 ) *  t r u n c a t i n g  t h e  s e r i e s  o f  a f t e r  M t e r m s  i n  m

a n d  N t e r m s  i n  n a n d  c h o o s i n g  M x N c o l l o c a t i o n  p o i n t s

on t h e  s u r f a c e  o f  t h e  p a r t i c l e  on w h i c h  t h e  n o —s l i p  b o u n d a r y

c o n d i t i o n s  a r e  s a t i s f i e d *  l e a d s  t o  3 x M x N 1 i n e a r  

a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  f o r  t h e  3 x M x N unknown AKjmn

c o e f f i c i e n t s *  The  i n t e g r a l s  in  ( 1 5 )  a r e  p e r f o r m e d

a n a l y t i c a l l y  i n  O' d i r e c t i o n  a n d  n u m e r i c a l l y  i n  L 

d i r e c t i o n *  Th e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  i n t e g r a l s  i n  d i r e c t i o n

i s  o u t l i n e d  i n  A p p e n d i x  A.

B* W e i g h t e d  r e s i d u a l  m e t h o d :  I n  t h i s  m e t h o d  we m u l t i p l y  t h e

r e s i d u a l  v e c t o r  by t r i a l  f u n c t i o n s  F- { ^ " * z * )  w h i c h  a r e  e q u a l  

t o  ( * * )  f o r  i = 1 o r  3 a n d  Sim* # " p* ( £ * )  f o r  i = 2 a n d

l e t  t h e  w e i g h t e d  r e s i d u a l  v a n i s h * i * e *

1 > Fi ( * I * )  dSt f  =  0 ( 2 0 )

T a k i n g  n = 0 * 1 * 2 * * * * *N - i * m = 0 * 1 * 2 * * * * * M—I f o r  i = l  and  3 a nd  

I * 2 • 3 * * • *M f o r  i - 2 »  we a l s o  g e t  3 x M xN l i n e a r  a l g e b r a i c  

e q u a t i o n s  f o r  t h e  3 x M x N u nknown c o e f f i c i e n t s  A .

A f t e r  t h e  A c o e f f i c i e n t s  a r e  o b t a i n e d  t h e  t o t a l

f o r c e  a n d  t o r q u e  a c t i n g  o n  t h e  p a r t i c l e  may b e  o b t a i n e d  f r o m

fit =  2- Z  ^  iom,n J j  i<[) C»t m ft fis  <?)]/+($} el$
n»p -a. •

(  K =  t a * d  5  )  <21 >
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3 .  N u m e r i c a l  t e s t s  f o r  a  s p h e r i c a l  p a r t i c l e

To t e s t  t h e  a c c u r a c y  a n d  c o n v e r g e n c e  c h a r a c t e r i s t i e s  o f  

t h e  s o l u t i o n  t e c h n i q u e  we f i r s t  c o n s i d e r  t h e  s p e c i a l  c a s e  

f o r  t h e  m o t i o n  of  a  s p h e r i c a l  b o d y  a d j a c e n t  t o  a  p l a n a r  w a l l  

w h e r e  e x a c t  s o l u t i o n s  a r e  a v a i l a b l e  f o r  c o m p a r i s o n *  Due t o  

t h e  l i n e a r i t y  o f  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  and  t h e  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s  t h e  p i a n a r  m o t i o n  o f  a  p a r t i c l e  c a n  b e  d e c o m p o s e d  

i n t o  f o u r  s i m p l e r  p r o o l e m s :

( 1 ) p u r e  t r a n s l a t i o n  o f  t h e  p a r t i c l e  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e

( 2 )  P u r e  t r a n s l a t i o n  o f  t h e  p a r t i c l e  p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l *

( 3 )  P u r e  r o t a t i o n  o f  t h e  p a r t i c l e  a b o u t  a n  a x i s  p a r a l l e l  t o  

t h e  w a l 1 •

( * )  S h e a r  f l o w  p a s t  a  r i g i d l y  h e l d  p a r t i c l e  n e a r  t h e  w a l l -  

The  Z a x i s  i n  t h e  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  s e t  

t o  b e  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l -  I n  t h e  f i r s t  c a s e  t h e  f l o w  

i s  a x i s y r n m e t r i c -  The  s t r e s s  f o r c e s  i n  t h e  R a n d  z

d i r e c t i o n s  m u s t  b e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  a z i m u t h a l  a n g l e  0  a n d  

t h e  s t r e s s  f o r c e s  i n  t h e  a z i m u t h a l  d i r e c t i o n  a r e  i d e n t i c a l l y  

z e r o *  s o  we s e t

S u b s t i t u t i n g  ( 2 1 )  i n t o  ( I S )  a n d  a p p l y i n g  t h e  n o - s l i p
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b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  body  a t  d i s c r e t e  

v a l u e s  o f  z * we g e t  a  s y s t e m  o f  l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s *  

who se  c o e f f i c i e n t  m a t r i x  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  0 

c o o r d i n a t e  o f  t h e  c o l l o c a t i o n  p o i n t s *  T h e r e f o r e  o n l y  o n e  

d i m e n s i o n a l  c o l l o c a t i o n  i s  n e e d e d *

I t  i s  f o u n d  t h a t  when t h e  gap  b e t w e e n  t h e  s p h e r e  a n d  t h e  

w a l l  i s  g r e a t e r  t h a n  h a l f  t h e  r a d i u s  o f  t h e  s p h e r e  t h e  

c h o i c e  o f  t h e  c o l l o c a t i o n  p o i n t s  i s  n o t  c r i t i c a l  i f  t h e y  a r e  

e v e n l y  s p a c e d *  When t h e  s p h e r e  i s  l o c a t e d  c l o s e r  t o  t h e  

w a l l *  some s p e c i a l  p o i n t s  a r e  i m p o r t a n t  t o  a c h i e v e  f a s t  

c o n v e r g e n c e *  One i m p o r t a n t  p o i n t  i s  Z - 0 s i n c e  i t  s a t i s f i e s  

t h e  n o - s l i p  c o n d i t i o n s  on t h e  r i n g  c o v e r i n g  t h e  l a r g e s t  

s u r f a c e  a r e a  o n  t h e  p a r t i c l e  a n d  d e f i n i n g  t h e  maximum r a d i u s  

o f  t h e  p a r t i c l e *  The  t w o  e n d  p o i n t s  2 =t a*  t h e  r a d i u s  o f  t h e  

s p h e r e *  a r e  a l s o  i m p o r t a n t *  Due t o  n u m e r i c a l  d i f f i c u l t y  t h e  

t w o  e n d  p o i n t s  a r e  r e p l a c e d  by p o i n t s  a s  c l o s e  t o  t h em  a s  

p o s s i b l e *  The  r e m a i n i n g  c o l l o c a t i o n  p o i n t s  a r e  t h e n  e v e n l y  

s p a c e d  a l o n g  t h e  c i r c u l a r  a r c *

T a b l e  l a  s ho ws  t h e  r e s u l t s  o f  c o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  t h e  

d i mens i o n l  e s s  f o r c e  c o e f f i c i e n t  Fj* a s  a  f u n c t i o n  o f

p a r t i c 1e - t o - w a l 1 s p a c i n g  H f o r  p e r p e n d i c u l a r  m o t i o n  u s i n g  

t h e  b o u n d a r y  c o l l o c a t i o n  m e t h od *  F j l i s  r e l a t e d  t o  t h e

h y d r o d y n a m i c  f o r c e  by

F j  =  I t u c i Ui F I *
( 2 4 )
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w h e r e  U3 i s  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  p a r t i c l e  p e r p e n d i c u l a r  t o  

t h e  w a l l *  The  n u m e r i c a l  r e s u l t s  a r e  c o m p a r e d  t o  t h e  e x a c t  

s o l u t i o n  g i v e n  by B r e n n e r  ( 1 9 6 1 ) .  C o n v e r g e n c e  t o  a t  l e a s t  

t h r e e  s i g n i f i c a n t  d i g i t s  i s  o b t a i n e d  u s i n g  IS c o l l o c a t i o n  

p o i n t s  f o r  g a p  w i d t h s  a s  s m a l l  a s  o n e - t e n t h  o f  t h e  s p h e r e  

r a d i u s *  When t h e  g a p  w i d t h  i s  l a r g e r  t h a n  h a l f  t h e  s p h e r e  

r a d i u s  o n l y  s e v e n  c o l l o c a t i o n  p o i n t s  a r e  n e e d e d  t o  g i v e  f o u r  

s i g n i f i c a n t  d i g i t  a c c u r a c y *

T a b l e  l b  s h o w s  t h e  r e s u l t s  o f  c o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  t h e  

d i m e n s i o n l e s s  f o r c e  c o e f f i c i e n t  Fj1 f o r  t h e  p e r p e n d i c u l a r  

m o t i o n  u s i n g  t h e  w e i g h t e d  r e s i d u a l  m e t h o d *  The c o n v e r g e n c e  

c h a r a c t e r i s t i e s  a r e  s u r p r i s i n g l y  s i m i l a r  t o  t h o s e  o f  t h e  

b o u n d a r y  c o l l o c a t i o n  m e t h o d  shown i n  t a b l e  l a *  B e c a u s e  o f  

t h e  s i m i l a r i t y  o f  t h e  c o n v e r g e n c e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  b o t h  

m e t h o d s  a n d  t h e  f a c t  t h a t  t h e  c o m p u t a t i o n  t i m e  u s i n g  t h e  

w e i g h t e d  r e s i d u a l  m e t h o d  i s  s omewh at  g r e a t e r  t h a n  t h a t  o f  

t h e  b o u n d a r y  c o l l o c a t i o n  m e t h o d *  we w i l l  o n l y  u s e  t h e  

b o u n d a r y  c o l l o c a t i o n  m e t h o d  i n  t h e  c o m p u t a t i o n s  w h i c h  

f o i l o w *

We now c o n s i d e r  t h e  n o n - a x i s y r n m e t r i c  m o t i o n s *  c a s e s

( 2 ) - ( M *  f o r  t h e s e  m o t i o n s  we s e t

f.

1, (•251

=  £  c n c t 2 9 r » ( & )
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A g a i n  t h e  c o e f f i c i e n t  m a t r i x  o f  t h e  I i n e a r  a l g e b r a i c

e q u a t i o n s  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  0  c o o r d i n a t e  o f  t h e  

c o l l o c a t i o n  p o i n t s *  a n d  o n l y  o n e - d i m e n s i o n a l  c o l l o c a t i o n  i s  

n e e d e d  e v e n  t h o u g h  t h e  f l u i d  m o t i o n  i s  now t h r e e -  

d i m e n s i o n a l *  Fo r  t h e s e  c a s e s *  h o w e v e r *  u s i n g  t h e  p o i n t  

I - 0 l e a d s  t o  a n e a r l y  s i n g u l a r  m a t r i x *  T h e r e f o r e  t h e  p o i n t

I - 0 i s  r e p l a c e d  by  two c l o s e l y  s p a c e d  p o i n t s  Z = a s

d o n e  by G l u ck m an  e t  a l  < 1 9 7 0 ) *  The r e m a i n i n g  p o i n t s  a r e  

e q u a l l y  s p a c e d  a l o n g  t h e  c i r c u l a r  a r c  a s  d o n e  i n  t h e  

a x i s y m m e t r » c  c a s e *

T a b l e s  2 — 4 show t h e  r e s u l t s  o f  c o n v e r g e n c e  t e s t s  f o r

t h e  d i m e n s i o n l e s s  f o r c e  a n d  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  a s  a  

f u n c t i o n  o f  p a r t i c l e —t o - w a l  1 s p a c i n g *  T h e s e  c o e f f i c i e n t s  

a r e  r e l a t e d  t o  t h e  h y d r o d y n a m i c  f o r c e  a n d  t o r q u e  a c t i n g  on 

t h e  s p h e r e  a s  f o l l o w s *  F o r  a  s p h e r e  t r a n s l a t i n g  w i t h

v e l o c i t y  U| p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l *  t h e  f o r c e  a n d  t o r q u e  

e x e r t e d  by t h e  f l u i d  on t h e  s p h e r e  a r e  g i v e n  by

F o r  a  s p h e r e  r o t a t i n g  w i t h  a n g u l a r  v e l o c i t y  uj  a b o u t  t h e  

xz a x i s  t h e  f o r c e  a n d  t o r q u e  e x e r t e d  on  t h e  s p h e r e  i s

( 2 6 a )

( 2 6 b l

F, l * T a )

( 2 Tb)
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w h i l e  f o r  a  s h e a r  f l o w  w i t h  s t r e n g t h  S p a s t  a r i g i d l y  h e l d  

s p h e r e  t h e  f o r c e  a n d  t o r q u e  i s

C o m p a r i n g  w i t h  t h e  e x a c t  s o l u t i o n s  g i v e n  by G ol dman  e t  

a)  ( 1 96 7 A * B ) • c o n v e r g e n c e  t o  a t  l e a s t  t h r e e  s i g n i f i c a n t  

d i g i t s  i s  o b t a i n e d  f o r  a l l  c o e f f i c i e n t s  f o r  s p h e r e - t o - w a l 1 

g ap  w i d t h s  a s  s m a l l  a s  o n l y  o n e  t e n t h  o f  t h e  s p h e r e  r a d i u s  

u s i n g  a maximum o f  12 c o l l o c a t i o n  p o i n t s *

I n  o r d e r  t o  c h e c k  t h e  c o n v e r g e n c e  c h a r a c t e r i s t i e s  f o r  

t h e  g e n e r a l  c a s e  when t h e  p a r t i c l e  i s  i n c l i n e d  a t  a n  

a r b i t r a r y  a n g l e  r e l a t i v e  t o  t h e  w a l l *  t h e  g e n e r a l  d o u b l e  

s e r i e s  r e p r e s e n t a t i o n  o f  s t o k e s l e t  s t r e n g t h  ( 1 8 )  a n d  g e n e r a l  

t w o - d i m e n s i o n a l  c o l l o c a t i o n  o v e r  t h e  b o d y  s u r f a c e  a r e  

r e q u i r e d *  Of c o u r s e  f o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  a  s p h e r e *  t h e  

d r a g  a n d  t o r q u e  s h o u l d  be  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  o r i e n t a t i o n  

a n g l e *

Numer ous  c o n v e r g e n c e  t e s t s  f o r  t h e  g e n e r a l  t w o -  

d i m e n s i o n a l  c o l l o c a t i o n  h a v e  b e e n  p e r f o r m e d  t o  f i n d  t h e  

number  o f  c o l l o c a t i o n  p o i n t s  i n  b o t h  z  and Q d i r e c t i o n s  

n e e d e d  t o  a c h i e v e  c o n v e r g e n c e  t o  a d e s i r e d  a c c u r a c y *  The 

t w o  d i m e n s i o n a l  c o l l o c a t i o n  p o i n t s  u s e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  

r u n s  a r e  a r r a n g e d  s u c h  t h a t  t h e  r i n g s *  w h i c h  a r e  r e p r e s e n t e d  

by c o n s t a n t  v a l u e s  o f  2 * a r e  e v e n l y  s p a c e d  a l o n g  t h e

F» = ( 2 8 a )

( 2 8 b )



s p h e r i c a l  a r c *  At  e a c h  r i n g  t h e  c o l l o c a t i o n  p o i n t s  a r e  

e v e n l y  s p a c e d  a l o n g  t h e  $  d i r e c t i o n *  The number  o f  

c o l l o c a t i o n  p o i n t s  u s e d  a t  e a c h  r i n g  i s  e q u a l  t o  t h e  nu mber  

o f  t e r m s  r e t a i n e d  i n  t h e  F o u r i e r  s e r i e s  r e p r e s e n t a t i o n  o f  

t h e  d e n s i t y  f u n c t i o n s  ( 1 8 ) *  w h i l e  t h e  number  o f  r i n g s  u s e d  

i s  e q u a l  t o  t h e  nu mber  o f  t e r m s  r e t a i n e d  i n  t h e  L e g e n d r e  

s e r i e s *

T a b l e s  5 a n d  6 show n u m e r i c a l  r e s u l t s  o f  t h e  

d i m e n s i o n l e s s  f o r c e  a n d  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  f o r  a  s p h e r e  

w i t h  a  f l u i d  g a p  w i d t h  o f  a b o u t  o n e - h a l f  a n d  o n e - t e n t h  o f

t h e  s p h e r e  r a d i u s  r e s p e c t i v e l y  u s i n g  t h e  g e n e r a l  t w o -

d i m e n s i o n a l  c o l l o c a t i o n  p r o c e d u r e *  When t h e  f l u i d  g ap  w i d t h  

i s  o n e - h a l f  t h e  s p h e r e  r a d i u s  t h e  same a r r a n g e m e n t  o f

c o l l o c a t i o n  p o i n t s  ( g i v e n  v a l u e s  o f  z ) a n d  f o u r  p o i n t s  a t  

e a c h  r i n g  ( g i v e n  v a l u e s  o f  0  ) a r e  u s e d  f o r  a l l

o r i e n t a t i o n  a n g l e s  a s  shown i n  t a b l e  5* C o m p a r i n g  w i t h  t h e  

e x a c t  s o l u t i o n  t h e  maximum e r r o r  o f  a l l  c o e f f i c i e n t s  i n  a ny

o r i e n t a t i o n  i s  l e s s  t h a n  0«5%* When t h e  s e p a r a t i o n  g ap  i s

o n l y  o n e - t e n t h  o f  t h e  s p h e r e  r a d i u s *  t w o  d i f f e r e n t  

a r r a n g e m e n t s  o f  t h e  c o l l o c a t i o n  p o i n t s  a r e  u s e d  a s  shown i n  

t a b l e s  6 a  a n d  6 b* We f i n d  t h a t  a l t h o u g h  b o t h  s e t s  o f  

r e s u l t s  e x h i b i t  g o o d  a c c u r a c y *  t h e  a r r a n g e m e n t  u s e d  i n  t a b l e  

6 a ( 10 r i n g s  a n d  s i x  p o i n t s  a t  e a c h  r i n g  ) i s  b e t t e r  t h a n  

t h e  a r r a n g e m e n t  u s e d  i n  t a b l e  6 b ( e i g h t  r i n g s  a n d  e i g h t  

p o i n t s  a t  e a c h  r i n g  ) when t h e  o r i e n t a t i o n  a n g l e  i s  l a r g e r
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t h a n  45 d e g r e e s *  a n d  v i c e  v e r s a  when  t h e  o r i e n t a t i o n  a n g l e  

i s  s m a l l e r *  T h i s  b e h a v i o r  i s  t o  b e  e x p e c t e d  s i n c e  a s  

oi -»* 90°  f e w e r  t e r m s  i n  t h e  F o u r i e r  s e r i e s  a n d  t h u s  f e w e r  

c o l l o c a t i o n  p o i n t s  on e a c h  r i n g  a r e  n e e d e d *  I n  f a c t *  a s  

a l r e a d y  d e m o n s t r a t e d *  i n  t h e  l i m i t  o f  of =90* o n l y  o n e  t e r m  

o f  t h e  F o u r i e r  s e r i e s  a n d  o n e - d i m e n s i o n a l  c o l l o c a t i o n  i n  t h e  

Z - d i r e c t i o n  i s  r e q u i r e d *

I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  c o e f f i c i e n t s  on t h e  l e f t  

h a n d  s i d e  o f  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n s  ( 1 5 )  d e p e n d  o n l y  on t h e  

g e o m e t r y  a n d  t h e  f o r m  o f  t h e  s e r i e s  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  

s t o k e s l e t  d e n s i t i e s  b u t  n o t  on t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

s a t i s f i e d  on  t h e  p a r t i c l e  s u r f a c e  o r  S i n c e  t h e  b u l k  o f

t h e  c o m p u t a t i o n  t i m e  i s  u s e d  t o  e v a l u a t e  t h e  c o e f f i c i e n t  

m a t r i x  f o r  a g i v e n  c o n f i g u r a t i o n *  t h e  f o r c e  a n d  t o r q u e  

c o e f f i c i e n t s  may b e  d e t e r m i n e d  i n  a  s i n g l e  r u n  f o r  a  g i v e n  

g e o m e t r y  f o r  a l l  f o u r  o f  t h e  p r o b l e m s  o u t l i n e d  a t  t h e  

b e g i n n i n g  o f  t h i s  s e c t i o n  w i t h  a  n e g l i g i b l e  i n c r e a s e  i n  t h e  

c o m p u t a t i o n  t i m e  w h i c h  w o u l d  b e  r e q u i r e d  f o r  a  s i n g l e  

p r o b l e m *  The  c o m p u t a t i o n  t i m e  r e q u i r e d  f o r  o n e

c o n f i g u r a t i o n  i s  a p p r o x i m a t e l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s q u a r e  o f  

t h e  nu mber  o f  c o l l o c a t i o n  p o i n t s  a n d  c a n  b e  e s t i m a t e d  by t h e  

f o r m u l a  T = Q*00i5>N*« w h e r e  I i s  t h e  CPU t i m e  i n  m i n u t e s  

o n  a n  IBM 3061  c o m p u t e r  a n d  H i s  t h e  t o t a l  n um be r  o f  

c o l l o c a t i o n  p o i n t s *
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9 -  S o l u t i o n  f o r  t h e  w o t  i o n  o f  a  s p h e r o i d  n e a r  a  p l a n a r  w a l l  

I n  t h i s  s e c t i o n  t h e  t h e o r y  d e r i v e d  i n  s e c t i o n  2 i s  u s e d  

t o  o b t a i n  t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  n o t i o n  o f  a  s p h e r o i d  n e a r  a  

p l a n a r  w a l l *  The s u r f a c e  o f  a s p h e r o i d  i s  r e p r e s e n t e d  i n  

t h e  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  ( s e e  f i g u r e  3 ) by

w h e r e  i t  i s  o b l a t e  f o r  a < b  a n d  p r o l a t e  f o r  a>b*

L e t  a  s p h e r o i d  t r a n s l a t e  w i t h  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  U, 

a n d  Uj i n  t h e  d i r e c t i o n s  p a r a l l e l  an d  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  

w a l l  r e s p e c t i v e l y *  a n d  r o t a t e  w i t h  a n g u l a r  v e l o c i t y  u) 
a b o u t  a x i s  x t •  The  u n d i s t u r b e d  s h e a r  f l o w  h a s  a  g r a d i e n t  

S* T h e  f o r c e  and t o r q u e  o n  t h e  s p h e r o i d  may b e  r e l a t e d  t o  

t h e  p a r t i c l e  v e l o c i t y  a n d  s h e a r  s t r e n g t h  u s i n g  12  

d i m e n s i o n l e s s  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  a s  f o l l o w s :

H e r e  c * b  f o r  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  and  c * a  f o r  a  p r o l a t e  

s p h e r o i d *  H i s  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s p h e r o i d  

an d  t h e  w a l l *  f, a n d  Fj a r e  t h e  f o r c e  c o m p o n e n t s  i n  t h e  x, 

and X) d i r e c t i o n s  r e s p e c t i v e l y  a n d  T* i s  t h e  t o r q u e  

a c t i n g  o n  t h e  s p h e r o i d *

A l l  t h e  d i m e n s i o n l e s s  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  a r e
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f u n c t i o n s  o f  t h e  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  o f  t h e  s p h e r o i d  f r o *  

t h e  w a l l *  t h e  o r i e n t a t i o n  a n g l e  o f  t h e  s p h e r o i d  r e l a t i v e  t o

s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  w i l l  b e  e x p r e s s e d  b y  t h e  d i a e n s i o n l e s s  

p a r a m e t e r  H / c -  The a s p e c t  r a t i o  £ i s  d e f i n e d  a s  a / b  f o r  

a n  o b l a t e  s p h e r o i d  a n d  b / a  f o r  a p r o l a t e  s p h e r o i d *  s o  t h a t  

i t  v a r i e s  b e t w e e n  z e r o  and u n i t y  i n  b o t h  c a s e s *

I t  i s  w o r t h  n o t i n g  t h a t  o n l y  n i n e  o f  t h e  t w e l v e  

r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  a r e  i n d e p e n d e n t *  From r e c i p r o c i t y  

t h e o r e e s  t h r e e  p a i r s  o f  t h e  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  a r e  

r e l a t e d  a s  f o l l o w s  :

T h e s e  r e l a t i o n s  a r e  u s e d  a s  a  f u r t h e r  c h e c k  o f  t h e  

c o n s i s t e n c y  o f  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s *

T a b l e s  7 a  — Tf show  c o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  t h e  f o r c e  and  

t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  f o r  an  o b l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  

r a t i o  a / b  = 0 * 5  w i t h  i t s  a x i s  o f  s y m e t r y  o r i e n t e d

p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  ( i * e *  oC * 9 0 ° ) •  For  t h i s

p a r t i c u l a r  c a s e  o n l y  o n e  d i m e n s i o n a l  c o l l o c a t i o n  i s  

r e q u i r e d *  N o t e  t h a t  t h e  c o n v e r g e n c e  f o r  H /b  3 0 * 5 5 *  w h i c h  i s  

e q u i v a l e n t  t o  H / a  = 1 * 1 *  i s  s o m e w h a t  s l o w e r  t h a n  f o r  a

s p h e r e  w i t h  H / a  = 1* 1  * When t h e  p a r t i c l e  i s  o r i e n t e d  a t  an
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a r b i t r a r y  a n g l e  r e l a t i v e  t o  t h e  w a i t  t w o - d i e e n s i o n a l  

c o l l o c a t i o n  i s  r e q u i r e d *  The r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  i s  f o u n d  

t o  b e  s i e i l a r  t o  t h e  c a s e  o f  a  s p h e r e  i f  we r e p l a c e  H / a  by  

H /c *  T a b l e s  A -  1 0  s h o w  t h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  

« Ti a n d  T*1 f o r  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  

{ 3  o* 5  a n d  0 * 1  i n c l i n e d  a t  ef * 1 5 ° r e l a t i v e  t o  t h e  w a l l *  T he  

r e e a i n i n g  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  e x h i b i t e d  s i e i l a r

c o n v e r g e n c e  c h a r a c t e r i s t i c s  a n d  a r e  n o t  show n *

F i g u r e s  9 t o  12 show  t h e  c o n v e r g e d  v a l u e s  o f  t h e  

d i e e n s i o n l e s s  h y d r o d y n a a i c  f o r c e  an d  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  f o r  

a n  o b l a t e  a n d  p r o l a t e  s p h e r o i d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  

o r i e n t a t i o n  a n g l e  et a t  c o n s t a n t  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  H /b  

a n d  a s p e c t  r a t i o  € •  The  c o e f f i c i e n t s  a r e  p r e s e n t e d  a s  t h e  

r a t i o s  o f  t h e i r  v a l u e s  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  w a l l  t o  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s  i n  an  u n b o u n d e d  f l u i d  d o e a i n *  e x c e p t  

f o r  t h e  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  l l '  a n d  f o r  t r a n s l a t i o n

p a r a l l e l  an d  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  w h i c h  a r e  i d e n t i c a l l y  

z e r o  i n  t h e  a b s e n c e  o f  t h e  w a l l *  The h y d r o d y n a a i c  f o r c e  

c o e f f i c i e n t s  o f  a  s p h e r o i d  a o v i n g  p a r a l l e l  o r  p e r p e n d i c u l a r  

t o  i t s  a x i s  o f  s y a a e t r y  i n  an  u n b o u n d e d  f l u i d  d o a a i n  w e r e  

o b t a i n e d  b y  O b e r b e c k f 1 B 7 6 )  an d  a r e  p r e s e n t e d  b y  H app e  a n d  

B r e n n e r  ( 1 9 6 5 * t a b l e  5 - 1 1 ) *  The t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  o f  a

s p h e r o i d  w h i c h  i s  r o t a t i n g  i n  a n  o t h e r w i s e  q u i e s c e n t

u n b o u n d e d  f l u i d  o r  r i g i d l y  h e l d  i n  a n  u n b o u n d e d  s h e a r  f l o w  

u  * S 2 w e r e  o b t a i n e d  b y  J e f f e r y  ( 1 9 3 2 ) *  *  s u n e a r y  o f  t h e s e

f o r a u l a s  i s  p r e s e n t e d  i n  A p p e n d i x  B f o r  r e f e r e n c e *
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F i g u r e s  4 and  5 s h o w  F '̂/F '̂** an d  F j ' / f j ,1*  * t h e  r a t i o s  o f  

t h e  d r a g  f o r c e  f o r  t h e  n o t i o n  p a r a l l e l  and p e r p e n d i c u l a r  t o  

t h e  w a l l #  r e s p e c t i v e l y #  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  f o r c e  when  

H -*-<». The c u r v e s  o f  e r e  s i m i l a r  i n  s h a p e  f o r  b o t h

6 * 0 * 5  and  0 * 1  w i t h  t h e  v a l u e s  f o r  € * 0 * 1  so m e w h a t  s m a l l e r  

t h a n  f o r  f  * 0 * 5 *  B u t  t h e  b e h a v i o r  o f  fI ' /Fj*#  i s  r a d i c a l l y  

d i f f e r e n t  f o r  €  = 0 * 1  and 0 * 5 «  e s p e c i a l l y  a t  c l o s e  s p a c i n g s *  

At H / b = l * l  t h e  r a t i o  F*VF»,’«o d e c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  o(

f o r  f  * 0 * 5  w h i l e  i t  i n c r e a s e s  f o r  6 = 0 * 1 *

F i g u r e  6 s h o w s  fJ'/fJ,'®« t h e  r a t i o  o f  t h e  f o r c e  c o m p o n e n t  

p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  d u e  t o  t h e  m o t i o n  p a r a l l e l  t o  t h e  

w a l l  t o  t h e  same f o r c e  i n  t h e  a b s e n c e  o f  t h e  w a l l *  A l t h o u g h  

t h e  v a l u e s  o f  f j ' a r e  z e r o  f o r  t h e  o r i e n t a t i o n  a n g l e  cl e q u a l  

t o  0° a n d  9 0 ° *  t h e  r a t i o  FjVly'w h a s  a f i n i t e  l i m i t i n g  v a l u e  

f o r  e a c h  p a r t i c l e - t o - w a l 1 s p a c i n g  a t  t h e  tw o  e x t r e m e  p o i n t s *  

The r a t i o  F^/fi loo i s  a  weak f u n c t i o n  o f  o( up t o  H / c = l * 5  b u t

b e c o m e s  s t r o n g l y  d e p e n d e n t  o n  oC when t h e  s p h e r o i d  i s

c l o s e r  t o  t h e  w a l l *

F i g u r e s  7 and  B sh o w  t h e  v a r i a t i o n  o f  r a t i o s  F ? / F a n d  

Fj /F*((o r e s p e c t i v e l y *  I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  F? = - F * ‘ 

and f J s -F^'  •  C o m p a r in g  w i t h  f i g u r e s  4  and 5» t h e  a b s o l u t e  

v a l u e  o f  F? i s  a l w a y s  l e s s  t h a n  F?* a n d  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  

o f  Fj i s  a l w a y s  l e s s  t h a n  Fj' and t h e i r  d i f f e r e n c e  i n c r e a s e s  

a s  t h e  p a r t i c l e  I s  b r o u g h t  c l o s e r  t o  t h e  w a l l *

F i g u r e  9 s h o w s  T,r / T ^ i  t h e  r a t i o  o f  t h e  t o r q u e  

e x p e r i e n c e d  b y  a r o t a t i n g  s p h e r o i d  t o  t h e  v a l u e  i n  a n
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u n b o u n d e d  f l u i d  d o m a in *  The r a t i o  i s  a l m o s t  u n i t y  f o r  H / c  

g r e a t e r  t h a n  S* When t h e  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  i s  d e c r e a s e d *  

t h e  o r i e n t a t i o n  a n g l e  of a t  w h i c h  Tt /T^oo b e e  o n e s  maximum 

g r a d u a l l y  s h i f t s  f r o m  of = 0* t o w a r d  9 0 °  f o r  an o b l a t e  

s p h e r o i d  a n d  v i c e  v e r s a  f o r  a  p r o l a t e  s p h e r o i d *

A l l  t h e  r a t i o s  shown a b o v e  a r e  g r e a t e r  t h a n  u n i t y  f o r  

a n y  o r i e n t a t i o n  a n g l e  o( * s o  t h e s e  f o r c e  a n d  t o r q u e  

c o e f f i c i e n t s  a r e  a l w a y s  l a r g e r  t h a n  t h e  c o r r e s p o n d ! n g  v a l u e s  

i n  an u n b o u n d e d  f l u i d  d o n a  i n *  B u t  f o r  t h e  r a t i o  T* / l f , »  

t h i s  i s  n o t  t h e  c a s e *  a s  shown i n  figure 10* For  an  o b l a t e  

s p h e r o i d  t h e  r a t i o  i s  l e s s  t h a n  u n i t y  f o r  s m a l l  of and  i s  

g r e a t e r  t h a n  u n i t y  f o r  l a r g e  af •  When of a p p r o a c h e s  9 0 °  

t h e  r a t i o  o f  Ti / T * w i n c r e a s e s  v e r y  r a p i d l y *  When t h e  a s p e c t  

r a t i o  i s  v e r y  s m a l l  ( (  = 0 * 1 )  and  of i s  v e r y  c l o s e  t o  9 0 * *

Tj b e c o m e s  v e r y  l a r g e  a l t h o u g h  t h e  a c t u a l  v a l u e  o f  T*
0 0 a t  of = 9 0  i s  much l e s s  t h a n  t h e  v a l u e  a t  of * 0  •  For  a

p r o l a t e  s p h e r o i d  t h e  r a t i o  t/  / t/,*p h a s  i t s  maximum v a l u e  a t

of * o*  f o r  a  g i v e n  s p a c i n g *

The d i m e n s i o n ! e s s  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  f o r  p a r a l l e l  a n d

p e r p e n d i c u l a r  m o t i o n  a r e  show n  i n  f i g u r e s  11 a n d  1 2*

r e s p e c t i v e l y *  As e x p e c t e d  b o t h  c o e f f i c i e n t s  v a n i s h  when

H / c -» -o d *  I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  t h e  t o r q u e  d u e  t o

t h e  p a r a l l e l  m o t i o n  c h a n g e s  s i g n  a s  f u n c t i o n  o f  t h e

o r i e n t a t i o n  a n g l e *  T h e r e f o r e  f o r  e a c h  p a r t i c l e - t o - w a l I

s p a c i n g  a n d  a s p e c t  r a t i o *  t h e r e  i s  a  c r i t i c a l  o r i e n t a t i o n

a n g l e  f o r  w h i c h  a  s p h e r o i d  c a n  t r a n s l a t e  p a r a l l e l  t o  t h e
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w a l l  w i t h o u t  e x p e r i e n c i n g  any  t o r q u e *

C o m p a r in g  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c u r v e s  f o r  a p r o l a t e  an d  

o b l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  t h e  sa m e  a s p e c t  r a t i o  we f i n d  t h a t  

t h e  q u a n t i t a t i v e  v a r i a t i o n  o f  a l l  t h e  c o e f f i c i e n t s  w i t h  

i s  s i m i l a r  t o  t h a t  f o r  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  t h e  sam e
9 .

a s p e c t  r a t i o  a t  a n  o r i e n t a t i o n  o f  9 0  -  (X* T h i s  i s  b e c a u s e  

w h i l e  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  l o n g  a x i s  and t h e  w a l l  i s  ot 
f o r  a  p r o l a t e  s p h e r o i d *  i t  i s  9 0 * *  o( f o r  an o b l a t e  

s p h e r o i d *

I n  o r d e r  t o  m o r e  c l e a r l y  s e e  t h e  e f f e c t  o f  b od y  s h a p e *

f i g u r e  13 s h o w s  t h e  f o r c e  c o e f f i c i e n t s  f J' * fJj an d  F*' a s  a

f u n c t i o n  o f  t h e  a s p e c t  r a t i o  £ a t  o( = 9 9 °  a n d  s e v e r a l

c o n s t a n t  v a l u e s  o f  H / c *  A l l  t h r e e  r a t i o s  h a v e  t h e i r  maximum 

v a l u e s  f o r  a  s p h e r e  < € = 1 ) •  T he  c o e f f i c i e n t  f J 1 i s  z e r o  

f o r  a s p h e r e *  when f  a p p r o a c h e s  u n i t y  t h e  r a t i o  f ) 1/ ^  

i n c r e a s e s  w i t h  €  v e r y  r a p i d l y  b u t  h a s  l i m i t i n g  v a l u e s *  F o r  

a  s p h e r o i d  w i t h  t  c l o s e  t o  u n i t y  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  F | ’

i s  v e r y  s m a l l  a n d  c o n v e r g e s  much s l o w e r  t h a n  o t h e r

c o e f f i c i e n t s *  L i m i t e d  b y  c o m p u t e r  t i m e *  t h e  v a l u e s  o f  F^1 

h a v e  n o t  b e e n  c a l c u l a t e d  a c c u r a t e l y  f o r  £ v e r y  c l o s e  t o  

u n i t y  a t  H / c  -  1*1  and* t h e r e f o r e *  a r e  n o t  show n i n  f i g u r e  

1 5 .

The f o r c e  and  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  o f  a  s p h e r o i d  m o v in g  

p a r a l l e l  t o  a w a l l  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  by  t h e  m e t h o d  o f  

r e f l e c t i o n s  i n  W akiya  ( 1 9 5 7 ) *  The r e s u l t s  a c h i e v e d  by  t h e  

m e th o d  o f  r e f l e c t i o n s  a r e  c o m p a r e d  t o  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e
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p r e s e n t  b o u n d a r y  i n t e g r a l  M e t h o d  i n  t a b l e  11* At  l a r g e  

s p a c i n g s  t h e  r e s u l t s  o f  W a k i y a  a r e  i n  g o o d  a g r e e m e n t  w i t h  

t h e  v a l u e s  a c h i e v e d  b y  t h e  b o u n d a r y  i n t e g r a l  M e t h o d *  At 

c l o s e  s p a c i n g s  t h e  d i s c r e p a n c y  i n c r e a s e s *  b u t  a g r e e m e n t  i s  

s t i l l  g o o d  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t  f | ‘ u p  t o  H / b  * 1 * 5  •  F o r  t h e  

c o e f f i c i e n t s  F j 1 a n d  T*' t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  by  t h e  Method  

o f  r e f l e c t i o n s  h a v e  s u b s t a n t i a l  e r r o r  a t  c l o s e  s p a c i n g s *  

F o r  e x a a p l e *  a t  H / b - l * 5  a n d  1 * 1  t h e  v a l u e  o f  Fj '  c a l c u l a t e d  

b y  t h e  M et h o d  o f  r e f l e c t i o n s  i s  25% a n d  f o u r  t i n e s  l e s s  

r e s p e c t i v e l y  t h a n  t h e  s t r o n g - i n t e r a c t i o n  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  

by t h e  p r e s e n t  t h e o r y *  Even  a t  H/b= 5 t h e  e r r o r  o f  t h e  

v a l u e s  o f  Tt‘ c o M p u t e d  b y  t h e  M e t h o d  o f  r e f l e c t i o n s  i s  c l o s e  

t o  10X .
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A p p e n d ix  A

A k e y  s t e p  i n  k e e p i n g  c o m p u t a t i o n  t i m e  a t  a  minimum  

w h i l e  m a i n t a i n i n g  h i g h  a c c u r a c y  i s  t o  e v a l u a t e  t h e  i n t e g r a l s  

i n  ( 1 5 )  a n a l y t i c a l l y  i n  t h e  ^  d i r e c t i o n *  L e t  R = Rs ( z )  

r e p r e s e n t  t h e  b od y  s h a p e  i n  t h e  (R * P ) c y l i n d r i c a l

c o o r d i n a t e  s y s t e m *  The c o o r d i n a t e s  ( R ( z ) «  • z ) a n d

( R ( z * ) «  £ * « z * )  r e p r e s e n t  tw o  d i s t i n c t  p o i n t s  x and  y o n  t h e  

p a r t i c l e  s u r f a c e  r e s p e c t i v e l y *  The i n c l i n a t i o n  a n g l e  o f  t h e  

a x i s  o f  s y m m e tr y  o f  t h e  b o d y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  w a l l  i s  k  

and t h e  p a r t i c l e - t o - w a l 1 s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  i s  H ( s e e  

f i g u r e  3 ) *  Then t h e  v a r i o u s  q u a n t i t i e s  a p p e a r i n g  i n  ( 1 5 )  c a n  

b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e s e  t w o  

p o i n t s  a s  f o l l o w s :

r z  = Ct t>, C o $ ( 9 -  0 * )
( A - l )

Cx 1- Dz 6 s (  0 -  &•) ( * - 2 )

r, = Y* =  Ci  4* J>5 C n f r ( A - 3 )

fa  — Yx — £4 +  P4  S' n 0
(A -A )

fa = C f  4- I>r CoiO ( A - 5 )

fa* = Ct +  Pa Cmt 9
( A - 6 )

* 3  = C7 +  P j G n O - ( A - 7 )

n ,  = C$ 4 - V t  Cos9 ( A - 8 )

C9 4* Pp Sin 9 ( A - 9 )
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H i  =  c « ,  + P/o <r*s &  (A-ioi

1), = :  Cn +  P „  G>s 0  C A - l l j

— 0 ( A - 1 2 )

—  Cu + V/zCesQ  f A - l 3 )

w h e r e *  i n  t h e  o r d e r  o f  a p p e a r a n c e  i n  ( A - 1 J  -  ( A - 1 3 )

Ci ( * - * ♦ >

C2 =  - 2 /e /r

Tj = 4H ( H  + l mS i n X + R ' ,G s Q * G s X  + i S i * 0 ( + ? 2

+ z z + f C ' + R L-z i* z a a < + z i iC $ > v « t j< C o < > 8 * ca-ioi

Ox < A - i T )

0, =: ia .n r (  tCSi-qyi lCGsZ*Si*fftiSi«*«-t*HG**)] ( A - i a j

Ci -  ( 2-2"; t a * s * o t  C*s 8 *  (*-19)

V s  —  -  R S in O t  ( * - 2 0 )

C* — - K * S t n $ *  (A—21 )

V a  =  / ?  ( * - 2 2 >

r5 — ( Z - V ) S i » o C - n mc c $ 8 mCosot (a-23)

—  A  CoS ( A - 2 * )

a  =  < +  R*CoS 6*Cvsct + 2 H  I A - 2 5 )
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Vi — nco% d C A—2 6 )

Cj — H  + l St# ot ( A - 2 T )

3>t — R  Cos oC ( A - 2 8 )

Ce = R'Cosol/ (  / +  R'*)'* ( A - 2 9 J

Va — Sm Ot/  ( / + ( A - 3 0 J

f>9 — -  f / (  1+ ( A—3 1 )

C«t — * ' 5 m  & * / ( ! + * ! * )A ( A - 3 2 *

D̂/o — - a s  c / +  r!x /* ( A - 3 3 )

I n  t h e
■*

a b o v e  e x p r e s s i o n s  R = R ( z ) «  R = a n d  R* -  d R / d z *

T he  q u a n t i t i e s  C/t * 0 , /  an d  0 ^  d e p e n d o n  t h e  v e l o c i t y

f i e l d * For n o t i o n  p a r a l l e i  t o  t h e  w a l l w i t h u n i t  v e l o c i t y :

Cn — 1 , C u  -  V„ —  3>,z =  0 1 A—3 A)

For  M o t i o n  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  w i t h  u n i t y  v e l o c i t y :

C/2 — t ,  C,/ — D „  —  1">,2 — 0  ( A - 3 5 )

For  a  s h e a r  f l o w  h a v i n g  u n i t  s t r e n g t h :

Cif  — Stft0( i ^  f?CosO{ p C — 5 / 4 “  0 ( A - 3 6 )

For r o t a t i o n  w i t h  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  u n i t y :

C n ~  Z$i»C( ,  Va — ftCeiU , C/2 -  -?C*s< , J>n ~  &Si«QC ( * * 3 7 )

We now s u b s t i t u t e  A - l  t o  A—37 i n t o  i n t e g r a l  e q u a t i o n

( I S ) .  A f t e r  a  l e n g t h y  a l g e b r a i c  o p e r a t i o n s  t h e  i n t e g r a l s  i n
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t h e  d i r e c t i o n  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r e  -

t  r  c*s » 8 c t e  . .  . . .
 ̂ o (A* + 8  *Cos(8-0c,)V*

w h e r e  p  « 1* 3 f  5  an d  7* T h i s  i n t e g r a l  c a n  b e  w r i t t e n  a s  

w h e r e

h  t  u  ft- \  __  CoS'*A t i l t
a (  (T )  —  ( , . K‘£is A yt>. «*-*<>>

/< —  , 4 ^ 6 *  *  I <A-4i>

To e v a l u a t e  t h e  i n t e g r a l  Q |k *  •  • p* ) we d i s c u s s  t h r e e  

c a s e s .

( a )  0 . 8  < K < I

T h i s  i n t e g r a l  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  s e r i e s

& ( K , m , ? , B ) = .  Z  Q  ( K .  ? ’ i  ’ 6 )

w h e r e
I 1 =  m  -  {

w, ( - ! ) *  Z Al( i » + i ' 0  !m  a ;------------------7-7—,— o t h e r w i s e
( * 2 i ) f

i f .
( A - 4 4 )

6 [ (  K , ? , t  , 6 )  ( i -  K 'S .V tjr t*

The f u n c t i o n  G(k* p* • «  ff } c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t e r w s  o f  t h e  

e l l i p t i c  f u n c t i o n s  o f  t h e  f i r s t  and  s e c o n d  k i n d  a s  f o l l o w s :

G (  K , - l  , 0 , 0 )  =  £ (  t , K )  M _ „ ,
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C f ( i < , l t O , B ) = r f ( & , K )  ( a - 4 6  j

G  ( K, P ,  0 , 0 ) =  -  + £ * M z £ l r yr(K%7 /) ft)
TV  ̂ (T -O K *A * -*

"  " ( f - f ) k ' -  G (  *> ?-*  , 0 ' t )  (A - V 7 )

<7 ( K , p ,  i ,9)- =-jp$(x,f>-2,1- h $ ) - £ Z$(K.p,i~It&)  ( A - * 8 )

w h e r e  £ a n d  F a r e  t h e  e l l i p t i c  f u n c t i o n s  o f  t h e  first 
and s e c o n d  k i n d *  r e s p e c t i v e l y *  K*1 * :  I —K1 a n d

A  = < i -K *3in*0  I1*

U n f o r t u n a t e l y  t h e  r e s u l t s  g i v e n  by  ( A - 3 7 )  p r o d u c e  l a r g e  

r o u n d  o f f  e r r o r  f o r  s e a l  1 k an d  l a r g e  T h e r e f o r e  ( A - 3 7 )

c a n  b e  u s e d  o n l y  f o r  K c l o s e  t o  1 .

( b )  0  < K < 0 . 8

When K i s  n o t  c l o s e  t o  u n i t y  we u s e  t h e  i n f i n i t e  s e r i e s

( f -  f<‘ S i n O y V* =  I +  -gtc‘S!*lP  V- i -f ’/C+WO

+  + . . .  (*-*<>)
■#

t h e n  u s i n g  t h e  known r e s u l t :

 ̂ Sin XCo 3 '

We g e t
7 < -m

( A—5 0 )

Q / K „  p  7T ) _  L-0mJL  f *  ( V  ) ' { ( Z  + U — l f v - ' J i f 7
Q ( KfPl,yt  x  \j-m / j  /

t A—5 1 )

The i n f i n i t e  s e r i e s  ( A - 5 1 )  c o n v e r g e s  v e r y  f a s t  f o r  K n o t  

c l o s e  t o  u n i t y .

The a p p l i c a b l e  r e g i o n s  f o r  K o f  e q u a t i o n s  ( A - 4 2 )  a n d  

( A - 5 1 )  o v e r l a p .  N u m e r i c a l  t e s t s  show  t h a t  K *  0 . 8  i s  a
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r e a s o n a b l e  v a l u e  f o r  M a t c h i n g  t h e  tw o  s o l u t i o n s *

( c )  When z * z* a n d  0 - 0 *  t h e  f o l l o w i n g  i n t e g r a l s  b ecom e

s i n g u l a r :

( L  < 7 ------------ ^  , A _ S 2 )* Jp  *

and

~ ^  7?j $x  ( A - 5 3 )

To e v a l u a t e  t h e s e  i n t e g r a l s  we d i v i d e  t h e  r e g i o n  o f

i n t e g r a t i o n  i n t o  f o u r  s u b r e g i o n s  a s  f o l l o w s :
4 l iti i - « y  7  f  u
[ \ y  ddd?  =  M  \  + J j +  j  J +  1 J ) cfct&dZ ( A - S 4 )

-Ji i -to  o f ,  e*-f -t ,

w h e r e  0< € « 1 *  6t - 6 / R .  The f i r s t  t h r e e  i n t e g r a l s  o n  t h e

r i g h t  s i d e  o f  A - 5 3  a r e  r e g u l a r *  w h i l e  t h e  f o u r t h  i s

s i n g u l a r *  T h e  f i r s t  tw o  i n t e g r a l s  i n  t h e  0  d i r e c t i o n  c a n

b e  e v a l u a t e d  u s i n g  (A—4 2 )  o r  ( A - S 1 ) «  The t h i r d  o n e  c a n  b e

r e p r e s e n t e d  b y

' V  C ° s * m & o t 9  J £ L  J X  f t ,  o  • n r - e ,  1

\  =  4  £
w h e r e  t h e  f u n c t i o n  G(K* p* i * (7T -6( ) / 2 )  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  

t e r n s  o f  t h e  i n c o m p l e t e  e l l i p t i c  f u n c t i o n s  b y  e q u a t i o n s

( A - 4 5 )  -  fA—4 8 ) •  The l a s t  o n e  c a n  b e  e v a l u a t e d  a n a l y t i c a l l y  

b y  t r e a t i n g  t h e  s m a l l  r e g i o n  a r o u n d  t h e  s i n g u l a r i t y  a s  a  

f l a t  p l a n e  a s  w as  d o n e  by  V o u n g r e n  C A c r i v o s  ( 1 9 7 5 ) *
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A p p e n d i x  B

I n  t h i s  a p p e n d i x  we l i s t  f o r m u l a s  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  

F o r c e  and  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  o f  a  s p h e r o i d  i n  an u n b o u n d e d  

f l u i d *  I n  t h e  f o l l o w i n g  a  i s  t h e  h a l f - l e n g t h *  b i s  t h e  

r a d i u s  and  ^  < a / b  f o r  b o t h  o b l a t e  a n d  p r o l a t e  s p h e r o i d s *  

T a b l e  B—1 and B-2 l i s t  s o e e  v a l u e s  o f  t h e s e  c o e f f i c i e n t s *

When a s p h e r o i d  i s  t r a n s l a t i n g  i n  an  u n b o u n d e d  f l u i d  i t  

d o e s  n o t  e x p e r i e n c e  a n y  t o r q u e *  The d r a g  c o e f f i c i e n t  f o r  

t h e  t r a n s l a t i n g  n o t i o n  i s  d e f i n e d  a s

w h e r e  c - b  f o r  an o b l a t e  s p h e r o i d  a n d  c - a  f o r  a  p r o l a t e  

s p h e r o i  d*

T h e  d r a g  c o e f f i c i e n t  f o r  t r a n s l a t i n g  m o t i o n  w i t h  

a r b i t r a r y  a n g l e  oi t o w a r d  t h e  s y m m e tr y  a x i s  c a n  b e  

e x p r e s s e d  a s  f o l l o w s :

t r a n s l a t i n g  m o t i o n  p a r a l l e l  a n d  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  a x i s  o f

g i v e n  by  H a p p e l  t B r e n n e r  ( L 9 6 5 )  and  l i s t e d  b e l o w  f o r  

r e f e r e n c e *  For  a n  o b l a t e  s p h e r o i d :

( 9 - 1 )

( B - 2 J

f, * ti***
w h e r e  F,tW and F(|eo r e p r e s e n t  t h e  d r a g  c o e f f i c i e n t s  f o r

s y m m e t r y  r e s p e c t i v e l y *  T h e  c o e f f i c i e n t s  F*«> a n d  F*'« a r e

8  {  2 *  J .  - > r



For a  p r o l a t e  s p h e r o i d :

=  - f  I ~  « - »

e  *  +  < * ' -  ‘ W  ‘ B- 6*
When a  s p h e r o i d  i s  r o t a t i n g  i n  an  u n b o u n d e d  f l u i d  i t  

o n l y  e x p e r i e n c e s  a  t o r q u e *  The t o r q u e  c o e f f i c i e n t  i s  d e f i n e d  

a s

Tirw = -  T i/STr/ttiCtf I B - 7 )

The f o r c e  e x p e r i e n c e d  b y  a  s p h e r o i d  i n  a n  u n bo u n d  s h e a r  f l o w  

i s  e q u a l  t o  t h a t  i t  w o u l d  h a v e  i f  i t  i s  t r a n s l a t i n g  i n  an  

o t h e r w i s e  u n b o u n d e d  q u i e s c e n t  f l u i d  w i t h  a  v e l o c i t y  e q u a l  t o  

t h e  i n c o m i n g  f l u i d  v e l o c i t y  a t  t h e  s p h e r o i d  c e n t e r *  The  

t o r q u e  c o e f f i c i e n t  f o r  a  s p h e r o i d  r i g i d l y  h e l d  i n  a s h e a r  

f l o w  a t  an a r b i t r a r y  a n g l e  U  i s  d e f i n e d  a s :

T*s,® =  T z y U n /t b2c $ (B~ 0)

T h e  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s

Tx.oo =  T /.So CoS *  +  TxS"  Sin*0( < » - »

5 ̂  S iKFw h e r e  Ta ,w  and Tj,u> r e p r e s e n t  t h e  c o e f f i c i e n t s  f o r  s h e a r  

f l o w  w h o s e  d i r e c t i o n  i s  p a r a l l e l  a n d  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  

a x i s  o f  s y o a e t r y  o f  t h e  s p h e r o i d *  r e s p e c t i v e l y *  The t o r q u e  

c o e f f i c i e n t s  Tg,o» •  t£*m a n d  Tas ^  h a s  b e e n  s o l v e d  by J e f f e r y  

1 1 9 2 2 )  an d  l i s t e d  b e l o w  f o r  r e f e r e n c e *  F or  an  o b l a t e  

s p h e r o i  d :
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T S* — *  f
U.eo —  " 3 “  t t + < ?u

T S«< A  tp*
*fV> “  3 "

For a p r o l a t e  s p h e r o i d :

T r   l_ ._ L ± -£ i—
u , »  3  <t>(r,+4>'h)

/
”  3

  A
i  i\7 & 7 r

w h e r e
oo

r, =  S c/ X

vO
JK

t l  i  i < ^ + \ ) A

£> =  ( 4>z + \ ) (  f + \ )

( B - I O )

I B - U )

< B - i 2 )

I B - 1 3 )

I B - 1 4 )

I B - 1 5 )

( 8 - l 6 a )  

IB —1 6 b )  

( B - 1 6 C )
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N
1 . 1 2 7 6

H / a
1 . 5 4 3 1  2 . 3 5 2 4 3 . 7 6 2 2

5 - 3 2 . 1 3 - 3 . 0 3 9 - 1 . 0 3 9 - 1 . 2 2 2

7 - 1 2 . 0 9 - 3 . 0 3 6 - 1 . 8 3 0 - 1 - 2 2 2

9 - 9 . 4 5 - 3 . 0 3 6 - 1 . 8 3 0 - 1 . 2 2 2

11 - 9 . 2 5 - 3 . 0 3 6

13

1
I •0 

| 
1

I 
t\i 

1
I 

U»
l

e x a c t - 9 . 2 5 - 3 . 0 3 6 - 1 . 0 3 8 - 1 . 2 2 2

( a )  b o u n d a r y  c o l l o c a t i o n  m e t h o d

N H / a
1 . 1 2 7 6 1 . 5 4 3 1 2 . 3 5 2 4 3 . 7 6 2 2

5 - 0 . 3 8 - 3 . 0 3 5 - 1 . 8 3 7 - 1 . 2 2 2

7 - 9 . 0 5 - 3 . 0 3 6 - 1 . 8 3 8 - 1 . 2 2 2

9 - 9 . 2 1 - 3 . 0 3 6 - 1 . 8 3 8 - 1 . 2 2 2

11 - 9 . 2 4 - 3 . 0 3 6

13 - 9 . 2 5

e x a c t - 9 . 2 5 - 3 . 0 3 6 - 1 . 8 3 6 - 1 . 2 2 2

( b )  w e i g h t e d  r e s i d u a l  m e th o d

T a b l e  1 C o n v e r g e n c e  o f  d i m e n s i o n l e s s  r e s i s t a n c e  c o e f f i ­
c i e n t  f j *  f o r  a s p h e r e  m o v i n g  p e r p e n d i c u l a r  t o  a
w a l l  a t  v a r i o u s  s p h e r e - t o - w a l 1 s p a c i n g s *
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N
1 . 1 2 7 6 1 . 5 4 3 1

H /a
2 . 3 5 2 4 3 . 7 6 2 2

4 —2 . 0 1 b - 1 . 4 6 2 - 1 . 2 8 3 - 1 . 1 6 8

6 - 2 . 1 1 6 4I1 - 1 . 3 0 8 - 1 . 1 7 4

8 - 2 . 1 4 4 - 1 . 5 6 7 - 1 . 3 0 8 - 1 . 1 7 4

10 - 2 . 1 5 2

12 - 2 . 1 5 1

14 - 2 . 1 5 1

e x a c t - 2 . 1 5 1 - 1 . 5 6 7 - 1 . 3 0 6 - 1 . 1 7 4

T e s t s Of F,

N
1 . 1 2 7 6 1 . 5 4 3 1

H /a
2 . 3 5 2 4 3 . 7 6 2 2

4 - 0 . 1 1 2 6 - 0 . 0 3 2 3 - 0 . 0 0 2 4 2 - 0 . 0 0 0 4 1 5

6 - 0 . 0 9 8 5 - 0 . 0 2 9 8 - 0 . 0 0 2 5 3 - 0 . 0 0 0 4 1 0

a - 0 . 0 7 6 0 - 0 . 0 1 4 5 - 0 . 0 0 2 6 3 - 0 . 0 0 0 4 1 9

10 - 0 . 0 7 2 3 - 0 . 0 1 4 6 - 0 . 0 0 2 6 4 - 0 . 0 0 0 4 2 2

12 - 0 . 0 7 3 7 - 0 . 0 1 4 7 - 0 . 0 0 2  64 - 0 . 0 0 0 4 2 2

14 - 0 . 0 7 3 7 - 0 . 0 1 4 7

e x a c t - 0 . 0 7 3 7 - 0 . 0 1 4 7 - 0 . 0 0 2 6 4 - 0 . 0 0 0 4 2 2

( b )  t e s t s  o f  T*1

T a b l e  2 C o n v e r g e n c e  o f  d i m e n s i o n l e s s  r e s i s t a n c e  c o e f f i ­
c i e n t s  f o r  a s p h e r e  m o v i n g  p a r a l l e l  t o  a w a l l  a t
v a r i o u s  s p h e r e - t o - w a l 1 s p a c i n g s *

-  <*a -



N
1*1276 1*6431

H / a
2 . 3 5 2 4 3 . 7 6 2 2

4 - 0 * 1 7 3 - 0 . 0 2 2 6 - 0 . 0 0 3 7 5 - 0 . 0 0 5 4 9

6 - 0 * 1 4 9 - 0 . 0 2 0 2 - 0 . 0 0 3 5 1 - 0 . 0 0 5 5 3

8 - 0 . 1 0 6 - 0 . 0 1 8 8 - 0 . 0 0 3 5 1 - 0 . 0 0 5 5 6

10 - 0 . 0 9 8 3 - 0 . 0 1 9 5 - 0 . 0 0 3 5 2 - 0 * 0 0 5 6 2

12 - 0 * 0 9 8 3 - 0 * 0 1 9 5 - 0 . 0 0 3 5 2 - 0 * 0 0 5 6 2

e x a c t - 0 - 0 9 8 3 - 0 . 0 1 9 5 - 0 . 0 0 3 5 2 - 0 . 0 0 5 6 2

( a )  T e s t s  o f  F,r

N H /a
1 . 1 2 7 6 1 . 5 4 3 1 2 . 3 5 2 4 3 . 7 6 2 2

4

+ 
1

ro 
I 

• 
I

11
- 1 . 0 9 7 - 1 * 0 2 3 - 1 . 0 0 6

6 - 1 . 3 7 4 - I . 100 - 1 . 0 2 5 —1 * 0 0 6

8 - 1 . 3 8 2 - I . 100 - 1 . 0 2 5 - 1 . 0 0 6

10 - 1 . 3 8 8 - 1 * 1 0 0 - 1 . 0 2 5

12 - 1 . 3 8 8

e x a c t - 1 . 3 8 8 - 1 . 1 0 0 - 1 . 0 2 5 - 1 . 0 0 6

<b)  t e s t s  o f  tJ

T a b l e  3 C o n v e r g e n c e  o f  d i e e n s i o n l e s s  r e s i s t a n c e  c o e ­
f f i c i e n t s  f o r  a  s p h e r e  r o t a t i n g  a l o n g  a  w a l l
a t  v a r i o u s  s p h e r e - t o —v a l I  s p a c i n g s *
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hi
1 *1276

H /a
1 . 5 6 3 1 2 • 3 52 6 3 . 7 6 2 2

6 1 . 6 1 0 1 . 6 3 7 1 .2 T 7 1 . 1 6 7

6 1 . 6 1 6 1 . 6 3 9 1 . 2 7 8 1 . 1 6 7

a 1 . 6 1 6 1 . 6 3 9 1 . 2 7 8

10 1 . 6 1 6

12 1 . 6 1 6

e x a c t 1 . 6 1 6 1 . 6 3 9 1 . 2 7 8 1 . 1 6 7

T e s  t s o f  F^

H
1 . 1 2 7 6

H / a
1 . 5 6 3 1 2 . 3 5 2 6 3 . 7 6 2 2

6 - 0 . 9 5 0 0 - 0 . 9 7 3 7 - 0 . 9 9 2 3 - 0 . 9 9 7 3

6 - 0 . 9 5 2 6 - 0 - 9 7 6 6 - 0 . 9 9 1 1 - 0 . 9 9 7 1

0 - 0 . 9 5 3 3 - 0 . 9 7 6 6 - 0 . 9 9 0 3 - 0 . 9 9 7 1

10 - 0 . 9 5 3 8 - 0 . 9 7 6 2 - 0 . 9 9 0 1

12 - 0 . 9 5 3 7 - 0 . 9 7 6 2 - 0 . 9 9 0 1

16 -O .V S 3 7

e x a c t - 0 . 9 5 3 7 - 0 . 9 7 6 2 - 0 . 9 9 0 1 - 0 . 9 9 7 1

<b) t e s t s  o f  i j

T a b l e  6 C o n v e r g e n c e  o f  d i m e n s i o n l e s s  r e s i s t a n c e  c o e f f i ­
c i e n t s  f o r  a  s p h e r e  r i g i d l y  h e l d  i n  a  s h e a r  f l o w
n e a r  a  w a l l  a t  v a r i o u s  s p h e r e - t o - w a l I  s p a c i n g s *
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Oi Ft ‘ F rr » r t F,S F t j  Tt( Tr  TS T3 fa
i5'*~ - 1 . 5 6 6  - 0 . 0 1 9 5 5 1 . 4 3 9 - 3 . 0 3 2  - 0 . 0 1 4 7 0  - 1 . 1 0 0  - 0 - 9 > 4 2

30* - 1 . 5 6 7  - 0 . 0 1 9 5 5 1 . 4 3 9 - 3 . 0 3 2  - 0 . 0 1 4 7 0  - 1 . 1 0 0  - 0 . 9 7 4 2

45*" - 1 . 5 6 7  - 0 . 0 1 9 5 7 1 . 4 3 9 - 3 . 0 3 5  - 0 . 0 1 4 6 2  - I . 100 - 0 . 9 7 4 2

60° - 1 . 5 6 7  - 0 . 0 1 9 5 6

I 
i

IS 
1

II 
! 

r

- 3 . 0 3 7  - 0 . 0 1 4 6 7  - 1 . 1 0 0  - 0 . 9 7 4 3

75* - 1 . 5 6 7  - 0 . 0 1 9 5 0 1 . 4 3 9 - 3 . 0 3 6  —0 . 0 1 4 6 8  - 1 . 1 0 0  - 0 . 9 7 4 2

e x a c t —1 - 5 6 7  - 0 . 0 1 9 5 3  1 . 4 3 9  - 3 . 0 3 6  - 0 . 0 1 4 6 5  - 1 . 1 0 0  - 0 . 9 7 4 5

T a b l e  5 N u m e r i c a l  T e s t s  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  c o l l o c a t i o n  f o r  a  
s p h e r e  a t  H / a  -  1 . 5 4 3 1  ( a t  i s  t h e  o r i e n t a t i o n  a n g l e  
o f  t h e  s p h e r e  a x i s *  24 c o l l o c a t i o n  p o i n t s  w e r e  u s e d ) .
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1*1

oC f  r t f Ttl Tr  TS•a 'a ' a

15* - 2 . 1 6 9 - 0 . 0 9 8 6 6 1 . 6 1 6 - 8 . 9 1 - 0 . 0 7 6 6 7  - 1 . 3 8 6  - 0 . 9 5 3 7

~ 30r - 2 * 1 5 0 - 0 . 0 9 8 8 6 1 . 6 1 6 - 9 . 0 6 - 0 . 0 7 6 1 6  - 1 . 3 8 7  - 0 . 9 5 3 7»J I

- 2 . 1 5 1 - 0 . 0 9 8 3 9 I . 6 1 6 - 9 . 2 6 - 0 . 0 7 6 0 8  - 1 . 3 8 7  - 0 . 9 5 3 78J I

- 2 . 1 5 1 - 0 . 0 9 8 1 5 1 . 6 1 6 ! A i 
• 

i 
1 

Nl 1 W - 0 . 0 7 6 1 1  - 1 . 3 8 7  - 0 . 9 5 3 7

I 
i

p* 
i 

i'- 
1

i

- 2 . 1 5 1 - 0 . 0 9 8 1 3 1 . 6 1 6 - 9 . 2 6 - 0 . 0 7 6 1 2  - 1 . 3 8 7  - 0 . 9 5 3 7

e x a c t - 2 . 1 5 1 - 0 . 0 9 8 2 9 1 . 6 1 6 - 9 . 2 5 2 - 0 . 0 7 3 7 2  - 1 . 3 8 7  - 0 . 9 5 3 7

( b )

-=.r r ? j *1 f r  x*U  ' i

i s *  - 2 .  151 - 0 . 0 9 8 3 6 1 . 6 1 6 - 9 . 2 3 - 0 . 0 7 3 5 2  - 1 . 3 8 8  - 0 . 9 5 3 7

1
M

l
C

| 6 .12 . 1 5 0 - 0 . 0 9 8 3 8 1 . 6 1 6 - 9 . 2  7 - 0 . 0 7 3 6 0  - 1 . 3 8 7  - 0 . 9 5 3 7

65* - 2 .  152 - 0 . 0 9 8 1 0 1 . 6 1 6 - 9 . 2 6 - 0 . 0 7 3 8 7  - 1 . 3 8 7  - 0 . 9 5 3 7

60*  - 2 . 1 5 1 - 0 . 0 9 8 5 9 1 . 6 1 6 - 9 . 2 0 - 0 . 0 7 6 8 6  - 1 . 3 8 7  - 0 . 9 5 3 7

75*  - 2 . 1 6 8 - 0 . 1 0 2 9 1 . 6 1 6 - 9 . 3 1 - 0 . 0 7 6 0 5  - 1 . 3 8 5  - 0 . 9 5 3 7

e x a c t - 2 . 1 5 1 - 0 . 0 9 8 2 9 1 . 6 1 6 - 9 . 2 5 2 - 0 . 0 7 3 7 2  - 1 . 3 8 7  - 0 . 9 5 3 7

T a b l e  6  N u m e r i c a l  t e s t s  o f  two d i m e n s i o n a l  c o l l o c a t i o n  f o r  
a  s p h e r e  a t  H / a = l * 1 2 7 6 *
( a )  U s i n g  10 r i n g s  a n d  6 p o i n t s  a t  e a c h  r i n g .
( b )  u s i n g  8  r i n g s  a n d  8  p o i n t s  a t  e a c h  r i n g s *

-  5 2  -



N
0 . 5 0 * 8

H / b
1 . 1 1 . 5

2 8 * 9

1
-6 

1 
N 

1
 ̂

1
IT 

j1

3 . 4 0 7 2 . 3 9 3

4 2 3 * 7 6 * 9 1 8 3 . 5 6 7 2 . 3 7 9

6 4 0 . 3 7 . 2 2 6 3 . 5 8 9 2 . 3 8 5

e 5 3 * 1 7 * 2 5 7 3 . 5 8 9 2 . 3 8 5

1 0 5 7 * 5 7 * 2 6 3 3 . 5 8 9 2 . 3 8 5

12 6 0 * 4 7 * 2 6 4

14 6 1 . 4 7 . 2 6 2

1 6 6 1 * 7 7 . 2 6 2

1 8 6 2 . 6 7 . 2 6 2

O
j

6 2 * 9

2 2 6 2 * 9

T a b l e  7 a  C o n v e r g e n c e  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t  Fj /Fj, to f o r  
a n  o b l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a / b = 0 . 5  w i t h  i t s  sym­
m e t r y  a x i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l *

-  53  -



N
0 . 5 5

H /b
0 * 8  i . l 1 . 5

2

I
<N* 

1
*n 

ii
• 1 . 8 5 0 1 . 6 6 0 1 . 2 6 7

6 3 . 2 1 8 1 . 9 1 7 1 . 5 6 6 1 . 3 7 6

6 3 . 3 5 5 1 . 9 2 3 1 . 5 6 8 1 . 3 8 0

8 3 . 3 7 6 1 . 9 2 3 1 . 5 6 8 1 . 3 8 0

10 3 . 3 7 8 1 . 9 2 3 1 . 5 6 8 1 . 3 8 0

12 3 . 3 8 1

1* 3 . 3 8 6

16 3 . 3 8 6

18 3 . 3 8 6

20 3 . 3 8 9

22 3 . 3 8 9

26 3 . 3 9 0

26 3 . 3 9 0

■*' t .T a b l e  7b C o n v e r g e n c e  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t  F, / F , ^  f o r  
a n  o b l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a / b = 0 . 5  w i t h  i t s  sym­
m e t r y  a x i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l *

-  5 *  -



N
0 . 5 5 so•o H /b

l . l 1 . 5

2 "0 .  16 8 0 . 0 1 3 4 0 . 0 1 0 5 7 0 . 0 0 6 4 7

5 0 . 4 7 5 0 . 1 2 3 3 0 . 0 5 9 1 3 0 . 0 3 2 4 3

6 0 . 5 6 0 0 . 1 2 1 7 0 . 0 5 9 2 1 0 . 0 3 2 5 1

e 0 . 5 8 6 0 .  1211 0 . 0 5 9 1 6 0 . 0 3 2 5 1

10 0 . 5 7 6 0 . 1 2 1 1 0 . 0 5 9 1 6 0 . 0 3 2 5 1

12 0 . 5 6 7 0 . 1 2 1 1

14 0 . 5 6 1

16 0 . 5 5 7

18 0 . 5 5 6

20  0 . 5 5 5

22 0 . 5 5 5

24 0 . 5 5 5

t ,
T a b l e  7c C o n v e r g e n c e  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t  T* f o r  an  

o b l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a / b ~ 0 . 5  w i t h  i t s  sy m m e t ry  
a x i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l .

-  55  -



N
0* 55

CO•o H /b
l . l 1 . 5

2 12*05 0 . 6 4 3 0 . 6 7 2 0 . 6 2 5

4 4 - 4 7 1 . 6 7 0 1 . 2 4 2 1 . 1C0

6 5 - 1 9 1 . 6 5 6 1 . 2 4 5 1 .  102

6

1

* 
1

i 
<61

1 
O

l 1
! 

1

1 . 6 5 5 1 . 2 4 5 1 . 1 0 2

to 4 -  80 1 . 6 5 4 1 . 2 4 5 1 . 1 0 2

12 5-  12 1 . 6 5 4

4 . 9 0

16 4 . 8 0

IB 4 - 9 1

20 5 . 0 3

22 5 . 0 4

24 5 . 0 3

26 4 . 9 7

28 4 . 9 7

T a b l e  7d C o n v e r g e n c e  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t  T» / V w  f o r  
an  o b l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a / b ~ 0 . 5  w i t h  i t s  sym­
m e t r y  a x i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l *

-  5 6  -



N
0 * 5 5 0 . 8

H /b
1*1 1 . 5

2 1*521 1 . 5 1 6 1 . 3 5 5  1 . 2 3 0

5 1 .9 9 1 1*665 1 . 5 7 8  1 . 3 5 2

6 1 . 9 6 5 1*671 1 . 5 8 1  1 . 3 5 6

8 1 . 9 9 5 1 . 6 7 0 1 * 5 8 0  1 . 3 5 6

10 1 . 9 9 0 1 . 6 7 0 1 . 5 8 0  1 . 3 5 6

12 1*965

15 1*968

l b 1 . 9 9 0

l a 1 . 9 9 2

20 1 . 9 9 0

25 1 . 9 6 8

26 1 . 9 6 8

T a b l e  7e  C o n v e r g e n c e  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t  F, f o r
a n  o b l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a / b = 0 . 5  w i t h  i t s  sym­
m e t r y  a x i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l *

-  57  -



N H /b
0 . 5 5  0*0  l . l  1 . 5

z - 1 . 2 3 0 • 780 0 . 9 1 5 0 . 9 5 5

4 1 . 3 6 1 . 3 6 3 1 .  354 1 . 3 2 4

6 1 . 3 2 1 . 3 7 0 1 . 3 6 2 1 . 3 3 1

a 1 . 4 3 1 . 3 6 9 1 . 3 6 1 1 .3 3 1

10

1 
1 

1
1

m1 ti-«i

1 . 3 6 9 1 . 3 6 1 1 . 3 3 1

12 1 . 2 6 I . 3 6 9

14 1 . 3 4

16 1 .4 1

16 1 . 4 3

2 0 1 . 3 7

24 IT«n ; 
1

1 
1

1 
1 

I 
1

26 1 . 3 5

! 7 f C o n v e r g e n c e o f  r e s t s t a n c e  c o e f f i c i e n t  Tj
a n  o b l a t e s p h e r o i d h a v i n g  a /& = 0 •5  w i t h
m e t r  y ax  i s p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e w a l l .

-  5 8  -



4 A ) a / 0  *  0 . 5 ,  H/C * 1 . 5

H 4 6 8
N

~4 ~ 27To3 27364  7 7 7 6 5

_ _  27368  273 70 27175"

3 2 . 3 6 9  273 70 77370

10

5 . 2 1

5 . 1 b

6 5 . 0 3  5 . 1 5  5 . 2 0  5 . 2 0

To  5 7 0 4  5 7 1 5  5 7 2 0  5 7 2 0

T a b l e  8 C o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  F jV F4,oo f o r  o b l a t e  
s p h e r o i d  i n c l i n e d  a t  15* w i t h  r e s p e c t  t o  
t h e  p l a n a r  w a l l .

N ___  Number  o f  r i n g s  ( c o n s t a n t  v a l u e s  o f  f  )
M   Number o f  p o i n t s  a t  e a c h  r i n g  ( c o n s t a n t

v a l u e s  o f  9 }

( b )  a / b  = 0 . 5 *  H / c  = 1 . 1

M 4  6  8
N

4  4 . 8 0  5 . 0 2  5 . 2 1

6  4 . 9 6  5 . 0 6  5 . 1 6



(CJ a / b  *  0 . 1 ,  H / c  = 1 . 5

M 4 6  8
N

4 1 . 7 4 1 1.741 1 . 7 4 2

6 1 . 6 3 1 1. 637 1 . 8 3 8

a 1 . 8 3 4 1 . 8 4 0 1 . 8 4 0

10 1 . 8 3 5 1 . 8 4 0 1 . 8 4 0

( d )  a / b  = 0 . 1 ,  H/C = 1 . 1

M 4 6 8 10
N
_ _  _ _ _ _ _ _  _ _  2 TV7

~Z 37sT 3759 2761 3761
__  _ _ _ _  ____  ____  2772

To 37 54 3731 377 2 37T3

T a b l e  8 C o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  Fi*/Fj!«> f o r  o b l a t e  
s p h e r o i d  i n c l i n e d  a t  15* w i t h  r e s p e c t  t o  
t h e  p l a n a r  w a l l .

N ___  Number o f  r i n g s  ( c o n s t a n t  v a l u e s  o f  2 )
N   Number o f  p o i n t s  a t  e a c h  r i n g  < c o n s t a n t

v a l u e s  o f  0 >

-  6 0  -



( A )  a / b  = O . S *  H / c  = 1 . 5

M 4 6 B
N

4 1 . 0 7 0 1 . 0 7 0 1 .0 7 1

6 1 . 0 7 1 1 .0 7 1 1 . 0 7 1

6 1 . 0 7 1 1 . 0 7 1 1 .0 7 1

<b)

H
N

a / b  — 0 . 5 *  

4

H /c  = l - l  

fa B 10

4 1 . 2 9 4 1 . 3 0 3 1 .  324
i 

i

1 
r

1 
IS

I 
-i

6 1 . 2 9 6 1 . 3 0 7 1 . 3 1 0 1 . 3 1 0

6 1 . 2 9 7 1 . 3 0 9 1 . 3 1 3 1 . 3 1 3

10 I .  29d 1 . 3 0 9 1 . 3 1 3 1 . 3 1 3

T a b l e  9 C o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  Ti /T,r,»  f o r  a n  o b l a t e  
s p h e r o i d  i n c l i n e d  a t  15* w i t h  r e s p e c t  t o  
t h e  p 1a n a r  wa1 1 •

N ___  Number o f  r i n g s  ( c o n s t a n t  v a l u e s  o f  I  )
H ___  Number o f  p o i n t s  a t  e a c h  r i n g  ( c o n s t a n t

v a l u e s  o f  (  )

-  6 1  -



<C) a / b  = 0 - 1 *  H/C = 1 - 5

M 4 6  6
N

__ u o a l  I T o a T  1 - 0 8 1

6 U 0  8 T lT o 8 7  1*087

~ 0  T*087  i 7 o ? 7  1 . 0 8 7

( d )  a / b  = 0 -1 *  H/C = l . l

M 4 6 8 10
N

”  i Z l l Z  1 7 3 2 0  1 7 3 2 8  1 7 3 3 0

__  I 7 3 1 7  1 7 3 2 4  1 7 3 3 0  17337

“a 17318 77335 77339 7733?

75 77377 77335 7733? 77337

T a b l e  9 C o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  Ta /Tx,*o f o r  a n  o b l a t e  
s p h e r o i d  i n c l i n e d  a t  15* w i t h  r e s p e c t  t o  
t h e  p i a n a r  wal  1 •

N ___  Number o f  r i n g s  ( c o n s t a n t  v a l u e s  o f  Z )
M ___  Number o f  p o i n t s  a t  e a c h  r i n g  ( c o n s t a n t

v a l u e s  o f  t  )

-  6 2  -



( a )  a / b  = 0 , 5 *  H / c  = 1 . 5

M 4 6  8
N

4 -o T q 5 9 1  ^0To5 9 1  -0T059T

6  -OTO5 08 ^ T O 589 - o T o 5 8  9

8 - 0 . 0 5 8 8  -OTO509 - 0 . 0 5 8 9

( b )  a / b  = 0 . 5 .  H /c  = 1 . 1

4 6 0 10

0 . 1 9 J  - 0 . 1 9 8  - 0 . 2 0 2  - 0 . 2 0 1

6  - 0 . 1 9 3  - 0 . 1 9 4  - 0 . 1 9 5  - 0 . 1 9 5

0 - 0 . 1 9 3  - 0 . 1 9 4  - 0 . 1 9 5  - 0 . 1 9 5

10 - 0 . 1 9 3  - 0 . 1 9 4  - 0 . 1 9 5  - 0 . 1 9 5

T a b l e  10 C o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  T* 1 f o r  a n  o b l a t e  
s p h e r o i d  i n c l i n e d  a t  15* w i t h  r e s p e c t  t o  
t h e  p l a n a r  w a l l .

N ___  Number  o f  r i n g s  ( c o n s t a n t  v a l u e s  o f  Z )
H ___  Number o f  p o i n t s  a t  e a c h  r i n g  ( c o n s t a n t

v a l u e s  o f  0 )

6 3  -



( c )  a / L  = 0 - 1 *  H /c  = 1 . 5

M 9 6 0
N

~ 7  - 0 T o 6 60 -Omd6 6  0 - 0 . 0 6 6 0

”  -0 l0 t> 6 2  - 0 - 0 6 6 6  - 0 . 0 & 6 7

8 - 0 - 0 6 6 3  —575667 -575667

( d )  a / b  = 0 . 1 *  H/C = 1 .1

M 6  6 6 10
N

_ 9 - 5 7 1 3 7  - 5 7 T 9  9 - o7T92 - 5 7 1 9 2

—6 - 5 7 1 8  7 - 5 7 1 9 0  - o : i 9 2  - 5 7 1 9 3

~ 8  - 5 7 7 8 9  -5 7 1 9 9  -5 7 7 9 9  -5 7 1 9 9

1 5 -5 7 1 7 5  - 5 7 7 9 9  - 5 7 7 5 7  - 5 7 7 5 7

T a b l e  10 C o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  T*' f o r  a n  o b l a t e  
s p h e r o i d  i n c l i n e d  a t  15" w i t h  r e s p e c t  t o  
t h e  p 1a n a r  waI I •

N ___  Number o f  r i n g s  ( c o n s t a n t  v a l u e s  o f  I  )
M ___  Number o f  p o i n t s  a t  e a c h  r i n g  ( c o n s t a n t

v a l u e s  o f  9 I

-  6 9  -



b o u n d a r y  i n t e g r a l  
m e th o d

m e th o d o f  r e f l e c t i o n s

H/b * -o * 4 = 4  5 4 =<J0T 4  = 0T 4 = 4 5 * 4  = 90*

1 . 1 2 . 0 8 1 . 7 5 1 . 5 7 4 1 . 7 7 1 . 5 7 1 . 3 4 5

1 .5 1 . 5 3 0 1 . 4 5 5 1 . 3 8 0 1 . 4 8 8 1 . 4 1 5 1 . 3 4 6

2 . 0 1 . 3 5 3 1 . 3 0 9 1 . 2 6 9 1 . 3 3 3 1 .2 9 8 1 . 2 5 9

2 . 5 1 . 2 5 6 1 . 2 3 4 1 . 2 0 9 1 . 2 5 2 1 . 2 3 0 1 . 2 0 4

1oI 1 . 1 1 3 1 .  106 1 . 0 9 7 1 . 1 1 3 1 . 1 0 6 1 . 0 9 7

1 0 . 0 1 . 0 5 4 1 . 0 5 1 1 . 0 4 7 1 . 0 5 4 1 . 0 5 1 1 . 0 4 7

T a b l e  11a C o m p a r i s o n  o f  v a l u e s  o f  t h e  f o r c e  c o e f f i c i e n t
^ ' / F ^ e o  o b t a i n e d  by  t h e  p r e s e n t  b o u n d a r y  i n t e g r a l  
m e th o d  t o  v a l u e s  o b t a i n e d  by m e th o d  o f  r e f l e c ­
t i o n s  f o r  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b = 0 . 5  m o v in g  
p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l *



b o u n d a r y  i n t e g r a l  m e t h o d  o f  r e f l e c t i o n s
m e t h o d

0 ^ 9 0 "H/b of =0 * o(=** 5* el-90" 01- 0 * 0( = 45r

1 . 1 7 . 1 8 5 . 2 3 4 . 5 9 1 . 5 4 1 . 3 1 1 . 1 3

1*5 3 . 2 1 3 . 0 9 6 2 . 8 6 2 . 2 8 2 2 . 2 2 2 2 . 1 7 2

2 . 0 2 . 2 6 9 2 . 2 6 5 2 . 2 6 5 2 . 0 2 3 2 . 0 3 1 2 . 0 4 3

2 . 5 1 . 8 8 6 1 . 8 9 9 1 . 9 1 1 1 . 7 9 0 1 . 8 0 7 1 . 6 2 6

5 . 0 1 . 3 4 9 1 . 3 5 8 1 . 3 6 7 1 . 3 4 2 1 . 3 5 1 1 . 3 6 1

1 0 . 0 1 . 1 5 6 1 . 1 6 0 1 . 1 6 4 1 . 1 5 6 1 . 1 6 0 1 . 1 6 4

T a b l e  Lib C o m p a r i s o n  o f  v a l u e s  o f  t h e  f o r c e  c o e f f i c i e n t
o b t a i n e d  by t h e  p r e s e n t  b o u n d a r y  i n t e g r a l  

m e t h o d  t o  v a l u e s  o b t a i n e d  by m e t h o d  o f  r e f l e c ­
t i o n s  f o r  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b = 0 . 5  m o v i n g  
p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l *

— 6 6  —



b o u n d a r y  i n t e g r a l  
m e t h o d

m e t h o d  o f r e f  1e c t  i o n s

H/b of -C>* of =55* of = 90t —0 ^ 90*

1 . 1 - 2 2 . 8
t *

- 5 . 1 4
0 . 0 1  ) 
5 . 9 1 - 1 2 . 6 - 0 . 8 7 0 8 . 9 7

1 . 5 - 6 . 5 6 - 1 . 5 5 3 . 2 5 - 5 . 7 2 - 0 . 7 9 6 4 . 5 3

2 . 0 - 3 . 0 2 - 0 . 6 0 3 1 . 6 9 - 2 . 8 8 - 4 . 0 9 2 . 3 8

2 . 5 - 1 . 7 7 - 0 . 3 0 7 1 . 2 4 - 1 . 7 3 - 0 . 2 3 3 1 . 4 6

?1to 
1 •
nr - 0 . 3 8 5 - 0 . 0 4 8 1 0 .  316 - 0 . 3 8 5 - 0 . 0 4 3 6 0 . 3 3 2

1 0 . 0 - 0 . 0 9 1 0 - 0 . 0 0 9 6 3 0 . 0 7 8 1 - 0 . 0 9 1 1 - 0 . 0 0 9 3 5 0 . 0 7 9 2

T a b l e  11c C o m p a r i s o n  o f  v a l u e s  o f  t h e  f o r c e  c o e f f i c i e n t  T* 
o b t a i n e d  by  t h e  p r e s e n t  b o u n d a r y  i n t e g r a l  m e t h o d  
t o  v a l u e s  o b t a i n e d  by m e t h o d  o f  r e f l e c t i o n s  f o r  
a n  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b = 0 . 5  m o v i n g  p a r a l l e l  
t o  t h e  w a l 1 •



m o t i o n  p a r a l l e l  t o  m o t i o n  p e r p e n d i c u l a r  
s y m m e t r y  a x i s  t o  s y m m e t r y  a x i s

o b i  a t e  
a / b

1 
I 1

1 
t 

1 
O)

 
I 

• 
1

I 1 1 1 1

- 0 . 8 5 2 5 - 0 . 6 1 3 3

0 . 2 - 0 . 8 6 1 5 - 0 . 6 5 9 6

0.5 - 0 . 9 0 5 3 - 0 . 7 9 2 7

o . a - 0 . 9 6 0 6 - 0 . 9 i e 9

p r o l a t e  
b / a

1 
1

! 
c

l
1 

• 
1 

1 
®l

1 _ _ _ _ _ _ _
- oZ"B784

1 
1 

Itn 
1 

1 • 
i 

lo 
I 

I1 
1

- 0 . 6 0 2 0 - 0 . 6 6 9 5

| 
1

1 
o 

1 
*

1 1 1 1 1 1

- 0 . 3 5 7 0 - 0 . 4 7 4 2

1
o •

1 1

- 0 . 2 6 4 7 - 0 . 3 8 1 2

T a b l e  B - 1 F o r c e  c o e f f i c i e n t s f o r  a  s p h e r o i d

i n f  i n i t e  f l u i d *

- b e ­

a n



T1,09
f l o w  p a r a l l e l  t o  f l o w  p e r p e n d i c u l a r  

s y m m e t r y  a x i s  t o  s y m m e t r y  a x i s

o b i  a t e  “
a / b

571 -o785z6 -67668525 -67436T

5 7 0 3 4 4 6  _ _ _ _ _ _ _

0 . 2 2 6 3  - 0 . 5 6 5 8

0 . 6 1 4 8  - 0 . 7 8 7 7

p r o l a t e  
b / a

0 . 8  —6 . 8 4 0 8  - 1 . 3 1 3  -T 7 6 7 7 ~

_ _ _  _ _ _ _ _ _ _  _ — — q - 1 . 5 0 5

o75  - 5 7 3 5 7 0  - 8 . 9 2 4  - 7 7 6 4 0

6 7 1  - 5 . 2 6 4 7  - 2 6 7 4 7  - 1 3 7 3 7

T a b l e  B-2 T o r q u e  c o e f f i c i e n t s  f o r  a  s p h e r o i d  i n  a n  
i n f i n i t e  f l u i d .

0 . 2  - 0 . 6 6 1 5

'5 7  5 - 6 7 9 0 5 3 '

"57e - 0 . 9 6 0 6

-  69  -



iti

F i g u r e  1* A r b i t r a r y  m o t i o n  o f  a n  o b j e c t  o f  a n y  s h a p e  i n  
a  s h e a r  f l o w  n e a r  a  p l a n a r  w a l l *

70  -



7  )  i  r i  > /  /  / /  > r n  r  n  n  r n  r n

F i g u r e  2* The  f l o w  f i e l d  p r o d u c e d  by  a  s t o k e s l e t  i n  t h e  
v i c i n i t y  o f  a  p l a n a r  w a l l *

-  7 1



H
/  ) 
/ if3 x.

/ h ) i r~}"-r“T"7—r  r~) r  ;~7Y) , m'7 f m7 /7 T  7~~

F i g u r e  3* Th e  p l a n a r  m o t i o n  o f  a  b o d y  o f  r e v o l u t i o n  i n  
a  s h e a r  f l o w  n e a r  a  p l a n a r  w a l l *

72 -



2 . 2

2.0

« .0 0

H / C  = 1.1

1 . 4

2.0

1.0
9 0O 6 03 0

a (degrees)

F ig u r e  4 a The  d r a g  c o e f f i c i e n t  o f  a n  o b l a t e  o r  p r o l a t e  
s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  6 * 0 * 5  m o v i n g  
p a r a l l e l  t o  a  w a l l  n o r m a l i z e d  by  t h e  v a l u e  i n  
a n  i n f i n i t e  f l u i d *
t _______  o b l a t e  * _  _  _  _  p r o l a t e  )

7 3



2 . 0

. 8

1 . 6

. 2

. 0
0 3 0 6 0 9 0

a  (degrees)

F i g u r e  Sb The d r a g  c o e f f i c i e n t  o f  a n  o b l a t e  o r  p r o l a t e  
s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  (  * 0 * 1  M ov i ng
p a r a l l e l  t o  a  w a l l  n o r m a l i z e d  by t h e  v a l u e  i n  
a n  i n f i n i t e  f l u i d *
(________  o b l a t e  *     p r o l a t e  )

7 *



6 . 0

5 . 0

3 , CD
4 . 0

H / C  = 1.1

3 . 0

1 .5
2.0

2 . 0 — 7

5 . 0  T 7

1.0
9 00 6 03 0

a(degrees)

F i g u r e  5a  Th e  d r a g  c o e f f i c i e n t  o f  a n  o b l a t e  o r  p r o l a t e  
s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  (  * 0 . 5  m o v i n g  
p e r p e n d i c u l a r  t o  a  w a l l  n o r m a l i z e d  b y  t h e  v a -  
l u e  an a n  i n f i n i t e  f l u i d *
I _______  o b l a t e  *  p r o l a t e  )

-  75



3.0

H / C  =

3 , 0 0

2.0

2.0

5 . 0

1.0
9 06 03 0

a (degrees)

F i g u r e  5b The  d r a g  c o e f f i c i e n t  o f  a n  o b l a t e  o r  p r o l a t e  
s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  € = 0 . 1  m o v i n g  
p e r p e n d i c u l a r  t o  a  w a l l  n o r m a l i t e d  b y  t h e  v a ­
l u e  i n  a n  i n f i n i t e  f l u i d *
I o b l a t e  * _  _  _  _  p r o l a t e  >

7 6



7.0

6.0

5 . 0

H / C  = 1.1
4 . 0

3 . 0

1 . 5

2.02.0

5 . 0

1.0
6 03 0 9 0

a(degrees)

F i g u r e  6 a  T h e  f o r c e  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  o n  a n  o b ­
l a t e  o r  p r o l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  
6 >0*5  d u e  t o  t h e  m o t i o n  p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l
n o r m a l i z e d  b y  t h e  v a l u e  i n  a n  i n f i n i t e  f l u i d *
(    o b l a t e  * _  _  _  _  p r o l a t e  )

-  77



5.0

3 , 0 0

4 . 0

H / C *  1.1

3 . 0

1 . 5

2.0

5 . 02.01 .5

1.0
3 00 6 0 9 0

a (degrees)

F i g u r e  bb Th e  f o r c e  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  o n  a n  o b ­
l a t e  o r  p r o l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  
€ * 0 * 1  d u e  t o  t h e  m o t i o n  p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l

n o r m a l i z e d  b y  t h e  v a l u e  i n  a n  i n f i n i t e  f l u i d *
( _______  o b l a t e  * _  _  _  _  p r o l a t e  )

-  7 8



1 . 6

1 . 5

1,00

1 . 4

1 .5

1 . 3

2.0

1.2

5 . 0

1.0
9 06 03 0

a  (degrees)
F i g u r e  7a  T h e  f o r c e  c o e f f i c i e n t  ( p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l )  

o f  a n  o b l a t e  o r  p r o l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a s ­
p e c t  r a t i o  (  » 0 *5*  w h i c h  i s  r i g i d l y  h e l d  i n  
a  s h e a r  f l o w  n o r m a l i z e d  b y  t h e  f o r c e  c o e f f i ­
c i e n t  o f  p a r a l l e l  m o t i o n  i n  a n  i n f i n i t e  f l u i d *  
t o b l a t e  •  _    _  p r o l a t e  )

-  79  -



1.6

1 . 5

1,00

1 .4

H /C  = 1.1

1 .5

2.0

5 . 0

1.0
0 3 0 6 0 9 0

a  (degrees)
F i g u r e  7b T h e  f o r c e  c o e f f i c i e n t  ( p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l )  

o f  a n  o b l a t e  o r  p r o l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a s ­
p e c t  r a t i o  € * 0 . 1 * w h i c h  i s  r i g i d l y  h e l d  i n  
a  s h e a r  f l o w  n o r m a l i z e d  b y  t h e  f o r c e  c o e f f i ­
c i e n t  o f  parallel m o t i o n  i n  a n  i n f i n i t e  f l u i d .  
( _______  o b l a t e  *  p r o l a t e  )

-  8 0  -



3.5

3 . 0
H / C  =

2 . 5

2.0
2.0

5 . 0

9 03 0 6 0

a (degrees)

F i g u r e  8 a  The  f o r c e  c o e f f i c i e n t  ( p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  
w a l l  o f  a n  o b l a t e  o r  p r o l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  
a s p e c t  r a t i o  t  * 0 . 5 *  w h i c h  i s  r i g i d l y  h e l d  
i n  a  s h e a r  f l o w  n o r m a l i r e d  by  t h e  f o r c e  c o e f ­
f i c i e n t  o f  p e r p e n d i c u l a r  n o t i o n  i n  a n  i n f i n i t e  
f l u i d .
(______   o b l a t e  *     p r o l a t e  )

-  81 -



3 . 0

3 , 0 0

2.0
2.0

2.05 . 0

9 06 00 3 0

a (degrees)

F i g u r e  6 b Th e  f o r c e  c o e f f i c i e n t  ( p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  
w a l l  o f  a n  o b l a t e  o r  p r o l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  
a s p e c t  r a t i o  ( * 0 . 1 * w h i c h  i s  r i g i d l y  h e l d  
i n  a  s h e a r  f l o w  n o r m a l i z e d  by t h e  f o r c e  c o e f ­
f i c i e n t  o f  p e r p e n d i c u l a r  n o t i o n  i n  a n  i n f i n i t e  
f l u i d *
( ________ o b l a t e  *   p r o l a t e  )

-  82  -



1.4

2,00
H / C  =

1 .5

2.0

1.0
9 06 03 0

a(degrees)

F i g u r e  9 a  The  t o r q u e  c o e f f i c i e n t  d u e  t o  r o t a t i o n  o f  a n
o b l a t e  o r  p r o l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  

f  = 0 * 5  n o r m a l i z e d  b y  t h e  v a l u e  i n  a n  i n f i ­
n i t e  f l u i d *
( _______  o b l a t e  * _  _  _  _  p r o l a t e  )

-  8 3  -



1.4

2,00 H / C  =

1 . 3

1I * w

2.0

1.0
9 06 03 0

a (degrees)

F i g u r e  9b The  t o r q u e  c o e f f i c i e n t  d u e  t o  r o t a t i o n  o f  a n
o b l a t e  o r  p r o l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  

f  * 0 * 1  n o r m a l i z e d  b y  t h e  v a l u e  i n  a n  i n f i ­
n i t e  f l u i d *



1.4
H /C  = 1.1- 

1 . 5

1 .3
H /C  - 1 . 1

■1.5

2.0

5 . 02 . 0

5 . 0

1 . 0

0 . 9

0 . 8
9 06 00 3 0

a (degrees)

F i g u r e  10* T h e  t o r q u e  c o e f f i c i e n t  o f  a n  o b l a t e  o r  p r o l a t e  
s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  (  * 0 . 5  w h i c h  i s  
r i g i d l y  h e l d  i n  a  s h e a r  f l o w  n o r m a l i z e d  b y  t h e  
v a l u e  i n  a n  u n b o u n d e d  s h e a r  f l o w  

( ._ o b l a t e  « _  _  _  _  p r o l a t e  )

-  8 5  -



2 0 .0

2,00

10.0

H/C ■ 1.1

5 .0 H/C -1.1
2.0

5.0
2 . 0
- 5 .0

2.0

1.0

0.5
6 0 9 00 3 0

a  ( d e g r e s s )

F i g u r e  10b The t o r q u e  c o e f f i c i e n t  o f  a n  o b l a t e  o r  p r o l a t e  
s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  = 0 . 1  w h i c h  i s  
r i g i d l y  h e l d  i n  a s h e a r  f l o w  n o r m a l i t e d  by t h e  
v a l u e  i n  an  u n b o u n d e d  s h e a r  f l o w  

I o b l a t e  • _  _  _  _  p r o l a t e  )



0 .1

0 . 0

5 . 0 5 . 0

2.0
2.0

- 0.1
1.5

H / C  = 1.1H /C  = 1.1

- 0.2

- 0 . 3
9 06 00 3 0

a  (degrees)

F i g u r e  11a  The  t o r q u e  c o e f f i c i e n t  o f  a n  o b l a t e  o r  p r o l a t e  
s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  f  *  0 * 5  f o r  
n o t i o n  p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l *

( _______  o b l a t e  • _  _  _  _  p r o l a t e  )

-  8 7  -



0 .1

0.0
5 . 0 5 . 0

2.0
2.0

- 0.1
1.5

H / C  * 1.1H /C  = 1.1

- 0.2

- 0 . 3
9 06 00 3 0

a (degrees)

F i g u r e  l i b  Th e  t o r q u e  c o e f f i c i e n t  o f  « n  o b l a t e  o r  p r o l a t e  
s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  f  * 0 * 1  f o r  
n o t i o n  p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l *

( _______  o b l a t e  «  p r o l a t e  )

-  8 6  -



0.5

0 . 4

0 . 3

0.2

1 .5

0.1

0.0
0 3 0 6 0 9 0

a (degrees)

F i g u r e  12a  The  t o r q u e  c o e f f i c i e n t  oF a n  o b l a t e  o r  p r o l a t e  
s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  6  * 0 * 5  f o r
m o t i o n  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  m a l l *

( _______  o b l a t e  « ____________ p r o l a t e  )

-  89  -



0.3

H / C  = 1.1

0.2

0.1

2.0

5 . 0

0.0
0  3 0  6 0  9 0

a (degrees)

F i g u r e  12b The  t o r q u e  c o e f f i c i e n t  o f  an  o b l a t e  o r  p r o l a t e  
s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  t  * 0 * 1  f o r  
n o t i o n  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l *

( _______  o b l a t e  t   p r o l a t e  )

-  90  -



I
I»
i

2 . 4

1 ,0 3

2.0

,6

2.0

1.2

1.0
0 . 4 0.60.2 0.8 1.00.0

A S P E C T  R A TIO , 6

F i g u r e  13a The r a t i o  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  F ^ /f f’j, a s  
a f u n c t i o n  o f  a s p e c t  r a t i o  £ f o r  v a r i o u s  o f  
v a l u e s  o f  H /c  •

( _______  o b l a t e  * _  _  _  _  p r o l a t e  )



H /C  = 1.1

1 .5

2.0

0.2 0.80 1.00 . 4 0.6
A S P E C T  R A T I O ,  €

F i g u r e  13b The  r a t i o  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  Fj ' / F j * a s
a  f u n c t i o n  o f  a s p e c t  r a t i o  & f o r  v a r i o u s  o f
v a l u e s  o f  H / c  •

{_______  o b l a t e  * _  _  _  _  p r o l a t e  )

-  9 2  -



9
3,00

7

5

3 2.0

1
0 0.2 0.60 . 4 0.8 1.0

A S P E C T  R A T I O ,  €

F i g u r e  13c Th e  r a t i o  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  F j ' / f s , ® a s  
a  f u n c t i o n  o f  a s p e c t  r a t i o  (■ f o r  v a r i o u s  o f  
v a l u e s  o f  H / c  •

( _______  o b l a t e  ,   p r o l a t e  )

93



CHAPTER 2

THE MOTION OF A TORUS ANO BICONCAVE SHAPED 

DISC ADJACENT TO A PLANAR WALL 

AT LOW REYNOLDS NUMBER
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A b s t r a c t

The  b o u n d a r y  i n t e g r a l  w e t h o d  p r e s e n t e d  i n  c h a p t e r  1 i s  

m o d i f i e d  t o  o b t a i n  s o l u t i o n s  f o r  t h e  m o t i o n  o f  a  t o r o i d a l  

p a r t i c l e  o r  a  b i c o n c a v e  s h a p e d  d i s c  a d j a c e n t  t o  a  p l a n a r  

w a l l  a t  l ow R e y n o l d s  number *  The c o i n c i d e n c e  o f  t h e  d r a g  

a n d  t o r q u e  o f  a b i c o n c a v e  s h a p e d  b o d y  a n d  a  t o r u s  h a v i n g  

a s p e c t  r a t i o  X> / w i t h  t h e  s a m e  s u r f a c e  a r e a  s h o w s  t h a t  i n  

t h i s  c a s e  t h e  h o l e  o f  a  t o r u s  h a s  l i t t l e  i n f l u e n c e  o n  t h e  

f l o w  f i e l d *  On t h e  o t h e r  h a n d *  f o r  a n  a s p e c t  r a t i o  b / a = 1 0 *  

t h e  e f f e c t  o f  t h e  h o l e  i s  s i g n i f i c a n t *  I t  i s  a l s o  shown 

t h a t  when t h e  b o d y  i s  n o t  v e r y  c l o s e  t o  t h e  w a l l *  a n  o b l a t e  

s p h e r o i d  c a n  be  u s e d  a s  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  o f  a  b i c o n c a v e  

s h a p e d  d i s c *
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1* I n t r o d u c t i o n

I n  c h a p t e r  I t h e  b o u n d a r y  i n t e g r a l  m e t h o d  h a s  b e e n  

a p p l i e d  t o  t h e  m o t i o n  o f  a  b o d y  o f  r e v o l u t i o n  a d j a c e n t  t o  a 

p l a n a r  m a l l  a t  low R e y n o l d s  n um be r *  The  s i n g u l a r  s o l u t i o n  

o f  t h e  S t o k e s  e q u a t i o n  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a  p i a n a r  w a l l  was  

u s e d  t o  f o r m u l a t e  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n s *  The  s h a p e  o f  t h e  

b o d y  o f  r e v o l u t i o n  was r e p r e s e n t e d  by a  s i n g l e - v a l u e d  

f u n c t i o n  R -  w h e r e  z i s  t h e  c o o r d i n a t e  a l o n g  t h e  b o d y

a x i s *  The d e n s i t i e s  o f  t h e  s t o k e s l e t s  w e r e  r e p r e s e n t e d  by a  

d o u b l e  s e r i e s  a n d  t h e  s u r f a c e  i n t e g r a l s  w e r e  r e d u c e d  t o  

d o u b l e  i n t e g r a l s  i n  t h e  z  d i r e c t i o n  a n d  t h e  a z i m u t h a l  

d i r e c t i o n *  The i n t e g r a t i o n  i n  t h e  a z i m u t h a l  d i r e c t i o n  was 

p e r f o r m e d  a n a l y t i c a l l y  a n d  t h a t  i n  t h e  z d i r e c t i o n  was

p e r f o r m e d  n u m e r i c a l l y *  Th e  n o - s l i p  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w e r e

a p p l i e d  a t  d i s c r e t e  c o l l o c a t i o n  p o i n t s  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  

b o d y  a n d  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n s  w e r e  r e d u c e d  t o  a  s y s t e m  o f  

l i n e a r  e q u a t i o n s  f o r  t h e  unknown c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  d o u b l e  

s e r i e s  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  s t o k e s l e t  d e n s i t y *

I n  t h i s  c h a p t e r  t h e  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  c h a p t e r  L i s  

m o d i f i e d  t o  d e a l  w i t h  a n o t h e r  k i n d  o f  b o d y  o f  r e v o l u t i o n *  

f o r  w h i c h  t h e  s h a p e  R = Ra ( z )  i s  a  d o u b l e - v a l u e d  f u n c t i o n  

s u c h  a s  w i t h  b i c o n c a v e  s h a p e d  b o d i e s  a n d  t o r o i d a l  p a r t i c l e s *  

The  b i c o n c a v e  s h a p e d  d i s c  i s  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  

s h a p e  o f  a n  u n d e f o r m e d  r e d  b l o o d  c e l l *  D e s p i t e  t h e

i m p o r t a n c e  o f  r e d  b l o o d  c e l l s  i n  m i c r o c i r c u l a t o r y  f l o w *  v e r y

t i t t l e  wor k  i n v o l v i n g  b i c o n c a v e  s h a p e d  d i s c s  h a s  b e e n  do ne*
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S k a l a k *  Chen a n d  C h i e n  ( 1 9 7 7 )  s o l v e d  t h e  p r o b l e m  o f  a n  

i n f i n i t e  p e r i o d i c  a r r a y  o f  b i c o n c a v e  s h a p e d  b o d i e s  i n  a 

c i r c u l a r  t u b e  u s i n g  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m e t h o d *

The  i n t e r e s t  i n  s t u d y i n g  t h e  m o t i o n  o f  a  t o r o i d a l  

p a r t i c l e  p a r t l y  l i e s  i n  t h a t  some i m p o r t a n t  b i o l o g i c a l  

m a c r o m o l e c u l e s *  s u c h  a s  low m o l e c u l a r  w e i g h t  c i r c u l a r  0h9 

and  a c e t y l c h o l i n e  r e c e p t o r *  a r e  a p p r o x i m a t e ! y  t o r o i d a l  i n  

s h a p e *

The c r e e p i n g  m o t i o n  o f  a  t o r o i d a l  p a r t i c l e  h a s  

p r e v i o u s l y  b e e n  s o l v e d  o n l y  i n  a n  u n b o u n d e d  f l o w  f i e l d *  

Kanwal  ( 1 9 6 1 )  s o l v e d  f o r  r o t a t i o n  a b o u t  t h e  s y m m e t r y  a x i s *  

P a y n e  C P e l l  ( 1 9 6 0 )  a nd  H a j u m d a r  £ O ' N e i l l  ( 1 9 7 7 )  s o l v e d  f o r  

t r a n s l a t i o n  a l o n g  t h e  s y m m e t r y  a x i s *  G o r e n  C O ' N e i l l  

o b t a i n e d  s o l u t i o n s  f o r  t r a n s l a t i o n  n o r m a l  t o  t h e  s y m m e t r y  

a x i s  a n d  r o t a t i o n  a b o u t  an  a x i s  n o r m a l  t o  t h e  s y m m e t r y  a x i s *  

Al l  o f  t h e  a b o v e  s o l u t i o n s  a r e  e x a c t *
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2•  S o l u t i o n  f o r  t h e  n o t i o n  o f  a  t o r u s  n e a r  a p l a n a r  w a l l

The c r e e p i n g  n o t i o n  o f  a t o r u s  i n  a  v i s c o u s  f l u i d  n e a r  

a n  i n f i n i t e  p l a n a r  w a l l  i s  i l l u s t r a t e d  i n  f i g u r e  1* The 

p a r t i c l e  h a s  a  t r a n s l a t i o n a l  v e l o c i t y  U* a n d  i s  r o t a t i n g  

w i t h  an  a n g u l a r  v e l o c i t y  u) • tTo* r e p r e s e n t s  t h e  u n d i s t u r b e d  

s i m p l e  s h e a r  f l o w *

L e t  *V| r e p r e s e n t  t h e  f l o w  f i e l d  a n d  d e f i n e  V = V, — V^* 

The g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  f o r  V a r e :

s U V * \ / =  17 P  ( l a )

V  =  0  ( l b )

s u b j e c t  t o  t h e  f o l l o w i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :

V  = :  U p —  Uo a t  t h e  P a r t i c l e  s u r f a c e  ( 2 a )

yT' —  g a t  t h e  w a l l  ( 2 b)

V* =* 0  p =  0  a t  i n f i n i t y  *2 c *
w h e r e  i s  t h e  p o s i t i o n  v e c t o r  w h o s e  o r i g i n  i s  a t  t h e

p a r t i c l e  c e n t e r *

The b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m  p o s e d  by e q u a t i o n s  ( l | ~ ( 2 )  

h a s  b e e n  f o r m u l a t e d  i n  c h a p t e r  I b y  t h e  f o l l o w i n g  i n t e g r a l  

e q u a t  i o n :

vi ts>=4̂  M ( ̂ _ ̂  ~(̂  ^
+  - p r  &iK  p T & ii)} '

• f M J S t  [ \ , f  ( JsiS. _ ( S U , - S a S * )  ■ { 1 )

4-3 +  ^ V iK +  - ^ V i j  -
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w h e r e  x = ( x | V x&»x3 ) .  y = ( y, ,  y,  ,  y5 ) • r= ( x , -  y, « x4 - y ,  * X j - y ,  J ♦ 

r* = ( x , - y ,  *xi - y i * x»*ya )* f K i s  t h e  unknown s t o k e s l e t  d e n s i t y  

f u n c t i o n *  vK *s  t h e  f l o w  v e l o c i t y *  Sp i s  t h e  s u b j e c t  s u r f a c e  

a n d  i s  i t s  i n w a r d  n o r m a l  -  The i n t e g r a l  e q u a t i o n  ( 3 )  w i l l  

b e  s o l v e d  by t h e  b o u n d a r y  c o l l o c a t i o n  m e t h o d  f o r  t h e  unknown 

s t o k e s l e t  d e n s i t y  f u n c t i o n  f»< a s  d o n e  i n  c h a p t e r  1 f o r  a  

s p h e r  o i  d*

As i n  c h a p t e r  1 a c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  

( R  * 0 » Z) i s  u s e d  t o  t r e a t  a  b o d y  o f  r e v o l u t i o n *  w h e r e  t h e  

Z a x i s  l i e s  a l o n g  t h e  p a r t i c l e  a x i s  o f  s y m m e t r y *  I n  t h i s  

c h a p t e r  we c o n s i d e r  a b o d y  o f  r e v o l u t i o n  w h o s e  s h a p e  Rj  i s  a 

m u l t i v a l u e d  f u n c t i o n  o f  Z* We c h o o s e  a s u i t a b l e  p a r a m e t e r  

7 s o  t h a t  b o t h  R$ a n d  Z a r e  r e l a t e d  t o  i t  by a s i n g l e ­

v a l u e d  f u n c t i o n *  F o r  t h e  c a s e  o f  a  t o r u s :

=  b  + Cl Sin 1  ( 5 a )

0 i  f  <  2 7 T
Z  =  &■ CoS 'I { i b )

The o u t s i d e  p o r t i o n  o f  t h e  t o r u s  i s  r e p r e s e n t e d  by v a r y i n g  

f r o m  0°  t o  1 8 0 °  w h i l e  t h e  i n s i d e  p o r t i o n  b y  v a r y i n g  7 

f r o m  1 8 0 * t o  3 6 0 ° *  The s t o k e s l e t  d e n s i t y  f u n c t i o n s  f o r  

m o t i o n  h a v i n g  p l a n a r  s y m m e t r y  a r e  r e p r e s e n t e d  by t h e  d o u b l e  

F o u r i e r  s e r i e s :

f i  —  £  { £  (  A l ,m , r |  <05 I f  +  S i n ' 1 ^ ) 1  r . s M i f l
«: 0  ’ B=-|

f - = £ ( * - • +  £ > - -  Coilt'l J ) ]  Ht0 ( 6 1

m * o ‘ » mi
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S u b s t i t u t i n g  ( 5 a « b )  a n d  ( 6 ) i n t o  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n  

( 3 )» a l l  i n t e g r a l s  c a n  b e  p e r f o r m e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

v a r i a b l e s  $ a n d  f  -  The i n t e g r a t i o n  a l o n g  $  d i r e c t i o n  i s  

p e r f o r m e d  a n a l y t i c a l l y  i n  t h e  s ame way a s  i n  c h a p t e r  i  f o r  a  

s p h e r e *  The i n t e g r a l  i n  t h e  ^  d i r e c t i o n  i s  p e r f o r m e d  

n u m e r i c a l l y *  A f t e r  t h e  c o e f f i c i e n t s  a n d  8 K,„,n a r e

s o l v e d  t h e  d r a g  a n d  t o r q u e  o n  t h e  p a r t i c l e  c a n  b e  f o u n d  t o

be:

pk = n r l ct (zbAK'O.o + a &*>•-*) tc= / w  3

T* =  ‘V* (  ”  ( ft* + Zb% )(  At,\,0 Cb̂ oC +  AhhO Si»o(. )

t  Z d b  [  { A i , o ,  1 ~  —  (  ^ 1 , 0 , 1 1 6 3 , 1 , 1 )  5i n V ]

+ {(£ Ai.i'Z + Bh,o,t)(osc( •+ 6i,0,i)5iwO^] j

(T)

<8 )

The  h y d r o d y n a m i c  f o r c e  c o e f f i c i e n t s  a r e  d e f i n e d  a s  

f o l 1o w s :

/ F . '  

h

u /

-il

—  I r u C  1 Fj

F?1 Ff HF,*
tf* Ft HF35 F

T £Ft’ T £ti‘ f fT / !A V  \

u ,

Uj

r<c>

w h e r e  c ~ a * b  i s  t h e  o u t e r  r a d i u s  o f  t h e  t o r u s *

The f o r c e  a n d  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e  t r a n s l a t i o n a l  

a n d  r o t a t i o n a l  m o t i o n  o f  a  t o r u s  i n  a n  o t h e r w i s e  u n b o u n d e d  

q u i e s c e n t  f l u i d  a r e  l i s t e d  i n  G or e n  L O ' N e i l l  ( I 9 6 0 ) *  F o r  

r e f e r e n c e  t h e  f o r c e  a n d  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  f o r  a  t o r u s  w i t h  

b / a  = 2 a n d  10 a r e  l i s t e d  i n  t a b l e  1* T h e s e  v a l u e s  a r e  a l s o  

c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  p r e s e n t  b o u n d a r y  i n t e g r a l  m e t h o d  an d
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a r e  f o u n d  t o  b e  i n  f u l l  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  e x a c t  s o l u t i o n *  

To t h e  b e s t  o f  t h e  a u t h o r ' s  k n o w l e d g e  t h e  t o r q u e  c o e f f i c i e n t  

f o r  a  t o r u s  i n  a n  u n b o u n d e d  s h e a r  f l o w  h a s  n o t  p r e v i o u s l y  

b e e n  c o m p u t e d *  The  v a l u e s  o f  t h i s  c o e f f i c i e n t  p r e s e n t e d  i n  

t a b l e  L h a v e  b e e n  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  p r e s e n t  t h e o r y *

When t h e  a x i s  of  s y m m e t r y  i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  

t h e  c o e f f i c i e n t  m a t r i x  i n  e q u a t i o n  ( 3 )  i s  i n d e p e n d e n t  o f  9 

a n d  o n l y  o n e - d i m e n s i o n a l  c o l l o c a t i o n  i s  n e e d e d  a s  

i l l u s t r a t e d  i n  c h a p t e r  i  f o r  a  s p h e r e *  The  c o l l o c a t i o n  

p o i n t s *  e a c h  o f  w h i c h  r e p r e s e n t s  a  r i n g  o n  t h e  p a r t i c l e  

s u r f a c e  o n  w h i c h  t h e  n o - s l i p  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  e x a c t l y  

s a t i s f i e d *  a r e  c h o s e n  b y  s p e c i f y i n g  e q u a l l y  s p a c e d  v a l u e s  o f  

*1 i n  t h e  r a n g e  b e t w e e n  t h e  r a n g e  0* a n d  3b0*« T a b l e s  2 — 

V s how c o n v e r g e n c e  t e s t s  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  Fj1 • F^1 a n d

l̂ r f o r  a  t o r u s  h a v i n g  b / a  = 2 a n d  10* The  v a l u e s  o f  t h e  

c o e f f i c i e n t s  i n  a n  i n f i n i t e  f l u i d  r a p i d l y  c o n v e r g e  t o  t h e  

e x a c t  s o l u t i o n s  u s i n g  o n l y  8  c o l l o c a t i o n  p o i n t s *  As 

e x p e c t e d  more  c o l l o c a t i o n  p o i n t s  a r e  n e e d e d  t o  g e t  t h e  same 

a c c u r a c y  when t h e  p a r t i c l e  i s  c l o s e  t o  t h e  w a l l *  

C o n v e r g e n c e  i s  s o m e w h a t  s l o w e r  f o r  b / a = 2  t h a n  f o r  b / a = 10* 

I n  t h e  w o r s t  c a s e  t e s t e d  f b / a = 2 *  H / c = 0 . 5 )  o n l y  IV

c o l l o c a t i o n  p o i n t s  a r e  r e q u i r e d  t o  a c h i e v e  f o u r  d i g i t  

a c c u r a c y  f o r  a l l  t h e  f o r c e  a n d  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s *

When t h e  t o r u s  i s  a r b i t r a r i l y  o r i e n t e d  r e l a t i v e  t o  t h e  

w a l l *  t h e  g e n e r a l  t w o - d i m e n s i o n a l  c o l l o c a t i o n  i s  n e e d e d *  

The c o l l o c a t i o n  p o i n t s  a r e  p l a c e d  a t  e q u a l l y  s p a c e d  v a l u e s
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o f  f  b e t w e e n  0* a n d  3 60 ° *  A c o n s t a n t  v a l u e  o f  f

r e p r e s e n t s  a  r i n g  o n  t h e  p a r t i c l e  s u r f a c e *  At  e a c h  r i n g  t h e
0 6p o i n t s  a r e  e q u a l l y  s p a c e d  b e t w e e n  0  = 0  a n d  1B0 •

C o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  Fj’ » tJ" a n d  T*1 f o r  a  

t o r u s  i n c l i n e d  a t  30* w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  w a l l  a r e  shown i n  

t a b l e s  5 - 7 *  The  r e m a i n i n g  f o r c e  and  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  

e x h i b i t e d  s i m i l a r  c o n v e r g e n c e  c h a r a c t e r i s t i c  a n d  h a v e  n o t  

b e e n  t a b u l a t e d *  I n s p e c t i o n  o f  t h e s e  t a b l e s  s h o w s  t h a t  

c o n v e r g e n c e  t o  t n r e e  t o  f o u r  s i g n i f i c a n t  f i g u r e s  c a n  b e  

a c h i e v e d  f o r  s p a c i n g *  H /c  a s  c l o s e  a s  1*1 u s i n g  a maximum o f  

10 r i n g s  w i t h  10 p o i n t s  on e a c h  r i n g *  L a r g e r  s p a c i n g *  

( H / c > 1* 5 )  r e q u i r e  o n l y  *»-6 r i n g s  a n d  p o i n t s  t o  a c h i e v e  t h e  

same a c c u r a c y *

F i g u r e s  2 - 1 0  show c o n v e r g e d  v a l u e s  o f  t h e  n i n e  

i n d e p e n d e n t  c o e f f i c i e n t s  f o r  a t o r u s  w i t h  b / a  = 2 a n d  10 a s  

a  f u n c t i o n  o f  o r i e n t a t i o n  a n g l e  of a n d  t h e  s e p a r a t i o n  

d i s t a n c e  H / c *

C o m p a r i n g  t h e  c u r v e s  f o r  a t o r u s  o f  b / a  = 2 w i t h  t h o s e

f o r  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  6 ~ 0*5

p r e s e n t e d  i n  c h a p t e r  1 « m o s t  o f  t h e  c u r v e s  h a v i n g  t h e  s ame 

v a l u e  o f  H/ c  e x h i b i t  s i m i l a r  b e h a v i o r  q u a l i t a t i v e l y  a n d  

q u a n t i t a t i v e l y  e s p e c i a l l y  f o r  s m a l l  v a l u e s  o f  t h e  

o r i e n t a t i o n  a n g l e  of •  The o n l y  e x c e p t i o n  i s  t h e  r a t i o  

w h i c h  i n c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  of. f o r  a t o r u s  

w h i l e  i t  d e c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  f o r  a n  o b l a t e

s p h e r o i d *  A l t h o u g h  t h e  r a t i o  o f  i s  s u b s t a n t i a l l y
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d i f f e r e n t  f o r  t h e  t o r u s  a n d  t h e  o b l a t e  s p h e r o i d  a t  H / c  -1 - I * 

t h e  r a t i o  b e c o m e s  r e l a t i v e l y  i n s e n s i t i v e  t o  o r i e n t a t i o n  

a n g l e  f o r  H / c > 2  a n d  f o r  a  g i v e n  v a l u e  o f  H / c*  t h e  t wo  r a t i o s  

a r e  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l *  I n  an  u n b o u n d e d  f l u i d  t h e  

d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  c o r  r e s p o n d ! n g  v a l u e s  o f  t h e  a c t u a l  

r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  f o r  b o t h  s h a p e s  i s  l e s s  t h a n  i t *  

T h e r e f o r e  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  € = 0*5

c a n  b e  u s e d  a s  a  g ood  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  m o t i o n  o f  a  t o r u s  

w i t h  b / a  = 2 when t h e  t o r u s  i s  n o t  v e r y  c l o s e  t o  t h e  w a l l *  I t  

i s  w o r t h  n o t i n g  t h a t  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  f  -  0*5 a n d  a  

t o r u s  w i t h  b / a =2  h a v i n g  t h e  s ame o u t e r  r a d i u s  h a v e  

a p p r o x i m a t e l y  same s u r f a c e  a r e a *  On a n o t h e r  h a n d  t h e  m o t i o n  

o f  a  t o r u s  h a v i n g  b / a  = 10  w o u l d  n o t  b e  s i m i l a r  t o  t h e

m o t i o n  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  e v e n  i n  u n b o u n d e d  f l u i d *

F i n a l l y  f i g u r e  1L s h o w s  t h e  v a r i a t i o n  o f  F^ ' /^ ' a*  a n d  

Fj VFj !«» a s  f u n c t i o n s  o f  b / a  f o r  a t o r u s  w i t h  i t s  a x i s  o f  

s y m m e t r y  o r i e n t e d  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l -  B o t h  r a t i o s  

d e c r e a s e  w i t h  i n c r e a s i n g  a s p e c t  r a t i o *  As e x p e c t e d *  t h e  

r a t i o  f J V f / ’x  i s  a  o u c h  s t r o n g e r  f u n c t i o n  o f  t h e  a s p e c t  r a t i o  

t h a n  t h e  r a t i o  F^'/F*',® i s *
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3 -  S o l u t i o n  f o r  t h e  m o t i o n  o f  a  b i c o n c a v e  s h a p e d  body

The  t y p i c a l  s h a p e  o f  an  u n d e f o r m e d  r e d  b l o o d  c e l l  i s  

shown i n  f i g u r e  1 2 -  The  s h a p e  c a n  be  e x p r e s s e d  a s

6  =  / ? . ( /  - / ? ? ) * (  c .  +  C /? i  4 - C t H i )  <1 0 ,

w h e r e  B i s  t h e  w i d t h *  Rs i s  t h e  r a d i u s  o f  t h e  b l o o d  c e l l *  R* 

C, C; a n d  C3 a r e  c o n s t a n t s *  a n d  R* r e p r e s e n t s  t h e  l a r g e s t  

r a d i u s  - R e p r e s e n t a t i v e  v a l u e s  o f  t h e s e  c o n s t a n t s  a r e  

l i s t e d  i n  Fung  ( 1 9 B 1 J -  I n  t h i s  s e c t i o n  we s o l v e  f o r  t h e  

m o t i o n  o f  a  b l o o d  c e l l  a d j a c e n t  t o  a  p l a n a r  w a l l  u s i n g  t h e  

v a l u e s

R ,  =  3 .9 1  / I  , C . =  o . 8 l / ,  C, =  7  S3y u , Ct  =  4 . i9 y o  ( l l )

As i n  t h e  c a s e  o f  a t o r u s  t h e  s h a p e  R - R ( z )  i s  n o t  a  

s i n g l e - v a l u e d  f u n c t i o n -  To d e s c r i b e  t h e  b i c o n c a v e  s h a p e  we 

i n t r o d u c e  a  new p a r a m e t e r  ^  a n d  l e t

R s =  R . C c s l  ( 1 2 a)

Z  =  -f2 ( / + C , f d  +  ct R i )  S i y n  ( f j  , 1 2 b ,

w h e r e  s i g n ( x )  -  I x l / x .  Then b o t h  R a n d  z  a r e  s i n g l e - v a l u e d  

f u n c t i o n s  o f  ^ • The s t o k e s l e t  d e n s i t y  f u n c t i o n s  a r e

r e p r e s e n t e d  by t h e  d o u b l e  F o u r i e r - L e g e n d r e  s e r i e s :

f ,  Ai.m,« ?„ ( S -  7 ) mff
m*o

fl = ^ P« f*** f )  $ i » m & (13)

fj =  .z!L Fn f

-  1 0 ^  -



w h e r e  P „ ( x )  i s  t h e  L e g e n d r e  f u n c t i o n  o f  o r d e r  n .  

S u b s t i t u t i n g  ( 1 2 a * b )  a n d  ( 1 3 )  i n t o  i n t e g r a l  e q u a t i o n  ( 3 )  a l l  

i n t e g r a l s  i n  e q u a t i o n  ( 3 )  c a n  b e  p e r f o r m e d  w i t h  r e s p e c t  t o  

v a r i a o l e  0  an d  ^  a s  was d o n e  f o r  t h e  t o r u s *  The 

c o l l o c a t i o n  p o i n t s  a r e  a r r a n q e d  s u c h  t h a t  t h e  r i n g s *  w h i c h  

a r e  r e p r e s e n t e d  by  c o n s t a n t  v a l u e s  o f  ?  * a r e  n e a r l y  

e q u a l l y  s p a c e d  a l o n g  t h e  a r c  l e n g t h  o f  t h e  b o d y  shown i n  

f i g u r e  13 a n d  s o m e w h a t  mo re  c o n c e n t r a t e d  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  

maximum r a d i u s *  At  e a c h  r i n g  t h e  c o l l o c a t i o n  p o i n t s  a r e  

e q u a l l y  s p a c e d  b e t w e e n  ff = 0* a n d  180** The c o n v e r g e n c e  

b e h a v i o r  o f  t h e  f o r c e  a n d  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  i s  s i m i l a r  t o  

t h e  c a s e  o f  a  t o r u s  h a v i n g  b / a  -  2 •

The  h y d r o d y n a m i c  f o r c e  a n d  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  

b i c o n c a v e  s h a p e d  a i s c  a r e  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :

The v a l u e s  o f  t h e  f o r c e  a n d  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e  

b i c o n c a v e  s h a p e d  d i s c  d e s c r i b e d  b y  e q u a t i o n s  ( 1 0 ) a n d  ( 1 1 ) 

i n  a n  i n f i n i t e  f l u i d *  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  p r e s e n t  t h e o r y *  a r e  

l i s t e d  i n  t a b l e  8 • A l l  t h e  c o e f f i c i e n t s  a r e  r e m a r k a b l y  

c l o s e  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s  f o r  a  t o r u s  w i t h  b / a  -  2 * 

When a  p l a n e r  w a l l  i s  p r e s e n t  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  show 

t h a t  t h e  f o r c e  a n d  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  a r e  s t i l l  q u i t e  d o s e

-  i  a s  -



f o r  t h e  t w o  b o d i e s  h a w i n g  t h e  s ame  H / c  a n d  0  ̂ « The 

d i f f e r e n c e  b e t w e e n  th em i s  l e s s  t h a n  IX f o r  a l l  n i n e  f o r c e  

and  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e s  a s  

c l o s e  a s  H / c = l * l *  T h e r e f o r e  f i g u r e s  2 - 1 0  c a n  a l s o  b e  u s e d  

t o  p r e d i c t  t h e  f o r c e  a n d  t o r q u e  o f  a  b i c o n c a v e  s h a p e  b od y  

d e s c r i b e d  by e q u a t i o n s  (81 a n d  ( 9 )  t o  a  h i g h  d e g r e e  o f  

a c c u r a c y *  I t  i s  w o r t h  n o t i n g  t h a t  t h e  b i c o n c a v e  s h a p e d  b od y  

a nd  a  t o r u s  w i t h  b / a  -  2 h a v e  t h e  s ame s u r f a c e  a r e a  i f  t h e i r  

o u t e r  r a d i i  a r e  t h e  same* The  c o i n c i d e n c e  o f  t h e  f o r c e  a n d  

t o r q u e  s h o w s  t h a t  t h e  h o l e  of  a t o r u s  o f  b / a  -  2 h a s  l i t t l e  

i n f l u e n c e  on  t h e  f l o w  f i e l d *  As m e n t i o n e d  i n  s e c t i o n  2 a n  

o b l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  f  = 0*5  c a n  a l s o  s e r v e  

a s  a g o o d  a p p r o x i m a t i o n  f o r  t h e  m o t i o n  o f  a t o r u s  o f  b / a  = 2 

when i t  i s  n o t  v e r y  c l o s e  t o  t h e  w a l l *

1 0 6  -
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b/a=2

f o r c e  c o e f f i c i e n t  F^w 
f o r  m o t i o n  p a r a l l e l  t o  - 0 * 9 0 7 2

s y mm et r y  a x i s

f o r c e  c o e f f i c i e n t  Ff^w 
f o r  m o t i o n  p e r p e n d i c u l a r  —0 * 7 7 3 3  

t o  symmet ry  a x i s

t o r q u e  c o e f f i c i e n t  T?,•* 
f o r  a t o r u s  r i g i d l y  h e l d  - 0 * 9 4 7 7  
i n  a s h e a r  f l o w  p a r a l l e l  
t o  t h e  s y m m e t r y  a x i s

t o r q u e  c o e f f i c i e n t  f o r  
a t o r u s  r i g i d l y  h e l d  i n  a —0 *17 03  
s h e a r  f l o w  p e r p e n d i c u l a r  
t h e  s y mm et r y  a x i s

t o r q u e  c o e f f i c i e n t  f o r  - 0 * 5 5 9 0
r o t a t  i o n

T a b l e  I F o r c e  a n d  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  
in  an  i n f i n i t e  f l u i d *

b/a=10

- 0 * 7 8 4 3

- 0 . 6 1 7 4

- 0 . 8 4 4 0

- 0 . 0 1 6 7 8

07 4 3 0 4

f o r  a  t o r u s

U S



a ) b / a  *  2

N
0 . 5 0 . 8

H /C
1 . 1 1 . 5 GO

6 - 2 5 . 1 5 - 5 . 9 2 1 - 3 . 6 7 7 - 2 . 1 5 0 - 0 . 9 1 7 6

6 - 1 9 . 6 0 - 5 . 5 0 0 - 3 . 1 1 1 - 2 . 1 3 6 - 0 . 9 0 7 2

6 —I B . 3 0 - 5 . 6 9 9 - 3 . 1 2 1 - 2 . 1 6 0 - 0 . 9 0 7 2

1 0 - 1 8 . 6 2 - 5 . 5 0 0 - 3 . 1 2 2 - 2 . 1 6 1 - 0 . 9 0 7 2

12 - 1 8 . 5 2 - 5 . 5 0 0 - 3 . 1 2 2 - 2 . 1 6 1

1 * - 1 8 . 5 1 - 5 . 5 0 0

1 6 - 1 8 . 5 1

< b )

H

b / a  »  1 0

0 . 2 0 . 5 0 .  8
H /C

1 . 1 1 . 5 CO

6 - 9 . 1 2 2 - 3 . 1 2 0 - 2 . 1 6 7 - 1 . 7 6 1 - 1 . 3 6 8 - 0 . 7 8 2 3

6 - 7 . 5 6 7 - 2 . 8 5 8 - 2 . 1 6 2 - 1 . 7 6 6 - 1 . 6 7 1 - 0 . 7 6 6 3

8 - 7 . 2 3 2 - 2 . 8 5 9 - 2 . 1 6 0 - 1 . 7 6 6 - 1 . 6 7 1 - 0 . 7 8 6 3

1 0 - 2 . 2 3 3 - 2 . 8 5 9 - 2 . 1 6 0

1 2 - 2 . 2 3 3

Table 2 Convergence of the coeffic ien t Fs for a torus
with its  syeeetry axis perpendicular to the w all*
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a )

N

b / a  * 2 

0 . 5 0 . 8
H/C
1 . 1 1 . 5 OO

4 - 3 . 1 2 4 - 1 . 5 4 2 - 1 . 3 1 2 - 1 . 1 1 8 - 0 . 7 7 0 6

6 - 1 * 8 8 1 - 1 . 3 6 6 - 1 . 1 7 0 - 1 . 0 4 8 - 0 . 7 7 3 2

8 - 2 * 0 6 3 - 1 . 3 7 2 - 1 . 1 7 1 - 1 . 0 4 8 - 0 . 7 7 3 2

10 - 2 . 0 7 7 - 1 . 3 7 2 - 1 . 1 7 1 - 1 . 0 4 8 - 0 . 7 7 3 2

12 - 2 . 0 7 9 - 1 . 3 7 2 - 1 . 1 7 1

14 - 2 . 0 7 9

16 - 2 . 0 7 9

( b )

N

b / a  *  10  

0 . 2 0 . 5
H/C

0 . 8  1 . 1  1 . 5  0O

4 - 2 . 5 3 4 - 1 . 0 0 6 - 0 . 9 1 0 3  - 0 . 8 3 1 1  - 0 . 7 7 3 7  - 0 . 6 1 6 6

6 - 1 . 9 1 0 - 1 . 0 9 6 - 0 . 9 1 3 2  - 0 . 8 3 2 4  - 0 . 7 7 4 9  - 0 . 6 1 7 4

8 - 1 . 9 2 7 - 1 . 0 9 6 - 0 . 9 1 3 2  - 0 . 8 3 2 4  - 0 . 7 7 4 9  - 0 . 6 1 7 6

10 - 1 . 9 2 8 - 1 . 0 9 6

12 - 1 . 9 2 8

T a b l e  3 C o n v e r g e n c e  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  F,*‘ f o r  a  t o r u s
w i t h  i t s  s y n n e t r y  a x i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l *

1 1 0



( a )  b / a  3 2

H
0 . 5 0 . 8

H / c
1 . 1 1 . 5 CO

4 - 2 . 9 4 3 - 0 . 9 3 1 4 - 0 . 7 7 2 4 - 0 . 6 7 3 4 - 0 . 5 8 1 0

6 - 1 . 7 7 4 - 0 . 8 8 9 0 - 0 . 6 9 9 7 - 0 . 6 2 2 8 - 0 . 5 5 8 4

8 - 2 . 2 6 2 - 0 . 9 1 7 5 - 0 . 7 0 7 1 - 0 . 6 2 3 0 - 0 . 5 5 9 0

10 - 2 . 3 1 9 - 0 . 9 1 7 6 - 0 . 7 0 7 1 - 0 . 6 2 3 0 - 0 . 5 5 9 0

12 - 2 . 3 2 3 - 0 . 9 1 7 6 - 0 . 7 0 7 1 - 0 . 6 2 3 0

14 - 2 . 3 2 4 - 0 . 9 1 7 6

16 - 2 . 3 2 4

<t>)

H

b / a  -  10  

0 . 2
H/C

0 . 5  0 . 8  1 . 1  1 . 5  CO

4 - 2 . 8 4 7 - 0 . 8 6 5 7  - 0 . 6 2 3 1  - 0 . 5 3 2 0  - 0 . 4 4 1 5  - 0 . 4 4 0 8

6 - 2 . 2 2 6 - 0 . 8 2 2 3  - 0 . 6 0 4 4  - 0 . 5 2 1 9  - 0 . 4 7 4 8  - 0 . 4 3 0 4

8 - 2 . 2 2 7 - 0 . 8 2 2 4  - 0 . 6 0 4 4  - 0 . 5 2 1 9  - 0 . 4 7 4 8  - 0 . 4 3 0 4

10 - 2 . 2 2 9 - 0 . 8 2 2 4  - 0 . 6 0 4 4

12 - 2 . 2 2 9

T a b l e  4  C o n v e r g e n t *  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  t J  f o r  a  t o r u s
w i t h  i t s  s y m e e t r y  a x i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l *
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(a) b/a > 2* H/c *  1.5

M 4 6 8 10
N

4 2 . 2 9 5 2 . 2 9 6 2 . 2 9 ? 2 . 2 9 7

6 2 . 2 9 5 2 . 2 9 6 2 . 2 9 ? 2 . 2 9 7

8 2 . 2 9 5 2 . 2 9 6 2 . 2 9 7 2 . 2 9 7

1 0  2 . 2 9 5  2 . 2 9 6  2 . 2 9 6  2 . 2 9 6

( b )  b / a  * 2 *  H / c  = l . l

M 4 6 8 10
H

4 4 . 5 5 4 . 4 6 4 . 4 4 4 . 4 4

6 4 . 2 9 4 . 2 4 4 . 2 1 4 . 2 1

8 4 . 1 4 4 . 2 0 4 . 2 4 4 . 2 3

10  4 . 1 1  4 . 2 1  4 . 2 3  4 . 2 3

T a b l e  5 C o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  F»*/Faf<p f o r  a  t o r u s  
i n c l i n e d  a t  3 0 s r e l a t i v e  t o  t h e  p l a n a r  w a l l .

N ____ N u n b e r  o f  r i n g s  ( c o n s t a n t  v a l u e s  o f  ?  )
H ____ Number o f  p o i n t s  a t  e a c h  r i n g  ( c o n s t a n t

v a l u e s  o f  f  )
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(c ) b/a *  10* H/c * 1.5

H 4  6  8
N

4 1 .  828 1 . 8 2 9 1 . 8 2 9

6 1 . 8 2 8 1 . 8 2 9 1 . 8 2 9

6 1 . 8 2 8 1 . 8 2 8 1 . 8 2 8

10

CD<N•• 1 . 8 2 8 1 . 8 2 8

( d )  b / a  = 

M
N

10* H / c  ^ 

4

1 . 1

6 8 10

4 2 . 5 0 4 2 . 5 0 8 2 . 5 1 9 2 . 5 2 3

6 2 . 5 0  2 2 . 5 2 4 2 . 5 2 5 2 . 5 2 5

8 2 . 5 0 1 2 . 5 1 7 2 . 5 2 2 2 . 5 2 2

10 2 . 5 0 1 2 . 5 1 9 2 . 5 2 1 2 . 5 2 1

T a b l e  5 C o n v e r g e n c e  t e s t s  o f fJ ' / f/.’od f o r a  t o r u s
i n c l i n e d  a t  3 0 ° r e l a t i v e  t o  t h e  p l a n a r  w a l l *

N   N u e b e r  o f  r i n g s  ( c o n s t a n t  v a l u e s  o f  7 )
M _ _ _  Number  o f  p o i n t s  a t  e a c h  r i n g  ( c o n s t a n t  

v a l u e s  o f  $ }
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(a) b/a = 2« H/c *  1.5

M * 6 8
N

* 1 . 0 9 6 1 . 0 9 6 1 . 0 9 7

6 1 . 0 9 * 1 . 0 9 * 1 . 0 9 *

a 1 . 0 9 * 1 . 0 9 * 1 . 0 9 *

10 1 . 0 9 3 1 . 0 9 3 1 . 0 9 3

( b )  b / a  =* 

H
N

2* H / c  -  

*

l . l

6 a 10

* 1. *3 l . * 2 l . * 0 l . * 0

6 1 . 2 6 1 . 2 8 1 . 2 8 1.26

8 1 . 3 3 1 . 3 * 1 . 3 7 1 . 3 7

10 1 . 3 5  1* 36 1 . 3 7  1 . 3 7

► r
T a b l e  6  C o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  Ta /Ti.oo f o r  a  t o r u s

i n c l i n e d  a t  3 0 * r e f a t i v e  t o  t h e  p l a n a r  w a l l .
N ___  Number  o f  r i n g s  ( c o n s t a n t  v a l u e s  o f  7 )
H   Number  o f  p o i n t s  a t  e a c h  r i n g  ( c o n s t a n t

v a l u e s  o f  f  )

11*



(c j b/a = 10, H/c = 1.5

M 4  6  6
N

4 1 . 0 9 6 1 . 0 9 7 1 . 0 9 7

6 1 . 0 9 6 1 . 0 9 7 1 . 0 9 7

8 1 . 0 9 6 1 . 0 9 7 1 . 0 9 7

10 1 . 0 9 6 1 . 0 9 7 1 . 0 9 7

( d )  b / a  = 

H
N

1 0 ,  H / c  = 

4

1 . 1

6 6 10

4 1 . 2 9 8 1 . 3 0 1 1 . 3 0 5 1 . 3 0 5

6 1 . 2 9 6 1 .  302 1 . 3 0 5 1 . 3 0 5

a 1 . 2 9 6 1 . 3 0 3 1 . 3 0 4 1 . 3 0 4

10 1 . 2 9 6 1 . 3 0 3 1 . 3 0 4 1 . 3 0 4

T a b l e  6  C o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  Ti / T i , »  f o r  a  t o r u s
i n c l i n e d  a t  3 0 * r e l a t i v e  t o  t h e  p l a n a r  w a l l .

N ___  Number  o f  r i n g s  ( c o n s t a n t  v a l u e s  o f  ?  )
H _ _ _  Number  o f  p o i n t s  a t  e a c h  r i n g  ( c o n s t a n t  

v a l u e s  o f  0 }

115



(a) b/a = 2* H/c * 1-5

H *  6 6
N

* - 0 * 0 * 7 6 - 0 - 0 * 7 5 - 0 . 0 * 7 6

6 —0* 0*T0 - 0 * 0 * 6* - 0 . 0 * 6 *

6 - 0 . 0 * 6 8 - 0 * 0 * 6 8 - 0 . 0 * 6 7

10 - 0 . 0 * 6 8 - 0 . 0 * 6 7 - 0 . 0 * 6 7

<t>) b / a  = 2* H / c  = 1 . 1

N
N

* 6 8 10

* - 0 . 1 * 3 - 0 . 1 * 3 - 0 . 1 * 3 - 0 . 1 * 3

6 - 0 . 1* 2 - 0 . 1*2 - 0 . 1*2 - 0 . 1*2

6 - 0 . 1 3 9 - 0 . 1 3 9 - 0 . 1 3 7 - 0 . 1 3 7

10 - 0 . 1 3 7 - 0 . 1 3 7 - 0 . 1 3 7 - 0 . 1 3 7

T a b l e  7 C o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  T, 1 f o r  a  t o r u s
i n c l i n e d  a t  30  r e l a t i v e  t o  t h e  p l a n a r  w a l l *

N ___  N u e b e r  o f  r i n g s  < c o n s t a n t  v a l u e s  o f  f  )
M ___  N u e b e r  o f  p o i n t s  a t  e a c h  r i n g  ( c o n s t a n t

v a l u e s  o f  t  1

1 16



( C )  8 / A  » 1 0 *  H /C  *  1 - 5

N 4 6  8
N

4 - 0 . 0 3 9 9 - 0 . 0 3 9 9 - 0 . 0 3 9 9

6 - 0 . 0 4 0 0 - 0 . 0 4 0 0 - 0 . 0 4 0 0

8 - 0 . 0 4 0 0 - 0 . 0 4 0 0 - 0 . 0 4 0 0

10 - 0 . 0 4 0 0 - 0 . 0 4 0 0 - 0 . 0 4 0 0

( d )  B/A = 10* H/C > 1 . 1

M
N

4 6 8 10

4 - 0 . 1 0 5 - 0 . 1 0 4 - 0 . 1 0 4 - 0 . 1 0 4

6 - 0 . 1 0 4 - 0 . 1 0 3 - 0 . 1 0 3 - 0 . 1 0 3

a - 0 . 1 0 4 - 0 . 1 0 4 - 0 . 1 0 3 - 0 . 1 0 3

10 - 0 . 1 0 3 - 0 . 1 0 3 - 0 . 1 0 3 - 0 . 1 0 3

T a b l e  7 C o n v e r g e n c e  t e s t s  o f  Ti' f o r  a  t o r u s
i n c l i n e d  a t  30 r e l a t i v e  t o  t h e  p l a n a r  w a l l .  

N _ _ _  Number  o f  r i n g s  ( c o n s t a n t  v a l u e s  o f  7  ) 
H ____ Number  o f  p o i n t s  a t  e a c h  r i n g  ( c o n s t a n t  

v a l u e s  o f  )
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f o r c e  c o e f f i c i e n t  f o r
m o t i o n  p a r a l l e l  t o  - 0 * 9 0 6 Z
s y m m e t r y  a x i s

f o r c e  c o e f f i c i e n t  f o r
m o t i o n  p e r p e n d i c u l a r  - 0 . 7 7 2 4
t o  s y m m e t r y  a x i s

t o r q u e  c o e f f i c i e n t  f o r  
t h e  b o d y  r i g i d l y  h e l d  —0 * 9 4 6 0
i n  a  s h e a r  f l o w  p a r a l l e l  
t o  t h e  s y m m e t r y  a x i s

t o r q u e  c o e f f i c i e n t  f o r
t h e  b o d y  r i g i d l y  h e l d  i n  —0 * 1 6 7 6
a  s h e a r  f l o w  p e r p e n d i c u l a r  
t o  t h e  s y m m e t r y  a x i  s

t o r q u e  c o e f f i c i e n t  f o r  - 0 * 5 5 6 8
r o t a t i o n

T a b l e  8  f o r c e  a n d  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e  b i c o n c a v e  
s h a p e d  d i s c  i n  a n  i n f i n i t e  f l u i d *

1 1 8



\  Or

o

"  * 1 9



2.0

1,00
8

H / C  =

1.6

1 . 4
1 .5

.2
2.0

5 . 0
0

9 06 03 0
a (degrees)

F i g u r e  2* The  r a t i o  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s
f o r  a  t o r u s  a s  a  f u n c t i o n  o f  o r i e n t a t i o n  
a n g l e  a n d  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e *
( ______  b / a  * 2 *  b / a  3 1 0 )

-  1 2 0  -



6.0

5 . 0

3 , 0 0

4 . 0

H / C  *1.1
3 . 0

1 . 52.0

2.0
1 .0

0 3 0 6 0 9 0
a  (degrees)

F i g u r e  3* The  r a t i o  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s
f o r  a  t o r u s  a s  a  f u n c t i o n  o f  o r i e n t a t i o n  
a n g l e  a n d  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e *
( ______  b / a  * 2 *   b / a  * 1 0 )

-  1 2 1  -



6 . 0

3 , 0 0
5 . 0

4 . 0 H / C  e

3 . 0

2.0 2.0

5 . 0

3 00 6 0 9 0
a  (degrees)

F i g u r e  4* The  r a t i o  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  F#’/Flf'aj 
f o r  a  t o r u s  a s  a  f u n c t i o n  o f  o r i e n t a t i o n  
a n g l e  a n d  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e *
( ______  b / a  * 2 « ________b / a  -  1 0 )
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1.6

H /C  =

1,00

1 . 5

2.0

5 . 0

1.0
9 06 03 0

a (degrees)

F i g u r e  5 .  The r a t i o  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  F, / fJ w 
f o r  a  t o r u s  a s  a  f u n c t i o n  o f  o r i e n t a t i o n  
a n g l e  a n d  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e .
( ______  b / a  = 2 1  ______ b / a  * 1 0 )

-  1 2 3  -



3.5

3 , 0 0

H / C  =
2 . 5

1 . 5

2.0

2.0

5 . 0

1.0
0 3 0 6 0 9 0

a (degrees)

F i g u r e  6 * The r a t i o  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  F j / F j ^  
f o r  a  t o r u s  a s  a  f u n c t i o n  o f  o r i e n t a t i o n  
a n g l e  a n d  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e *
{ ______  b / a  = 2 * ________b / a  * 1 0 )

-  1 2 4  -



1.4
H / C  =

2 , CO
1 . 3

1 .5

1.0
0  3 0  6 0  9 0

a  (degrees)

f  rF i g u r e  7* The r a t i o  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  T* /T x 
f o r  a  t o r u s  a s  a  f u n c t i o n  o f  o r i e n t a t i o n  
a n g l e  a n d  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e *
( ______  b / a  = 2 ?  b / a  * 1 0 )

-  1 2 5  -



1 . 6

H / C  = 1.1 

1 .5  

2 .0 - 

5 . 0 ^

1 .4

1.2

1.0

0.8
9 06 03 0

a (degrees)

F i g u r e  8 a*  T h e  r a t i o  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  t / / T f »  
f o r  a  t o r u s  w i t h  b / a  * 2 a s  a  f u n c t i o n  o f  
o r i e n t a t i o n  a n g l e  a n d  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e *
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3,0 H/C - 1.1
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0 3 0 6 0 9 0

a  ( d e g r e e s )

F i g u r e  6b* The r a t i o  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  i f  / lf«>  
f o r  a t o r u s  w i t h  b / a  = 10  a s  a f u n c t i o n  o f  
o r i e n t a t i o n  a n g l e  and s e p a r a t i o n  d i s t a n c e *



0 . 1

0.0

2.0

- 0.1

H / C  = 1.1

- 0.2

0  3 0  6 0  9 0
a (degrees)

F i g u r e  9* The  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t  T^' f o r  a  t o r u s  
a s  a  f u n c t i o n  o f  o r i e n t a t i o n  a n g l e  a n d  s e p a ­
r a t i o n  d i s t a n c e *
( _ _ _ _ _  b / a  » 2 t  _  _  _  b / a  * 1 0 )
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0.5

- T * 3'2
0 . 4

0 . 3

H / C  = 1.10.2

-1.5

0.1

2.0

5 . 0
0.0

9 06 03 0
a (degrees)

F i g u r e  1 0 .  T h e  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t  T** f o r  a  t o r u s  
a s  a  f u n c t i o n  o f  o r i e n t a t i o n  a n g l e  a n d  s e p a ­
r a t i o n  d i s t a n c e .
t . b / a  * 2 *  b / a  * 1 0 )
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2.0

1.00

1.6

H / C  = 
- 0.8

1 . 4

1.2
1 . 5

1.0
1005 0205 10

b/a

F i g u r e  1 1 a  Th e  r a t i o  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  F,VF»J*> 
f o r  a  t o r u s  w i t h  i t s  s y m m e t r y  a x i s  p e r p e n d i ­
c u l a r  t o  t h e  w a l l  a s  a  f u n c t i o n  o f  b / a *

-  1 3 0  -



11

3 , 0 0

9

7

H / C  = 
- 0.85

3

1 . 5

1001

b / a

■K 1
F i g u r e  l i b *  T h e  r a t i o  o f  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  F j / F ■>> 

f o r  a  t o r u s  w i t h  i t s  s y m m e t r y  a x i s  p e r p e n d i  
c u l a r  t o  t h e  w a l l  a s  a  f u n c t i o n  o f  b / a *
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F i g u r e  12* G e o m e t r y  f o r  a  b i c o n c a v e  s h a p e d  d i s c .
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CHAPTER 3

GRAVITATIONAL ANO ZERO-DRAG MOTION OF 

AN OBLATE SPHEROID ADJACENT TO AN 

INCLINED PLANE AT LOW REYNOLDS NUMBER

1 3 3



A b s t r  a c t

The  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  c h a p t e r  1 f o r  t h e  p l a n a r  m o t i o n  

o f  a n  a r b i t r a r y  b o d y  o f  r e v o l u t i o n  n e a r  a  p l a n a r  w a l l  i s  

a p p l i e d  t o  t r e a t  s e v e r a l  s p e c i f i c  p r o b l e m s *  The  f i r s t  

h i g h l y  a c c u r a t e  s o l u t i o n s  f o r  t h e  r e s i s t a n c e  t e n s o r  o f  an  

o b l a t e  s p h e r o i d  m o v i n g  n e a r  a  p l a n a r  w a l l  a r e  u s e d  t o  

c o m p u t e  t h e  t r a n s l a t i o n a l  an d  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  an d  

t r a j e c t o r i e s  o f  a  n e u t r a l l y  b u o y a n t  s p h e r o i d  i n  a  s h e a r  f l o w  

a n d  t h e  g r a v i t a t i o n a l  s e t t l i n g  m o t i o n  o f  a  n o n - n e u t r a l  I y  

b u o y a n t  s p h e r o i d  a d j a c e n t  t o  an i n c l i n e d  p l a n e *  The 

n e u t r a l l y  o u o y a n t  s p h e r o i d  i n  a  s h e a r  f l o w  u n d e r g o e s  a  

p e r i o d i c a l  m o t i o n  t o w a r d  a n d  away f r o m  t h e  w a l l  a s  i t  

c o n t i n u o u s l y  t u m b l e s  f o r w a r d .  f o r  c e r t a i n  i n c l i n a t i o n s  a  

s p h e r o i d  s e t t i n g  u n d e r  g r a v i t y  n e a r  a n  i n c l i n e d  p l a n e  w i l l  

f i n a l l y  r e a c h  a n  e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n *  a f t e r  w h i c h  i t  w i l l  

t r a n s l a t e  p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l  w i t h o u t  r o t a t i o n .
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1 *  I n t r o d u c t i o n

The c r e e p i n g  n o t i o n  o f  a  n o n - s p h e r i c a l  p a r t i c l e  i n  t h r e e  

d i m e n s i o n a l  S t o n e s  f l o w  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a p l a n a r  w a l l  i s  

o f  l o n g - s t a n d i n g  i n t e r e s t *  H a k i y a  ( 1 9 5 9 )  c o n s i d e r e d  t h e  

m o t i o n  o f  a  s p h e r o i d  p a r a l l e l  t o  a  p l a n a r  w a l l  u s i n g  t h e  

m e t h o d  o f  r e f l e c t i o n s *  More  r e c e n t l y  Yang £ L e a l  (19B3* 

198 9)  s t u d i e d  t h e  a r b i t r a r y  m o t i o n  o f  a  s l e n d e r  bo dy  n e a r  a  

F l a t  f l u i d - f l u i d  i n t e r f a c e  u s i n g  a  s i n g u l a r i t y  m e t h o d  a n d  

s l e n d e r  b o d y  t h e o r y *

I n  c h a p t e r  I t h e  b o u n d a r y  i n t e g r a l  t e c h n i q u e  was u s e d  t o  

o b t a i n  s o l u t i o n s  f o r  t h e  r e s i s t a n c e  t e n s o r  f o r  a  b o d y  o f  

r e v o l u t i o n  t u m b l i n g  a d j a c e n t  t o  a  p l a n a r  w a l l  a t  low 

R e y n o l d s  n u m b e r .  The f o r c e  a n d  t o r q u e  w e r e  a c c u r a t e l y  

c o m p u t e d  f o r  a  s p h e r o i d  t r a n s l a t i n g  p a r a l l e l  o r  

p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l *  r o t a t i n g  a b o u t  an  a v i s  p a r a l l e l  

t o  t h e  w a l l *  o r  w h i c h  i s  r i g i d l y  h e l d  i n  p l a c e  i n  a  s h e a r

f l o w *  The a c c u r a c y  o f  t h e  s o l u t i o n s  h a s  b e e n  t e s t e d  f o r  t h e

s p e c i a l  c a s e  o f  a  s p h e r e  w i t h  t h e  e x a c t  b i p o l a r  c o o r d i n a t e  

s o l u t i o n s  o f  B r e n n e r  ( 1 9 6 1 )  f o r  t h e  m o t i o n  o f  a  s p h e r e  

p e r p e n d i c u l a r  t o  a  w a l l  a n d  Goldman* Cox £ B r e n n e r  ( 1 9 6 7 a * b )

f o r  a  s p h e r e  t r a n s l a t i n g  p a r a l l e l  t o  a  w a l l *  r o t a t i n g

a d j a c e n t  t o  a  w a l l  o r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a  s h e a r  f l o w *  The  

s o l u t i o n s  o f  t h e  b o u n d a r y  i n t e g r a l  m e t h o d  w e r e  i n  g o o d  

a g r e e m e n t  w i t h  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  up  t o  a  g a p  w i d t h  o f  a  

t e n t h  o f  t h e  s p h e r e  r a d i u s *  On t h e  o t h e r  h a n d *  i t  was  f o u n d  

t h a t  t h e  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  b y  t h e  m e t h o d  o f  r e f l e c t i o n s  o f



H a k i y a  ( 1 9 5 9 )  a r e  g o o d  o n l y  when  t h e  s p h e r o i d  i s  f a r  away 

f r o m  t h e  w a l l  ( t h e  s p h e r o i d - w a l 1 d i s t a n c e  a t  l e a s t  f i v e  

t i m e s  t h e  s p h e r o i d  s e m i —m a j o r  a x i s ) *

F o r  t h e  m o t i o n  o f  a  s p h e r e  n e a r  a  p l a n a r  w a l l  some o f  

t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  r e s i s t a n c e  t e n s o r  a r e  i d e n t i c a l l y  z e r o *  

s u c h  a s  t h e  c o e f f i c i e n t s  w h i c h  g i v e  t h e  f o r c e  p e r p e n d i c u l a r  

t o  t h e  w a l l  d u e  t o  t h e  p a r a l l e l  m o t i o n  o r  r o t a t i o n  a b o u t  a n  

a x i s  p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l -  B u t  t h e s e  f o r c e s  a r e  n o t  z e r o  

f o r  a  s p h e r o i d *  The h y d r o d y n a m i c  f o r c e  a n d  t o r q u e  o n  a 

s p h e r o i d  d e p e n d  s t r o n g l y  on  i t s  o r i e n t a t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  

w a l l -  T h i s  c h a r a c t e r i s t i c  f e a t u r e  c o m p l i c a t e s  t h e  m o t i o n  o f  

a  s p h e r o i d  a d j a c e n t  t o  a  p l a n e *

I n  t h i s  t h e s i s  we o n l y  c o n s i d e r  t h e  m o t i o n  w i t h  p l a n a r  

s y m m e t r y *  J e f f e r y  ( 19?2)  h a s  shown t h a t  a  p r o l a t e  s p h e r o i d  

i s  n o t  s t a b l e  w i t h  t h e  a x i s  o f  s y m m e t r y  i n  t h e  p l a n e  o f  

s y m m e t r y  o f  a n  u n b o u n d e d  f l u i d -  We t h e r e f o r e  w i l l  o n l y  

c o n s i d e r  t h e  m o t i o n  o f  an  o b l a t e  s p h e r o i d  w h i c h  i s  s t a b l e  i n  

t h e  p l a n e  o f  s y m m e t r y *

I n  t h e  p r e s e n t  c h a p t e r  t h e  r e s i s t a n c e  t e n s o r  f o r  an 

o b l a t e  s p h e r o i d  c o m p u t e d  i n  c h a p t e r  1 i s  u s e d  t o  c o m p u t e  t h e  

t r a n s i a t i o n a l  a n d  r o t a t i o n a l  v e l o c i t i e s  a n d  t r a j e c t o r i e s  f o r  

z e r o - d r a g  m o t i o n  i n  a s h e a r  f l o w  a n d  g r a v t t a t i a n a l  m o t i o n  

a d j a c e n t  t o  a n  i n c l i n e d  p l a n e *

1 3 6



Z .  G e n e r a l  m o t i o n  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  a d j a c e n t ,  t o  a  p l a n a r  

wal  1

C o n s i d e r  t h e  m o t i o n  o f  a  s p h e r o i d  a d j a c e n t  t o  a p l a n a r  

w a l l  a s  shown a s  i n  f i g u r e  1* The s p h e r o i d  h a s  a  h a l f - l e n g t h  

a  a n d  r a d i u s  b * I t  i s  s p a c e d  a t  a  d i s t a n c e  H f r o m  t h e  w a l l  

a n d  h a s  a n  o r i e n t a t i o n  a n g l e  of r e l a t i v e  t o  t h e  w a l l *  The 

s p h e r o i d  i s  m o v i n g  i n  t h e  x, x* p l a n e  w i t h  v e l o c i t y  Ut w h i c h  

h a s  c o m p o n e n t s  U( a n d  U j * a n d  r o t a t i n g  a l o n g  t h e  x* a x i s

w i t h  a n g u l a r  v e l o c i t y  tO • A s h e a r  f l o w  U«» = S ■ x# may be

p r e s e n t  i n  t h e  x ( d i r e c t i o n *

I n  t h e  z e r o  R e y n o l d s  number  f l o w  l i m i t  t h e  f l u i d

v e l o c i t y  V m u s t  s a t i s f y  t h e  c r e e p i n g  f l o w  e q u a t i o n s

w h e r e  p i s  t h e  p o s i t i o n  v e c t o r  w h o s e  o r i g i n  i s  a t  t h e  

p a r t i c l e  c e n t e r *

The  f o r c e  a n d  t o r q u e  a c t i n g  o n  t h e  s p h e r o i d  r e s u l t i n g  

f r o m  t h e  p l a n a r  m o t i o n  may b e  e x p r e s s e d  u s i n g  LZ r e s i s t a n c e  

c o e f f i c i e n t s  a s  f o l l o w s :

J ji V =  <7 P  

0

( 1 3 )

<lt>J

s u b j e c t  t o  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s

a t  t h e  p a r t i c l e  s u r f a c e  ( 2 a)

V 0 a t  t h e  w a l l  ( 2 b)

a t  i n f i n i t y  ( 2 c )
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p, = ( , y  b f F,f' (J, + F*‘ U3 + b F,r +  H F? S J Oat

F3 =  f  Fj1 L/,+ FiJ U j +  b F / ^ +  H F / S J  m o

T, =  8yb*(-rl'v, 4 - u*5Uj +  bTi"u) +£fcT*Sj o o

The t w e l v e  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t s  d e p e n d  on  t h e  a s p e c t  

r a t i o  d / D i  t h e  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  H/ b  an d  t h e  o r i e n t a t i o n

c o e f f i c i e n t s  t h r e e  p a i r s  a r e  r e l a t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  

r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s .

The n i n e  i n d e p e n d e n t  f o r c e  a n d  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  h a v e  b e e n  

c o m p u t e d  t o  a h i g h  d e g r e e  o f  a c c u r a c y  i n  C h a p t e r  I* 

T h e r e f o r e  i f  t h e  f o r c e  a n d  t o r q u e  a c t i n g  on  t h e  s p h e r o i d  a r e  

known • t h e  s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  ( 3 a ) - ( 3 c )  c a n  b e

s o l v e d  f o r  t h e  unknown v e l o c i t i e s  Ut • U* a n d  LO -  We now

c o n s i d e r  some s p e c i a l  c a s e s *

a n g l e  r e l a t i v e  t o  t h e  w a l l  at m Of t h e  12 r e s i s t a n c e

(<ib)
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3* Z e r o - d r a g  m o t i o n  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  i n  s h e a r  f l o w

We c o n s i d e r  t h e  m o t i o n  o f  a  n e u t r a l  1 y b u o y a n t  s p h e r o i d

S i m u l t a n e o u s  s o l u t i o n  o f  t h e s e  t h r e e  e q u a t i o n s  g i v e s  t h e  

v a l u e s  o f  t h e  v e l o c i t i e s  U, * U5 a n d  u> • F o r  an  o b l a t e  

s p h e r o i d  w i t h  a / b = G * 5  t h e  v a l u e s  o f  U, • Uj a n d  u) a r e

p r e s e n t e d  a s  f u n c t i o n s  o f  o* a t  c o n s t a n t  H / b  i n  f i g u r e s

2-*tm The  v e l o c i t y  Ui a n d  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  i0  a r e  e v e n  

f u n c t i o n s  o f  * w h i l e  t h e  v e l o c i t y  Uj i s  a n  odd  f u n c t i o n

of  d  • As e x p e c t e d  f r o m  s y m m e t r y *  a l l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  

h a v e  a  p e r i o d i c i t y  o f  180** T h e r e f o r e  t h e y  a r e  p l o t t e d  o n l y  

i n  t h e  r a n g e  b e t w e e n  0* t o  90**

F o r  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  lit o f  g r e a t e s t  i n t e r e s t  i s  

t h e  l o c a l  s l i p  v e l o c i t y  Us o f  t h e  s p h e r o i d  c e n t e r  r e l a t i v e

t o  t h e  i n c o m i n g  v e l o c i t y  p r o f i l e :

c o n s t a n t  H / b  f o r  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b = 0 * 5 *  The s l i p  

v e l o c i t y  i s  n e g a t i v e  f o r  a l l  o r i e n t a t i o n  a n g l e s  a n d

i n  s h e a r  f l o w  a d j a c e n t  t o  a  p i a n a r  w a l l * The c o n d i t i o n  o f

z e r o  d ra g  and z e r o  t o r q u e  r e q u i r e

f!'U , +  f N j  +  bF/uj +  HF?S =  0 

f ! ‘U , +  FI' l/j +  b F /w  +  HFs 5  =  0

J i*  L/, +  Ti* t/j +  b*ff 10 +  j b T i S =  0

( 5b)

( 5 c )

( 5 a )

s e p a r a t i o n  d i s t a n c e s *  i n d i c a t i n g  t h a t  t h e  s p h e r o i d  a l w a y s
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l a g s  t h e  f l u i d  i n  s h e a r  f l o w .  F o r  a  g i v e n  s e p a r a t i o n  

d i s t a n c e  t h e  s p h e r o i d  e x p e r i e n c e s  minimum s l i p  a t  a n
« Oo r i e n t a t i o n  a n g l e  oi ~ 90 .

F i g u r e  3 s ho ws  t h e  p e r p e n d i c u l a r  v e l o c i t y  a s  a

f u n c t i o n  o f  t h e  o r i e n t a t i o n  a n g l e  a t  c o n s t a n t  H / b  f o r  a n  

o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b = 0 . 5 .  A p e c u l i a r  f e a t u r e  i s  t h a t  

t h e  l a t e r a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  U3 c h a n g e s  s i g n  a n d  v a n i s h e s  

n o t  o n l y  f o r  oi e q u a t  t o  0 ° a n d  90* a s  e x p e c t e d  f r o m  s y m m e t r y  

b u t  a l s o  a t  a  p a r t i c u l a r  a n g l e  b e t w e e n  t h e m .

The  a n g u l a r  v e l o c i t y  u) i s  shown i n  f i g u r e  4* The  

a n g u l a r  v e l o c i t y  i s  maximum a t  0( ~ 0 * a n d  m o n o t o n i c a t  1 y

d e c r e a s e s  t o  i t s  minimum v a l u e  a t  o( = 9 0 * .  U n l i k e  t h e  

v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  U a n d  U .  w h i c h  a r e  s t r o n g  f u n c t i o n s  o f  

t h e  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e .  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  u0 c h a n g e s  

l i t t l e  w i t h  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e .  e s p e c i a l l y  when oi i s

c l o s e  t o  0 ° .

We n e x t  c o n s i d e r  t h e  t r a j e c t o r y  o f  t h e  p a r t i c l e  i n  s h e a r  

f l o w .  The e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  t h e  p a r t i c l e  i n

d i m e n s i o n l e s s  f o r m  a r e :

* £  =  -# -■ * > '  «»•»j t

d * l  —  . Xr  ( T b )

w  =  - r

w h e r e  x * = x , / b .  Xj =Xj / d a n d  t* = t  • S •

To c o m p u t e  t h e  t h r e e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  u s i n g  e q u a t i o n s
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( 5 a ) - ( 5 c )  f o r  a  s i n g l e  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  a n d  o r i e n t a t i o n  

a n g l e  r e q u i r e s  a p p r o x i m a t e l y  1 t o  10 m i n u t e s  CPU t i m e  on a n  

IBM 3081 c o m p u t e r *  d e p e n d i n g  o n  t h e  p a r t i c 1e - w a l 1 d i s t a n c e *  

T h e r e f o r e  i t  i s  i m p o s s i b l e  t h a t  a l l  v e l o c i t i e s  n e e d e d  t o  

s o l v e  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  C 5 a ) - ( 5 c )  a t  e a c h  i n s t a n t  

t i m e  be  c o m p u t e d  by s o l v i n g  e q u a t i o n s  ( 5 a ) - ( 5 c )  d i r e c t l y *  

We t h e r e f o r e  a s s u m e  i n t e r p o l a t i n g  f u n c t i o n s  i n  t h e  f o r m  o f  a  

t r u n c a t e d  F o u r i e r  s e r i e s *

Us = “U« ( CL, + 0L2CosZ& +a+Cos44( + Ut>Co$6<£) i8>

Ll3 = — Uoo ( boSinZOL + b*Sin+ b*Sinio( + bs$;nfit>(̂  <9»

UJ =T — $ ( Co - f  Cz +  C + C o S ^  Ct,C»$ & 0i) (10)

w h e r e  a a *bn a n d  c* a r e  unknown f u n c t i o n s  o f  t h e  a s p e c t  r a t i o  

a n d  t h e  p a r t i c l e - w a ! 1 s p a c i n g  H/ b*  F o r  a  g i v e n  H /b  t h e  

v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  a r e  o b t a i n e d  by s o l v i n g  e q u a t i o n s  

( 5 a ) - | 5 c )  a t  s e v e n  o r i e n t a t i o n  a n g l e s  a n d  t h e  c o e f f i c i e n t s  

a**  bn a n d  c« a r e  c a l c u l a t e d  u s i n g  a l e a s t  s q u a r e s  f i t *  

T a b l e s  I -  3 l i s t  t h e s e  c o e f f i c i e n t s  f o r  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  

w i t h  a / b = 0 * S  a n d  s e l e c t e d  v a l u e s  o f  H / b*  I n t e r m e d i a t e  

v a l u e s  a t  a r b i t r a r y  H / b  a r e  o b t a i n e d  by i n t e r p o l a t i o n  u s i n g  

c u b i c  s p l i n e s  i n  a  l o g - 1 o g  s c a l e *  By c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  

v a l u e s  o b t a i n e d  d i r e c t l y  by s o l v i n g  e q u a t i o n s  ( 5 a ) - | 5 c )  t h e  

v e l o c i t i e s  c a l c u l a t e d  by  e q u a t i o n s  ( 8 ) - ( 1 0 ) h a v e  a n  e r r o r  o f  

l e s s  t h a n  21 •  The  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ( 7 a ) - ( 7 b )  a r e  

s o l v e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  a  f o u r t h - o r o e r  R u n g e - k u t t a  me t hod *

141



F i g u r e  5 s h ows  t h e  t r a j e c t o r i e s  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g

a n  a s p e c t  r a t i o  a / b = 0 * 5  i n  s h e a r  f l o w *  w h i c h  b e g i n s  i t s

q u a s i - s t e a d y  m o t i o n  a t  t h e  p o i n t  x =0* x = 1 * 2 5  w i t h  i n i t i a l
*

o r i e n t a t i o n  a n g l e  0t* • F o r  c l a r i t y *  t h e  s c a l e  i n  t h e  

d i r e c t i o n  h a s  b e e n  e x p a n d e d  by a  f a c t o r  o f  40* F i g u r e  6 

g i v e s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  o r i e n t a t i o n  a n g l e  f o r  t h e

t r a j e c t o r i e s  shown i n  f i g u r e  5* The a n g u l a r  v e l o c i t y  u) i s

n e v e r  z e r o  a s  shown i n  f i g u r e  ** s o  t h e  p a r t i c l e

c o n t i n u o u s l y  r o t a t e s  i n  o n e  d i r e c t i o n *  A l t h o u g h  t h e  

v e l o c i t y  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  i s  z e r o  when t h e  s p h e r o i d  

a x i s  i s  p a r a l l e l  o r  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l *  t h e s e  

p o s i t i o n s  c a n n o t  b e  m a i n t a i n e d  o w e i n g  t o  t h e  r o t a t i o n *  

T h e r e f o r e  when t h e  p a r t i c l e  i s  t r a n s l a t i n g  p a r a l l e l  t o  t h e  

p l a n e *  i t  a l s o  d r i f t s  t o w a r d  a n d  away f r o m  t h e  p l a n e  

p e r i o d i c a l l y *  The p e r i o d  o f  t h e  m o t i o n  i s  a  s t r o n g  f u n c t i o n  

o f  t h e  a s p e c t  r a t i o  o f  t h e  s p h e r o i d *  For  a  s p h e r o i d  i n  

u n b o u n d e d  s h e a r  f l o w  t h e  o r i e n t a t i o n  a n g l e  s a t i s f i e s  t h e  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n :

%  —  1 +  t u  %  )  C cs* *  m i

The  s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 1 1 )  i s

ot =  t a x  I  -jr- f a n  ( 121

T h e r e f o r e  t h e  d i m e n s i o n l e s s  p e r i o d  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  

w i t h  a / b 30 *5  i n  u n b o u n d e d  s h e a r  f l o w  i s  I  * T / S  = 2*57T • 

F i g u r e  7 s h o w s  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  p e r i o d  T* f o r  a n  o b l a t e
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s p h e r o i d  w i t h  a / b = 0 * 5  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  i n i t i a l

s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  X3 a n d  o r i e n t a t i o n  a n g l e  oi • The

p e r i o d  i s  maximum when t h e  p a r t i c l e  i s  c l o s e  t o  t h e  w a l l  a n d  

m o n o t o n i c a l 1 y d e c r e a s e s  t o  i t s  a s y m p t o t i c  v a l u e  a s  t h e

i n i t i a l  p a r t i c l e - w a l 1 s p a c i n g  i s  i n c r e a s e d *  The p e r i o d  

d e c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  i n i t i a l  o r i e n t a t i o n  f r o m  0° t o  90® 

a n d  a s  e x p e c t e d  b e c o m e s  i n d e p e n d e n t  o f  O', w i t h  i n c r e a s i n g  

d i s t a n c e  f r o m  t h e  w a l l *
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4* S p h e r o i d  s e t t l i n g  u n d e r  g r a v i t y  a d j a c e n t  t o  a n  i n c l i n e d  

p i  a n e

He now c o n s i d e r  t h e  m o t i o n  o f  a  s p h e r o i d  s e t t i n g  u n d e r  

g r a v i t y  a d j a c e n t  t o  a  p l a n e  w a l l  w h i c h  i s  i n c l i n e d  a t  a n  

a n g l e  ^  w i t h  q u i e s c e n t  f l u i d  a t  i n f i n i t y  a s  shown i n  

f i g u r e  8 * A f o r c e  a n d  t o r q u e  b a l a n c e  o n  t h e  p a r t i c l e  y i e l d s

t y b {  Fl,,Ui + ̂ IA+feF,r«>J+3',r*k‘(f’« - ? =  

tybiFl'U.+Ffa+bF?*) -  <*?= 0 ( i 3 6 i

t/ ’ U, + I!‘ U, +1> T > =  0 ( 1 3 c )

w h e r e  a n d  p a r e  t h e  d e n s i t y  o f  t h e  p a r t i c l e  a n d  t h e

f l u i d *  r e s p e c t i v e l y *  a n d  i s  t h e  g r a v i t a t i o n a l

d e c e l e r a t i o n *  T h e s e  t h r e e  e q u a t i o n s  may b e  s o l v e d  

s i m u l t a n e o u s l y  t o  y i e l d  t h e  two t r a n s l a t i o n a l  c o m p o n e n t s  U| 

and  U3 and  a n g u l a r  v e l o c i t y  tjQ o f  t h e  p a r t i c l e *  I n  t h e  

S t o k e s  f l o w  l i m i t *  t h e  s e t t l i n g  o f  a  s p h e r o i d  a d j a c e n t  t o  a  

w a l l  i n c l i n e d  o f  a n  a r b i t r a r y  a n g l e  ^ may b e  c o m p l e t e l y  

d e s c r i b e d  by a  l i n e a r  s u p e r p o s i t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n s  a t  

£ ~ 0 * a n d  90** T h u s  we n e e d  o n l y  c o n s i d e r  t h e s e  t wo  

s p e c i a l  c a s e s *

The  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  o f  t h e  p a r t i c l e  f o r  p -  0** i n  

w h i c h  t h e  p l a n e  i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  

g r a v i t y *  w i l l  b e  e x p r e s s e d  a s  uj * U* a n d  1 0 1 • The  v e l o c i t y  

c o m p o n e n t s  f o r  ^ * 90 **  w h e r e  t h e  p l a n e  i s  p a r a l l e l  t o  t h e  

d i r e c t i o n  o f  g r a v i t y *  w i l l  b e  e x p r e s s e d  a s  U* a n d  *d* •
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The v e l o c i t i e s  u j  a n d  Uj a r e  e q u a l  by t h e  r e c i p r o c i t y

r e l a t i o n s  (<*)•

The  t r a n s 1a t i o n a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  U* * u j  a n d  f o r  

a n  o b l a t e  s p h e r o i d  s e t t l i n g  u n d e r  g r a v i t y  h a v i n g  a s p e c t

r a t i o  a / b = 0 * 5  a r e  shown i n  f i g u r e s  9 -  Li  r e s p e c t i v e l y  a s  a 

f u n c t i o n  o f  o r i e n t a t i o n  a n g l e  ot a n d  p a r t i c 1c - w a 11 s p a c i n g

H/ b*  A l l  t h r e e  v e l o c i t i e s  a r e  n o n d i m e n s i o n a 1 i z e d  by  t h e  

t e r m i n a l  v e l o c i t y *  U * o f  an i s o l a t e d  o b l a t e  s p h e r o i d  i n  an 

u n b o u n d e d  f l u i d  w i t h  t h e  f o r c e  o f  g r a v i t y  a c t i n g  p a r a l l e l  t o  

i t s  m a j o r  a x i s  a n d  i s  g i v e n  by

i j  _ _ _______________________ f  f t  -  f  )  $ _______________________

u t  i ?  « r .  . f  . .  g e ' - i  „ ->---- 7
/  t  / - £ *  C f  < i t  -  £  A

w h e r e  6 = a / b  i s  t h e  a s p e c t  r a t i o *  The  a n g u l a r  v e l o c i t i e s

u j 1 a n d  to* a r e  n o n d i m e n s i o n a l  i z e d  by U f / b  a n d  p l o t t e d  i n
i 3

f i g u r e s  1Z -  13* The  t r a n s 1a t i o n a l  v e l o c i t i e s  u, * U* a n d  

r o t a t i o n a l  v e l o c i t y  to* a r e  e v e n  f u n c t i o n s  o f  o(. w h i l e  U3 

a n d  a r e  o dd  f u n c t i o n s  o f  ot • Th us  t h e y  a r e  p l o t t e d

o n l y  i n  t h e  r a n g e  b e t w e e n  0 °  t o  9 0 * •

We n e x t  c o n s i d e r  t h e  t r a j e c t o r y  o f  a s p h e r o i d a l  p a r t i c l e  

s e t t l i n g  u n d e r  g r a v i t y  a d j a c e n t  t o  a n  i n c l i n e d  p i a n a r  w a l l *  

The r e q u i r e d  v a l u e s  o f  t h e  t r a n s i  a t i o n a 1 a n d  r o t a t i o n a l

v e l o c i t i e s  a t  a r b i t r a r y  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  a n d  o r i e n t a t i o n  

a r e  i n t e r p o l a t e d  t h e  same m a n n e r  a s  i n  s e c t i o n  3 f o r  t h e  

m o t i o n  o f  a  n e u t r a l l y  b u o y a n t  p a r t i c l e  i n  s h e a r  f l o w -  F o r

an  o b l a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  a / b = 0 * 5 *  t h e
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t r a n s l a t i o n a l  a n d  r o t a t i o n a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  a r e  

a p p r o x i m a t e d  b y  t h e  t r u n c a t e d  f o u r i e r  s e r i e s :

v ! / u t  =  ( 0 . 9 3 3 - a j  ~ ( o  o U f 5  +  a i ) c o s z o (  u 5 )

V l / \ } i =  ( 0 9 3 3 +h4C*s4t +bi &sM (16) 

U i / U i  = ( C z -  0 0 i H 5 ) S i M  3- a  Si* 4 4  +  QSin  -f c% Sfn { l 7 ,

iv'b/Ot = d. + d*, CosZoL +d4Ct>s4f( + d t  £es tie)

UJy b / v t =  ^ S i « 2 0 ( + ^ S i » 4 f l (  +  &  t l 9 )

w h e r e  a„ * b n i  c n « d„  a n d  e n a r e  f u n c t i o n s  o f  p a r t i c l  e - w a l  I 

s p a c i n g  H / b  a n d  h a v e  t h e  v a l u e  o f  z e r o  when H / b  a p p r o a c h e s  

i n f i n i t y .  T h e s e  c o e f f i c i e n t s  a r e  l i s t e d  i n  t a b l e s  *t -  8 f o r  

s e l e c t e d  v a l u e s  o f  H / b .  U n f o r t u n a t e l y *  a n  e x c e s s i v e  a mo un t  

o f  c o m p u t a t i o n  t i m e  w o u l d  b e  r e q u i r e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  f o r c e  

a n d  t o r q u e  c o e f f i c i e n t s  n e e d e d  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e

t r a n s l a t i n g  a n d  a n g u l a r  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  i n  e q u a t i o n  11 

f o r  H / b < l . l .  S i n c e  t h e r e  i s  no o t h e r  s o l u t i o n  y e t  a v a i l a b l e  

f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  f o r c e  a n d  t o r q u e  o n  an  o b l a t e  s p h e r o i d  

a d j a c e n t  t o  a  w a l l  a t  v e r y  s m a l l  g a p  w i d t h s *  t h e

t r a n s 1 a t i o n a l  a n d  r o t a t i o n a l  v e l o c i t i e s  a r e  u n a v a i l a b l e  f o r  

H / b < l . 1 .

The  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  o f  a  p a r t i c l e  s e t t l i n g  u n d e r  

g r a v i t y  a d j a c e n t  t o  a p l a n a r  w a l l  i n c l i n e d  a t  a n  a n g l e  

£ ( s e e  f i g u r e  6 ) a r e  g i v e n  i n  d i m e n s i o n l e s s  f o r m :

  l/  .  . (/,*



w h e r e  x * -  x , / b *  xj  = x,  / b  a n d  t "  = l y  t / b *  The  s y s t e m  o f  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  was s o l v e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  a 

f o u r t h - o r d e r  R u n g e - K u t t a  m e t h o d *

F i g u r e  14 s h o w s  t h e  t r a j e c t o r y  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  

h a v i n g  a s p e c t  r a t i o  a / b ~ 0 * 5  f a l l i n g  a d j a c e n t  t o  a  p l a n a r  

w a l l  i n c l i n e d  a t  ^ -  8 5 ° .  S o l u t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  f o r  a n

i n i t i a l  p a r t i c 1e - t o - w a l 1 s p a c i n g  x^ =6  a n d  v a r i o u s  v a l u e s  o f  

i n i t i a l  o r i e n t a t i o n  a n g l e  Of. * F o r  t h e  s a k e  o f  c l a r i t y  t h e  

s c a l e  i n  t h e  x^ d i r e c t i o n  h a s  b e e n  e x p a n d e d  b y  a  f a c t o r  o f  

50  •  A c u r i o u s  f e a t u r e  i s  t h a t  t h e  s p h e r o i d  e v e n t u a l l y  

r e a c h e s  t h e  same e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n  f r o m  t h e  w a l l

r e g a r d l e s s  t h e  s t a r t i n g  p o s i t i o n *  F o r  some i n i t i a l  

o r i e n t a t i o n s  t h e  p a r t i c l e  mov es  m o n o t o n i c a l 1 y t o w a r d  t h e

e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n  w h i l e  f o r  o t h e r s  t h e  p a r t i c l e  

o s c i l l a t e s  t o w a r d  a n d  away  f r o m  t h e  w a l l  u n t i l  i t  r e a c h e s  

t h e  f i n a l  p o s i t i o n *  To g i v e  a  f u l l  p i c t u r e  o f  t h e  m o t i o n  

t h e  s a me  t r a j e c t o r i e s  d e s c r i b e d  i n  f i g u r e  14 a r e  p l o t t e d  i n  

t e r m s  o f  t h e  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  a n d  t h e  o r i e n t a t i o n  a n g l e  

r e l a t i v e  t o  t h e  w a l l  i n  f i g u r e  15* F i g u r e  15 s h o w s  t h a t  a l l

t h e  c u r v e s  ( s o l i d  l i n e s )  c o a l e s c e  t o  t h e  s ame  p o i n t

i n d i c a t i n g  t h a t  b o t h  t h e  f i n a l  e q u i l i b r i u m  s e p a r a t i o n  

d i s t a n c e  a n d  t h e  o r i e n t a t i o n  a n g l e  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e



i n i t i a l  p o s i t i o n *  F o r  a n  o b i  a t e  s p h e r o i d  h a v i n g  a / b = 0 * 5  t h e  

e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n  i s  g i v e n  b y  X3 =3*70*  0  ̂ = 1 30 * 5  • The

d o t t e d  l i n e s  i n  f i g u r e  15 r e p r e s e n t  t h e  p o s i t i o n s  f o r  w h i c h  

t h e  p a r t i c l e  w o u l d  t a k e  t h e  same t i m e  t o  r e a c h  i f  i t  w e r e  

r e l e a s e d  a t  x* = 6  b u t  w i t h  d i f f e r e n t  i n i t i a l  o r i e n t a t i o n s *  

When t h e  p a r t i c l e  h a s  r e a c h e d  t h e  e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n  i t  

t r a n s l a t e s  p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l  w i t h o u t  r o t a t i o n  a t  a 

c o n s t a n t  v e l o c i t y *  I n  t h i s  p o s i t i o n  t h e  g r a v i t a t i o n a l  

c o m p o n e n t  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  i s  e x a c t l y  b a l a n c e d  by 

t h e  l i f t  f o r c e  d u e  t o  t h e  p a r a l l e l  m o t i o n  a n d  s i m u l t a n e o u s l y  

t h e  t o r q u e  d u e  t o  t h e  p a r a l l e l  m o t i o n  j u s t  v a n i s h e s  a t  t h e  

e q u i l i b r i u m  o r i e n t a t i o n *  I f  t h e  p a r t i c l e  i s  s l i g h t l y  

d i s p l a c e d  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  f r o m  t h e  e q u i l i b r i u m  

p o s i t i o n  t  a  r e s t o r i n g  f o r c e  a c t s  t o  r e t u r n  t h e  p a r t i c l e  t o  

t h e  e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n .  M o r e o v e r  * i f  t h e  e q u i l i b r i u m  

o r i e n t a t i o n  o f  t h e  p a r t i c l e  i s  s l i g h t l y  d i s t u r b e d *  a 

r e s t o r i n g  t o r q u e  a c t s  t o  r e t u r n  t h e  p a r t i c l e  t o  i t s  

e q u i l i b r i u m  o r i e n t a t i o n *  Thus  t h e  p a r t i c l e  i s  i n  s t a b l e  

e q u  i 1 i b r  i u m .

The e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n  d e p e n d s  o n  t h e  a s p e c t  r a t i o  a n d  

t h e  i n c l i n a t i o n  a n g l e  o f  t h e  w a l l *  I f  t h e  i n c l i n a t i o n  a n g l e  

£ o f  t h e  w a l l  i s  d e c r e a s e d *  t h e  c o m p o n e n t  o f  g r a v i t y  

p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  i n c r e a s e s  a n d  t h u s  t h e  e q u i l i b r i u m  

p o s i t i o n  moves  c l o s e r  t o  t h e  w a l l  w h e r e  t h e  l i f t  f o r c e  i s  

g r e a t e r *  T a b l e  9 s hows  t h e  f i n a l  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  a n d  

o r i e n t a t i o n  a n g l e  f o r  s e l e c t e d  i n c l i n a t i o n  a n g l e s  |5 f o r  a n
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o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b = 0 * 5 *  As t h e  i n c l i n a t i o n  a n g l e  ^
0

a p p r o a c h e s  90  • t h e  e q u i l i b r i u m  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  b ec o m e s  

i n f i n i t e *

1 4 9
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T a b l e  6  The  c o e f f i c i e n t s  o f  U i / U t  i n  e q u a t i o n  ( 1 7 )  
f o r  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b = 0 . 5 .
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T a b l e  7 The  c o e f f i c i e n t s  o f  w ' b /U i n  e q u a t i o n  ( 1 8 )  
f o r  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b = 0 . 5 .
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T a b l e  8 The  c o e f f i c i e n t s  o f  b / U i n  e q u a t i o n  ( 1 9 )  
f o r  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b = 0 . 5 .
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T a D l e

p
( d e g r e e s )

«
*3 oi

( d e g r e e s )

60 1 . 1 3 1 2 2 . 7

81 1 . 2 7 1 2 6 . 0

82

1

• -f-
l 1

1 2 5 . 6

83 1 . 7 7 1 2 7 . 1

86 2 . 3 6 1 2 8 . 8

85 3 . 7 0 1 3 0 . 5

86 1 8 . 7 0  132*0

The  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  Xj a n d  o r i e n t a t i o n  
a n g l e  oi o f  t h e  e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n  f o r  
t h e  m o t i o n  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a . b - 0 . 5  
s e t t l i n g  u n d e r  g r a v i t y  a d j a c e n t  t o  a  p l a n e  
i n c l i n e d  a t  a n g l e  {S •

1 5 5



UJ

F i g u r e  1* G e o m e t r y  f o r  t h e  p l a n a r  m o t i o n  o f  a  s p h e r o i d  
a d j a c e n t  t o  a  w a l l *

-  156 -



14

(%) H/b =
1 0

1 . 3

1 . 5

2.0

6 03 0 9 00

a (degrees)

F i g u r e  T h e  s l i p  v e l o c i t y  o f  a  n e u t r a l l y  b u o y a n t
o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b * 0 . 5  i n  s h e a r  f l o w *

-  1 5 7  -



H/b = 1.1
6

(%)

4

1 .3

2
1.5

0

1
0 6 030 9 0

a  (d eg rees)

F i g u r e  3* The  v e l o c i t y  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  o f
a  n e u t r a l l y  b u o y a n t  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  
a / b * 0 * 5  i n  s h e a r  f l o w *
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1 .0

0.8

0.6

H /b * 2.0
0.4

1.3
0.2

0.0
30 60 900

a  (degrees)

F i g u r e  4* The  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  a  n e u t r a l l y  b u o y a n t  
o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b * 0 . 5  i n  s h e a r  f l o w *

-  159 -
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60 - 602,
Une 30' -3 0

- 6 0 60
1.25

30

7.5 102.5 50

F i g u r e  5* T r a j e c t o r i e s  o f  t h e  c e n t e r  o f  a  n e u t r a l l y
b u o y a n t  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b - 0 « 5  i n  s h e a r  
f l o w *



lb
l

180

150 -30
a rt = 60°-

(degrees)
120 30

90
90

60

30

2.5 5 7.50 1 0

F i g u r e  6 .  V a r i a t i o n  o f  t h e  o r i e n t a t i o n  a n g l e  o f  a  n e u ­
t r a l l y  b u o y a n t  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b = 0 * S  
i n  s h e a r  f lo w *



o

9

90
8

7
1 051 2

F i g u r e  7 .  V a r i a t i o n  o f  t h e  p e r i o d  T f o r  a n  o b l a t e  s p h e ­
r o i d  w i t h  a / t > = 0 . 5  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  i n i t i a l  
s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  xj a n d  o r i e n t a t i o n  a n g l e

-  1 6 2  -



F i g u r e  8* S c h e m a t i c  d i a g r a m  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d
s e t t l i n g  u n d e r  g r a v i t y  a d j a c e n t  t o  a  p l a n e *

-  1 6 3



1.0

H/b * 
5 .0 -

0.8

2.0

1.50.6

0.4
3 0 6 0 9 0a (degrees}

f igure 9,

T he v e l o c i t y  p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l  o f  a n  o b l a t e  
s p h e r o i d  w i t h  a /b = Q * 5  M o v in g  u n d e r  a  g r a v i t a ­
t i o n a l  f o r c e  a c t i n g  i n  t h e  sa m e  d i r e c t i o n *
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1.0

H /b = 
5 .0

0.8

0.6 2.0

0.4 1.3

0.2

0.0
9 06 03 00

a  (d eg rees)

F i g u r e  10* T h e  v e l o c i t y  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  o f  an  
o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b « 0 « 5  m o v i n g  u n d e r  a  
g r a v i t a t i o n a l  f o r c e  a c t i n g  i n  t h e  same  d i r e c ­
t i o n
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"Ua/Uf
0 .0 6

0 .0 4

0.02

0.0

F i g u r e  11*

H/b = 5.0 
2 .0 -

1.3

9 06 0300

a  (degrees)

T he  v e l o c i t y  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  o f  an  
o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  a / b * 0 * 5  m o v i n g  u n d e r  a 
g r a v i t a t t o n a l  f o r c e  a c t i n g  p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l *
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F i g u r e  12* The  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  
a / b * 0 * 5  m o v i n g  u n d e r  a  g r a v i t a t l o n a t  F o r c e  a c ­
t i n g  p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l *



H/b = 1.1
0.12

1,3

1.50 .0 8

2.0
0 .0 4

0.0
3 0  6 0

a  (d eg rees)
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CONCLUDING REMARKS



The s u c c e s s f u l  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  i n t e g r a l  

m e t h o d  on  t h e  m o t i o n  o f  a  s p h e r o i d *  a  t o r u s  a n d  a  b i c o n c a v e  

s h a p e d  d i s c  n e a r  a  p l a n a r  w a l l  i n  t h i s  s t u d y  h a s  shown t h a t  

t h e  m e t h o d  i s  e f f e c t i v e  a n d  s u i t a b l e  f o r  t r e a t i n g  t h e  

m o t i o n  o f  a b o d y  o f  a r b i t r a r y  s h a p e  n e a r  b o u n d a r i e s *  

E x a m p l e s  o f  t h e  t y p e s  o f  p r o b l e m s  w h i c h  c a n  b e  t r e a t e d  

i n c l u d e  t h e  m o t i o n  o f  a  n o n - s p h e r i c a l  p a r t i c l e  b e t w e e n  t w o  

w a l l s  o r  i n  c i r c u l a r  c y l i n d e r *  I t  h a s  b e e n  shown t h a t  t h e  

a c c u r a c y  o f  t h e  m e t h o d  i s  much h i g h e r  t h a n  t h e  weak 

i n t e r a c t i o n  t h e o r y  o f  r e f l e c t i o n s *  A l i m i t a t i o n  o f  t h e  

t e c h n i q u e  i s  t h e  l o n g  c o m p u t a t i o n  t i m e  r e q u i r e d  t o  e v a l u a t e  

t h e  d o u b l e  i n t e g r a l s  i n  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n *  T h e r e f o r e  

g r e a t  e f f o r t  h a s  b e e n  t a k e n  i n  t h i s  s t u d y  t o  e v a l u a t e  t h e  

i n t e g r a l  i n  t h e  a z i m u t h a l  d i r e c t i o n  a n a l y t i c a l 1y* I n  t h i s  

way a t r e m e n d o u s  a m o u n t  o f  c o m p u t a t i o n a l  t i m e  h a s  b e e n  s a v e d  

a n d  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  s o l u t i o n  i s  h i g h l y  i n c r e a s e d *

The  l a s t  p a r t  o f  t h i s  s t u d y  s hows  many i n t e r e s t i n g  

f e a t u r e s  o f  t h e  m o t i o n  o f  a  n o n - s p h e r i c a l  p a r t i c l e  a d j a c e n t  

t o  a  p l a n a r  w a l l *  The  m o t i o n  o f  a  n o n - s p h e r i c a l  p a r t i c l e  i s  

much more  c o m p l i c a t e d  t h a n  t h e  m o t i o n  o f  a  s p h e r e  b e c a u s e  o f  

t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  r e s i s t a n c e  f o r c e  o n  t h e  o r i e n t a t i o n  

a n d  t h e  f a c t  t h a t  some c o u p l i n g  f o r c e s  a r e  n o t  i d e n t i c a l l y  

z e r o  a s  i n  t h e  c a s e  o f  a  s p h e r i c a l  p a r t i c l e *

As s t a t e d  e a r l i e r *  t h e  r e s i s t a n c e  m a t r i x  o f  a  p a r t i c l e  

m o v i n g  a d j a c e n t  t o  b o u n d a r i e s  i s  e s s e n t i a l  i n  t h e  s t u d y  o f  

t h e  d i f f u s i v e  a n d  c o n v e c t i v e  t r a n s p o r t  o f  s o l u t e  p a r t i c l e s *
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The a u t h o r  h o p e s  t h a t  t h e  a c c u r a t e  s o l u t i o n  o f  t h e

r e s i s t a n c e  m a t r i x  o f  a  s p h e r o i d *  a  t o r u s  a n d  a  b i c o n c a v e  

s h a p e d  d i s c  a d j a c e n t  t o  a  p l a n a r  w a l l *  p r e s e n t e d  i n  t h i s  

s t u d y *  w i l l  h e  u s e f u l  f o r  s o l v i n g  t h e  t r a n s p o r t  p r o b l e m s  f o r  

p a r t i c l e s  o f  t h e s e  s h a p e s *
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