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Ab s  t  r a c t

DECENIHAL7ZED I LENT 1 F I  CAT ION 

by

A n t h o n y  K l i e c k  i 

A d v i s e r :  F r o f e s s o i  F r e J ‘.j r i c K I n . i u

T h i s  t h e s i s  d e f i n i t i v e l y  s o l v e s  t h e  p r o b l e m  o f  s y s t e n  

i d e n t i f i c a t i o n  f o r  l i n e a r  t i m e - i n v a r i a n t  d i s c r e t e  s y s t e m s  

w h e n  a v a i l a b l e  m e a s u r e m e n t s  o r e  " d e c e n t r a l i z e d * *  a s  i n  t h e  

t h e o r y  o f  d e c e n t r a l i z e d  c o n t r o l .  I n  d e c e n t r a l i z e a  c o n t r o l  a 

q l o h a l ,  u s u a l l y  l a r q e  s c a l e ,  s y s t e m  h a s  a t o t a l  n u m b e r  o l  

O u t p u t s .  I n s t e a d  o f  m e a s u r i n g  a n d  p r o c e s s i n g  a l l  o u t p u t s  

t o q e t h e i  i n  a  " c e n t r a l i z e d "  m a n n e r ,  n o n  o v e r  1 a p p u . g  s u b s e t s  

o f  t h e  o u t p u t s  a r e  m e a s u r e d  a n d  a r e  a v a i l a b l e  f o r  f e e d b a c k  

b y  s u o s y s t e m s .  T h e  d e c e n t r a l i z e d  p o l e - p l a c e r o e n t  p i u L l e m  was  

r o i n u l a t e u  a n d  s o l v e d  i n  a  1 9 7 3  p a p e r  by Wang a n d  D a v i s o n .  

S i n c e  t h e n  o t h e r  p a p e r s  h a v e  a p p e a r e d  o n  t h i s  p r o L l e n  . I n  

e v e r y  p a p e r  i t  i s  g i v e n  t h a t  t h e  g l o b a l  s t a t e  d e s c r i p t i o n  i s  

k n o w n  t o  e v e r y  s u b s y s t e m .  T h i s  t h e s i s  i n v e s t i g a t e s  t h e  

p r o b l e m  whe n  s u b s y s t e m s  d o  n o t  know t h e  g l o b a l  s t a t e - s p a c c  

d e s c r i p t i o n  a n c  u s e  t n e i r  u e c e n t r a l i z e a  m e a s u r e m e n t s  t o  t r y  

a n a  i d e n t l f  y i t .

f i r s t ,  c a n o n i c a l  f o r m s  f o r  m u l t i - i n p u t ,  m u l t i - o u t p u t  

(MlfcO) s y s t e m s  a r e  r e v i e w e d  w i t h  g r e a t e r  e n j h a s i s  o n  

L u t n b e i q e i  c a n o n i c a l  f o r m .  I h i s  c a n o n i c a l  j o i n  if

e s p e c i a l l y  i m p o r t a n t  b e c a u s e  i n s u l t s  h a v e  b e r  n p o L i i s h t d  or.



nt*v t o  l j t - n t i i i  s y s t t - n , j  i n  L h i s  f o r m i r o n  th< o u t p L t ^ .

N e x t ,  { r u n  t h e  d e c e n t r a l i z e d  s e t  o f  o u t p u t :  o f  a NIK*

s y s t e m  a m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n ,  c a l l e d  t h e  D e c e n t r a l i z e . ;  

N<_a; u r e i i e r i t  E q u a t i o n  (DMt)  , i s  d t n v e o  f o i  a  s y s t e m  i n  any  

a r b i t r a r y  s t a t e  d e s c i i p t i . c n  w i t n  men s  u i  t  me n t  n o i  a n i  B U t i  

n o j . s e  m u i t l p i > * n q  j n K n o w i .  c o e f f i c i e n t s .  T no v a r i a t i o n  c l  

U c n b e r q e r  c a n o n i c a l  f o r m  u s e d  f o r  i d e n t i f i c a t i o n  r e q u i t e s  

t h a t  t n e  s y s t e r  b e  o b s e r v a b l e  f r e e  a  u i v e n  s e t  c l  o u t p u t s .  

T h i s  t h e s i s  s o l v e s  t h e  p r o b l e m  o f  s y s t e t  i a e n t i f  i c a t i c r ,  whe n  

t h e  e n t i l e  s y s t e m  i s  u n o b s e r v a b l e  e i t h e r  f r o m  a l l  o u t p u t s  

t a h e n  t o q e t n e r  o r ,  m o r e  r e l e v a n t l y  t o  t h e  t h e s i s  t i t l e ,  whe n  

a n y  d e c e n t r a l i z e d  s u b s e t  c f  o u t p u t s  i s  n e a s u r a n l e .

T h r e e  s e c o n c  o r d e r  s y s t e m s  a r e  f o r n u l a t e a  i n  C h a p t e r  u 

a n o  l d e n t i f i e c  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  p r e v i o u s l y  c e i i v e a  

d e c e n t r a l i z e d  i d e n t i f i c a t i o n  r e s u l t s .  C h a p t e r  $ a q a i n  u s e s  

t h e s e  r e s u l t s  b u t  now t h e  s y s t e m ,  a  l a r q e  f l e x i b l e  L t o n  

s p a c e  s t r u c t u r e ,  i s  v e r y  h i q h  o r d e r .  I h e  m o t i o n  c f  t h e  pear,  

h a s  b e e n  s i m u l a t e d  u n d e r  a  NASA q r u n t  a n c  i s  b a s e . .  or,  

p r e v i o u s  r e s e a i c h  o n  t n e  S p a c e  S h u t t l e .  f i n a l l y .  C h a p t e r  b 

r e l a t e s  i d e n t i f i c a t i o n  r e s u l t s  t o  d t c e n t r a l i z e e  c o n t r o l  

r e s u l t s  a n d  a l s o  d i s c u s s e s  t u i t h e r  r e s e a r c h .

-  v  -
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C H k i l L R  1

INTRODUCTION

O v e r  t n e  p a s t  t e n  t o  f i f t e e n  y e a r s  a  n u m b e r  o f  p a p e r s  a n a  

b o o k s  ( s e e  U a n g  a n a  D a v i s o n ,  R o k i ,  C o i f m a t  a n c  M o r s e ,  

J a i r s h i d i ,  a n d  S a n d e l l ,  e t a l . )  h a v e  b e e n  p u b l i s h e d  o n  th* 

f i e l d  o f  d e c e n t r a l i z e d  c o n t r o l .  I n  m o d e r n  c o n t r o l  t h e o r y  

s u c h  p r o D l e m s  a s  r e g u l a t o r  d e s i g n ,  p o l e - p l a c e n e n t , o p t i m a l  

c o n t r o l ,  e t c .  o f t e n  p r e s u p p o s e  c e n t r a l i t y ,  i . e . ,  t h e  e n t i r e  

s t a t e  i s  a s s u m e d  a v a i l a b l e  f o r  p r o c e s s i n g .  I n  t h e

d e c e n t r a l i z e d  c a s e  a n y  g i v e n  c o n t r o l  p r o D l e m  i s  a t t e m p t e d  t o  

b e  s o l v e d  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e r e  a r e  o n e  o r  m o r e  

c o n t r o l l e r s  e a c h  w i t h  o n l y  a  p a r t  o f  t h e  t o t a l  s y s t e n  s t a t e  

a v a i l a b l e  f o r  m e a s u r e m e n t  a n d  f e e d b a c k *  I h i s  t h e s i s  i s  

p a r t l y  m o t i v a t e d  b y  t h i s  a r e a  o f  r e s e a r c h .  H e r e  t h e  c o n c e p t  

o f  D e c e n t r a l i z a t i o n  i s  a p p l i e d  t o  t h e  v e r y  w e l l  r e s e a r c h e s  

a r e a  o f  s y s t e n .  i d e n t i f i c a t i o n  t h u s  t h e  t e r m  " d e c e n t r a l i z e b  

i d e n t i f i c a t i o n . "  L i t t l e  w o r k  h a s  b e e n  p u b l i s h e d  o n  t h e  

c o n c e p t  o t  i d e n t i f y i n g  l i n e a r  t i m e - i n v a r i a n t  s y s t e m s  w i t h  

s u c h  l i m i t e d  c r  d e c e n t r a l i z e d  i n f o r m a t i o n .  Some  w o r k  n a v  

b e e n  d o n e  o n  i c e n t i f l a b i l i t y  o f  s u b s y s t e m s  i n  i n t e r c o n n e c t e d  

s y s t e m s  ( 3 e e  B i e t t n a u e r ) .  I h i s  w o r k  i s  f o r m u l u t e c  i n  t h e  

f r e q u e n c y  d o m a i n  a n d  n o  d i r e c t  r e l a t i o n  t o  t h e  s y s t e n .  s t u t t ,

~ 1  -



s y s t e m  c o n t i c  l i a b i l i t y  a n d  o b s e r v a b i l i t y ,  a n a  o t h e r  

i m p o r t a n t  s y s t e m  p r o p e r t i e s  i s  m a d e .  S i n c e  s y s t e n  

i n f o r m a t i o n  i s  m o r e  g e n e r a l l y  g i v e n  by a r b i t r a r y  o u t p u t s  

t h a n  s y s t e m  s t a t e s ,  d e c e n t r a l i z e d  o u t p u t s  a r e  g e n e r a l l y  

c o n s i d e r e d .  I h i s  t h e s i s  d e f i n i t i v e l y  s o l v e s  t h e  p r o t l e n  o f  

l o e n t i i y i n g  l i n e a r  t i r o e - m v a r  i a n t  d i s c r e t e  s y s t e m s  w i t h  o n l y  

l i m i t e d ,  d e c e r .  t r a i l  z e d  i n f o r m a t i o n  a v a i l a b l e .  I t  i s  s n o w  r, 

w h a t  c a n  b e  i d e n t i f i e d  a b o u t  t h e  s y s t e m  a n d  h ow t o  o o  i t  

u s i n g  v a r i o u s  i d e n t i f i c a t i o n  a l g o r i t h m s ,  c l d  a n d  n e w .  I t  i s  

f o u n d  t h a t  t h e  f u l l  o r d e r  s y s t e m  c a n  a l w a y s  b e  i d e n t i f i e d  i f  

t h e  g l o b a l  s y s t e m  i s  o b s e r v a b l e  f r o m  t h e  d e c e n t i a l i z e d

m e a s u r e m e n t s  w i t h  a n  i n p u t  s e q u e n c e  c o m p a t i b l e  w i t h  t h t  

i d e n t i f i c a t i o n  a l g o r i t h m  u s e d .  I f  t n e  g l o b a l  s y s t e m .  i s  

u n o b s e r v a b l e  f i o m  t h e  d e c e n t r a l i z e d  m e a s u r e m e n t s  a  s y s t e n  

w i t h  o r d e r  l o w e r  t h a n  t h e  g l o D a l  s y s t e m  c a n  a l w a y s  b e  

i d e n t i f i e d  c o m p l e t e l y  d e s c r i b i n g  t h e  d y n a m i c s  o f  t h e

d e c e n t r a l i z e d  s e t  o f  o j t p u t s  e x c e p t  i n  t h e  t r i v i a l  c a s e  i n  

w h i c h  t h e  s t a t e  v e c t o r  i s  i n  t h e  n u l l  s p a c e  o f  t h e  o u t p u t  

m a t r i x .  A g a i n  t h i s  a s s u m e s  a n  a p p r o p r i a t e  i d e n t i f i c a t i o n  

a l g o r i t h m  i s  a p p l i e d  d e p e n d i n g  o n  t h e  c o m p l e x i t y  o f  n o i s t  

p r e s e n t  a n d  t h a t  s u f f i c i e n t  e x c i t a t i o n  i s  p r e s e n t  f o r  a l l  

t e r m s  i n  t h e  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n  t h e  a l g o r i t h m  u s e s .  I n  

t h e  c e n t i a l i z t c  c a s e  s e v e r a l  c o n t r o l  p r o b l e m s ,  e . g . ,  p o l e -  

p l a c e m e n t ,  a r e  f o u n d  t o  b e  a u a l  t o  o b s e r v e r  p r o b l e m s  ( s u c h  

a s  t h e  p l a c e m e n t  o f  o b s e r v e r  p o l e s ) .  T h e  c e n t r a l i z e d  

i d e n t i f i c a t i o n  p r o b l e m  i s  f o u n d  t o  b e  s i g n i f i c a n t l y

d i f f e r e n t  f r o m  e i t h e r  c o n t r o l l e r  o r  o b s e r v e r  a n a l y s i s  a n a  n o

-  z  -



u u a i i t y  t o  i t u i i  a n a l y s i s  e x i s t s .  As  i n  t r i e  c c n t i a l i z « d  

c a s e  o f  c o n t r o l l e r / o b s e r v e r  a n a l y s i s  v e r s o s  i d e n t i t i c a t i o n  

t h e  p r o b l e m  h e r e  i s  i n  n o  way  d u a l  t o  t h e  p r o b l e m  o t  

d e c e n t r a l i z e a  c o n t r o l .

T o  c o n s i d e r  t n e  s c o p e  o i  t h e  d e c e n t r a l  i z e d  i c e n t i t l e  t i o n  

p r o b l e m ,  c o n s i d e r  a d e c e n t r a l i z e d  s y s t e r  a s  s h ^ wr ,  m  F i g .

1 . 1  t a K t n  f r o n .

G L O B A L  S Y 5 T F M

—  i v

C O N  T R O L L E K  

1

\

C O N T R O L L E R  i
n

F i g u r e  1 . 1 .  A t w o  c o n t r o l l e r  d e c e n t r a l i z e d  s y s t e m

S a n a e l l ,  e t a l . T h e  c j l o b a )  s y s t e m  h a s  t h e  c o m p l e t e l y  g e n e r a l  

l i n e a r  t i m e - i n v a n a n t  s t a t e  a e s c r  l p t i o n  g i v e n  by

It ( t )  = Ax ( t )  * b y  ( t )  (1 . 1 )

a n o  i n  t h e  t i n u r e  t w o  s u b s y s t e m s  o r  c o n t r o l l e r s  r e c e i v e  o 

p a r t  o i  x .  P a r t i t i o n  a a n d  u a s



X =

r  "i ■' —

i .
u

1
. u  = ------

X u
_ “ 2. „ -  i  -

( a . 2 )

a n a  a s  s n o w n  c o n t r o l l e r  1 o n l y  Kn o ws  X ( a n d  ca r ,  a p p l y  a

v e c t o r  o i  i n p u t s  u t h a t  c a n  t< a  f u n c t i o n  o f  x o r

d i t i t r a r y  i n p u t  b u t  n o t  x^  a n a  l i K e w i s t  f o r  c o n t r o l l e r  2 ,  

a n d  u ^  . T h i s  i s  c o m p l e t e  s t a t e  a n d  ^ n p u t

d e c e n t r a l i z a t i o n .  I f  3 n y  i n f o r m a t i o n  i s  e x c h a n g e a  b e t w e e n

c o n t r o l l e r s  t h e  s y s t e m  i s  t e r m e d  p a r t i a l l y  d e c e n t r a l i z e d .

An i m p o r t a n t  p a p e r  o n  d e c e n t r a l i z e d  c o n t r o l  by  Wang a n a  

D a v i s o n  a p p e a r e d  i n  1 9 7 3 .  T h e y  c o n s i d e r  L s u b s y s t e m s  e a c h  

r e c e i v i n g  a  s u b v e c t o r  o f  o u t p u t s  o f  t h e  t o t a l  m e a s u r e m e n t  

v e c t o r

i t t )  = C * ( t )  ( 1 . 3 )

s o  t h a t  i  i s  p a r t i t i o n e d

-  D a <!•*»>

a n d  a p p e a r s  a s  i n  F i g .  1 . 1  e x c e p t  u s i n g  x  i n s t e a d  o f  £ .  

I n p u t s  a r e  s t i l l  a p p l i e d  a s  s h o w n .  T h e y  c o n s i d e r  e a c h

c o n t r o l l e r  a p p l i e s

U  - b)

s o  t h a t  w i t h  a l l  L i n p u t s  e g .  ( 1 . 1 )  r e s u l t s  i n

u . ~ K * y  t f i - 1 ,  . . . .  L
i .  A  A
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x ( t >  = Ax ( t )  ♦ b

K

= Ax ( t )  •* BKCx <t> ( i  . b )

w h e r e  K i s  b l o c k  d i a g o n a l .  I n  t h e  c e n t r a l i z e d  c a s e  i t  i s  

w e l l  k n o w n  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  A+bKC c a n  b e  a r b i t r a r i l y  

p l a c e d  i f  ( A , t )  i s  a  c o n t r o l l a b l e  p a i r  p r o v i d e d  c o m p l e x  

p o l e s  o c c u r  i n  c o m p l e x  c o n j u g a t e  p a i r s .  W i t h  a  b l o c k  

a i a q o n a l  h m a t r i x  t h i s  d o e s n ' t  h o l d  a n d  s t a b i l i t y  d e p e n d s  o n  

t h e  f i x e d  m o d e s  o f  A+bKC w h i c h  a r e  t h e  s a m e  a s  t h e  

e i g e n v a l u e s  i f  K i s  f u l l ,  i . e . ,  a l l  e l e m e n t s  o f  t h e  K m a t r i x  

c a n  b e  a r b i t r a r i l y  p i c k e d .  T h e  f i x e d  m o d e s  m u s t  b e  s t a b l e  

m o o e s  f o r  t h e  s y s t e m  t o  b e  s t a b i l i z a b l e  w i t h  b l o c k  d i a g o n a l  

k .  O t h e r  s y s t e m  p r o p e r t i e s  h a v e  b e e n  i n v e s t i g a t e d  f c r  

d e c e n t r a l i z e d  s y s t e m s  a n a  f o u n d  t o  h o l a  u n a e r  c o n d i t i o n s  

t h a t  a r e  q u i t e  d i f f e r e n t  f r o m  t h o s e  r e q u i r e d  i n  t h e  

c e n t r a l i z e d  c a s e .  A o k i  u s e d  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e  t o  s h o w  

t h a t  c o n t r o l l a b i l i t y  o f  u n s t a b l e  p o l e s  d o e s  r o t  i m p l y  

s t a b i l i z a b i l i t y  a s  i t  d o e s  i n  t h e  c e n t r a l i z e d  c a s e .  T h e  

c o n t r o l l a b l e  c o n t i n u o u s  t i m e  s y s t e m  h a ?  t h e  s t a t e  

a e s c r i p t i o n

x ( t ) =

1 0 0 1 1 c

0 1 1 X ( t  ) ♦ 1 0
1

0 U <t )

0 0 I 1 0 1 ( 1 . 7 )

arid t h e  m a t r i x



h =
c

k

0

0 (l . to)

f e e d s  t>acK t n e  f i r s t  a n d  s e c o n d  s t a t e s  i n  a  d e c e n t r a l i z e d  

m a n n e r .  I h e  c h a r a c t e r  i s  t i c  e q u a t i o n  i s

1 A ■» Bh -  s i  ! = (1 ♦ K, -  s> ( s ?  -  3 s  + 2 -  k ^ ) ( 1 . 9 )

w i t h  o n e  e i g e n v a l u e  a t  

s  = 1 ♦ k . (1 . 1 0 }

w h i c h  c a n  b e  p l a c e d  a r o i t r a r i l y  o n  t h e  r e a l  a x i s .  A p p l y i n y

t h e  R o u t h - H u r w i t z .  a r r a y  t o  t h e  r e m a i n i n g  q u a d r a t i c  y i e l d s  
z

s

s

1

1

- 3

2 - K .

2 - K ,

( 1 - 11)

a n a  n o  m a t t e r  w h a t  i s  c h o s e n  f o r  k t h e r e  i s  a t  l e a s t  o n e  

s i g n  c h a n g e  i n  t h e  f i r s t  c o l u m n  a n o  a t  l e a s t  o n e  e i g e n v a l u e  

i n  t h e  r i g h t  h a l f  p l a n e .

I h e  s y s t e m  i d e n t i f i c a t i o n  p r o b l e m  i n v a r i a b l y  m e a n s  

f i n d i r i q  a n  e q u i v a l e n t  i n p u t - o u t p u t  d e s c r i p t i o n  f r o m  w h i c h  

p a r a m e t e r s  a r e  I d e n t i f i e d .  T h e  t e r m  d e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t s  

i s  u s e d  f o r  t h e s e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  i n p o t - o u t p u t  m o d e l  w h i c h  

a r e  t h e n  r e l a t e d  b a c k  t o  t h e  s t a t e  d e s c r i p t i o n .  S o  f a r  i n  

t h e  l i t e r a t u r e  ( R . C . K .  L e e .  S h r i k h a n d e .  e t a l * .  I r w i n  a n c  

h o t e r t s )  t h e  s t a t e  d e s c r i p t i o n  i s  i d e n t i f i e d  i n  p h a s e -  

v a r i a b l e  c a n o n i c a l  f o r m  f o r  s i n g l e - i n p u t , s i n g l e - o u t p u t  

s y s t e m s  w h i c h  i s  a  s p e c i a l  c a s e  o f  t h e  L u e n b e r g e r  c a n o n i c a l  

f o r m  f o r  m u l t i - i n p u t ,  m u l t i - o u t p u t  s y s t e m s .  O t h e r  s t a t t  

d e s c r i p t i o n s  c a r t  a l w a y s  b e  o b t a i n e d  d e p e n d i n g  o n  how s t a t e s  

a r c  c h o s e n  f r o n  t h e  i n p u t - o u t p u t  e c u a t i o n ( s )  a n c  t h i s  f a r t

-t> -



ha s  n o t  t edf i  u t i l i z e d  or e v e n  m e n t i o n e d  to a ^ t c  i n  tr.t

1 i t e r a t u r e .

I h e  v a r i a t i o n  o f  t n e  L u e n b e r q e r  c a n o n i c a l  f o r a  u s e o  h e r e  

cine, i n  t n e  l i t e r a t u r e  i s  t h e  r o w c o m p a n i o n  f o r m .  I m s  l o i n  

y i e l d s  a  c a n o n i c a l  A m a t r i x  i n  e g .  ( 1 * 1 )  w i t h  D. ui n d i a g o n a l

s u b - b l o c k s
r  i

o I
I

i
t . 1
! * I

0 ‘
I

x x x x x x x x x x x !_

a n d  o f f  d i a g o n a l  b l o c k s

i

•  1

0 0 

x x x x x x x x x x x  

w h e r e  x ' s  a r e  r e s u l t a n t  v a r i a b l e  e l e m e n t s  f o r  1 = 1 ,  • • * ,  m,

t h e  n u m b e r  o f  m e a s u r e m e n t s .  F o r  a n  o b s e r v a b l e  g l o b a l  s y s t f n  

o n e  o b s e r v a b i l i t y  m a i n t a i n e a  f r o m  t h e  c e c e n t i a l i z e d  s e t  i 1 

o u t p u t s  t h e  n u m b e r  o f  t h e s e  s u b - b l o c k s  c h a n g e s  f r o m  t h t  

n u m b e r  o f  o u t p u t s  o f  t h e  g l o b a l  s y s t e m  t o  t h e  n u m b e r  o f  

d e c e n t r a l i z e d  o u t p u t s .  I h e  s u b - b l o c k  s i z e s  i r  g e n e r a l  a l s o  

c h a n g e  a n d  how t h e y  c n a n q e  i s  n o n - u n i q u e  i n  t h e  F.lMC c. j i>e.  

C h a t t e r  3 c l a r i f i e s  t h e  b l o c k  d e t e r m i n a t i o n  p r o c e d u r e  a n c

- 7 -



e x p l a i n s  t h e  n o n - u n i j i e n e s s  when  t e s t i n g  t o r  t h e  b l o c k  

s i z e s .  I n  t h e  l i t e r a t u r e  t o  d a t e  n o  e x p l a n a t i o n  o t  t h i s  

i n h e r e n t  n o n - u r i q u e n e s s  i s  g i v e n .  I h e  c a s e  w h e r e  t h e  g l o b a l  

s y s t e m  i s  u n o b s e r v a b l e  f r o m  d e c e n t r a l i z e d  o u t p u t s  h a s  n e v e r  

b e e n  a d d r e s s e d  a n a  i s  c o m p l e t e l y  r e s o l v e d  i n  t h i s  t h e s i s .  

P a r t  o f  t n e  q l o b a l  s y s t e m  c Qn a l w a y s  b e  i d e n t i f i e d  e x c e p t  i n  

t h e  t r i v i a l  c a s e  o f  t h e  s t a t e  v e c t o r  b e i n g  i n  t h e  n u l l  s p a c e  

o f  t h e  o u t p u t  m a t r i x .  I h i s  i d e n t i f i a b l e  p a r t  i s  i n  t h e o r y  

a n d  a l m o s t  a l w a y s  ( s e e  s e c t i o n  q . 2  f o r  a  f u l l  d i s c u s s i o n  o t  

t h e s e  c o n d i t i o n s )  i n  p r a c t i c e  t h e  o b s e r v a D l e  p a r t .  U h s t  

e l e m e n t s  a r e  i d e n t i f i e d  i s  d e t e r m i n e d  by  u s e  o f  t h e  

o b s e r v a b i l i t y  c a n o n i c a l  f o r m  r e v i e w e d  i n  C h a p t e r  2 a n c  

L u e n b e r g e r  c a n o n i c a l  f o r m .  Some m o t i v a t i o n  f o r  c o n s i d e r i n g  

d e c e n t r a l i z a t i o n  c o m e s  f r o m  t h e  f o l l o w i n g  c o n s i d e r a t i o n s :

1 )  Ma n y  l a r g e  s c a l e  s y s t e m s  a l r e a d y  h a v e  s u c h  a s t r u c t u r e .  

L a r g e  u r b a n  t r a f f i c  n e t w o r k s ,  s o m e  e c o n o m i c  s y s t e m s ,  a n d  

l a r g e  r i v e r s  c o n t r o l l e d  f o r  p o l l u t i o n  o r  r e s o u r c e  a l l o c a t i o n  

h a v e  t h e  p r o p e r t y  o f  o n l y  s o m e  m e a s u r e m e n t s  b e i n g  a v a i l a b l t  

t o  a  g i v e n  l o c a t i o n  o r  p r o c e s s o r  a n d  o n l y  t h a t  n u m b e r  i s  

a v a i l a b l e  f o r  f e e d b a c k .

2)  O n l y  p a r t i a l  s y s t e m  i n f o r m a t i o n  i s  a v a i l a b l e  a n d  t n e  

t o t a l  s y s t e m  s t a t e  may b e  u n o b s e r v a b l e  f r o m  t h i s  

i n f o r m a t i o n .  S y s t e m  c o n t r o l ,  i d e n t i f i c a t i o n ,  s t a b i l l z a t i o n , 

e t c .  a m o u n t s  t o  s o l v i n g  t h e s e  p r o b l e m s  i n  a  d e c e n t r a l i z e d  

f r a m e w o r k .  Two u n o b s e r v a b l e  s y s t e m s  a r e  i d e n t i f i e d  i n  t h i s  

t  he £ i  s  .

3)  L o w e r  o r d e r  p r o c e s s i n g  o f  l a r g e  s c a l e  s y s t e m s  c a n  b e

- b-



i m p l e m e n t e d  t o  a c h i e v e  t h e  bane p r o b l e m  o b j e c t i v e s .  For 

e x a m p l e  i n  d e c e n t r a l i z e d  o b s e r v e r  d e s i g n  e a c h  s u b s y s t e m  

r e c o n s t r u c t s  o n l y  p a r t  o i  t h e  g l o b a l  s t a t e  t h u s  a v o i d i n g  

h i q h  o r d e r  r e c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  w h o l e  g l o b a l  s t a t e .

U) Some o u t p u t s  can be p r o c e s s e d  l e a v i n g  t h e  o t h e r s  t o  be  

p r o c e s s e d  r e d u n d a n t l y  a s  a backup i n  c a s e  o f  e q u i p m e n t  

f a i l u r e .  T h i s  i s  t h e  i d e a  b e h i n d  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  o f  t he  

l a r g e  f l e x i b l e  beam i n  C h a p t e r  5 .

C h a p t e r  2 r e v i e w s  SXSO and HIHQ c a n o n i c a l  forms  

e s p e c i a l l y  t h e  L u e n b e r g e r  form and t h e  o b s e r v a b i l i t y  

c a n o n i c a l  form t h a t  a r e  c r i t i c a l  t o  u n d e r s t a n d i n g  l a t e r  

c h a p t e r s .  I n  Ch ap te r  3 d e c e n t r a l i z e d  measurement  e q u a t i o n s  

i n p u t / o u t p u t  e q u a t i o n s  u s i n g  t h e  d e c e n t r a l i z e o  o u t p u t s  

o n l y  -  a r e  d e r i v e d  f o r  s c a l a r  and v e c t o r  s e t s  of  

m e a s u r e m e n t s .  The s t a t e  model  u s e d  i s  a c o m p l e t e l y  g e n e r a l  

l i n e a r  t i m e - i n v a r i a n t  model  w i t h  s t a t e  and measurement  n o i s e  

q i v e n  by

i l ( k e l )  = A *( M  ♦ By(k)  ♦ Tw (k)

y f k )  = Cx(k)  ♦ v (k) .  <1-12)

S ys te m o r d e r  d e t e r m i n a t i o n  i s  a l s o  d i s c u s s e d  f o r  b ot h  

o b s e r v a b l e  and u n o b s e r v a b l e  c a s e s .

Ch a p t e r  u s e l v e s  t h e  d e c e n t r a l i z e d  measurement  e q u a t i o n s  

w i t h  e x i s t i n g  i d e n t i f i c a t i o n  a l g o r i t h m s .  D e t e r m i n i s t i c  and 

s t o c h a s t i c  g r a d i e n t ,  and b a t c h  and r e c u r s i v e  l e a s t  s q u a r e s  

a l g o r i t h m s  arc  d i s c u s s e d  and c o m p u t e r  s i m u l a t i c n  r e s u l t s  

g i v e n .  A d d i t i o n a l  a l g o r i t h m s  -  p a r t i a l  c o r r e l a t i o n ,

- s -



l a t t i c e ,  c o v a r i a n c e  -  a r t  a l s o  d i s c u s s e d  ( s e t  C r a u p t  L,  

S c h i c t i o i ) .  H o  a b s t r a c t  o i s c r t t t  s y s t e m s  a n a  a d i s c r e t i z e d  

m o a e l  o i  a c o n t i n u o u s  t i m e  m o d e l  o i  a s t i r i e u  t a n k  a i t  

d e c e n t r a l i z e d  a n d  d e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t s  c a l c u l a t e d  a n c  

i d e n t i f i e r . .

C n a p t e r  S ( s e e  T h a u  i no h.or. t gor re j r  >) d e s c r i b e s  a h i g h  

o r d e r  l a r q e  s c a l e  s y s t e m ,  a n c  a p p l i e s  t h e  d e c e n t x a l i z e u  

i d e n t i f i c a t i o n  r e s u l t s  t o  i t .  A l a r q e  f l e x i b l e  b e a u  

e x p e r i m e n t  i s  L e i n q  c o n d u c t e d  a t  t h e  NASA L a n g l e y  r e s e a r c h  

c e n t e r  t o  s t u c y  t h e  d e p l o y m e n t  o f  l a r q e  o b j e c t s  f r o m  t h e  

S p a c e  S h u t t l e .  T h e  p r o g r a m  t a k e s  a c o n t i n u o u s  t i m e  m o d a l  

d e s c r i p t i o n  o f  t h e  b e a m a n d  c a l c u l a t e s  a d i s c r e t e  t i n e  

e q u i v a l e n t  m o d e l .  I n  C h a p t e r  5 u s i n y  f o u r  m o d e s  w i t h  f o u r  

a v a i l a b l e  o u t p u t s ,  t w o  o u t p u t s  a r e  u s e d  t o  i d e n t i f y  t h t  

e n t i r e  b e a m  l e a v i n g  t n e  r e m a i n i n g  t w o  t o  b e  u s e d  a s  a b a c k u p  

i d e n t i f i e r  i n  t n e  e v e n t  o f  s e n s o r  o r  p r o c e s s c i  i a i l u r t .  

C o m p u t e r  s i m u l a t i o n  r e s u l t s  o f  t h e  r e s u l t i n g  c a n o n i c a l  l o r n ,  

a n a  i t s  i d e n t i f i c a t i o n  a r e  i n c l u d e d .

C h a p t e r  6 d i s c u s s e s  f u r t h e r  r e s e a r c h .  I h e  i s s u e s  

i n v o l v e d  w i t h  r e l a t i n q  d e c e n t r a l i z e d  i d e n t i f i c a t i o n  t o  

Q f c c e n t r a l i z e d  c o n t r o l  a r e  r a i s e d  f i r s t .  T h e  1 9 7 3  p a p e r  h> 

Wang a n d  D a v i s o n  b a s s u m e s  t n e  e n t i r e  g l o b a l  s y r t e c  knowr.  

a n a  t h a t  a l l  i n p u t s  f r o m  a l l  s u b s y s t e m s  c a n  be c o l l e c t e d  f o r  

p r o c e s s i n g  a t  o n e  p l a c e  t o  s o l v e  t h e  a e c e n t r a l i z e e  c o n t r o l  

p r o b l e m .  I f  e l l  : u b s y . . t e r n s  i d e n t i f y  t h e  w h o l e  s y s t e m  t h e n  

t h e s e  r e s u l t s  a r e  d i r e c t l y  a p p l i c a b l e  a s  i s .  I f  r u i s y s t n i

- 1 0 -



t c b b u i t '  o n l y  t c i r t  o f  t h e  s y s t e n  s t a t e  o r  O i t t c  u  i n  l. 

c o c p l e t e l y  m c e p e n d e n t  c h a n n e l  w i t h o u t  r e g a r d  t o  o t h e r  

s u b s y s t e m s  t h e  g a i n  i t a t r i x  i n  e q  . ( 1 * 6 )  f o r  s a y  t n e  f i r s t

s u L s y s t e n  i .  f u r t h e r  c o n s t r a i n e d  t o

I -  li.l ciQ ( f , t  ( * » t i (j ) ( 1 . 1 3 )

t Cj I W h i c h  t \ e  i - i df tq a l U  l u V l S o K  I  e S  U i  1 S C a l l  b t  d [ g  J l t d  W i t h  

s o i i t  e x p l a h u t i t h  a n d  m o d i f i c a t i o n .  P r o b l e m s  w i t h  e s u . y  f u l l  

b l o c k  d i a g o n a l  h w h e n  t n e  g l o b a l  s y s t e n ,  i s  u n c b s e i v u b i c  f r o m  

s o r e  o r  a l l  s u b s y s t e m s  s h o u l d  a l s o  b e  i n v e s t i g a t e d  i n  f u t u r e  

r e s e a r c h .

f u r t h e r  r e s e a r c h  n e e d s  t o  b e  d o n e  o n  i d e n t i f i c a t i o n  o i  

ARKk  m o d e l s  w i t n  n o i s e .  So  f a r  a c r e  r e s e a r c h  i s  n e e c e c  i c i  

i d e n t i f i c a t i o n  o i  e g .  ( 1 . 1 2 )  when  T i s  u n k n o w n .

I d e n t i f i c a t i o n  i n  o t h e r  c a n o n i c a l  f o i  i t s  s h o u l d  b e  s t u G i e c .  

F i n a l l y ,  v e r y  l i t t l e  r e s e a r c h  h a s  b e e n  p u b l i s h e d  l o r  s y s t e n  

i d e n t i f i c a t i o n  i n  a p a r t i c u l a r  a i b i t r a i y  s t a t e  d e s c r i p t i o n ,  

e . q . ,  i n  t n e  a c t u a l  p n y s i c a l  s t a t e  d e s c r i p t i o n .  I h i s  i s  

n e e o e d  s i n c e  o f t e n  s o m e  e l e m e n t s  o f  a p a r t i c u l a r  nu>del  e r e

Known a r i a  a r e  n o t  e a s i l y  r e l a t e d  t o  a n y  c a n o n i c a l  f c i t i .

b e c a u s e  o f  t h e  f e w e r  n u m b e r  o f  u n k n o w n  e l e m e n t s  f c r  s y s t e m  

i n  c a n o n i c a l  f o r m .  i d e n t i f i c a t i o n  i s  m a l e  p o s s i b l e  u s i n g  

o n l y  a v a i l a b l e  m e a s u r e m e n t s .  F o r  p u r p o s e s  o f  h a v i n g  a  s t u t e  

d e s c r i p t i o n  f o i  i n p u t / o u t p u t  b e h a v i o r  a l o n e ,  a c a n o n i c a j

t o r e  i s  s u f f i c i e n t  a n d  a d e q u a t e .  I n  t h i s  t h e s i s  o n l y  t h t  t<- 

1 c e n t  i t 1 a u i  1 i  t y r e s u l t  i s  m e n t i o n e d  a n d  s u m m a r i z e d  m

A p p e n a i x  A a n a  t h a t  a p p l i e s  t o  o n l y  S l b t  s y s t e n . s .
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C H A P l E h  2

LINEAR SYSTEM CANONICAL FORKS

I n  t i n s  c h a p t e r  c a n o n i c a l  f o r m s  f o r  l i n e a r  s y s t e m s  a r e  

r e v i e w e d  f i r s t .  C o n s i d e r a b l e  a t t e n t i o n  i s  g i v e n  t o  t h e  

L u e n b e r y e r  c a n o n i c a l  f orm.  s i n c e  i d e n  t  i  f i  c a t  i o n  r e s u l t s  1 0 1  

s y s t e m s  i n  t h i s  f o r m  h a v e  b e e n  p u b l i s h e d  ( s e e  S b n K h a n d e ,  

e t a i .  a n d  I r w i n  a n d  R o b e r t s )  a r i a  a r e  u s e d  w i d e l y  i n  t h i s  

t h e s i s .  F o r  a  MIMO s y s t e r  i n  t h i s  f e r n  o u t p u t

d e c e n t r a l i z a t i o n  i s  s t u a i e u  h e r e  f o :  t h e  f i r s t  t i n e  a n c

e x a m p l e s  a r e  c a l c u l a t e d  t o  i l l u s t r a t e  d i f f e r e n t  w a y s  o f  

d e c e n t r a l i z i n g  t h e  o u t p u t s  f o r  d i f f e r e n t  s e t s  o f  o u t p u t

m e a s u r e m e n t s .  b e f o r e  s y s t e m  i d e n t i f i c a t i o n  i s  u n d e r t a k e n  i r

C h a p t e r s  3 t o  b t n e  e x i s t e n c e  o f  c a n o n i c a l  f o r m s  o u s t  b e  

e s t a b l i s h e d  f o r  s y s t e m s  g i v e n  d i f f e r e n t  s e t s  o f  o u t p u t s .  

T h i s  i s  i l l u s t r a t e d  w i t h  n u m e r i c a l  e x a m p l e s .  S y s t e m s  i n  

L u e n b e r q e r  c a n o n i c a l  f o r m  h a v e  a  s u b - b l o c k  s t r u c t u r e  i n  t h e  

o u t p u t  m a t r i x .  T h e  s i z e s  o f  t h e s e  s u d - b i o c k s  a r e  C a i l e a  

• ' s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t s . "  F o r  a g i v e n  m u l t i - o u t p u t  s y s t e m ,  

i f  f e w e r  t h a n  a l l  t n e  o u t p u t s  a r e  a v a i l a b l e  a s  i r .  e 

d e c e n t r a l i z e d  s y s t e m ,  t h e n  a  L u e n b t r g e r  c a n o n i c a l  f o r m  w i l l  

e x i s t  i n  g e n e i a l  f r o i i  t h e  d e c e n t r a l i z e d  o u t p u t s  b u t  t h e

s t i u c t u i u l  i n v a r i a n t s  w i l l  m  g e n e r a l  b e  c i f  f t  r e n t  f r cm*
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t h o s e  d e s c r  1 h i  r.H t n e  f u l l  o u t p u t  s t a t e  d e s c r i ) t i c n .  Tr.e 

e x i s t e n c e  o t  t h e s e  c a n o n i c a l  s t a t e  d e s c r i p t i o n s  i s  

s i g n i f i c a n t  i n  i t s e l f  s i n c e  t h e  s y s t e n  i n p u t / o u t p u t  D e i i a v i o i  

i s  u e s c r i d e c  by  f e w e r  a r b i t r a r y  e l e m e n t s  w h i c h  i s  t h -

a c v u n t a g e  o f  a c a n o n i c a l  f o r m .  l o t  a l s o ,  t h e  e x i i t e r . e e  i n  

t h e s e  c a n o n i c a l  d e s c r i p t i o n s  n u j t  b e  e s t a b l i s h e d  e e l  or e  

s y s t e m  i d e n t i f i c a t i o n  c a n  b e  o t t e r ,  p t e a .  D e t e r m i n e  on 

a v a i l a b l e  m e a s u r e m e n t s ,  i f l e n t i f  i c a t i o n  may t c  p c s s i b i e  o r . l j  

i n  a  s p e c i f i c  c a n o n i c a l  f o i m .

2 . 1  £ 1 3 0  C arjO D icg l  Form

T h e  s t u d y  o f  d e c e n t r a  1 i z e a  s y s t e m s  i s  i e l a t e a  t o  ariC 

d e p e n d e n t  o n  t h e  s t u d y  o f  l a r g e  s c a l e  s y s t e m s .  l i c . e -

i n v a n a r . t ,  l i n e a r ,  d i s c r e t e  s y s t e m s ,  s m a l l  o r  l a r g e ,  a r e  

d e s c r i b e d  i n  s t a t e - s p a c e  f o r m  u s i n g  t h e  s t a t e  a n d  o u t p u t  

e q u a t i o n s

ii t it -* 1)  = A £ ( iO ♦ 6 u ( k.) a n a

y IK> = c a  ( k ) . ( 2 . D

Mi n t h  o r d e r  s y s t e n .  h a s  n c o m p o n e n t s  o r  s t a t e s  i n  t h e  

s t a t e  v e c t o r ,  a n d  t h e  A m a t u x  i s  nXn  w i t h  n ? e  l e u  e n  t i ­

e r  p a r a m e t e r s .  A g e n e r a l  m u l t i v a r i a b l e  s y s t e m  c a n  h a v e  i 

i n p u t s  a n d  m o u t p u t s  s o  t h a t  y ( h )  i s  a n  i - v e c t o r  a n a  y ( r ) ,

a n  u - v e c t o r .  T h e n  t r i o  I, ( i n p u t )  m a t i i x  i s  n>: i ar . d t h e  t

(r l e a s u r e i i t t - n t ) m a t i i x  i s  n . i n .  Th e s *  t h r e e  c o n s t  a r t  n . a t i i c c L .  

h a v e  t. t o t a l  ( 1 (t, * + ri i ♦ riiii) p a i . i r e t t i s  t e  d e f i n e  t f t  s  > s  1 < i: .



'1 h e  f i e l d  o f  p a r a m e t e r  i d e n t i f i c a t i o n  i s  b a s e d  ct i  f i n d i n g  

t h e  s y s t e n  p a r a m e t e r s  g i v e n  a  h i s t o r y  o f  i n p u t s  a r a  o u t j u t s .  

I f  n o t  e n o u q n  m e a s u r e m e n t s  o r  t h e  w r o n g  m e a s u r e m e n t s  u i t  

D . a c t ,  t h e  i c e n t i  f  i c a t i o n  m i g h t  n o t  b e  p o s s i b l e .  I f  

m e a s u r e m e n t s  a r e  r e s t r i c t e d  t h e n  we m i g h t  e x p e c t  o n i y  s o e .l 

p a r a m e t e r s  t o  be  i d e n t i f i a b l e .  Wh a t  Can  b e  n e a s u r e c  anti  

w h a t  c a n  b e  i d e n t i f i e d  a r e  i n t e r - r e l a t e d .  T h e s e  i s s u e s  w i l l  

b e  f u r t h e r  e x p l o r e d  a f t e r  t h e  n e e d  l o r  a n d  u s e  c l  c a n o n i c a l  

f o r m s  i s  e x a m i n e d .

A s t a t e - s p a c e  d e s c r i p t i o n  i s  u n i q u e  o n l y  u p  t o  a  l i n e a r  

n o n s i n q u l a r  s t a t e  t r a n s f o r m a t i o n .  A s t a t e  t r a n s f o i m a t i o n  

r e s u l t s  i n  new A,  b ,  ar . u C m a t r i c e s  b u t  t h e  o u t p u t s  a r t  

u n c h a n g e d .  C e r t a i n  t r a n s f o r m a t i o n s  e x i s t  s o  t h a t  t h e  new 

m a t r i c e s  a s s u r e  c a n o n i c a l  f o r m  w h e r e  i t  i s  Known w h i c h  

m a t r i x  e l e m e n t s  t a m e  o n  t h e  v a l u e s  z e r o  o r  o n e .  t o r  t h e  

i d e n t i f i c a t i o n  p r o b l e m  i f  t h e  s y s t e m  c a n  b e  i d e n t i f i e d  m  

c a n o n i c a l  f o r m  t h e r e  w i l l  b e  f e w e r  u n k n o w n  p a r a m e t e r s  t h a n  

i n  n o n c a n o n i c a l  f o r m  a n d  t h i s  may f a c i l i t a t e  o r  ma k e  

p o s s i b l e  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  d e p e n d i n g  o n  a v a i l a b l e  

m e a s u i  e m e n t  s  •

An i m p o r t a n t  c a n o n i c a l  f o r m  f o r  i d e n t i f i c a t i o n  i s  p h a s e -  

v a r i a b l e  c a n o n i c a l  f o r m .  d i v e n  a s i n g l e - i n p u t , s i n g . i t -  

o u t p u t  ( S I S O )  s y s t e m  t h e  s y s t e m  e q u a t i o n s  h a v e  t h e  l o r n .
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y <U -  C i  (r> * No s u e c i  j J s t r u c t u r e  i t  t df . t ' i i  by t h r  J  u>e t r i  > 

a f t e r  t n e  t r a n s  f o r m a t i o n  . T h e  c h a r a c t e r  i  s t i  c p o l y  r . o m i a l  l o i  

t h e  s y s t e m  i s
1

♦ a

t h e

t h t

w h e i e  a  -  1 .  So  t i e  n u m b e r s  i n  t h e  l a s t  l o w  o f-w_

t r a n s f o r m e d  A m a t r i x .  A, a r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  of  

char ,  c t e n s t i c  p o l y n o m i a l .

I n e  t r a n s f o r m e d  s t a t e  v a r i a b l e ,  x * ,  i s  r e l a t e d  t o  t h e  o l e  

s t a t e  by x ( k )  = Tjt * ( K > ( s e e  h u e ) .  i  he  1  m a t r i x  e q u a l s  t ht -

p r o a u c t  o f  & ar i d H . t  i s  t h e  c o n t r o l l a b i l i t y  m a t r i x ,
1. -M. "* I

1 = ( b ,  A b ,  A b , . . . .  A b )

a n a  M i s  a n  u p p e r  t n a n q u l a r  m a t r i x  g i v e n  by  

T a  a  ............................a !

( 2 . 3 )

• a

K
l
i a  a  0| TW' I 1 1

L d ^

U . ^ )

. . .  0

0  0

t o i  a =■ 1 t n e  d e t e r m i n a n t  o f  K -  1 ana t h e  m a t r i x  u  ri oti -
>v

s i n g u l a r .  S u l s t i t u t i n ^  x - Tx 1 and x ( h * l )  - T x ' 0 +i )  i n t o  

e a t  . ( 2 . 1 )  we h a v e

1 x ' ( h  + l )  - A T / * ( M  + b u ( h )  and

V = H i *  ( K)  .  ( . ’ . N)

-  1 s



P i  t n u l  t i p j y i n c ,  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  by T~* g i v e s

it * ( K + i  > = T - » A T J i ' ( K )  ♦ T - * b y < k )  ( 2 . 6 )

a n d  s o  I  m u s t  b e  n o n s i n q u l a r  f o r  t h e  i n v e r s e  t o  e x i s t ,

s i n c e  H i s  n c n s i n q u l a r  P m u s t  b e  n o n s i n g u l a r  w h i c h  a l s o

m e a n s  t h e  s y s t e m  m u s t  b e  c o n t r o l l a b l e  t o  o f . t a i n  p h a s e -

v d i a t i - .  c a n o n i c a l  f o r r n .

A v a r i a t i o n  o f  t n e  a b o v e  p h a s e - v a r i a b l e  c a n o n i c a l  t o r n ,  i s  

t o  u s e  t h e  o b s e r v a b i l i t y  m a t r i x  f o r  t h e  t r a n s i o r m a t i o n . T h i s  

m a t r i x  h a s  t h e  f o r m

C

C A

>V -  I ;
CA ' ( 2 . 1 )

a n d  i s  n o n s i n q u l a r  i f  t h e  m a t r i x  p a i r  ( A, C)  i s  o b s e r v a b l e .

I f i e  new s t u t e  i s  r e l a t e c  t o  t h e  o l d  s t a t e  b y  x *  = i x ,  

r e s u l t i n q  s y s t e m  e q u a t i o n s  a r e

I 0  1 0 . . .  * 0 J

0  0  1 0 . . .  0

* • ( * ♦ ! ) x • (K) + b u  ( P)

n.- I

1 (r ) ( 1,  I .  . . . .  U) x( K)

Tht

- I t -



I h i s  t i n e  n o  s t r u c t u r e  i s  a S s u d c o  t y  t h e  new L m a t r i x  

a l t h o u g h  t h e  e l e m e n t s  w i l l  h e  d i f f e r e n t .

I n  A p p e n d i x  A i t  i s  s h o w n  now t h e  s y s t e m  c o n  be

i d e n t i f i e d  i r> t h e  s e c o n d  p h a s e - v u r  l i t  l e  f o r m  g i v e n  

m e a s u r e m c n t s  o f  a n y  s t a t f  o v e r  2n i t t  i d t i o n s .  I t  i s  al ' _ 

s h o w n  how t  tie a c t u a l  A n u t r i x  c a n  t i  i d e n t i f i e d  i f  a l l  

s t a t e s  a r e  m e a s u r e d  f o r  2 n i t e r a t i o n s .

A n o t h e r  c a n o n i c a l  f o r m  u s e s  a  s t a t e  t r a n s f o r m a t i o n  

c a l l e d  a s i n i l a r i t y  t r a n s f o r m a t i o n  c o n s i s t i n g  o f  t h e

e i g e n v e c t o r s  c f  t h e  A m a t r i x .  T h e  s t a t e  i s  t r a n s f o r m e d  

t h r o u q h  25 = Px* w h e r e  t n e  c o l u m n s  o f  P a r e  t h e  e i g e n v e c t o r s

o f  A.  T h e  new m a t r i x  i s  d i a g o n a l  w i t h  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  A

o n  t h e  m a i n  d i a g o n a l  s o  t h a t  t h e  new s y s t e m  e q u a t i o n s  a r e

f  L, 0 0 . . . 0

C L> 0 . . * Cr

C O *  . » 0  L

x • (k)  ♦ bu (K) ( 2 . 9 )

a n d

1 (k)  = C * ( k )
a .  r w

w h e r e  L , . . . .  L a r e  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  A .  b a n a  C c o n ' t  

h a v e  a n y  s p e c i a l  f o r m .  F o r  t h e  p u r p o s e  o f  i d e n t i f i c a t i o n ,  

h o w e v e r ,  l i t t l e  work.  n a s  b e e n  d o n e  t o  i d e n t i f y  s y s t e m s  i n  

t h i s  f o r m .  B e s i d e s  t h e  l a c k  o i  i d e n t i f i c a t i o n  a l g o r i t h m s  f o r  

t h i s  f o r m ,  t h« e i g e n v a l u e s  m u s t  a l l  b e  d i s t i n c t  u n l e s s  A i :  

s y n m e t i i o  ant i  r e a l .  F o i  a hi  n s  ymm«t  t i c  A m a t r i x  w i t h  

r o p t  a t  e u  t -1 g c r  va  1 u e s  a T r an  r  f r r it. a t  i o n  t>: i  :;i* t o  n ^ M  i t

-  1 7 -



a l n o s t  d i a g o n a l .  T h i s  f o r m ,  c a l l e d  t u t ;  J o r d a n  C o i i o r a c a l  

l o r n . ,  c o n s i s t s  o f  J o r d a n  b l o c K s  a l o n g  t h e  m a i n  c i a g o n a i .  

l y r i c a l  b l o c K s  a r e

r i 0

1! U

i r

□ no

F l

1
! C
L

f o r  a  t h i r d  

r e s p e c t i v e l y .

1

L

W . 1 0 )

a n d  s e c o n d  o r d e r  r e p e a t e d  e i g e n v a l u e .

T h e  v a r i a t i o n s  o f  t h e  p h a s e - v a r i a b l e  c a n o n i c a l  i o r a  a r t  

w i d e l y  u s e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  o n  s y s t e n ;  i d e n t i f i c a t i o n  u n c  

a r e  e x t e n s i v e l y  u s e d  i n  t h i s  t h e s i s .  I n  t h e  S I S O  c a s e  t h e s e  

c a n o n i c a l  f o r m s  a r e  u n i q u e  f o r  a  g i v e n  s y s t e m .  I n  t h e  K I mC 

c a s e  t n i s  u n i q u e n e s s  d o e s n ' t  h o l d  a n d  i s  d i s c u s s e d  i n  t n e  

n e x t  s e c t i o n .

2 » 2  KleJQ C a n o n i c a l  F o r m

I n  t h e  s i n g l e - i n p u t ,  s i n g l e - o u t p u t  c a s e  t h e

t  r a n s f  o r  n a t i o n  m a t r i x  wa s  t o  u n a  t o  b e  u n i q u e  f o r  p h a s e -  

v a r i a b l e  c a n o n i c a l  f o r m .  W i t h  m u l t i - i n p u t , m u l t i - o u t p u t  

( Kl hO)  c a n o n i c a l  f o r m s  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i c e s  a r e  n o t  

u n i q u e  i n  g e n e r a l .  L i f f e r e n t  p l a n s  ( s e t  L u e n b e l o e i ) h u v t  

b e e n  d e v t i o p o d  t o  n a r r o w  d o wn  t h e  n un . he r  o f  t r  a f e l  o r  mu t i o n

- I t -



m a t r i c e s  but  e \ t n  w i t h i n  a pxai i  the*re i s  s;11 11 much rcon l o i  

vd i  i a t i o i i .

S i x  MlMG c a n o n i c a l  f o r m s  h a v e  b e e n  s u m i r a r i z e e  i n  a 19Tb 

p a t e r  oy S i n h a  a n a  h o s z d .  T h e y  a r e  t h e  i n p u t  a n a  o u t p u t  

i  s e n  t i  i ] d L k '  f t  r j ' 3  . t n e  r ow a n d  c o l u m n  c o m p a n i o n  f o r m s ,  ani> 

t u t  c o n t r o l l a b l e  a n d  o b s e i  v a t  l e  f e r n s .

' l h e  o u t p J t  i d e n t i f i a b l e  f o r m  wa s  i n t r o d u c e r  t o  be  u s e d  i n  

a n  i d e n t i f i c a t i o n  a l g o r i t h m  m e n t i o n e d  i n  t h e  a n c v e  p a p e r .  

T h e  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x  u s e s  t h e  i n v e r s e  o f  t h e  f i r s t  n 

r o w s  o f  t h e  o b s e r v a b i l i t y  m a t r i x .  T h e  r e s u l t i n g  s y s t e n  

e q u a t i o n s  t a K e  t h e  f o r m

C = (1 . 0 )  a n d  B i s  a r t i t r u r y .  W i t n p = n - m ,  I i s arx\ fti-

pXt  i d e n t i t y  m a t r i x ,  I i s  a n  mXn. i d e n t i t y  m a t r i x ,  a n d  f>>i. t

a n d  a r e  a r b i t r a r y  m/m a n d  m / p  m a t r i c e s ,  r e s p e c t i v e l y .

T h e s e  m a t r i x  d i m e n s i o n s  h a v e  t h e  s a n e  m e a n i n g  a s  i n  e q .

o u t p u t s ,  a n d  r  i s  t h e  n u m b e r  o f  i n p u t s .  T h e  z e r o s  i n  A a n d

C a r e  n u l l  c a t r i c e s  o i  a p p r o p r i a t e  s i z e s .  T h e  i n p u t  

i d e n t i f i a b l e  f o r m  i s  t n e  a u a l  o f  t h e  p r e v i o u s  f o r e  . how C i s  

a r b i t r a r y  a n d  k  a n c  b t a k e  t h e  f o r m s

0

h

<2 . 11)

( 2 . 1 ) ,  i . e . ,  n i s  t h e  s y s t e m  o r d e r ,  n. i s  t h e  n u m b e r  of

r r



w i t h  q - n -  r .

The c o l u m n  c o r a p a n i a n  l o r n

c a n o n i c a l  f o r e  o f  L u e n b e r g e i ,

b u e n b e r q e i .  T h e  A m a t r i x  c a n  b
r  -~|A A . . .  A i

I  i  1 2 -  |  !z_ |

A * . • . . I
_ I ^  s

f. * • ■ • • • *
I
| * * * * • •

i

» • * • • •

A , • * ■ • A •ru | / l / l

I h t  n e x t  f o u r  c a n o n i c a l  f o n t s

s u t - b l o c K s -  I n e  d i m e n s i o n s  o f  

a r e  p . X p ^  f o r  i = l ,  • m a n a
4 . A .

m e n t i o n e d  a t  t h e  b e g i n n i n g

d i m e n s i o n s  a r e  o D t a i n e d  f r o m  s e  

t h e  o b s e r v a b i l i t y  m a t r i x  a n d

s e c t i o n  2 . 3 .  S u b - b l o c K s  o n

s t r u c t u r e

0 • • * . .  0 a ±J- ( 1 )

1 0  . . . . 0 a ..*4. ( 2 )

0 1  c . . . 0 ■

•

»

• * • . 0  1 a , ,A*- l b .A
w i t h  a  i n  e n s i  o n  [ . A ( w h e i t -  a

a l s o  c a l l e u  t h e  f i r s t  

wa s  p u b l i s h e o  i n  l y t w  b> 

p a r t i t i o n e d  i n t o  s u c - b i u t K s

( 2 . 1 3 )

a r e  c h a r a c t e r i z e d  t y  t h e s e  

t h e  it.a  i n  o i a  g o h a  1 s u b  - b l o c I . a  

a r e  t h e  s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t s  

o f  t h i s  c h a p t e r .  T h e s e  

q u e n c e s  o f  r o w s  a t  l i v e d  i r o n  

t h e  p r o c e s s  i s  r e v i e w e d  i n  

t h e  m a i n  d i a g o n a l  h a v e  t h e

( 2  - i b )

( 1 )  t h r o u g h  a ( p .  ) < u t
Xi- 4X- X



a i L i t r a r >  r(j n , b t r s .  Of f  d i a g o n a l  H ocks  b i t
r

k

0 .  U ,

*  * V U * i i )

uric hdVi. e i mt r r i i i o n  p a p • Tht  c m a t r i x  t o K c s  t h t  I v i n
>

....................................................... e l1 1 0 .........................
l
; 0 . .  . 0 1 0 0

! _ 0 ........................................1 0  . . . u j  ( 2  . I t )

w i t h  a  “ 1 "  a p p e a r i n o  i n  e a c h  n e w c o l u m n  o f  ar.  i n t e r v a l  p 

e l e m e n t s  w i d e .  T h e  C m a t r i x  i s  a r t i t r a r > .

T h e  r o w  c o m p a n i o n  f o r m  c a n  h e  r e q a r a e a  a s  t h e  c e a l  t o  t h e  

c o l u m n  c o m p a n i o n  f o r n . T h e  s t a t e  m a t r i x  i s  a u a i n  c o m p o s e d  o f  

s u b - b l o c K s  now a p p e a r i n g  a s

r  io 1  o . . . .  o I

0  0 1 0 . . .  0  i

a n c

a  .. ( 1 )tj-

r

t...

o . .

a .. (P.  ) 1 A J 12*17)

0

U  ) * •  i . u  ) {
V 1- 1

-  . l -

I- . I t ]



w i t h  t r i e  I. m a t r i x  b e i n g  a r L i t u r y .  IN* C m a t r i x  t i a h s f o i n i  

t o

^ i O ........................................................... 0

C = ' O . . . U l O . . . . . . O
I
!

I I

[ 0 ....................................... 1 0 . . .  0 J (2 - 1 9 )

I n  v i e w  o f  t h e s e  l a s t  t w o  c a n o n i c a l  f o r m s  c u t  n i g i  t  

Q u e s t i o n  a s  t o  w n e t h e i  o t f i e i  v a r i a t i o n s  o f  t h e  a b c v e  e x i s t .  

T h e r e  a r e  t w o  m o r e  p o s s i b i l i t i e s .  On e  i s  t h e  c o n t r o l l a b l e

c a n o n i c a l  i o n  i n  w h i c h  t h e  A m a t r i x  t a k e s  cr.  r o w s  o f

p a r a m e t e r s  a s  i n  t h e  r ow c o m p a n i o n  t o r n ,  b u t  i n  w h i c h  t h e  b

m a t r i x  t a K e s  o n  t h e  b a s  i n  t h e  c o l u m n  c o m p a n i o n  f c r m .  C i e  

t h e n  a r b i t r a r y .  T n e  o t h e r  a n a  l a s t  c a s e  i s  t h e  c t s e r v a L . e  

c a n o n i c a l  f o r m  i n  w h i c n  A h a s  c o l u m n s  o f  p a r a m e t e r s  a s  i n  

t h e  c o l u m n  c o m p a n i o n  f o r m  w h i l e  C i s  t h e  s a m e  a s  i n  row 

c o m p a n i o n  f o r m  a n a  B i s  a r b i t r a r y .

T n e  l a s t  f o u r  c a n o n i c a l  f o r m s  h a v e  a s i m i l a r i t y  t o  a n c  

a p p e a r  t o  be  a MIMD e x t e n s i o n  o f  p h a s e - v a r i a b l e  S1SG f o r m .  

K a i n  d i a g o n a l  s u t - o l o c x s  i n  t h e  s t a t e  m a t r i x  o f  t h e  f e a r

f o r m s  l o o k  l i k e  t h e  p h a s e - v a r i a t l e  s t a t e  m a t r i x .  A l s o  e i t h e r  

C o r  b i s  i n  c a n o n i c a l  f o r m  w h i l e  t h e  o t h e r  i s  a r b i t r a r y  i n  

b o t h  MJKO a n d  S 1 3 0  f o r m s .  I n  A p p e n o i x  A f o l l o w i n g  o n .  

( A . 1 2 )  i t  i s  s i  own now i d e n t i f i c a t i o n  o f  t h e  s y s t e n .  A m a t r i x  

m  t h e  S I  SC p h a s e - v a r i a b l e  f o r m  i s  o b t a i n e d .  I n  A p p e n c i x  L ,  

f o l l o w i n g  e g .  ( b . i t i ) ,  i d e n t  i  t  i c a t i o n  o r  a l l  s y s t e r .  i . j t i  i c o



i t  f l C Mi e v t i .  f o r  a  Hi  MU,  c t ! i t r o i i ^ j u s y r t t - u ,  i n  j ow c o m p a n o . .  

i o r m .  A l l  t h t  n e c e s s a r y  n e a  s u  I e m e n  1 s  o u s t  b e  a v a i l a b l e  u n ­

p r o c e s s e d  a t  a  s i n g l e  l o c a t i o n  s o  p a r a m e t e r s  a l t  i a e n t i f i e * .  

u n d t r  a c t n t r o l i z e d  s t r u c t u r e .  T h e  s u b - o l o c K s  t h a t  a p p e e .

i n  t h e  L u t n f c e r o e i  c a n o n i c a l  a m a t r i x  h a v e  d i n e n s i e n  p- > p
1- **

a n c  op- e r a  t o  o r  p.  s t a t e ?  t h a t  a r e  t o  t h e  t i g h t  c l  tht .  s u r -A-

b l o c k  i n  t h e  g l o b a l  s y s t e n .  s t a t e  d e s c r i p t i o n .  1 c i  a  g i v e n  

r o v  o f  s a b - a i o c K s  i n  A t h e  o f  f  ~d i a  g o n a  1 s u L - b l o c r . s  c o n t a i n  

p a r a m e t e r s  t h a t  p r o v i d e  t h e  c o u p l i n g  f r e e ,  s t a t e s  m  o t h e  : 

s u b s y s t e m s  t o  t h e  n e x t  i t e r a t i o n  o i  t h e  s t a t e s  i  r. a  g i v e r ,  

s u b s y s t e m *  L a c h  s u D s y s t e r n  *s  s t a t e  d e s c r i p t i o n  l o o K s  a l m c s t  

l i k e  a  S I S O  p h e s e - v a r i a D l e  d e s c r i p t i o n  e x c e p t  l o r  c Q o i t i o r  d j  

c o u p  l i n ^  p a r a m e t e r s  i n  t h e  A ■* a n a  t h a t  t o r e  t h a n  c n t -  i n p u t  

c a n  t e  p r e s e n t  i n  i t s  m o d e l .  F o r  t h e  d e c e n t r a l i s e d  s y s t e i  

d e i i n e a  by  *Jang a n d  D a v i s o n  ( s e e  F i g .  1 * 1 )  a n d  f o i  t h e  c a s e  

o l  o n e  s c a l a r  n e a s u r e r o e n t  a v a i l a b l e  t o  e a c h  s u b s y s t e m ,  t h e  

n u m b e r  o f  s u b s y s t e m s  i s  e u u a l  t o  t h e  n u m b e r  o f  ire e s u i  erne n t  t  

i n  i ( K ) .  I n  r o w  c o m p a n i o n  l o r n ,  e a c h  s u b s y s t e m  m e a s u r e s  t h e  

f i r s t  s t a t e  i r .  i t s  s e t  o f  p .  s t a t e s .  H a d  c o n t r o l l a b l e
A-

c a n o n i c a l  f o r m  b e e n  u s e d  w h e r e  C i s  a r b i t r a r y ,  t h e n  b w o u i s  

a s s i q n  o n e  i n p u t  t o  e a c h  s u b - b l o c K .  1 r. gt  n e r a l  a 

a c c e n t r a l i z e d  s u b s y s t e m  c a n  a p p l y  a v e c t t r  c i  i n p u t s  t o  t h e  

g l o b a l  s y s t e n .  ( s e e  F i g .  1 . 1 ) .  T h e r e f o r e ,  t o  d e s c r i b e  a  m o i f  

q e n o r a l  o e c e n t  r a l  i  z e d  s y s t e m  r o w c o m p a n i o n  f  o r  r m u s t  b t

VJ S  t  u  *



i h e  l o w e s t  o i d e r ,  s i n p a e s t  i y s t e n .  t l i o t  u l i t  f i t s  t h t  

n - o d t i  i n  t i g .  1 . 1  i s  a t w o  s t o t t ,  t w o  i n p u t  r o c a e l .  At  J t n . s t  

t w o  s t j t t i  a r t  c l e a r l y  n e e c e d  t o  h a v e  d e c o n t r o l  iis_-G s t a t t  

l r. t u i  i: a t  i t ‘ii w i t i i  e a c h  of  t h e  t » o  s u b s y s t e m s  h a v i n c  o n l y  or i t  

s t a t e  s v s i i l a i . l t  t o  i t .  L a c n  s u h s y s t e r .  c a t .  a p p l y  at! i n p u t  

t h a t  1 ^ e i t h e r  a f u n c t i o n  c i  t r ie s i n g l e  j t a t e  i t  m e a s u r e s  u t  

i!. o i t i t i  n i y .  Two s e p a r a t e  i n p u t s  m u s t  b( f r e s t r . t  t o  h a v e  

i r ^ u t  d e c e n t r a l i z a t i o n .  1 1  t h e r e  i s  o n l y  o n e  i n p u t  l i o n ,  o n e  

s u b s y s t e m  t r i e  i. n a t r i x  r e d u c e s  t o  a s i n g l e ,  p h a s t  - V o i  l d t l  e 

c a t . o n i c a l  o l o c h .  A l l  p a r a m e t e r s  c a n  be  i d e n t i f i e d  I r o n

m e a s u r i n q  a n y  o n e  s t a t e  a s  s h o w n  i n  A p p e n d i x  A.  So i t  i t

s e e n  t h a t  a t  l e a s t  t wo  i n d e p e n d e n t  i n p u t s ,  e a c h  w i t h  l i m i t e d

s t a t e  i n f o r m a t i o n ,  a r e  p r e s e n t  f o r  t h i s  s i m p l e  d e c e n t i a l i z e j

m o d e l  .

t-j S t  a t  ̂  IliLS t^r ma t  ion, f_oi Luenbei^e r Canonical, to I £

i t  i s  e s t a b l i s h e d  t h a t  t h e  l o w  c o m p a n i o n  c a n o n i c a l  f o r m  

i s  a p p r o p r i a t e  f o r  a l i n e a r  t  l i r e  -  i  n v a r  l  an  t , d i s c r e t e ,  

d e c e n t r a l i z e d  < y s t e m .  T h i s  f o r m  w a s  f i r s t  i n t r c c u c e c  i  n a 

l i i t 7  p a p e i  by b a v i d  L u e n b e r q e r .  I n  t h a t  p a p e r  t h e  m a t r i x  

p a i l  ( A . b )  m u s t  uc  c o n t l o l l a b l c  f o r  the-  t  r a n  s  f o i  me 1 1  or. 

m a t r i x  t o  e x u  t . C o n t r o l l a b i l i t y  a n d  o b s e r v a b i l i t y  ai t .  

•’ d u a l "  s y s t e m  p r o p e r t i e s  a n d  t h e  b a n d  C mat. i i c e s  a i t  u u . u  

m a t r i x  q u a n t i t i e s .  r’ r o m d u a l i t y  c a n o n i c a l  f o r r  f o r  (A, C)  

I t  q u i i t  t i n t  t t n  p a i r  h e  O b s e r v a b l e .  1 lit o b s  t i v a L i a 1 1 ,



T  T 1 T T
m a t r i x ,  (£.' , (uA)  , . • * ,  (CA ) ) , m u s t  h d V t  l u l l  r a i i r . .

I h e  r a n K  t hen  e q u a l s  t h e  o r a e r  of  t h e  s y s t e m ,  h.  1 ndej  e nd eh t  

rows f r o n .  t h e  ODser v a o i  1 i  t  y m a t r i x  a r e  u se d  as  a b a s i s  fo i  

t h e  t ransformer:  s t a t e - s ^ a c e .  W i t h

r ->

c =

w r i t t e n  i n  t e rms  o f  i t s  r o w s ,  

LEinq t he  ma t r i x

c  A
< ‘

( 2 . ^ 0 )

i n d e p e n d e n t  r o w s  a r e  found

c Ai
f ' , - '

c A%

t a
> * ■

r,  - 1

( t .  •  1 }



I  hi ’ [i Ui u i  apt  t*di a r c  c a l k a  s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t s  ana <-.uA.

t h e  s i z e s  o f  t h e  m a i n  d i a g o n a l  s u b - t l o c K s  t h a t  u p f i - a r  i t ,  th«.
J*V,

L u e n b e r q e i  s t a t e  t r a n s f o r m e d  A m a t r i x .  A,  a s  d e s c r i b e d  i r

s e c t i o i i  3 . 2 .  L a c n  p.  d e p e n d s  on o n e  c  a n a  t h e  b m a t r i x  e lA.

t i i o t  ( d i h  m e a s u r e m e n t  ( d e p e n d  i n y  ci: a n d  t h e  s t a t e  v e c t u r )

h a s  a r  ^ a s s o c i a t e d  w i t h  i t .  t a c n  p-  i s  f o u n c  1 , 

m u l t i p l y i n g  a r ow oy A r a i s e d  t o  a s u c c e s s i v e l y  h i g h e r  

p o w e r  u n t i l  a r o w A i s  f o u n d *  I n i s  r o w i s  l i n e a r l y  

d e p e n d e n t  o n  t h e  p r e v i o u s  r o w s  o f  t h e  l t h  i n t e r v a l  a n a  s o  i s  

n o t  i n c l u a e d  i n  t h e  m a t r i x  o f  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  r o w s .

l h e  s t a t e  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x  i s  n e t  u n i q u e  s i n c e -  i n  

g e n e r a l  t h e r e  a r e  m o r e  t h a n  n l i n e a r l y  i n c e p e n d e n t  r o w s .  One 

p l a n  f o r  c h o o s i n g  r o w s  i s  t o  u s e  t h e  f i r s t  n r o w s  i n  t h t  

m a t r i x  a t i o v r .  I h i s  m a t r i x  w i l l  be  c a l l e c  Lue  n b c - r y e r  ' s  p l a n  I 

m a t r i x .  I n e  s e c o n d  p l a n  i s  t o  c h o o s e  r o w s  i n  t h e  o i d e i  

C m » . « , c  , c  h  # . . . ,  c A . c h £ . * • * , c  A1 , . . .I w, I v n  I

u n t i l  n r o w s  a r e  a v a i l a b l e *  T h i s  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x  i s  

L u e n b e r q e r ' s  p l a n  2 m a t r i x .  T h e  n u m b e r  c f  a n d  s i x t  o f  m a i n  

a i a q o n a l  b l o c h s  w i l l  b e  d i f f e r e n t  u s i n g  a i f f e r e n t  p l a n s  a n a  

p a r a m e t e r s  w i l l  a l s o  b e  G i f f e r e n t .

l o  i l l u s t r a t e  t h e  a b o v e  p r o c e d u r e s ,  d p p l j  s l o t *  

t r a n s f  o r  m o t i o n s  u n d e r  o o t h  p l a n s  t o  o o t a i n  r ow c o u p a n i o i .  

c a n o n i c a l  t o r n ,  t o r  a s e c o n d  o r d e r ,  t w o  i n p u t  m c a e l .  1 1 .t 

m o d e l  i s
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w h e r e  e l e m e n t s  c i z a n d  c  a r e  z e r o  u n d e r

d e c e n t r a l i z e d  s t r u c t u r e .  T h e  me d e l  d i r e c t l y  f i t s  F i t , -  

e x c e p t  t h a t  a l l  v e c t o r s  s h o w n  a r e  s c a l a r s .

T h e  L u e n b e r a e r  p i a n  1 u a t r i x  i s
rI c

C ( H
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U n d e r  t h e  f i r s t  p l a n  i t  i s  s e e n  t h a t  t h e  d e c e n t r a i i z e c  

s t r u c t u r e  i s  n o t  p r e s e r v e d .  I n  C ,  x i s  m e a s u r e a  by
i

s u b s y s t e m  1  a n d  a  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  x r a n a  x ^  i s  

m e a s u r e d  by  s u b s y s t e m  2 .  F o r  t w o  s u b s y s t e m s  t w o  p h a s e -  

v a r i a b l e  s u o - b l o c h s  a r e  e x p e c t e d  i n  A b u t  o n l y  c n e  2 X 2 

b l o c k  a p p e a r s .

I n  t r i e  s e c o n d  p l a n  f o r  c h o o s i n g  r o w s  t r i e  r o w s  a r e  u s e d  i n  

t h e  o r d e r  c ( , c ^  . C j A ,  c ^ *  ^ o r  a  s e c o n d  o r o e r  s y s t e m  o n l y

t h e  f i r s t  t w o  r o w s  a r e  u s e d  s o
r  1  
i c

t

i  = ! , -

i c i )

T h e  i n v e r s t -  o j  P i s
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b Cu i t  11 Cn l il.

r* -i
C = CI’-» = L C ' «  = :

J  1 ( 2 . 2  b)

Now i t  i s  s e e n  t h a t  e a c h  o i  t h e  t w o  s u b s y s t e m s  m e a s u r e s  o n e  

o i  t h e  o t h e r  s t a t e .  A l s o ,  t h e r e  a r e  t w o  m a i n  d i a g o n a l  s u t -
ir**

b l o c k s  i n  A a s  r e q u i r e d  a n d  b o t h  a i e  s c a l a r .  N o t e  t h a t  f o r
in/

t h i s  s i m p l e s t  p o s s i b l e  e x a m p l e  A h a s  a s  ma n y  p a r a m e t e r s  a s  A 

a n c  t h e  b e n e f i t  o f  c a n o n i c a l  f o r m  f o r  A i s  n e t  o b t a i n e d .  

L a r q e r  o r d e r  s y s t e m s  r e s u l t  i n  f e w e r  p a r a m e t e r s  i r  A a s  w i l l  

b e  s e e n  i n  t h e  t h i r d  o r d e r  e x a m p l e  t o  f o l l o w .

A l t h o u g h  t h e  L u e r i L e r q e r  c a n o n i c a l  f o r m  i s  n c n - u r . i g u e ,  i n  

t h e  s e c o n d  e x a m p l e  t h e  s t a t e  t r a n s f o r m a t i o n  n a r r o w s  a o w n  t o  

t h e  s e c o n d  p l a n  f o r  p i c k i n g  i n d e p e n d e n t  r o w s .  Mor e  

g e n e r a l l y  t n e  c h o i c e  o f  r o w s  i n  t h e  p l a n  l e a d i n g  t o  t h e  

s i z e s  o f  t h e  s u b - b l o c k s  i s  n o n - u n i q u e  a n d  a  v a r i e t y  o f  

s t e t e - s p a c e  d e s c r i p t i o n s  i s  p o s s i b l e .

l o  s e e  t h e  d i f f e r e n t  v a r i a t i o n s  p o s s i b l e  c o n s i d e r  t h i s

t  h i  r  d o r d e r s y s t e m

x i ( M l )
r

7 .

( M l ) =

X t. ( M i ) 1

1

1

-11  

- 1  

■b . 7

x , ( k)

x ^ ( h )

( t )

♦ B u ( k )

( 2 . 2 9 )

J  i



y ( h )  =■ L' jcik)  w i l l  t ie t r a n s  t  o r  mob l o u r  d i f f e r e n t  wa y s . T h e  t 

a n a  C m a t r i c e s  m u s t  h a v e  d i f f e r e n t  o r d e r s  u n d e r  d i f f e r e n t  

s t r u c t u i e b  a n d  s o  c a n n o t  b e  s p e c i f i e d  y e t .

As a t l i s t  c a s e  l e t  t w o  s t a t e s  b e  a s s i g n e d  t o  t h e  s u b -  

o l e  cK o i  s y s t e c  1 a n d  t h e  t h i r u  s t a t e  t o  s u b s y s t e m  * .  T h e  

s t a t e  t r a n s i o i n a t i o n  t o  a c c o m p l i s h  t h i s  i s

r c.

c  Ai

U  . 3 0 )

p l a n  1  i s  u s e d  w i t h i n  a  s u b - o l o c K  b u t  t h e  n u m b e r  c f  r o w s  i 

t h e  n u m b e r  o f  s t a t e s  i n  t h e  s u b - b l o c * .  L e t  

10 G 0

L ( 2 . 3 1 )

w h e r e  a  s t a t e  d e c e n t r a l i z e d  s t r u c t u r e  i s  a l r e a o }  i m p o s e d .  

S u b s y s t e m  1 r e c e i v e s  1 0 x  a n d  n o  i n f o r m a t i o n  a b o u t  

S u b s y s t e m  2 r e c e i v e s  2 x ^  a n a  n o t h i n ^  f r o m  x ( o r  x ^ .

I f  t h e  w h o l e  s y s t e m  i s  s t a t e  d e c e r i t r  a l i  z e d  ( a t  i n  F i u . 

1 . 1 )  t h e n  C w i l l  a l r e a d y  h a v e  t h e  f o r m  i n  t h e  e x a m p l e  e x c e p t  

c j;, may a l s o  b t  n o n z e r o .  I f  C h a s  a l l  a r b i t r a r y  e l e m e n t s  s c  

t h a t  s a y  s u b s y s t e m  1  g e t s  a l i n e a r  c o m b i  n u t  i o n  o f  3 s t a t e ; ,  

t h e n  t h e  s t a t e  t r a n s f o r  m u t l o n  w i l l  s t i l l  i m p e s t  a s t a t *  

uet  t  ii t r a i i zt> i c a n o n i c a l  l u l l .  ori t h e  s y s t e n . .

3 -



c , A  = ( 7 7

C e i c u i a t i n q  t h e  s e c o n d  r o w  o f  i ,

10 -110 ) 

the* t r a n s f o r r c a t i o n  m a t r i x  i s  

1 0  t  o 1

1 -  77  l i  1 1 0 )

U 0  2

w i t h  a n  i n  v e r s t

( 2 . 3 2 )

( 1 . 3 3 )

. 1 0 0

i - l  3 - . 7 7 . 1  1 0 . 5 •

0 0 . 5 (2. 31*)

T h e n

1 0

A ^ E A P - ‘ = 1 0 . 2*1 ” 2  • 3 - 7 6 . 5

- . 3 0 6 • 2 2 . 3 ( 2 . 3 5 )

a n a

C = CP

r—

1
- i  =

1
l_

1 0  0

0  0  1 ( 2 . 3 6 )

S o  s u b s y s t e m  1 i s  d e s c r i b e d b y  a  s e c o n d  o r d e r  roai r ,  d i a y o n a l

s u b - b l o c K w i t h a c o u p l i n g  e l e m e n t  t o x ^ .  S u b s y s t e m  2 h a s  a

f i r s t  o r d e r  o r s e a  1 a r s u b - b l o c k  w i t h  c o u p l i n g  e l e m e n t s  a
A l

a n o  a t o  x ,  a n a  x .32 < X

An i n p o t  o r  v e c t o r  o f  i n p u t s  i s  a p p l i e d  s e p a r a t e l y  t o  t h e  

q l o t a i  s y s t e n .  t y  s t a t i o n  1 a n a  s t a t i o n  2 .  T h e  o r d e r  o f  t h e  b 

( i n p u t )  m a t r i x  i s  n X r w h e r e  r i s  t h e  sun.  o f  a l l  i n p u t s  

1 r on- h o t h  s t a t i o n s ,  b c a n  h e  s o me  a r b i t r a r y  m a t r i x  a n a  a f t e r

-  3 -1 *



tht. stdtf troiislormdtioti f: = I is <^lso £iLitr<iii „
■'s. ■

t t i c r e i o i f c ,  t  w i l l  not  be c u l c u l a t e a  fox s o n e  b i r .  t h e  f o u i  

e x a m p l e s .

In t h e  n e x t  c a s e  s j p p o s e  s t a t e s  and x„  a i t  d v a i l o L l t

t o  s u b s y s t e m  1 .  L e t  t h e  n e a s u x e m e n t  m a t r i x  be

r  — r  , 1; A 0 0  0

L
I h e  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x  i s

r

l  = i c

i C A
L‘

h o w s  c  , a n d  c z  a r e  o b t a i n e G  f r o m  C a n d  r o w

a n d  t h e  i n v e r s t  i s

t i . 3 7 )

( 2 . 3 f c )

c 1 A = I 2 . 2 , - 2 ) • ( 2  . 3*)

T hex.
r
: 1 0
1

C 0

F = 0i 2 0

I 2 2 -  2 ( 2 . 4 0 )

. 1 0 C 1i

0 . b o i
. l .L - * 5  1 ( 2 . 4 1 )

Itit canonical stale and measuitnent matrices a n



a’ = PAP- 1

- 3 . 3  - 3 0  53

0 0 1 

- . 1 5 2  - 2 . 3  3 . 3 ( 2 . U 2 )

ar i c

C ^ CP ~ 1 = I

j^O 1  o j  I * .  U3)

T h e  l e s u l t i n q  s y s t e m  i s  a n a l o g o u s  t o  t h e  p r e v i o u s  c a s e  i s  

w h i c h  s u b s y s t e m  1 r e c e i v e r  x ( a n d  ( i m p l i c i t l y )  x L . E l e m e n t  

a ^ ( i s  a c o u p l i n g  e l e m e n t  f r o m  s e c o n d  o r d e r  s u b s y s t e m  2  t c  

f i r s t  o r d e r  s u t s y s t e m  1 .  E l e m e n t s  a l2_ a n d  a ( 3  c o u p l e  t h e  t w o  

s t a t e s  i n  s u b s y s t e m  2 t o  s u b s y s t e m  1 .

A t m r a  c a s e  f o r  a  d e c e n t r a l i z e d  s y s t e n  w h e r e  t h e  o v e r a l l  

s y s t e m  i s  t h i r a  o r d e r  i s  t o  n a v e  t h r e e  s u b s y s t e m s  e a c h  

r e c e i v i n g  o n e  s t a t e .  L e t

t  h e n

10 0 0

c  = 0 2 0

0 0 1

J
Line

-  3  3  -



l - l  =

. 1

0

L

t  0  

. t  a 

c 1 U . u t o

C o l c u i d t i n q  t h e  c a n o n i c a l  s t a t e  a n d  me a s u  r e a i e n t  j t a t i i c e i

O 1 V e ; -

7 . 7 5 - 1 1  0 ”i

A - PA P " * - . 2

i

I

• 6 1 b  . 5  - 6 . 7 (2 . 7y

a n o  C -  C P - * = C C - * = I  o i  t h e  t h i r d  o r d e r  i d e n t i t y  m a t r i x .  

As  i n  t h e  s e c o n d  o r d e r  m u d e r  A h a s  t h e  t a m e  n u m b e r  o i  

p a r a m e t e r s  a s  A.  t - a c h  A- i s  s c a l a r  a r i d  e a c h  r o w c i  A ha : i   ̂

e l e m e n t s  t h a t  c o u p l e  t n e  i t h  s u b s y s t e m ,  t o  t h e  t w o  e t h e r s .

I h e  l a s t  c a s e  i s  t h e  c e n t r a l i z e d  c a s e  w h e r e  t h e r e  i s  o n e  

s y s t e m  t h a t  c a n  p r o c e s s  a l l  t h r e e  s t a t e s .  L e t  

L ~ ( 1 / 1 5 . 3 . 0 , 0 )

a  na

C ,  A

c  , A* 1

1  . 1
i

 ' 7 . 7

1 5 . 3  i  - 7 . 6 7

t i n .  n

- P AP - ' =

0

0

0

1

■2. 3

1

0

& 1 
11

1 0

u 

1

(2

. 0 1  . . J ( 2 . ‘- ' •)



dr.u C : c r *  - ( 1 , 0 , 0 ) .

Two c a n o n i c a l  f o r m s  t h a t  a t e  i m p o r t a n t  i n  t h e  s t u u y  o t

c o n t r o l 1 a P i i i t > a n d  o b s e r v a b i l i t y  w i l l  now b e  r e v i t w e o  ( s o t

i a v o h  a n a  K w a k t r n a a * ) . B o t h  f o r m s  a r c  c a n o n i c a l ,  i . e . ,  h a v e  

i e v u  d i u i t r a r y  e l e m e n t s  t h a n  t o t a l  s y s t e m  e l e m e n t s  wi e n  t h e  

s y s t e m  i s  u n c o n t r o l l a b l e  o r  u n o b s e r v a b l e ,  o u t  a r c  l u l l

o t h e r w i s e .  The  o b s e r v a b i l i t y  c a n o n i c a l  f o r m  w i l l  b e  u s e u  ii* 

C h a p t e r  3 t o  f i n d  p a r a m e t e r s  o f  t h e  g l o b a l  s y s t e r  wh e n  t h e  

g l o b a l  s y s t e m  i s  u n o b s e r v a b l e  f r o m  t h e  d e c e n t r a l i z e d  s e t  o f  

o u t p u t s  f o r  a  g i v e n  s u b s y s t e m .

F i r s t ,  t h e  c o n t r o l l a b i l i t y  c a n o n i c a l  f o r e  w i l l  bo

s t u d i e d .  T h e  s y s t e m  i n  e g .  ( 2 . 1 )  h a s  t h e  c o n t i c l l a b i 1 i t >  

m a t r i x

d e f i c i e n t .  L e t  P h a v e  c o n t r o l l a b i l i t y  i n d e x ,  i . e . ,  r a n k ,  m. 

I  h e n  m l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  c o l u m n s  c a n  b e  c h o s e n  f r o m  F.  

T h i s  o r  a n y  o t h e r  s e t  o f  m v e c t o r s  t h a t  s p a n s  t h e  l i n e a r l y  

i n d e p e n d e n t  s u b s p a c e  o f  P ,  t h e  c o n t r o l l a b l e  s u b s p a c e ,  f o r m s  

a b a s i s  f o r  t h i s  s u b s p a c e .  D e f i n e  t h e  m a t r i x

F = ( fa,  A b , ( 2 . 5 0 )

a n a  l e t  t h e  s y s t e m  be  u n c o n t r o l l a b l e T h e n  F w i l l  b e  r a n k

U -  51)

c o n t a i n i n g  t h e s e  m v e c t o r s .

Any n v e c t o r ,  2 = 0 , t h a t  s a t i s f i e s  t h e  e g u a t i o n
T

-  i l  -



i s  by d e f i n i t i o n  i n  the* n u l l  s p u c e  o l  T . i h t  n u n . n  i c l

l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  v e c t o r s  t h a t  s o l v e  e q .  ( 2 . 5 2 )  i s  n - m .  

b e t  i n e

1 „ = ( P * * P )*-v* -r ,

i , . : o t i i x  c o n t a i n i n g  a n a s i :

{ u n c o n t r o l l a b l e  s u b s p a c e ) o 1

{ 2 . :■ j>

f o r  t h e  n u l l  s p a c t  

a fid 1’ . b t f  l  ne t h e

n o t i S i  n q u i  a r  t l  a n s f  o r i r a  t i o n  n a t r i x

1 = ( 1 , T ) U . 5 M
i Z

a n u  t r a n s f o r m e d  s t a t e

* ' (K) = I - ' i  <k) U  • 5b)

a n d  s u b s t i t u t e  e q .  ( 2 . 5 5 )  i n t o  e q .  ( 2 . 1 )  y i e l d i n g  

T x '  (K + l )  = k l x  • (h)  + bu  (k)

Y (K) = CT* * <k) (2 . b l )

o r

X * ( k * l )  = T - » A T x * ( h )  ♦ I _ l b u  (k)

Y (K) -  C T i  * (k)  . ( 2 . 5 7 )

l h e  c a n o n i c a l  s t r u c t u r e  e q . ( 2 . 5 7 )  t a k e s  o n  i s  g i v e n  t y

r A . A '  "
i ' ( M l )  = ; it

1
12.

1 0 A'
L X 1

Y ( k ) = CTs * (k> = < c :

w h i c h  (A*
11 . b,«) i  s  a  c

x ' ( k )  ♦
b *

t

L

u (k)

0  ) x ( k ) (2 . 5f )

s t r u c t u r e  i s  t a k e n  by CT.  I h i s  f o l l o w s  u y  p a r t i t i o n i n g

l - i  =

u . 5 < o

w h e r e  J fi.au ii. i o w ^  and I; h a s  i — n r o w s .  l h u i ,  t ht p r o u u e i* j.



D A1 !
i *L *

D h i  : ( 2  . t l  )

( 2 . 6 2 )

f o l l o w  f r o m  t n e  p a r t i t i o n i n g .  t r o i r  e q .  ( 2 . 6 0 )

L^T,  = 0 ( * . 6 3 )

w h e r e  T y s p a n s  t h e  c o n t r o l l a b l e  s u b s p a c e .  t a c h  c o l u m n  or.  

t h e  r i g h t  h a n c  s i d e  i s  a  n u l l  ( n - m) Xn :  v e c t o r  s o  t h a t  e a c h  

c o l u m n  o f  I | i s  i n  t h e  n u l l  s p a c e  o f  Dx . Any v e c t o r  i n  t h e  

c o n t r o l l a b l e  s p a c e  i s  t h e r e f o r e  a l s o  i n  t h e  n u l l  s p a c e  o f  

L ^ .  T h e  p r o d u c t  a T ( i s  a l s o  i n  t h e  c o n t r o l l a b l e  s u b s p a c e  

b e c a u s e  t h e  c o n t r o l l a b l e  s u b s p a c e  i s  i n v a r i a n t  u n d e r  A a s  

s h o w n  i n  a l m o s t  a n y  b a s i c  t e x t  o n  c o n t r o l  t h e o r y ,  e . g . ,  s e e  

K u o .  I n  e q .  ( 2 . 6 1 )  D^ATj  i s  t h e n  a  n u l l  m a t r i x  a n d  b ^ t  i n  

e q .  ( 2 . 6 2 )  i s  n u l l  s i n c e  t h e  c o l u m n s  o f  b a r e  i n  t h e  

c c n  t  r o  1 l a  o i  1 1 1 > m a t r i x  a n a  s o  o b v i o u s l y  i n  t h e  cor ,  t  r o l  1 a b l  e 

s u b s p a c e .

a n o  t h e  p r o d u c t s

V i ,
i1 1 1 -

L L ,
AT

a n a

T - » b  =

I a r 1 1 1  i o n !  n o  t r i e  s t a t e  a s



* ! 

x *  ( K)  = ; —

I X ’ ( K)  I ( 2  • 6*4)L  ̂ j
w h i l e  x ' ( M  i b  a n  m v e c t o r  t h e n

x • <t\ + j.) -  / ' , x ' (K) (2 . 6 5 )*• *■ i-

f r u i t  e q .  ( 2 . 5 f )  d e s c r i b e s  a  c o m p l e t e l y  d e c o u p l e d  s ^ b s y s t e n

i n  w h i c r ,  t h i  i n p u t  v e c t o r  h a s  n o  e f f e c t .  I n i s

u n c o n t r o l l a b l e  s u b s y s t e m  a o e s  c o n t r i b u t e  c o u p l i n g  t o  t h e

n r s t  m s t a t e s  w h i c h  d e s c r i b e  a  c o n t r o l l a b l e  s u b s y s t e m .

S i n c e  t h e  r o w s  o f  t h e  T m a t r i x  a r e  n o t  u n i q u e  t h e n  t h e  

p r i m e d  s u b m a t r i c e s  o f  e q . ( 2 . 5 6 )  a r e  n e t  u n i q u e .  I t  c a n  bo

s h o w n  u s i n g  t h e  c a n o n i c a l  A m a t r i x  a s  w r i t t e n  i n  e c .  ( 2 . b l )

u TiG

A = K - A.  H- *  ( 2  . i  t }

w h e r e  M i s  t h e  m o d a l  m a t r i x  o f  A a n d  V\ _  i s  a d i a g o n a l

m a t r i x  c o n t a i n i n g  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  A t h a t  t h e  p i l e s  o f  A*

a n a  A* a r e  t h e  s a m e  n o  m a t t e r  how t h e  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x  z  z

i s  c h o s e n .  I h e  p o l e s  o f  A * a r e  c a l l e d  t h e  c o n t r o l l a b l e

p o l e s  o f  t h e  s y s t e m  a n d  t h e  e i g e n v e c t o r s  c o r r e s p o n d i n g  t o

t h e s e  p o l e s  s p a n  t h e  c o n t r o l l a L l e  s u b s p a c e  o f  t h e  s y s t e m .  

I  h e  p o l e s  o f  A^ a r e  c a l l e d  u n c o n t r o l l a b l e  p o l e s  a n d  t n c j i
2 3.

e i g e n v e c t o r s  s p a n  t h e  u n c o n t r o l l a b l e  s u b s p a c e  o f  t h e  s y s t e r .

A n o t h e r  s y s t o n  p r o p e r t y  a r i s e s  i f  t h e s e  r t s u i t s  a r t  

r e l a t e d  t o  s y s t e m  s t a b i l i t y .  I h e  s y s t e m  i s  s t a L i i i z a o l t  i f  

t h i  u n c o n  t  r o l  1 1, b i e p o l e s  a r t  a l l  s t a b l i  p o l e s  -  i n s i d t  t n t

-  *4 ~



u n i t  c u c i c .  I f  c o n t r o l l a b l e  [i o I cl, d i e  u n s t a b l e ,  f e e d b a c k  

c a n  b e  u s e d  t o  ma k e  t h e  s y s t e i r .  s t a b l e ,  o r  s t a b i l i z e ,  i t .

T h e  o b s e r v a b i l i t y  c a n o n i c a l  f o r a  i s  d u a l  t c  t h e

c o n t r o l l a b i l i t y  c a n o n i c a l  f o r m .  T h e  o b s e r v a b i l i t y  i r a t r i x  i s
r~ **"

: 1 i
! CA 1

C a ” ‘ ( 2 . 6 7 )

l o r  t h e  s y s t e m  i n  e q .  ( 2 . 1 ) .  I f  t h e  s y s t e m  i s  u n c b s e r v a b l t  

a  s t a t e  t r a n s f o r m a t  i o n  e x i s t s  t o  t r a n s f o r m  t h e  s y s t e m  t o  a 

c a n o n i c a l  f o r m  t h a t  o r i n y s  s o m e  i n s i g h t  i n t o  t h e  s y s t e m  

s t r u c t u r e .  I f  o b s e r v a b l e ,  t h e  s t a t e  t r a n s f o r m a t i c n  r e s u l t s  

i n  a s y s t e m  w i t h  a s  many  a r b i t r a r y  e l e m e n t s  a s  e q .  ( 2 . 1 ) a s  

i n  t h e  c o n t i o l l a o i l l t y  c a n o n i c a l  f o r m  a n d  s o  c a n n o t  

t e c h n i c a l l y  b e  s a i d  t o  b e  c a n o n i c a l .

b e t  Q b e  r a n k  d e f i c i e n t  a n d  h a v e  o b s e r v a b i l i t y  i n d e x ,  o r  

r a n k ,  m.  T h e n  m l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  r o w s  c a n  I t  f o u n d  i n  

e q .  ( 2 . 6 7 ) .  D e f i n e  t h e  m a t r i x



c o n t a i n i n g  t h e f t *  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  v e c t o r b ,  i h t i i  r.-i; 

l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  v e c t o r s  c a n  be  f o u n d  u s i n g

l ( 3  = d ( * * b g )

w h e i e  3  i t .  an r  v e c t o r  t o  s p a n  t h e  n u l l  s p a c e  o f  t  . S i n c e  * 

i f  nnXn  t h e n  n v e c t o r s  J i l l  e x i s t  t o  s pan t h e  o b r e r v a t l e  o n e  

u n c L s e r v a o l e  ( h u l l )  s a t s p a c t s . D e f i n e  t h e  r o w s  i n  t n t

n:d i r n

f vn_ + I

wvv **■ 2-

L1 ^
u s i n q  t h e  r o w s  s p a n n i n g  t h e  n u l l  

n o n s i n g u l a r  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x

s p a c e

r
i M

2J
a no  t r a r i s  f orme-c s t a t e  

2 * (K) = Tx IK)

S u b s t i t u t i n g  i n t o  e q .  ( 2 . 1 )  g i v e s  

l - ‘ x ' U * l )  = A l ~ * x ' ( M  * b u ( n )  

y (K) = C T - » * * <k) 

a r i a  t t i e n

x * ( K  + l )  = X/ . I - »  x * (K> ♦ 1  b y  ( k )

l ( K )  -  C i ~ • ( n ) .

( 2 . 7 0 )  

D e f i n e  thc-

( 2 . 7 1 )

( *■ * 7 i.'i

( 2 . 7 3 )

U . 7 P )



'ihe C o  non l  C a l  f orm eq » £ * . 7 * 4 )  t a k e s  i s  y i v c n  by

I A ’11

‘ M2 I

x ’ f h )  ♦

L 6 L.

u ( K )

X (K > - ( C ' . 0 ) x * (K) (2 . 7L)

i h t - r e  ( A 1 , C  > i s  o n  o o s e r v a b l e  p a i r .  l o  s e e  t t . i s  d e f i n e

1 - )  =- ( D, , L)z  )

w h e r e  i s  mXr, a n d  D^ i s  ( n - i r )  Xn.  F o r n  t h e  p r o d u c t s

U .  7t»

r
I  L1 t

TT - >  =

LV

T , Dz

T D,1 4.

r
i h , .

-VV* M a . i d

I - » A T  =

r
: T ADi i i

! 1 ADL

T , A D Z

T AD 
l  l

a  no

CT" »  = ( C L 1 , CD. )I 2-

u s i n q  t h e  p a r t i t i o n e d  m a t r i c e s .  F r o m e q .  ( 2 . 7 7 )

[ 2 , l i )

U *79)

(2 .BO)

s o  t h a t  a l l  c o l u m n  v e c t o r s  o f  a r e  i n  t h e  u n e n s e r v a n l e

s u t s p a c e  w h i c h  i s  t n e  n u l l  s p a c e  o f  T , t h e  v e c t o r s  sp>or . n i r lv 

t h e  o b s e r v a b l e  s u h s p a c e .  Any v e c t o r  ^  t h a t  s a t i s f i e s  1 ^ - 0  

a l s o  s a t i s f i e s .  O y - 0 ,  s o  ^  i s  i n  t h e  u n o b s e r v a b l e  s u b s p a c . <  .



Th e  p r o u j c t  Ab ^  i s  i n  t h e  u n o o s e r v a t i e  s u b s p a c e  L t c j i . s e  t h e

s u b s p u c e  i s  i n v a r i a n t  u n d e r  A ( s e e  K u o ) . T h e n  i n  e g .  ( 2 . 7b) 

1 AD - 0 - e 1)
I fc*

a l s o  s i n c e  t h e  r o w s  o f  C a r e  r o w s  o f  Q,  a n d  t h e  c o l u m n s  o f  L 

n i t  i n  t h e  n u l l  s p a c e  o f  g t h e n

CL)

i n  e q .  ( * . . 7 9 ) .

( i . t . )

A a r t i t i o n i n c  t h e  s t a t e  a s

* • < * )  -

X*  ( K)

i M M  ( 2 . 6 3 )
«■

w i t h  x ' ( M  a n  n v e c t o r  t h e n  

i *  (h + 1)  = k ' n *  ■ ( k )  ♦ f c ; y (K)

y (K) -  C ' X ( K )  (2 . 6 4 )

d e s c r i D e s  a c o m p l e t e l y  o b s e r v a b l e  s u b s y s t e m  o f  e c .  ( 2 . 1 ) .

I h e  r e m a i n i n g  s y s t e m  d e s c r i p t i o n  i s  r e p r e s e n t e d  by

j ( ’ ( M l )  = A* j( ( k )  + A '  x ( M  ♦ B ' u ( K )  ( 2 . 8 5 )
1 1 1 1  2.2 “ i  1 “

w i t h  z e r o  m e a s u r e m e n t s  s o  t h a t  t h i s  p a r t  i s  c o m p l e t e l y

u n o L s e r v a b l e *

i h i s  c a n o n i c a l  f o r n .  i s  i m p o r t a n t  i n  d e c e n t r a l i z e d  

i  a e n t  i  i  i c a  t i  o n  a n d  i s  u s e d  i n  C h a p t e r  3 .  An e x a m p l e  f roc.  

5 i v a n  a n d  K w a K e r n a a K  i n  c o n t i n u o u s  t i m e  w i l l  b e  t r a n s f o r m e d  

t o  o b s e r v a b i l i t y  c a n o n i c a l  f o r m  t o  i l l u s t r a t e  t h e  u e t h o d .

An i n v e r t e d  p e n d u l u m  c o n s i s t i n g  o l  a p e n d u l u m  a t t a c h e d  t o  

a  p i v o t  o n  ci m o v i n g  c u t  ( s e r  f i g .  2 . 1 )  hu i t n t  : . t a u  

J e r . c i  i pt l  or,

- gg -



r  o i
i

0 o n T o -

* ( t )

i
i 0 - 1)

= [
j 0 0

0

D

0

1

1 1 
m u  * i

1 U

u ( t )

1
i . ' 1 0 a (1 L ° „

¥ I D - ( - i  , 0 , 1 , 0 ) x ( t ) ( i  , t b )

w/ it  r e t h e  s Y S t e n  p a r a m e t e r s - t f f  e c  t i v e p e n c u l u r , m a s s .

f r i c t i o n  c o e f f i c i e n t . a n d  f o r c e o f  y r a v i t y -  a r e  a l l s t  t  t c

o n e  f o r s i m p l i c  i t y . Th e  o b s e r v e d  v a r i a b l e o r  o u t p u t i s  t h e

a n c l e t n e  p e n d u l u n ma k e s w i t h  t h e v e r t i c a l . Tne

o b s e r v d D i l i t y  n a t r i x i  s

~-l  0 1 0

t- =
(J - 1  

-1 1 

0 -2

0 1 

1 0 

0 1

w h i c h  h a s  r a n k  3 .

r

/ X
/  ?  /

/

/

J

l i e .  1 . 1  I n v t - r l t d  p e n d u l u m  o n  m o v i n t ,  c a r t .

1 tn ■( t r . f i -  ret .  v c c t o i : .  s p a n  t h e  l ow: ,  c l  <,

-  ‘4 ' -



( - 1 . u ,  1 , 0 ) , ( 0 , - 1 .  0 ,  1 )

t t i a t  i s . a n y  r o w o f  U c a n b e  w r i t t e n

o f t h e s e t h r e e v e c t o r s • Any v e c t o r

s a t i s f y

- 1 0 1 0
r  1  

X ! 
1 1

0 - 1 0 1 * 1  ! = 0

0 l 0 0 * 3  !- J  \ I

(2 . fc fc J

L x * J U . t 9 )

o r

* X . * X 3 = °

X

X U . 9 C >

s o  t h a t  a  v e c t o r  t h a t  s p a n s  t h e  u n o b s e r v a b l e  s f a o 1 i s

< 1 ,  0 ,  1 ,  0 ) .  U  . 9 1 )

T h i s  v e c t o r  i s  t h e  s um o f  t h e  t w o  v e c t o r s

( 1 .  0 ,  0 ,  0 ) a n d  < 0 ,  Q, 1 ,  0 ) ( 1 . 9 2 )

a n d  e i t h e r  o f  t h e s e  c a n  be  u s e d  t o  t o r n  a n c n s i r . g u l a i

t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x .  S u p p o s e  t h e  f i r s t  v e c t o r  i n  t o .

( 2 . 9 2 )  i s  u s e d .  T h e n  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x  i s

1 =

- 1 0 1 0

u - 1 0 1

u 1 0 0

1 0 0 0 U  . 9  )

a n u  i t s  i n v e r s e  i s

- u t. -



r

i 0 u i; 1
i

1 0
0 1 0

j i 0 0 1
i
! 0L- 1 1 0

L u K u l a t i i ^  a i l  m a t r i x  p r o d u c t s  i n  i a; . ( 2 . 7 M  r e s e l l s  i n  t h i

c j r i ot i i  Cc i  rfc, n  b e n t d t i o a

—
1 

O 1 0 0 0

l c 1 0
X*(t) ♦

-1

0 0 -1 0 -1

0 0 1 0

V (t) = { a. o. o, 0 ) i ’ <t> u-55)

w h e r e  t h e  p a r t i t i o n i n g  c l e a i l y  s n o w s  t h e  c c r i e s p o n a i r . A ,  

s u b c a t r i c e s  w i t h  e q .  ( 2 . 7 5 ) .  T h e  s u b m a t r i x  h a s  t n t

o h s e r v a D l e  p o l e s  - I ,  - 1 ,  a n o  * 1 .  T n e  s i n g l e  u r c t s e r v a D . e

p o l e  i s  0 .

A n o t h e r  s y s t e m  p r o p e r t y  a r i s e s  i t  t t i e  p r e v i o u s  r e s u l t s  

a r e  r e l a t e !  t o  t h e  s y s t e m  s t a b i l i t y .  I f  a n y  s t a t e  i n  t n e  

u n o b s e r v a b l e  s e t s p a c c -  i s  a l s o  i n  t h e  s t a b l e  s u b s p a c e ,  t h e  

s y s t e m  i s  s a r d  t o  b e  d e t e c t a b l e .  W h a t e v e r  i n i t i a l  e s t i m a t e  

i s  q u e s s e d  f o r  t h e  u n o o s e r v a b l e  c o m p o n e n t  o f  t n e  s t a t e ,  t h e  

e r r o r  b e t w e e n  t h e  a c t u a l  s t a t e  a n a  t h e  o b s e r v a b l e  s t a l e s  

p l u s  i n i t i a l  c u e s s  f o r  u n o b s e r v a b l e  s t a t e s  w i l l  n o t  grow 

i n a c f  i  n i t c - l y  a s  t h e  o b s e r v a D l t  s t a t e s  a r t  i  e c o n o  t r  u c t  t  d i> 

a n  o b s e r v e r .

~U’f -



i n  s u m m a r y  t h i s  s e c t i o n  h a s  r e v i e w e d  b i i i U o r e  MIKO 

c a n o n i c a l  f o r m t  w i t h  e m p h a s i s  o n  t h e  L u i h b c r g e r  c a n o n i c a l  

l o r n  a n d  t h e  o b s e r v a b i l i t y  c a n o n i c a l  f e r n . .  S y s t e m s  i r i  row

c o m p a n i o n  f o r e  h a v e  b e e n  d i s c u s s e d  a n d  f o r  s y s t e m s  w i t h

d e c t n t : a l 1 z e d  o u t p u t  ( s )  t n e  e x i s t e n c e  c f  a new c a n o n i c a l

d e s c r i p t i o n  u s m q  t h o s e  o u t p u t  ( s )  w a s  d i s c u s s e d  a n a  

i l l u s t r a t e d  w i t h  e x a m p l e s .  C h a p t e r  3 d e r i v e s  a  m e a s u r e m e n t

e q u a t i o n  f i r s t  u s i n g  o n l y  o n e  s c a l a r  o u t p u t  a n d  t h e n  f o r  a

v e c t o r  o f  o u t t u t s  f r o m  w h i c h  p a r a m e t e r s  c a n  b e  i d e n t i f i e d  

a n d  u s e d  t o  o b t a i n  a s t a t e  d e s c r i p t i o n  i n  r o w c o m p a n i o n  

t o m .  C h a p t e r  3 a l s o  g i v e s  p r o c e d u r e s  f o r  d e t e r m i n i n g  t n e  

s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t s  I r o n  m e a s u r a b l e  o u t p u t s  a n u  

m e a s u r e m e n t s  o f  a l l  i n p u t s .  C h a p t e r  U t h e n  i n v e s t i g a t e s  

w a y s  o f  i d e n t i f y i n g  t h e  p a r a m e t e r s  w i t h  a n d  w i t h o u t  n o i s e  

a n o  p r e s e n t s  t h r e e  e x a m p l e s  t o  i l l u s t r a t e  p a r a m e t e r  

i d e n t i i i c a t i o n  f r o m  d e c e n t r a l i z e d  o u t p u t s  a n d  t h e  

c a l c u l a t i o n  p r o c e d u r e  l e a d i n g  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s t a t e  

d e s c r i p t i o n .  C h a p t e r  5 i d e n t i f i e s  a  h i g h  o r d e r  s y s t e m  u s i n g  

d e c e n t r a l i z e d  o u t p u t s  a n d  p r e s e n t s  c.^ I c u l a t i o n s  f o r  

o b t a i n i n g  t h e  s t a t e  d e s c i i p t i o n  o f  t h e  s y s t e m .

- a t - -



L ri A PI  e h 3

T h L Dt CmNTKALI ZLu  Kf , ASURLKEM LOURHCi N

I h i s  c h a p t e r  b e q i n s  w i t h  a  d i s c u s s i o n  o f  t h e  s i m p l e s t

t y p e  o f  i d e n t i f i c a t i o n  p r o t l e o .  A m e r c c r y l e s s  e q u a t i o n  w i t h

o n l y  t w o  p a r a m e t e r s  i s  c a s t  i n t o  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n  f e r n

a n a  o n e  way  o f  s o l v i n q  f o r  t h e  p a r a m e t e r s  i s  g i v e n .  N e x t

r e c u r s i v e  e q u a t i o n s  a r e  c o n s i d e r e d  a n a  c a s t  i n t o  n t u s u r  t u  er>t 

e q u a t i o n  f o r e . .  I n p u t s  a r e  i n c l u d e d  y i e l d i n g  AF-KA 

( a u t o r e o r e s s i v t , m o v i n  i - a v e r a g e )  r o d e l  e q u a t i o n s  a n a  t h e ; ,  

i s s u e s  a r e  r a i s e d  s u c h  a s  b i a s  a n d  s o l u t i o n s  d i s c u s s e d  wh e n  

n o i s e  i s  i n d u c e d .  S u c h  e q u a t i o n s  r e s u l t  wh e n  a  s y s t e m ' s :  

s t a t e  d e s c r i p t i o n  i s  m o d e l e d  b y  a n  e q u i v a l e n t  i n p u t / o u t p u t  

e q u a t i o n  ( s ) . S e c t i o n  3 . 2  c o n s i d e r s  a  M1M0 s y s t e m  w h e n  u n i y  

o n e  o u t p u t  i s  n e a s u r a b l e .  O n l y  a  s c a l a r  m e a s u r e m e n t  i s  t h u s  

q i v e n  m  t h i s  d e c e n t r a l i z e d  s c h e m e .  I h e  d e r i v a t i o n  f o r  t i t  

s c a l a r  m e a s u r e m e n t  i s  a c h i e v e d  h e r e  y i e l d i ;  j  a  s e r i a l  

" o t c e n t r a l i z e u  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n "  i r o n .  w h i c h  f a i a r c e t e i .  

r e l a t i n q  t o  t h «  s y s t e m  s t a t e  d e s c r i p t i o n  c a n  b e  i d t n t i f . i t -  

( t h e  a c t u a l  i  d t  n t  i  i i  c a  1 1 o n  i s  s t u d i e d  m  C h a p t e r  ' !) . 11 t h .

q l o h a 1 s y s t e m  i s  o b s e r v a b l e  l i o n  t h e  q i v e n  o u t p u t  t h e n  i t  i -  

s h o w n  t h a t  t h e  q l o b s l  s y s t e m  c u n  b e  i d e n t i f i e d ,  f o r  e x o n  p i t  .

- U ■-* -



i n  row c c m p a n  i c  n f o r m ,  u s i n g  A p p e n d i x  b .  I h c  s e c t i o n  a  1s t

s o l v e s  t h e  p r o b l e m  when  t h e  g l o b a l  s y s t e m  i s  u n e h s e r v a b l t

f r o m  t h e  q i v t n  o u t p u t .  I t  i s  s h o w n  t h a t  s i n c e  a n  

u n c o v e r . a u l e  s y s t e m  c a n  Le  t r a n s f o r m e d  t c  o l s t i v a b i 1 i t y

c a n o n i c a l  l o i c  i n  w n i c t i  a a e c o u p l e d  o n s e t  v a t . h  y o i t i o i i

a p p t . - i s ,  t t n s  p o i t i o n  car .  Du i d e n t i f i e d  u s i n g  t h t  o i d e i  0 1  

t h i s  o o s e r v d n i t  p a r t  i n  p l a c e  o f  t h e  y l c s a l  s y s t e m  o r c e i - 

A p p e n d i x  b c a n  t h e n  b e  u s e o  t c  g e t  a  s t a t e  d e s c r i p t i o n  of  

t h i s  o D s e r v a b l t  p o r t i o n .  S e c t i o n  3 . 3  m o d i f i e s  a t e c h n i q u e  

u s e d  f o r  S I SC s y s t e m s  u s e d  i n  R . C . K .  L e e  t h a t  f i n d s  t n e  

s y s t e m  o r d e r .  Mo r e  t h a n  o n e  i n p u t  m u s t  o e  i n c l u d e d  i n  t h e  

t e s t  a n u  f u r t h e r  i n s i g h t  i s  g i v e n  i n  s e c t i o n  3 . 3  t j  s h o w i n g  

t h a t  c o l u m n s  u s e d  i n  t h e  t e s t  a r e  p r e c i s e l y  t h o s e  t h a t  

a p p e a r  i n  t h e  n o n s i n g u l a r  l e a s t  s q u a r e s  s c l u t i c r .  t o  t h e  

i d e n t i f i c a t i o n  p r o b l e m .

S e c t i o n  3 . A c o n s i d e r s  a  g i v e n  v e c t o r  o f  m e a s e r e t e n t s  a n a  

d e r i v e s  a  v e c t o r  d e c e n t r a l l z e o  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n .  A g a i n  

a s  i n  t n e  s c a l a r  c a s e  p a r a m e t e r s  c a n  b e  i d e n t i f i e d  t h a t  car .  

h e  r e l a t e d  t o  a  s t a t e - s p a c e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s y s t e m ,  e . g . ,  

i n  r o w c o m p a n i o n  f o r m ,  u s i n g  A p p e n d i x  t .  A l s o ,  t h e  p x o h l e i f  

o f  t h e  q l o b a l  s y s t e m  b e i n g  u n o b s e r v a b l e  f r o n  t h e  

d e c e n t r a l i z e d  s e t  o f  o u t p u t s  i s  a g a i n  a d d r e s s e e  a r c  s o l v e d ,  

h s  i n  t h e  s c a l a r  c a s e ,  t h e  o o s e r v a b i 1 i t y  c a n o n i c a l  f o r m  i t  

u s e d  t o  s n o w  i h a t  t n e  O d s e r v a i l e  p o r t i o n  of t h e  s i  s t e p ,  u i . i t  y 

Ap p e :  : i x  L c a n  D* i a t n U f  l t d  p r o v i d e d  a n  e ^ p i o p r i  t e 

i d t r . t  i l  i c u t i u l i  i i l q u i  U h : n  i s  c e n t  i t i y  a p p l i e d .



S e c t i o n  3 . f  s o l v e s  t h e  p r o b l e m  o f  f i n d i n g  t h e  s y s t e m  

o r d e r  b u t  t h e  s i t u a t i o n  i s  m o r e  c o m p l i c a t e d  i n  t h e  m u l t i -  

o u t p u t  c a s e .  T h e  s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t s  w h i c h  a r e  r o t  u n i q u e  

i n  q e n e r a l  m u s t  b e  f o u n d  w i t h  a  t e s t  p r o c e d u r e  p a r t l y  

s i m i l a r  t o  t h e  s c a l a r  c a s e  i n  s e c t i o n  3 . 3 .  S o me  p a p e r s  

( b c b i v e n t o  a n d  o u i o o r z i  a n d  S h i j k h a n d e ,  e t a l . )  h a v e  g i v e r ,  

s p e c i f i c  s e q u e n c e s  t o  u s e  i n  t h e  t e s t  b u t  t h i s  s e c t i o n  

d e f i n i t i v e l y  s o l v e s  t h e  p r o b l e m  t o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  a n y  

t e s t  s e q u e n c e  s o  t h a t  t h e  s y s t e m  c a n  b e  i d e n t i f i e d  i n  many 

d i f f e r e n t  f o r e s  d e p e n d i n g  o n  t h e  s e q u e n c e  u s e u .  A g a i n  

f u r t h e r  i n s i g h t  i s  g i v e n  b y  r e l a t i n g  t h e  c o l u m n s  t e s t e d  t o

t h e  l e a s t  s q u a r e s  s o l u t i o n  t o  t h e  p a r a m e t e r s  1 n t h e  v e c t o r

UME .

2 * 1  I h e  I d e n t i f  j c a t i on P r o b l e m

A v e r y  s i m p l e  i d e n t i f i c a t i o n  p r o b l e m  i s  t h e  

i d e n t i f i c a t i o n  o f  t w o  c o n s t a n t  p a r a m e t e r s -  G i v e n  t w o  t i m e -  

v a r y i n g  s i q n a l s ,  a ( K )  a n d  b ( K ) ,  t h e  c o n s t a n t  p a r a m e t e r s .  A 

a n d  b ,  a r e  t c  b e  f o u n d .  T h e  o u t p u t ,  z ( k ) ,  i s  l i n e a r l y  

r e l a t e d  t o  t w o  o t h e r  s i g n a l s  by

z <k)  = A a  ( k ) ♦ d b ( k ) .

T h e  c o n s t a n t s  A a n d  b a r e  u n k n o w n  a n d  a r e  t o  b e  i d e n t i t i e s

o i  s o l v e d  f o r .  T h e  t  i m e - v a  r y l  rig s i g n a l s  z  (h)  , a ( k )  , o n e  b ( k )  

a r t  a v a i l a b l e  f o r  a l l  K a n a  a r e  k n o w n ,  i . e . ,  c a n  be  

n . e a s u r  e d  .



unc* way t o  s o l v e  t h i s  s i m p l e  p r o b l e m  i s  t o  c o l l t r t  t wo  

f f i e a s u t e a e n t s  i n t o  a  s y s t e m  o f  t w o  e o u a t i o n s  

2  ( K) = A a ( h )  ♦ c b (k)

2 ( k + l )  = A u ( k * l )  ♦ B ti i K >

or i n  m a t r i x  f t  in

2 ( M a ( k ) b ( k )
r -
i AI

z ( k * l )

—

a ( M l )
_

b ( M l )
L b _

by  p r e - m u i t i p l y i n g  Doth s l o e s  c l  t h e  e q u a t i o n  by t h e  i n v e r s e  

o f  t h e  2 X 2  m a t r i x ,  o f t e n  c a l l e d  a me asurement  m a t r i x ,  t h e  

p a r a m e t e r s  a r e  f o u n d
r  I r “ r

A ! (k)i
= 1

b ( K ) - 1 1 z  (k)

b
1
|^a ( M l ) b ( * ♦ ! ) 1--

---
---

-
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i

I n i s  a p p r o a c h  t a i l s  i f  t h e  a e t e r m i n a n t  c f  t h e  u e a s u r e m e n t  

i L a t i i x  i s  z e r o  b e c a u s e  t h e  t w o  e q u a t i o n s  a r e  n e t  l i n e a r l y  

i n d e p e n d e n t  i n  t h a t  c a s e .  I t  a l s o  f a i l s  i f  e v e r  a s n a i l

m e a s u r e m e n t  n o i s e  p e r t u r b s  t h e  d e t  e i  mi  m s  t i c  o u t p u t  z (k)  .

A n o t h e r  n e g a t i v e  a s p e c t  o f  t h i s  a p p r o a c h  i s  t h a t  1 0 1  

l a r g e  s c a l e ,  h i g h  o r d e r  s y s t e m s  t h e  m e a s u r e m e n t  n a t n x  w i l l  

h a v e  h i g h  o r a t i . T h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  i n v e r s e  r e q u i r e s  a

i a r q e  n u m b e r  o f  a r i t h m e t i c  o p e r a t i o n s  t h a t  r t q o i i t  a l a r g e  

a m o u n t  o f  c o m p u t e r  t i a i e  a n a  a i s  , f o r  l a r g e  o r d e r ,  n a y  r iot

b e  n u m e r i c a l l y  s t a b l e .  A w h o l e  c l a s s  o f  a l g o r i t h m s  tmvv

b e e  it u e v e l o p e c  w h i c h  s o l v e  t h e  [ r o b l e n  r e c u r s i v e l y  ist-f

S a i i d i s  a n d  S t t i n ,  : l e h d e l ,  G r a u j e  a ,  b r a u ^ t  b ,  a r c  A s t i e u ; ,



An e s t i m a t e  o f  the-  s o l u t i o n  i t  g e n e r a t e d  a t  e a c h  i t c i d t i o r ,  

s t e p  a n u  i t  c o n d i t i o n s  f o r  a l g o r i t h m  c o n v e r g e n c e  h o l d ,  s u c h  

a s t h e  a v o i d a n c e  o f  o r t h o g o n a l i t y  i n  d e t e r m i n i s t i c  g r a d i e n t  

cj n g s t o c h a s t i c  g r a d i e n t  a l g o r i t h m s  t o  Dt  e x p l a i n t - a  l a t t  i , 

t h e n  t n t -  e s t  i n  o t e s  c o n v e r g e  t o  t h e  t r u e  p a r a m e t e r s .  A t e  l 

l o r  t  e r  ri.i n a t  i  nc  t h e  a l g o r i t h m  s u c h  a s  f i n d i n g  t h e  c h a n g e  m  

p a r a m e t e r s  i r o n ,  o n e  i t e r a t i o n  t o  t h e  n e x t  c o u l c  t h e n  i t  

a p p l i e d .  I f  t h e  c h a n g e  i s  b e l o w  a  s e t  l i m i t ,  t h e  a l y o i i t M .  

e n c s .  T h e  p r e v i o u s  n o n r e c u r s i v e  a p p r o a c h  r e q u i r i n g  i n v e r s i o n  

f i n d s  t h e  p a r a m e t e r s  a l l  a t  o n c e  o r  a l l  i n  o n e  " b a t c h "  h e n c e  

i s  c a l l e d  a b a t c h  s o l u t i o n .  o n e  i m p o r t a n t  a d v a n t a g e  o f  s o m t  

o f  t h e  r e c u r s i v e  t e c h n i q u e s  i s  t h e y  d c  n o t  r e q u i r e  t h e  

c a l c u l a t i o n  o l  a n y  i n v e r s e s  ( s e e  S a r i a i s  ar .d S t e i n ) .

I n  t h e  t w o  p a r a m e t e r  e x a m p l e ,  a t  l e a s t  t wo  m e a s u r e n . e n t s  

n a o  t o  b e  c o n c a t e n a t e d  a n d  t h e  m e a s u r e m e n t  m a t r i x  t o  Le 

i n v e r t e d  wa s  s e c o n d  o r d e r .  T n e  p r o b l e m  c a n  b e  g e n e r a l i z e d  t o  

n p a r a m e t e r s  w i t h  a n  o u t p u t  z ( k )  d e p e n d i n g  o n  n t i n e  v a r y i n g  

s i q n a l s  t h a t  a r e  m e a s u r a b l e

z ( K )  = P i  x (k)  ♦ h  x (k)  ♦ . . .  * PN x ( k )  .i 2 -v\

I h i s  e q u a t i o n  i n  v e c t o r  n o t a t i o n  i s



-  IK) fx  ( M  . * ( k ) ,L i 1
x (k)"i  i I*T\ l j  | f o.

i

P 2

I .

( K) £  .
PM

I n  t h t ;  D o t c l i  a p p r o a c h  a e ^ s u r e r r e  u t  s  a t  s u c c e s s i v e  

a r e  c o n c a t e n a t e d  o r  s t a c k e d  t c c e t h e i  u n t i l  t h e r e  : 

u v e r d e t e r m i n e d  s e t  o f  e q u a t i o n s

z (k)

1
X

4 _1

•

* = ft

• ft

l  < K ♦ N — 1) xT ( h ♦ N - 1 )

P .

T h e  s o l u t i o n  i s  t h e n  o o t a i n e d  by
r~ t  

x ( k )

k *

4 - r  "l
z (M 

*

•

•

z (f *N- 1 )

wh t  r e

* <r. + N- a >

i s  1 11 f  p s e u d o - i  n ver  st

1 1 n;e s

s  an

- St* -



An i m p o r t a n t  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  1 0 1  mu 1 a t  i o n  i s  1 1 . t h e  

i d e r . t i  f  i c a t i o n  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  i n  a  f i n i t e  d i f f e r e n c e  

e q u a t i o n .  S u p p o s e  t h e r e  i s  a n  n t h  o r a c r  f i n i t e  d i f f e r e n c e  

e q u a t i o n

> ( k + h ) ♦ a  y ( k * n - l )  + . . .  « a  y ( n )  - b u ( k )  * 3 . 2 )i

w i t h  u n k  nown  c c e f f i c i e n t s  a . . . . .  a^ , t  a n a  y (K ♦ n ) ..................

y ( M  » u ( K )  a r e  p e r f e c t l y  c . < - a s u r a t l e . S o l v i n g  f o r  y (h  + n)  anr? 

u s m q  v e c t o r  n c t a t i o n

y < k  + n)  = f  y ( K ♦ n - 1 )  , . . . .  y ( k )  , u t k j j j - ^

- a

b J  .

I h i s  e x a m p l e  i s  c a s t  i n t o  e x a c t l y  t h e  s a m e  m e a s u r e m e n t  

e q u a t i o n  f o r m u l a t i o n  a s  t h e  p r e v i o u s  i d e n t i f i c a t i o n  p r o b l e m  

( s e e  M e n d e l  f o r  a  d e t a i l e d  d e s c r i p t i o n  c f  t h e  e q u a t i o n  e r r o r  

i o r m u l a t i o n ) . F r o m  h e r e  m e a s u r e m e n t s  a t  s u c c e s s i v e  t i m e s  

c a n  b e  c o n c a t e n a t e d .  A f t e r  n * l  o e a s u r e m e n t s  a r e  c o l l e c t e c  

t h e  i n v e r s e  o i  t h e  n » l  X n + i  m e a s u i e m e n t  ma t ;  i x  c o u l d  be 

p r e - m u l t i p l i e d  o n  b o t h  s i d e s  o f  t h e  c o n c a t e n a t e d  e q u a t i o n  t o  

o b t a i n  t h e  n-*l  p a r a m e t e r s  i n  t n e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n .

I h e  i d e n t i f i c a t i o n  o f  l i n e a r  t i m e - i n v a r i a n t  s y s t e m s  i n  

s t a t e - s p a c e  c a n o n i c a l  f o r m  c a n  now b e  a c h i e v e d  s i n c e  a n  n t t .  

o r a e r  s t a t e  d e s c r i p t i o n  c a n  be  r e p r e s e n t e d  by a n  n t h  o i a t i  

i i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n .  I h e  f o l l o w i n g  s t  n t t  - s p a o

d e f c r i p i  i o n



X t ( 1 )
r  i  
i 0 x , <M

MX ( t t * l )
1 1 •(

x <M
X i *

*

a

-  1 * 11 ">L- 1
1’ *

♦

m

4 •

m

1
1

1
i

'J
t

m t

| >  < h * i )! >s
1 ii “ iJ * • ♦ * d ,L ^  1 -

x ( h ) I
_

1 5  e q u i v a l e n t  t o  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  ir; ( 3 . 2 )  i f  

t h e  f o l l o ^ i n q  s t a t e s  a r e  d e f i n e d  

x j <M =■ y ( M 

x (K) = y (K + i )X

x ,  <k ) -  y ( k * 2 )

x ^ ( K )  -  y ( K ♦ n - 1 )  . ( 3 . * . )

l o  s e e  t h e  e q u i v a l e n c e  f i r s t  s t e p  u p  * ^ 1 * )  t o  "

y ( K + n )  t h e n  f i c i r t  t h e  l a s t  r o w i n  e q .  ( 3 . 3 )

x ^ U  + 1)  = y ( K * n )  = - a ^ x ( ( k )  -  x i (K) -  . . .  * a ^ ^ f r . )

+ bJ( n)  .  ( 3 . 5 )

N e x t  s u D s t i t u t i n q  f o r  t h e  n s t a t e s  f r o m  e q .  ( 3 . U )  i n t o  ( 3 . 5 )  

y ( h * n )  = - a  y ( K)  -  a y ( K * l )  -  . . .  -  a y ( K - * n - l )  * t u ( K )
X  > n "" f 1

GI

V ( t + n )  ♦ o y (K) ♦ a  y l h  + I )  ♦ . . .  ♦ e  y ( k + n - l )  = t>u(K) .>\ -TV I t

h i t f j  t n e  f  n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i c n / s t a t t - s , .ct  

d e s c r i p t i o n  c o u i v a l e n c e  e s t a b l i s h e d  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  t 1 

P o i a n . e t e r s  i n  a 5 L a t  c -  s pa c» mode l  i s  Ca s t  i n t o  t ht

-  5 s  -



m e a s u i  eir e n t  e q u a t i o n  f o r m u l a t i o n  o f  t i n  r o e mc T y l i  s e  p r o b l e m  

a t  t h e  L e q i n m n q  o f  t h i s  c h a p t e r .  T h a t  e x a m p l e  at .  w e l l  a s  

t h t  o t h e r s  w e r e  d e t e r m i n i s t i c ,  i n v o l v i n g  n c  r a n d o m  

a i s t u r D a n c e s  0 1  m e a s u r e m e n t  n o i s e .  An i m p o r t a n t  i s s u e  i n  

i d e n t i f i c a t i o n  i s  t o  i d e n t i t y  s y s t e n  p a r a m e t e r s  i n  t h t  

p i t s e n e e  o f  n o i s e  c o r r u p t i n g  o r  b e i n g  a i a e d  o n t c  a n y  o r  a l l  

s i q r . o l s  t h a t  a r e  m e a s u r e . . .  h e t u r n i r . g  t o  t h e  n t h  o i u t i  

me mo r y  l e s s  e x a n p l e  c o n s i n e r  t h a t  a n o i s e  s o u r c e  i s  p r e s e n t  

b e i n g  a u d e d  t o  a l i n e a r  c o n t i i . a t i a n  c f  n t i c e - v a r  y n i s  

s i g n a l s  g (ft) t o  g ( k)  s o  t h a tI TI

z ( k )  = P I  a (k)  ♦ . . .  ♦ PN g ( k)  ♦ v {k)I vw

= a <k) E ♦ v(k) 

i n  v e c t o r  n o t a t i o n .  A s s u m e  t h e  v a l u e s  t h a t  t h e  n o i s e  s o u t c l  

v (kJ  t a k e s  a r e  u n k n o w n  a n d  v a l u e s  a t  d i f f e r e n t  t i m e s  a r e  

s t a t i s t i c a l l y  i n a e p e n d e n t  o f  e a c h  o t h e r .  A g a i n  a s  b e f o r e  

c o n c a t e n a t e  n m e a s u r e m e n t s  

z( k> -  g T ( k ) £  * v ( k )  

z ( k * l )  = g T ( k + l ) £  + v (K ■* 1)

z ( k * n - l )  = g ( K + n - l ) £  ♦ v ( k - » n - l )  . ( i . t )

I h e  p a r a m e t e r  v e c t o r  P i s  c ommon  t o  e a c h  e q u a t i o n  ar id c a n  be 

f a c t o r e u  o u t .  L e t
T

i ( K )  = (z (k)  , z ( f t * l ) ............... z ( k - * r i - l > ; ,

C ( k )  - ( q ( k ) .  g (k* 1 ) ............... g t k  + n - i ) ) 7*
T

a no V ( M  = ( v ( L ) ,  v ( k * l j ,  . . . ,  v ( k + n - l ) )



I her .  t h e  c o i i t i . t e n a  t e  J m c a i o r t  ner. t  e q u a t i o n  ( 3 * u )  cui ,  b< 

w i i t t t . f i  ob

i  (K) = o  (K) L 4 Y (K) . ( 3 . 7 )

i r  t h e  a f t e r r ; i r . i 3 t i c  c . t j f :  V<K) i s  z t - r c  a n c  < 3 . 7 )  w o u l d  bt  

s o l v e u  by t - i t ' - w u l t i j  l y i n - j  py l i  t h i s  i s  l t y e a t u a

lit; r -

1 = o - >  ( K ) i ( k )  -  G - ‘ ( h ) V  (k)  

a n a  t n e  t r u e  s o l u t i o n  i s  a l t e r t c  by t h e  t e r n .  G_1 ( k ) V ( k ) .

I f  L>n m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n s  a r e  c o n c a t e n a t e d  t r i e  s y s t e n  

o f  e q u a t i o n s  i s  t h e n  o v e r d e t e r m i n e d  ( w i t h  r e g a r d  t o  s i y n a l s  

a n c  p a r a m e t e r s  o n l y )  a n d  t h i s  f a c t  c a n  b e  u s e e  t o  o f  i s e t  t h t  

e f f e c t  o f  m e a s u r e m e n t  t n o r s .  t a s e o  o n  t h e  a v a i l a c l t
A

m e a s u r e m e n t s  ar. e s t i m a t e ,  L * o f  t h e  t r u e  p a r a n e t  r s  will
A

b e  G e n e r a t e d .  T n e  p a r a n e t e r  e r r o r  i s  £ ( K )  = £ -  £ < k ) *  A
A  A

l i n e a r  e s t i m a t e  o f  £ < k )  i s  o b t a i n e a  t h r o u g h  2 ( k) = G ( k ) £ ( k )
A

a n c  a  m e a s u r e m e n t  e r r o r  i s  d e i i n e u  b y  2 (r>) = 2 ( h )  -  2 ( h ) .

( H e r e  u ( k )  i s  a n  LXn m a t r i x ,  L > n . )

A

hn e s t i m a t e  £ ( k )  a l o n g  t h e  l i n e s  of  t h e  b a t c h  s o l u t i o n  

wi t h  n o  n o i s e  i s  ODt a i ne a  t h r o u g h  t h t  m e t h o d  of  a t n e r a l i z e u  

i e a r t  s q u a r e s :  by m i n i m i z i n g  t h e  w e i g h t e d  s um o f  t h e  s q u a r e s  

of  t n e  co mpo ne nt s  of  t h e  measurement  e r r o r  v e c t o r ,  Z ( k ) .  Ihe  

w e i q h t e u  s um i s
A ~

S ( b ( M )  -  w ( k ) z * ( k )  ♦ w ( k + l ) z ? ( k * l )  + . . .

♦ w (h + L - 1 ) z ? < k * L ~ l )  

w h i c h  Coi,  b e  w r i t t e n  a s
- -  T

b — 2 ( m ) U ( k ) 2 ( K )

-  v. -



W1 t  h

r « i M  o

i 0 w(K *1 )  0

w ( k )

o

0

w ( k ■» L - 1 > J

l o  t i n a  t h e  F ( K )  t h a t  m i n i m i z e s  S s u b s t i t u t e  f o r  z ( k)  w i t h

i  ( M = Z i k)  -  i ( K ) i ( K )  -  G ( k ) i ( k )

a n c  t h e n  s e t  t h e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n  w i t h
A

r e s p e c t  t c  £ ( k )  t o  t h e  n u l l  v e c t o r :

ri S *j- ^  a
= - 2 < G  ( k ) M ( k ) * ( k ) )  ♦ 2G (K) K < k ) G ( k ) £  (h)  = C .

T h i s  e q u a t i o n  i s  c a l l e d  t h e  n o r n . a l  e q u a t i o n .  S o l v i n g  t h e

e q u a t i o n  y i e l d s

£ ( * >  = ( o " r ( h>U ( k ) G ( k )  > ( G ^ f k )  * ( k )  Z ( k )  ) ( 3 . 7 b )

T h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e  o f  S m u s t  b e  p o s i t i v e  d e f i n i t e
A

n i n m i z e  S .  T a k i n g  t n e  d e r i v a t i v e  o f  d S /  d £ ,

a * S
~ A  ~

d £ *
2o (k)U(k)G<M*

k  r e q u i r e m e n t  f o r  a  g e n e r a l i z e d  l e a s t  s q u a r e s  s o l u t i o n  i s
T

t h a t  t h e  i n v e r s e  (G e x i s t .  I f  a l l  r o w s  o f  G a r e

j i t i t - a r l y  i n d e p e n d e n t  s o  t h a t  G h a s  m a x i m u m  r a n k ,  t h e  i n v e r s e  

e x i s t s .  I f  ( k )  = wl  w h e r e  w i s  a  s c a l a r  a n d  I  t h e  n t h  o r d e r
A

i d e n t i t y  m a t r i x  t h e n  f c ( k)  i s  t h e  l e a s t  s q u a r e s  e s t i m a t e  o f  !_

g i v e n  t> y
A

i ( k ) ( t ) G ( k ) ) - > J  < k ) Z ( k )



i n  « q .  ( i  . 1 ) t h e  j u i u t i  on  w i t h  mea s u r  e n t  n \ n o i s t .  w^s

i n c o r r e c t  b e c a u s e  o f  t h e  t o r n  G_ 1 (K) V (K) . T h e  b c i u t ; u r i s

t h e n  c l e a r l y  i n c o r r e c t  by t h e  a m o u n t  G- , ( K ) V ( K ) .  W i t h o u t  

n o i s e  t h e  q e n e i a i i z u u  l e a s t  s u u a i t s  e s t i m a t e  i s
A  " T  * T

l ( k i   ̂ { o  ( 1 )  w ( h > G ( f j ) - ‘ o  (». )  V ( k )  Z ( k )

-  ( G^ i K)  V. (k)  G ( k>)  -  » G ^ ( k ) * (k )G { k ) P  = F

w h i c h  i s  c l e a r l y  c o r r e c t ,  W i t h  n o i s t  t h e  e s t i m a t e  i s  
A T  T
t ( k )  = ( j  ( k ) W ( K ) G ( M ) - 1 G (k)  U <k) (G (k)  P ♦ V ( k ) J

£ ♦ ( G ^ t k )  -  ( k ) G ( k > )  - i G ^ l k J W  ( k )  V <K J . (3 - 1> >
A

T h i s  d o e s  n o t  s o l v e  t n e  p r o b l e m  b u t  t h e  e s t i m a t e ,  I ( k ) ,

a p ; l o a c h e s  P a s  L ,  t h e  n u m b e r  o f  m e a s u r e m e n t s ,  i n c r e a s e s  i f

t h e  s e c o n u  t e r m  o n  t h e  r i q h t  h a n d  s i d e  o f  { 3 , 6 )  r u s  z e i -

m e a n .  Ta * . i n q  t h e  e x p e c t a t i o n  o n  b o t h  s i a e s  o f  ( 3 . 8 )  
a t  t

U M M )  = £ ♦ E ( ( G  (MW ( K ) G ( k ) ) - i G  (K) W ( k )  V ( k ) )

T h e  s e c o n d  t e r m  i s  t h e  P i a s  a n c  i f  i t  h a s  z e r o  m e a n  t h e n

M M O )  = E •

u n e  way f o r  t h a t  s e c o n d  t e r m  t o  h a v e  z e r o  me a n  i s  i f  C (n)

a n d  V ( k ) a r t -  s t a t i s t i c a l l y  i n d e p e n d e n t .  I n  t h a t  c a s e
t  t  t  t

M ( G  UG) - * G UV) = L ( (G W>0_ 1 G W ) t ( V )  = 0

b e c a u s e  M ¥ ( k ) )  = 0  .

how c o n s i d e r  t h e  i d e n t i l i c a t i o r i  o f  p a r a m e t e r s  i n  a  s y s t e t  

w i t h  me mo r y  a n c  n o i s e .  A s y s t e m  w i t h  me mo r y  c a n  be  m o d e l e d  

b y  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  p r e v i o u s l y  s t u c i e o .  No .  

s u p p o s e  a  n o i s t  s o u r c e ,  w ( k > ,  i s  p r e s i - n t  s o  t h a t

y( r -*r i )  + <u } {K ♦ n -1 ) ♦ . . .  * u y (K > -  u u { K )  + w ( k } . ( 3 . 9 )
* -"kw



I t i i t ,  r l o s f i i  l e s e L i t l ^ s  t h e  a e c o i u i d l u e c  m a s u r i - m i t  

e q u a t i o n  t o  be d e r i v e d  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .

U n t m y  ( 3 . S*) i n  v e c t o r  f o i D'

V tK + rI) = y (K + n - 1 )  , y { K ) ,  o ( K) - a

w  < n )

L i t e a s u r  e i nen t s  a r e  t h e n  c o n c a t e n a t e d  w i t h  L>n  s c  t h a t

^  y (K*n> (K + n - l ) . . • y <K) U (K) 1

y ( K + n + 1 )  

•

•

y ( h * n )  

*

. . . y {it ♦ 1)  

•

•

u ( M  i )

ft

ft

•

y {it + n + i . - l >

•

y (k -*n* L - 2 )

•

•

. . . y (K + L - i )

t

1
i

1
1

u ( k U . - l ) J

w (K> 

w (K + I )

w ( M L - l )

o r

- 6 i  -



y (k)  ̂ b ( M i  ♦  ̂ (M *

£ n  u n o i a s e t i  l e a s t  s q u a i  e s  s o l u t i o n  e x i s t s  i f  C ( k ) a n c  

w < K > a r e  i n d e p e n d e n t .  F o r  r e c u r s i v e  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n s  i t  

i s  f o u n d  t h a t  t h e y  a r e  n o t  i n d e p e n d e n t .  I h i s  w i l l  b e  shewn  

by i i n d i r . q  w h e t  e l e m e n t s  u t  C (h)  a i t  d e p e n d e n t  ci i  wn a t  

e i t n e n t s  o f  t h e  n o i s e .  I f  t h e  e l e m e n t s  o l  o ( h )  a r t  a e j e n o e n t  

o n  n o i s e  t e r m s  t h a t  a l s o  a p p e a r  i n  t h e  n o i s e  v e c t o r  * (M

t h e n  G ( k ) a n c  w(K)  a r e  c o r r e l a t e d  a n d  t h e  l e a s t  s q u a r e s ,

s o l u t i o n  c o u l d  b e  b i a s e d .

To  s e e  w n a t  n o i s e  t e r m s  G(K)  d e p e n d s  o n ,  e a c h  e l e m e n t

y (  ) m u s t  b e  a n a l y z e d  f o r  d e p e n d e n c e  o n  n o i s e  t e r n s .  I n n

d e p e n d e n c e  c a n  b e  s e e n  by o b t a i n i n g  t h e  e q u i v a l e n t  s t a t e  

s p a c e  u e s c r i p t i o n  o f  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  m  w h i c h  

* , ( M  = y <M a n d  s o l v i n g  t h e  s t a t e  e q u a t i o n  f o r  >. , f ) - The  

r e q u i r e d  f o r m  r e s u l t s  i f  

x ( ( M  = y (K>

* (r  ) = y (K4 1)z

x ( M  = y (K 4 n - l )
"H

t h e n  e q .  ( 3 . 9 )  i s  e q u i v a l e n t  t o

- L i -



> , < * ♦ ! )  "]
1

X I K ♦ 1 )
r

> U * l > ’ a  • -Y\ -  a

x , (K) 0

x <k> 
x

»

• + • u ( k)

*

■

m

0

x (K)
J

W ( k)

h e - w r i t i n q  t h e  e q u a t i o n  a s

& (k ■* 1)  = A& (k)  ♦ fcu(K)  + t  w (K)

t h e  s o l u t i o n  t c  t h i s  e q u a t i o n  i s
-fc -A.-X

A ( k )  = h X 1 0 )  ♦  S  n  b u ( i - l )
- jL *  I

♦ 2  A t w ( i - l ) .
i .= f

S i n c e  y ( K )  = x ( (K) t h e  n o i s e  t e r m s  or.  w h i c h  y ( k ) d e p e n d s

c a n  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  s e c o n d  s u m m a t i o n  i n  t h e  s o l u t i o n .

I h e  s e c o n a  s u m m a t i o n  c o n t r i b u t e s  a s u m c f  t e r m s  b e ^ i n n i n u

w i t h  w (0)  f o r  i = l  u p  t o  w ( h - l )  f o t  i = k  m u l t i p l y i n g  w h a t e v e r
4i-j-

e l e m e n t s  f r o m  f> a n d  t .  T h e  e a r l i e s t  a n d  l a t e s t  o u t p u t s

a p p e a r i n q  i n  G ( K ) .  y ( K )  a r i a  y ( k * n - * L - 2 ) ,  r e s p e c t !  v e l >  , « r e

f o u n d  t o  h e  d e p e n d e n t  o n  w ( 0 )  t o  w£k)  t o  w ( k + L “ l )  u p  t o

w (K •* n* L* 3 ) .  C o m p a i i n y  G ( x )  t o
~r

W (k> - ( w (1 > , w (k + 1 ) ................... w ( h ♦ L- 1 )  )

n i



i t  i s  s e e i .  t h a t  u (n)  a n o  * ( r )  d [ t  f u n c t i o n s  c l  i c t r i t i c u j  

n o i s e  t e i t r s  wl . i c l i  m e a n s  t h e y  a r e  n o t  i  n d e ^ e r i a t  r. t . T h i s  

QOfc i n * t  me a n  t h e y  m i s f i t  n o t  h e  o r t h o g o n a l  a n d  t h e  e s t i m a t e  

c o u l d  p o s s i D l y  Le  u n h u s e c .  i n e  c o n d i t i o n  o t  o r t h o g o n a l i t y ,  

t o u e v c r  , d e p e n d s  o n  t h e  s p e c i f i c  s c q u e r . c t  o f  v e l u c s  i n  *>' ( f ) 

w h i c h  i s  n o t  r , e d b j r d t  I t ,  a n a  s o ,  n o t  a v a i l a b l e .  

O r t h o q a n a i 1 t y  c a n n o t  b e  p r o v e u  b e f o r e  u s i n g  t h e  g e n e r a l i z e d  

l e a s t .  s q u a r e s  e s t i m a t e  w h i c h  t ray o r  may n e t  b e  b i a s e d  mar. i n  v 

t n i s  a p p r o a c h  i n e f f e c t i v e  f o r  t h e  c u r r e n t  p r o b l e m .

A b a t c h  a p p r o a c h  a p p l i e d  t o  t h e  p a r a m e t e r  e s t i m a t i o n  

p r o b l e m  f o r  a s y s t e m  m o d e l e d  by  a d i f f e r e n c e  e a u a t i o n  w i t h  a 

n o i s e  s o u r c e  i s  s e e r  t o  b e  i n e f f e c t i v e  a n d  t h i s  p r o b l e n  i s  

o f  a  s i m p l e r  f o r m  t n a n  t h e  e q u a t i o n  t o  b e  i d e n t i f i e d  i n  t u t  

n e x t  s e c t i o n .  I n  t h a t  s e c t i o n  a  v e c t o r  o f  n o i s e  s o u r c e s ,  

w ( K ) ,  i s  p r e s e n t  i n  t h e  s t a t e  m o d e l  a n d  a f i n i t e  d i f f e r e n c e  

e q u a t i o n  d e r i v e d  f r o m  t n e  m o d e l  h a s  c o m p o n e n t s  o .  t h e  n o i s e  

v e c t o r  m u l t i p l y i n g  u n k n o w n  c o e f f i c i e n t s .  As  y e t  t h i s  

a e v e l o p m e n t  h a s n ' t  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  m e a s u r e m e n t  n o i s e  a s  

i n  t h e  me mor y  l e s s  p r o D l t m  1 ri e q . ( 3 . 7 ) .  T h e s e  mo r e

c o m p l i c a t e d  p r o b l e m s  a s  w e l l  a s  p r o b l e m s  s o l v a b l e  by  t h t  

b a t c h  a p p r o a c h  c a n  b e  d e a l t  w i t h  u s i n g  r e c u r s i v e  

i  a t  n t  l  i  i c a t  i o n  m e t h o d s .

I n  g e n e r a l  n o s t  r e c u r s i v e  m e t h o d s  c i  a l g o r  i t h n  h a v e  t h e

l o r n
a a
i ( K ' D  -  t  0 )  * <K> ( e i  ) (a . 13 i



A
i n  w h i c h  £ ( M  i i  t h e  K t h  e s t i m a t e  o l  a v e c t o r  o f  u n h n o w n

p a r a m e t e r s ,  £ .  T h e  q a i n  K m u l t i p l i e s  a n  e r :  o r ,  e r  , w h i c h  i t

t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  a n  a v a i l a b l e  m e a s u r e m e n t  t h a t  may he

c o r r u p t e e  by n c i s e  a n u  a n  e s t i m a t e  of  t h i s  m e a s u r e m e n t .  F c r

e x a m p l e ,  i n  r e c u r s i v e  g r a d i e n t  t y p e  a l g o r i t h m s  a m e a s u r e  c e n t

e s t i m a t e  i s  g e n e r a t e d  t h r o u g h

M M  - S ^ I M H M  
* r

w h e r e  g  <M i s  a  v e c t o r  o f  p a s t  m e a s u r  emient  s  . I n  t h e  a b s e n c e .

o f  n o i s t  t h e  t r u e  m e a s u r e m e n t  i s  g e n e r a t e d  t y  t h e  p r o c e s s

a c c o r a i n q  t o  
t

z ( h )  = s  ( M  

T h e n  t h e  e r r o r  i s
A T  ^

e i  ( M  = z (K) -  z ( k )  = g  ( h )  (P -  £  ( h ) ) .

As  t n e  e r r o r  d e c r e a s e s  d u e  t o  new e s t i m a t e s  c l o s e r  t o  t h e

t r u e  p a r a m e t e r s  t h e  c o r r e c t i o n  t e r m ,  Ker  , i n  t h e  a l g o r i t h m

c o n t r i b u t e s  l e s s  t o  n e w e s t i m a t e s .  T h e  g a i n  may o e p e n d  or,

t h e  m e a s u r e m e n t s  a n d  a r b i t r a r y  w e i g h t s ,  . o r s t r a i h e c  by

c o n d i t i o n s  f c r  c o n v e r g e n c e  t o  t h e  t r u e  p a r a m e t e r s .

t n o u q h  b a c K g r o u n a  d i s c u s s i o n  a n d  e x a m i n a t i o n  o f  

i a t n t i f i c a t i o n  p r o b l e m s  h a s  b e e n  c o n s i d e r e d  t o  l e a d  i n t o  t h e  

n e x t  s e c t i o n .  T h e r e  a m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n  u s i n g  l i m i t e d ,  

i . e . ,  u e c e n t r a 1 i z e d , s t a t e  i n f o r m a t i o n  i s  d e r i v e d  t r o E  w h i c h  

p a r a m e t e r s  c a n  be  i d e n t i f i e d .  I n  C h a p t e r  b d e t e r m i n i s t i c  

a n d  s t o c h a s t i c  a l g o r i t h m s  w i l l  b e  s t u d i e d  i n  g r e a t e r  d e t a i l  

a n c  w i l l  b e  a p p l i e d  a l o n g  w i t h  b a t c h  t e c h n i q u e s  t u  t h t  

ue c t .  n t  r a l i  z e d  s t a t e  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n .

- h e -



1L‘1' PdE

I h i s  s e c t i o n  c o n s i a e i  t h e  p r o b l e n  o l  : c t n t  1 1 y i M  

e l e n e n t s  o l  11, t. s y i t e ; ; i  m a t r i c e s  t o r  l i n e a r  t i  n e -  i n v a r l u n t  

M r  i s y s t e m ^  whe n  o n l /  p a r t  o l  t n e  t o t a l  s y s t e i i  s t a t e  i s

r . V c i l u n l e .  t  o r e  g e n e r a l l y  U n  o e r t n t i  a 1 i z t  a s t r u c t u n

u i  l e w s  i o i  me a s  - r e m a n t s  t h a t  a u  11 n e a r  c o r r i r . u t  i o r  s c l  t h a t  

a v a i l a b l e  p a r t  o f  t h e  t o t a l  s t e t e .  F c r  t h e  l i n e a r  t i m e -

i n v a r i a n t  s y s t e m

jctit  + 1)  = Ax (K) ♦ b u ( i t )  ♦ Tw (it)

* m ( k ) = C j ( ( k ) + y { k )  ( 3 . 3 1 '

t h e  s t r u c t u r e  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  a l l o w s  o n e  r e a s u r e n . e n t  

y ,  ( r )  o f  t h e  mt h  o r d e r  o u t p u t  v e c t o r  t o  be  m e a r u r e a  by
A.

s u t s y s t e n .

G i v e n  a  h i s t o r y  o f  t h e  s i n c l e  m e a s u r e m e n t  y n ^ ( h )  a n  

e q u a t i o n ,  c a l l e d  t h e  D e c e n t r a l i z e d  M e a s u r e m e n t  E q u u t i o . . ,  

(DhE) , w i l l  b e  d e n v t o  i n  t e r m s  c f  p a s t  a r c  p r e s e n t

m e a s u r e m e n t s  o i  t h e  f o r m

y r r ^ ( k * n )  = P N y m ^ t k + n - l )  ♦ . . .  •* l l y n - ( K j
T T

* f ebl  j ( h * n - l )  ♦ . . .  + p j t n  u ( K)
~r T

+ Dwl  w ( K « n - l )  . . .  ♦ i-wn w(h> .

t r o t .  t h i s  e q u a t i o n  t h e  c o e f f i c i e n t s  a r e  i d e n t i f i e d  ir,  

C h o p t e r  A u s i n q  v a r i o u s  i d e n t i f i c a t i o n  a l g o r i t h m s  a n o  t e r  

v a r y i n g  c o m p l e x i t y  o f  t h e  n o i s e  t e r m s  a p p e a r i n g  i n  ( 3 . 1 2 ) .  

i  r u n  t h e  i a e r i t i f i e d  p a r a m e t e r s  a s t a t e  d e s c r i p t i o n  i n  r o -  

c o u p a m o n  I j h .  i r e a l i z a b l e  u s i n y  t h e  r e s u l t s  o i  A p p t n u i x

- i  i,-



t . S l  ric t. t h t  LHE i s  a i  u n c t i o n  c t  o n l y  yw (k)  o n e  n o  o t h e r

o u u u t s ,  t h e  e q u a t i o n  i s  " o u t p u t  o e c e n t r a l  i z e c . "  No t e j t h a t  

t h e  e q u a t i o n  i n v o l v e s  a l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  p a s t  a n d  

p r e s e n t  i n p u t s  f r o m  a l l  s u b s y s t e m s .

A l l  i d e n t i f i c a t i o n  a l g o r i t h m s  c o n s i d e r e d  i n  t h i s  t h e s i s  

l e u u i r e  t h a t  e l l  i n p u t s ,  u i n )  , h e  Kn o wn .  A l l  i n p u t  

i n f o r m a t i o n  m u s t  b e  a v a i l a b l e  t o  a  s u b s y s t e m  s o  t h a t  i n p u t  

i n f o r m a t i o n  i s  c e n t r a l i z e d .

T h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  Lme  w i l l  p r o c e e d  f o r  a n  a r b i t r a l *  

i t h  s u o s y s t e i t i  o f  a n  o v e r a l l  n t h  o r d e r  g l o b a l  s y s t e n .  T h e  i t h  

s u b s y s t e m  " s e e s ”

y m . ( e ) -  c - ^ ( K )  ♦ v - ( k )  ( 3 . 1 3 )K *■ *■
w h e r e  c .  i s  t h e  i t h  o f  m r o w s  i n  C i n  e g .  ( 3 . 1 2 ) .  A

c o n c a t e n a t e d  v e c t o r  e q u a t i o n  w i l l  b e  o b t a i n e d  i r .  t e r n s  of  

t h e  t o t a l  s t a t e ,  x (K) , by l i n k i n g  n s u c c e s s i v e  m e a s u r e r n e n t s  

l e a n i n g  t o  t h e  DME.  T n e  n e x t  m e a s u r e m e n t  i s

y m . ( K * l )  = c .  x ( k * l )  ♦ v . ( k * i ) . ( 3 . 1 4 )

S u b s t i t u t i n g  f o r  x ( K + l )  f r o m  e q .  ( 3 . 1 2 )  t h e n

y i r ^ ( k * l )  = c ^ A x ( 0  * c - b u ( K )  

♦ c  , Tw (K) •* v , (k* 1) . ( 3 . I S)

r t o p p i n g  u p  ( 3 . I S )  a n d  a q a i n  s u b s t i t u t i n g  o u t  j f t k - * ! )



y m . (K ♦ if) -  c • Ax (k * 1 )  ♦ c • b u  ( k •* 1)
t .  *■ • -  ~

♦ c Tw <k ■* 1)  ♦ v ■ (*♦ * )

= c . A ( A j t ( k )  + b t  i n)  ♦ Tw ( K) ) * C B i J ( M l )
A

•» C - i W ( K + l )  ♦ V. ( '  + 2  )

- c  A ~ x ( k ) ♦ c . A b a ( k )  ♦ c - b u  IK ■* 1)
i- K A- *“

+ AI  w ( k ) ■* r  . i y  (r. + 1 )  ♦ v - {k ■* 2 ) . l 3 . l t ,
A  X- A

l i i t i l a r l y  , t h e  n e x t  m e a s u r e m e n t  i s  i o u n e

y m - ( k  + 3) =■ c . A2 x ( i e * l j  ♦ c > A b u ( r , +  j )A. “* A "*'

♦ c ^ b y ( k * 2 )  ♦ c > / - . I w  ( k  * 1 )  * c ^ . 7 w ( k + 2 )

♦ v - ( k + 3)
A

= c ^ A 3£ ( k )  ♦ c ^ « 2 3 y ( R )  + c ^ A B u ( k  + l )

♦ c ^ b y ( K  + 2)  ♦ c ^ A 2 T u ( k )  ♦ ( t ^ l )

+ T w ( K * a ) ♦ (K ♦ 3)  .  ( 3 . 1 7 )

I h t  f i n a l  n t n  n e a s u r e m e n t  i s
-w — t 2.

y n i - ( K * n - l )  = c - A  x ( K )  + c  ■ A b u ( K )^ A ^

♦ c - A  f c u ( R * l )  + . . .  ■* c  • Abu ( K + n - 3 ) ♦ c * B u ( k  + n - 2 )
A  * •  ~  A

-» c  - A 1 ? ( k ) ■♦ c  • A l w ( k * l )  ♦ . .

+ c . T w ( k + n - 2 >  ♦ v .  ( K * n - 1 ) .A> *■

+ c ,  A1 w (k * n - 3 )A.

(3 . J.O) 

t h ti h e  n m e a s u r  e m e n t s  a r e  now c o l l e c t e d  t o  l o r n  

c o n c a t e n a t e d  a t  c e n t  r a l  i z t a  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n  (CLKr.)

yc, - (K)J-
y m ( k ♦ i )

A

y ifi ■ {K ♦ n - 2 )

yr. . <i\ * i , - l  )

A

c .  A

c . /
L *■

r

* ( M  «

C ■ b JL

3
t: ■ A BA

r . ' 2
j C  . A ! i  I

L >■ j

U ( k )



0

0

c  b
L

c . A l '
A.

y ( k * l )  +

0

0

0

c - b
ir

C . A

r:. B
j .

c . 1
A,

■w"" 3 
c • A TA _*M_ " *■
c .  A TI- A

0

0

c TA

* w ( k * l )  ♦

•

•«.- 5
c .  A T

i .  _

0

0

0

c .T
A

c . A

U(K* 2) ♦

b

w ( k )

1

v ( k *2} ♦ . . .

T



r  o

w ( k ♦ n - 2 )  ♦

V ;  ( K )

( 3 - 1 9 )

. c-  r v - ( k * n-  1)
L. 1- L  *,

h o i t  cor ; , ; : ac t  1 > t h e  CDME i s  r e w r i t t e n  a s

yrT  ̂ ( K > = Hx ( k ) ♦ Mu ( k )  ♦ M l u ( K  + l )  ♦ K 2 u ( h * 2 )  ♦

♦ . . .  + ( M n - 2 ) u l i f * n - * ,  ♦ hw (k)  * Mw( i e - *1)  ♦

♦ N 2 w ( K + l )  ♦ . . .  ♦ ( K r . - 2 ) w { k * n - 2 )  ♦ v i  fk)  * ( 3 . 2 C )

f . e x t  s t e p  u p  t h e  CDMt o n e  i t e r a t i o n  s o  t h a t

yn ^ ( r * 1)  = h x ( K- * l )  + M u ( k * l )  ♦ M l u ( k + 2 )

+ M2 y ( k * 3 )  + . . .  * ( f t h - 2 ) y ( k * n - 1 )  ■* N w ( h * l )

+ + N 2 w ( k. + 3> ♦ . . .  ♦ ( N n - 2 ) w ( * ♦ n - 1)

+ ( k ♦1)  .  ( 3 . 2 1 )

S u t s t i  t u t  i n q  &( k  + l )  i n  t e i r u s  o i  x (k)  f i c a  e q  . ( 3 . 1 2 )  r e s u l t s

i n

yr t w( k  + l )  = h h x ( M  * r l t y  (k)  ♦ K y ( k + 1 )

♦ M l y ( h * 2 )  ♦ K 2 u ( x  + 3) ♦ . . .  + ( t t n - 2 )  u ( k* n - 1 )  ♦ H l x ( k )

+ Nw ( k * 1) ♦ N l w ( K * 2 )  + N 2 w ( k + 3 )  ♦ . . .

♦ ( N n - 2 ) w ( k * n - 1 )  ♦ v-  (k + 1)  . ( 3 . 2 2 )

I h e  f u l l  s t a t e ,  ) < ( M ,  w h i c h  i s  u n k n o w n  a n a  i n  g e n e r a l  c o u i o  

h e  u n o D s e i  V i i b l t  i s  e l i m i n a t e d  u s i n g  t h e  CL>ME, e g .  ( 3 . ^ 0 ) ,  

w h e l  e



j i l K)  = K - l y i i . ( k )  - r i ~ ‘ h y ( k )

-  - r i ~ i M 2 y ( k * 2 )  -  . . .

-  H - 1 ( t t n - 2 ) y  ( K * n - 2 )  -  r i - * N w ( k )  -  h - * N l w ( k + l )

-  H - ‘ N2w (k + 2)  -  . . .  -  H ~ 1 ( Nr i - 2 )  w (k ♦ r  -  2 ) -

- H “ 1v ^ ( k > .  (3 . .;3)

h e r e  i t  i s  a s s u m e d  t n a t  H_1 e x i s t s .  T h e  p o s s i t i  l i t y  o i  

s i n g u l a r  n i s  t r e a t e d  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .

S u b s t i t u t i n g  i ( K J  i n t o  ( 3 . 2 2 )  r e s u l t s  i n

yn , ^ ( k - * l )  = h A H - i y m   ̂ (K) -  HArl -  * Ku ( k ) -  HAn ~ '  Ml u (k + 1)

-  riAH- 1 Mi u  (k ♦ 2)  -  . . .  -  h A H - » K n - 2 u ( k  + n **)

-  HAH- » Nw( k )  -  H A H - ' K l w  ( k + 1 )  -  HAh" »N2w (k* 2)

-  . . .  -  hAH*»Nn- 2r f  (k + n - 2 )  -  HAH- » v -  (k)  * Hbu (k)

♦ Mu (k + 1)  ♦ M1u ( k* 2 )  + M, 2 u (k ♦ 3) + . . .  ♦ Mr,- 2 u  (k + i i - 1 )

♦ H l w ( k )  ♦ N w (K ♦ 1) + M w ( k * 2 )  ♦ N 2 w (k + 3) ♦ . . .

♦ N n - 2 w ( k * n - l )  + v ; ( k * l )  .  ( 3 . 2 U )

D e f i n i n g  ri=HAH_ l  a n d  a d d i n g  l i K e  t e r m s  i n  ( 3 . 2 9 )  y i v e s

ym ^ (k-» 1) = h y r n ^ ( k )  ♦ (HB-HK)  y (K) + (K - H K l ) y ( k « l )

♦ (Ml  -  KM2) u (k* 2) ♦ . . .  ♦ ( H n - 3  -  HMn-2)  u ( K + n - 2 )

♦ M n - 2 u  ( k + n - 1 ) ♦ ( H I - n N ) w ( k )  ♦ ( M - H N 1 ) w <*♦1)

+ (N1 - H N 2 ) w ( k + 2) ♦ . . .  ♦ ( U n - 3 - H l s t i - 2 )  w (k + n - 2 )

+ Nn*2w ( k - * n - l )  -  Hv.  ( i )  + v ^ ( k  + l )  . ( 3 . 2 5 )

I h e  n e x t  s t e p  i n  t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  DML i s  t i  e v a l u a t e  

d e p e n d e n c e  c o e i f i c i e n t  m a t r i c e s  i n  ( 3 . 2 S )  w h i c h  m u l t i p l y  

t i n t  v a r y i n g  f u n c t i o n s  o f  k .  1 l i t  f i r s t  s u c h  m a t r i x  i n  e q .

( 3 . 2 S )  i s  H=LAh~>.  To e v a l u a t e  t h i s  f i r s t  r e t u r n  t c  eq . 

( 3 . 1 9 )  w h e r e  h is.  s e e n  t o  b e  c o m p o s e d  of  r o w s  b e q i h n i i i q  w i t n



> v "  I

a n d  ii .ui 1 1 p 1 i  i  no  p o w e r s  e i  A up t c  c ^ f  . . . h i s  t a t i i x  n  

t h e  '*l o c q j  11 t  b s e r v a t i l i t y  i r i d t r i x  o f  t h t  i t f j  s u p s j s t e m .  

H l t e i  n a t i v e !  y , i t  c a n  be  l o a n e d  a t  a s  t h e  o l s t r v a n i i t y  

m a t r i x  o f  a s i n g l e  o u t p j t  s y s t e n .  As i s  w e l l  Known l i o n  t h t  

s t u u y  ox c a n o t i  j c a  1 s y s t e n .  s l j t t  t r a n s f o r m a t i o n s  ar . c  i t - v i e w e d  

i n  c h a p t e r  2 ,  t h i s  m a t r i x  p r o a u c t  i ?

h =

0 I 0 

C 1

G

- a

. . 0 

. . G

•  *  •

0 i  

. - a ( 3 . 2 6 )

1 h e  c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  l a s t  l e w  t n e  n e g a t i v e s  u l  t h e

c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  c h a r a c t e r  i s i t  i c  p o l y n o m i a l  o f  f :

+ a  s  +>e— I

I f  H- 1  i s  s i n g u l a r  a n c  t h e  t o t a l  s t a t e  i s  u n c b s e x v a u l t  

f r e e ,  t n e  s u b s y s t e m  i n  g u e s t i o n ,  l e s s  t h a n  t h e  t o t a l  ^ i c L a i

s y s t e m  i n  r o w  c o m p a n i o n  c a n  b e  i d e n t i f i e d .  What  c a n  be

i d e n t i f i e d  i s  e x p l a i n e d  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n  b u t  t h e  Phr.

s t i l l  a p p l i e s  w i t h  a s i m p l e  m o d i f i c a t i o n .

h e x t  t h e  t w o  m a t r i x  p r o d u c t s  w h o s e  d i f f e r e n c e  i s  t h t  

c o e f f i c i e n t  d e p e n d e n c e  m a t r i x  c f  o ( h )  a r e  e v a l u a t t o

- 7 ,  -



h b  =

C ,A.

c ,  A
I

b  -

c b
X

C ■ f i b
A

♦

*

•

C ■ A L i  ^

♦

*
>V " 1

L c i A b -

nM -

0 1 0 • • # • C ~

0 0 1 0 . • » 0

0 ■ * • * . 0 1

PI • * • m i • PN

0
r c - 1  "

c.  b 1 c  . Ah.
A i *

(• —- *
i

* j  .
1 *

■ c - A E1 L
1 T

c .  A b ! I  V
a L

w h e r e

i. ~ x t . . . , PN) 

i s  t f r e  l a s t  row o f  H.  H e n c e ,  

0 • * ■ 0

( J . 2 6 )

( 3 . 2 9 )

Hb-Hi-i = 0 . . .  0

. ( 3 . 3 0 )
A.

F o r  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  y ( K * l )  t h e  n e e d e d  o a t n x  p r o d u c t

- 7 t-



hK.l

1

0 . . . . u

o t 1 0 . . . a

0 . » * * . C 1

PI . • • » * * t'h

-
0 0

0 C . tA

Cx b •

m *

m 1

• c - 1\ fc *.
vu- ̂ X

1
-li<

 

_
1 £ K1

1 hfc d e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t  m a t r i x  i s

K-Hrtl

0 • • . 0

0 • » . 0

_ c i f- b - E

S i m i l a r l y ,  u(K-*2)  u s e s  t h e  m a t r i x  p r o d u c t

hM2

0 1 0  .  . .  .  0

0 0 1 0  . .  .  0

0 • • » • .  C 1

P I *■ • * • .  .  I N

r  " 1
r** —

0  1 0

0 0

0
- c  ■ &

A

c • L *
a

•

«

■ v e *  * +

• c  A B
A

w - * + T
c .  h B £ K2

-  *
s o  t h a t  t h e  d e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t  m a t r i x  t o r  u ( K « i )  

C • » * 0

K1- HK2

3 T
c . A H- P  '12

( J * 31}

( 3 • 3 1. )

( 3 • 3 3 )

( J . 3 U )

-  7 ^  -



3 h e  c u v i i l c i t n t  m a t r i x  o :  t h e  i n p u t  u ( h * n - 2 )

p r u a u c t

Ub i 1: t h t

0

hMr.

0 u

•  *

u

1 1 .

0

J.

. 0 

. 0

•  •

0 1 ! 

. PN

o

P^Mn ~2 £3 . 3 5 )

w i t h  t h e  r e s u l t i n g  d e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t  m a t r i x

0 . . .  0 

h n - 3 - h ' M n - 2  = . . . . .

0 . * . 0
T

C ^ A b - £  K n - 2

T h e  l a t e s t  m e a s u r e m e n t  o f  t h e  i r . p u t  u ( K + n - l )  k  j u i r t s  nc 

c a l c u l a t i o n  i n  i t s  c o e f f i c i e n t  m a t r i x .

T h e  n e x t  s e r i e s  o f  d e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t  m e t r i t e s

m u l t i p l y  i t e r a t i o n s  o f  t h e  s t a t e  n o i s e  i n p u t .  I h e s e  t e r m s  

a r e  c o m p l e t e l y  a n a i o q o u s  t o  t h o s e  f o r  t h e  i n p u t  a n a  t h e

c o r  r e s  p o n a i n g  m a t r i c e s  c a t  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  p r e v i o u s  

r e s u l t s  i f  M i f  r e p l a c e d  w i t h  N a n t  b w i t h  I .  T h i s  c o m p l e t e ;  

t h e  e v a l u a t i o n  o f  d e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t  m a t r i c e s  i n  t q .

( 3 . 2 5 )  .

T h e  f i r s t  r e s e r v a t i o n  t o  b e  p . a a e  i s  t h a t  a l l  m a t r i c e s

e x c e p t  H h a v e  z e r o  i n  t n e  f i r s t  i - 1  r o w s .  T h e  f i r s t  r«- 1  r o w s

o f  e g . ( 3 . 2 5 )  e  r e



Y ft I K * 1 )  = > n ; . ( K « l )  -  V ; ( K * 1 )  -*■ V - ( K + 1 )
Am A A A

yn. ( M n - 1 )  - y m - ( k + n - 1 )  -  v* ( k + n - 1 )  + v ( k + n - 1 )  ( 3 . 3 t )A A A A

d o t  t o  t r i e  s t i u c t u r c  o f  H.  T h e s e  r o w s  a r e  t r i v i a l  L u t  t h e  

l a s t  l o v  i s  a n  e q u a t i o n  f r o m  w h i c h  p a r a m e t e r s  ca r .  be  

i d e n t i f i e d  a n d  i s  t h e  d e c e n t r a l i z e d  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n  c r  

DHL.  I n  T a s l e  3 . 1  a  s j m m a r y  o f  t h e  d e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t s  

a n a  t n e i r  c o r i e s p o n d i n g  s i g n a l s  i s  ma d e  a l o n g  w i t h  v e c t o r  

v a r i a b l e s  d e f i n i n g  t h e  p a r a m e t e r s .  T h e  r e s u l t i n g  DMt car ,  

t h e n  b e  w r i t t e n
T — - x  T

y m ^ ( k  + n)  -  t  ym (k)  ♦ u ( k + n - l )  ♦ p bn - 1  u ( K + n - z )
-r - r  "T

* . . .  + r b3  y < *  + 2) + p t i  o ( k  + l )  + l LI  u ( k )
- r  ~r

* t L D  w ( k + n - 1 )  + £ w n - 1  w ( k + n - 2 )  ♦
t  ~ r  T

♦ . . .  ♦ pw3 w( k  + 2) + pw2 W ( k  + 1)  + £ Wi  w (k)

- f i " r v , ( k ) * v i ( k * n ) .  ( 3 . 3 7 )

To s e e  w h a t  i s  i d e n t i f i e d  a s  c o e f f i c i e n t s  r e l a t e c  t o  t h e  

e l e m e n t s  o f  t n e  s t a t e - s p a c e  d e s c r i p t i o n  r e q u i r e s  K n o w i n g  t h e  

o r d e r  o f  t n e  s y s t e m ,  n .  T h e n  t h e  u n k n o w n  c o m b i n a t i o n s  o r  

e l e m e n t s  o f  A , 6 ,  c ^  a r e  a l g e b r a i c a l l y  d e t e r m i n e d  u s i n g  t h t  

v e c t o r / m a t r i x  r e l a t i o n s  i n  T a b l e  3 . 1 .  T h i s  p i o c e o u r e ,  

s u m m a r i z e d  a t  t h e  e n d  o f  t h i s  c h a p t e r ,  i s  i l l u s t r a t e d  t >

d e t a i l e d  e x a m p l e s  i n  C h a f t e r  A.  T h e  s y s t e m ;  i n  L u e n b e r g t - i  

r o w c o m p a n i o n  c a n o n i c a l  l o r n ,  i s  r e a l i z a b l e  u s  j n j  t h t

p r o c e d u r e  g i v e r  by e q s .  ( L . 1 9 ) -  ( h . 2 2 )  i n  A p p e n d i x  L .  I n i  n

- 7 n  -



t h e  DHl. w i t h  a l l  n o i s e  s e t  e u u ^ l  t o  z e i o  i s  d i  r e c t i  > ^ i v i t  

b y  e q . ( b . 1 7 ) .  D e c e n t r a l i z e d  s y s t e m  i d e n t i f i c a t i o n  i s  t h u s

a c h i e v e d .

- 7 7 .



T A b L E  3 . 1

DEPENDENCE c o e f f i c i e n t s  of i n p u t  te ams  IN DOE 

I N P I I  DF.Pl n DLKCE c o e f f i c i e n t

VECTOR

u CK)
n  '  1

p b  .i -  (C. A fc
x  T

-  P F )

u ( K ♦ I ) 

u <K♦ i ) 

•

v . ' Z
pL»i = ( c^A b 

■w" 3
p b 3  =■ ( c^A fc

x  T 
-  p E l )

~X T
'  P

•

*

u ( k + i , - 2 ) p b n - 1  = (c^ h b  - p 1* K n - 2 )

u (K ♦ n —1)  

w ( k.)

p b n  =
-*V“ I

p wl  = ( c .  A I
-r T

-  p N)

W {K*1J
■vs.- 1-

pw2 = ( c^A I
_*T X

-  p M )

w £ k « l )  

0

x - 3
pw3 -  (c-  A I

-r x
-  p N2)

•

•

w ( k + r - 2 )  

w ( k ♦ r  - 1 )

p w n - 1  = ( c n AI -
T

p v n  = ( c - 1)

X
p N n - 2 )

- 7  I -



S y e t ^ n  Ox_at i De t t  l_.ni rib l i o n  - ^ c a l u i  C i i j i

I n  s e c t i o n  3 . 2  a  m e a s u r  e m e n  t  e q u a t i o n  w a s  d e v t  l c p t a  f i on 

w h i c h  p a r a m e t e r s  ( d e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t s )  r e l e t t d  t o  t ;u.  

e l e m e n t s  c l  t re n ,  b ,  a n d  C n a t r i c e s  m  t h e  l i n e a r ,  s t a t e -  

s p a r e  d e s c r i p t i o n  m a y  b o  d e  t e r  it i  n e d  . T h e  s e c t i o n  c o n c l u d e . ,  

i n  t h e  b t j t e n . n  t  t h a t  t n e  s y s t e m  o r  d e r  m u s t  b e  Known t o  s e t  

w h a t  e l e m e n t s  a n d  how t h e y  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  d e p e n d e n c e  

c o e f f i c i e n t s  a r e  i d e n t i f i e d .  T h e  p r o b l e m  now i s  t o  l i n d  t r  

o r d e i  o f  t h e  q l o o a l  s y s t e m .  G i v e n  t h e  l i n e a r  t i m e - i n v a r  i a r . t  

d i s c r e t e  s y s t e n :

& (*. +1)  = Ajc (K) + By (K)

y (K) -  c . x (K)
A A

i n  w h i c h  y (K) a n d  u ( M  a r e  Known t h i s  s e c t i o n  w i l l  f i n e :  

t h e  o r d e r  o f  t h e  s y s t e m  i f  ( a ,  ) i s  a n  o b s e r v a b l e  p a i r  c r

t h e  o b s e r v a o i 1 i t y  i n d e x  i f  ( A,  c ^ )  i s  a n  u n o b s e r v a b l e  p a i r .

t o r  t h e  s c a l a r  m e a s u r e m e n t  c a s e  o n t  o u t p u t  c f  a K1MG 

s y s t e m  i s  m e a s u r a b l e  a n d  a s  e x p l a i n e d  m  s e c t i o n  3 . 2  a l l  

i n p u t s  f r o m  a l l  s u b s y s t e m s  e n t e r i n g  t h e  g l o b a l  s y s t e m  mu s t  

b e  K n o wn .  T h i s  o u t p u t  a n d  t h e s e  i n p u t s  u i e  p r e s u m e d  t o  be  

a v a i l a b l e  f o r  a s  ma n y  i t e r a t i o n s  a s  i s  n e c e s s a r y .

bio- t r i e  p r o c e d u r e  w o r h s  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  b a t c h  or  

l e a s t  s q u a r e s  a p p r o a c h  t o  i d e n t i f y i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  lr.  

e u .  I j . 3 7 ) .  T m  a p p r o a c h  i s  r r o i e  f u l l y  s t u d i e d  i n  C h a p t e r  

h .  N t g l e c t i r i g  n o i s e  t e r m s  e q . ( 3 . 3 7 )  r e d u c e s ,  t o



w i t h  a l l  s i g n a l s  a v a i l a b l e  a l t e r  N = n ( i * l )  i t e r a t i o n s  o t  c q .  

( 3 . 3 6 )  t n e  m e a s u i e m e n t s  c a n  b e  c o n c a t e n a t e d  i n t o  t h e  I c i l y  

d e t e r m i n e d  m a t r i x  e q u a t i o n

r
y . (x + n + 1 > 

a

y i  ( K " 1 1

y  ^  (K + n - 1 ) .

y - («. + n)
A

y . ( K - i )
L_ A

u T <K>

u ( k + 1 )

u ( K+ N- 1 )

b 

pbr .  

p Ln  - 1

p b i

y ;  (K) 

y . (K + i )
A .

u (k + n - 1 )  

u T (k + n)

y , (K + N - 1)  u ( k - 1 )
a ~

( 3 . 3 9 )

w h e r e  K = h + n + N .  M o r e  c o m p a c t l y  

1 . ( k  + n)  = S (k)  P 

s c  t h a t  t h e  p a r a m e t e r s  c a n  b e  s o l v e d  l o r  by

I  = S - »  ( k ) Y x (k + n )  . (3 . «C)

T h e  i n p u t - o u t p u t  s e q u e n c e  m u s t  b e  i a e n t i f i a b l e  ( s e e  R . C . K .  

L e e  a n d  A p p e n d i x  A) a n d  li m u s t  b e  n o n s i n g u l a r  b e c a u s e  i f  i t  

i s  n e t  t h e n  S - *  d o e s n ’ t  e x i s t  t o r  t h e  e x i s t e n c e  o l  a  u n i q u e  

s o l u t i o n .  I r t t n t l f l a u i l i t y  r e q u i r e s  t h a t  t h e  g l o b a l  s y s t e n  

Le  o b s e r v a b l e  l i o n ,  y^ . Th e  c o s e  i n  w h i c h  i t  i s  u n o h s t  i v u l » 1 «  

w i l l  b* a h u l y y . i u  s h o i l l / .

t o



I t  N > n ( r + 1 )  i t e r a t i o n s  a r e  u s e d  t h e  a d d i t i o n a l  

m e a s u r e m e n t s  w i l l  g i v e  a b e t t e i  e s t i m a t e  i f  d a t a  i s  n o i s y ,  

w i t h o u t  n o i s e  t h e  e s t i m a t e  i s  t h e  s a m e  a s  f o r  N = n ( r * l ) .  

h i t h e r  w j y  t h e  m e a s u r e m e n t  m a t r i x ,  5 ,  i s  r e c t a n g u l a r ,  

NXi. ( r  * 1)  . a n d
T  Tjt . ( k+n j = s S£

(S "r i>) ->s'r 1  ; <x*n) - £

OI

4-
£  -  s  i ^ ( h * n )  . p . b x )

T h e  m a t r i x
4- -r  - r

S = (S S ) - t S

i s  c a l l e d  t h e  i s e u d o - i n v e r s e  o f  S a n d  i s  t h e  i n v e r s e  o f  5 i i  

h = n ( r  + l ) .  T h t  j u s t i f i c a t i o n  f o r  t h e  f o l l o w i n g  a b r o a c h  f o r  

s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t  a n d  s y s t e m  o r d e r  d e t e r m i n a t i o n  ca r i  t e  

i e a d i l y  s e e n  i n  l i g h t  o f  t h e  l e a s t  s q u a r e s  s o l u t i o n .

S e q u e n c e s  o f  i n p u t s  a n a  o u t p u t s  a r e  a s  f o l l o w s
T  T

y (K) u ( K) y ( K * l )  u ( k * l )  . . .

T 4*
y ( K+ N- 1 )  u ( h + N - 1 )  y ( k * N )  u (K + N) . . .  ( 3 . U 2 )

T h t  c o l u m n s  c a n  b e  t e s t e d  b e g i n n i n g  w i t h  the* f i r s t  t w o  t h e n  

a d c i n q  o n e  n o i e  c o l u m n  a t  a t i m e  a n d  t e s t i n g  f o r  l i n e a r  

d e p e n d e n c e .  T h e s e  a r e  p r e c i s e l y  t h e  c o l u m n s  u s e d  i n  t h e  

l e a s t  s q u a r e s  e s t i m a t e  a n u  i f  a  l i n e a r l y  d e p e n d e n t  c o l u m n  i :  

f o u n u  t r i e  i n v e r s e  ( o r  p s o u o o - i n v e r s e ) w o u l d  n o t  e x n t  m  t q .  

( j . o O) ( oi  ( 4 . 0 1 )  ) i i  r e t a i n i d .

* M  -



T h t  c r a e r  c f  t h e  s y s l t i i .  i s  t h e n  t l i e  n u t b e i  c i o u t p u t  

s e g u e n c e s  r e t a i n e d .  T h i s  a s s u u . e s  t h e  s y s t e n  i s  o b s t i  v a b j e

f r o n  t h e  o u t p u t  ( s e e  A p p e n d i x  A a n d  R . C . K .  L e t ) .  T h t

u n o b s e r v a b l e  c a s e  i s  e x a n i n e d  l a t e r  i n  t h i s  s e c t i o n .

The  i f t a i i i f  c c o l u m n s  c Qn t h e n  be u s e d  i n  e i t h e r  e g .  

( 3 . d 0 )  o r  e a . ( 3 . U 1 )  d e p e n a i n y  o n  N a s  l o n e  a s  t h t  c o n d i t i o n

h o l e  t h a t  i O n  ( r  + 1) . P r a c t i c a l l y ,  N m u s t  b e  a s s u m e d  l a  r a t

e n o u q n . R e t a i n i n g  t o  t h e  p r o b l e m  w i t h  i n p u t s  t r e s e n t  t h e  

c o l u m n s  a r e  e x a m i n e d  i n  t h e  o r d e r

y < 0 )  u ( <0) . . .  Ca (0)  y <X> 2 , ( 1 )  . . .  u n ( l )
A A
y 12) 11 , ( 5 )  . . .  ( 3 . d i )

T h e  d e p e n d e n c e  t e s t  n e e d  n o t  b e  p e r f o r m e d  t o r  new c o l u m n s  o l  

i n p u t s  s i n c e  t h e y  d o  n o t  r e l a t e  t o  t h e  s y s t e m  o r d e r .  T h e y

a r e  n e c e s s a r y  a s  S h r i k h a n a e ,  e t a l .  p o i n t  c u t  t o  i d e n t i f y  t h e  

n o n d y n a m i c  p a r t  o f  t n e  s t a t e  m o d e l .  T h i s  i s  b e c a u s e  t h e  

w r o n g  i n p u t s  w o u l d  ma n e  t h e  3 m a t r i x  s i n g u l a r  i n  e g .  ( 3 . 3 S * ) ,  

f o r  e x a m p l e ,  a s e q u e n c e  o f  a l l  z e r o  i n p u t s  w o u l o  c a u s e  t h e  

d e p e n d e n c e  t e s t  a n a  h e n c e  t n e  i d e n t i f i c a t i o n  t e s t  t o  f a i l .

L u p p o s e  t h a t  t h e  o u t p u t  i s  s u c h  t h a t  t h e  g l o b a l  s y s t e m  i s  

n o t  o b s e r v a b l e  f r o m  t h e  s i n g l e  o u t p u t ,  >|  .  T h e n  f r o m  t h e  

c o n d i t i o n s  f o r  i d e n t  i f  i a b  i  l i  t y  ( s e c  h . C . K .  Le t - ,  L i u  a n c  

S u e n ,  a n a  U e  a n a  A n t o n )  t h e  g l o b a l  s y s t e n  i t  n o t  

i d e n t i f i a b l e  i n  p h a s e - v a r i a b l e  c a n o n i c a l  f o r m .  T h i s  

p r o b l e m ,  u n a a c r e s s e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  o n  i d e n t i f i c a t i o n  

u n t i l  n o w ,  i  i; r e s o l v e d  h e r e .



L e s s  t h a n  t h e  e n t i r e  A , d ,  a n a  C m a t r i x  t r i p l e  c a r .  be  

i d e n t i f i e d  a n a  e x a c t l y  how a u c h  c a n  b e  d e t e r m i n e d  i . c u i  v t n  

b y  u s i n q  t r i e  o b s e r v a b i l i t y  c a n o n i c a l  l o r n . .  F e c z l l i n y  f r o m  

Ct i ut  t e r  * ( a i s o  s e e  i i  van  a n d  bwa r . e r r . aa K)  a n c n s i n y u l a r  

t r a n s f o r m a t i o n ,  1 , e x i s t s  t o  t r a n s f e r  n t h e  u n o b s e r v a b l e  

s y s t e n .  t o  t n e  f o l l o w i n g  f o r r ;
r ^ 10 b '

X * (K. + 1 ) = x * ( K )  ♦
1

U ( M

l / i . _ b l .

V <k) = [c J 1 o ]  x * (K) 

i n  w h i c h  t r i e  p e i r  {Aj ( , C (' )  i s  c o m p l e t e l y  o b s e r v a b l e .

The  o b s e r v a t i 1 i t y  m a t r i x  f r o n  ya i s

c . A x

t
c . A

■ A (3 . Mb)

W i t h  r e q a r d  t c  f i r i d i n y  d e p e n d e n t  v e c t o r s  t h e  n u m b e r  o f  

c o l u m n s  a t  a n y  p o i n t  r e t a i n e d  i n  e q . ( 3 . Mi )  c a n  b e  t e s t e d  n> 

f o r i r . i n q  t h e  i n n e r  p r o d u c t  o f  t h a t  s e t  o f  c c l u n n s  w i t h  

i t s e l f ,  t h e  d e t e r m i n a n t  o f  t h e  i n n e r  p r o d u c t  w i l l  b e  z e r o  i f  

a d e p e n d e n c y  o c c u r s .  I f  i t  h a p t e n s  t h a t  more1 c o l u m n s  a i e  

r e t a i n e d  t h a n  t h e  l e n q t h  o f  a  c o l u m n ,  N,  t h e n  N i s  t o o  

s h o r t  a n a  a  i t  n q e r  l e n q t h  w i t h  m o r e  m e a s u r e m e n t s  i . t e d t d .  

A n o t h e r  t e c h n i o u e  ( w h i c h  i ;  u^ec i  i n  t h i s  t h e s i s )  i s  t o  f i n e

-  h  3 -



t h e  e i t i t - r i ' d l u t t  o t  t h e  m a t r i x  t t i m e  a  b y  t a h i n y  t h t  i n n e r  

p r o d u c t  m e n t i o n e d  a b o v e .  i f  o n e  o r  m o r e  z e r o  s i n g u l a r  

v a l u e s  a p p e a r  t h e n  a  d e p e n d e n c y  h a s  o c c u r r e d .  An 1KSL

( i n t e r n a t i o n a l  M a t n e m a t i c a 1 S o c i e t i e s  L i b r a r y )  l i b r a r y  

s u b r o u t i n e ,  LSVDF,  u s e d  i n  t h i s  t h e s i s  o r d e r s  t h e  s i n g u l a r  

v a l u e s  f r o m  l a r g e s t  t o  s m a l l e s t  i n  a v e c t o r .

T h e  i a r i K o f  U* m<n ,  i s  t h e  o b s e r v a b i l i t y  i n d e x .  I n e r t  

a r t  m l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  r o w s  i n  Q w h i c h  s p a n  t h t  

o b s e r v a b l e  s u b s p a c e  o f  (A,  c ^ ) .  T h i s  o r  a n y  o t h e r  m r o w s  

s p a n n i n g  t h i s  s p a c e  a r e  u s e d  i n  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x ,

I .  T h e  r e m a i i . i n q  n-ro r o w s  s p a n  t h e  u n o b s e r v a b l e  s p a c e  c i  

n u l l  s p a c e  o f  t  *

Uhe n  t h e  i n p u t / o u t p u t  s e q u e n c e  d e p e n d e n c e  t e s t  i s

p e i f o r m e a  p r o p e r l y ,  i . e . ,  w i t h  h>u>( r - * l )  i n c l u s i o n  c i  t h e  

(m ( r -*1) +1)  t h  o u t p u t  s e q u e n c e  r e s u l t s  i n  a d e p e n d e n c y .  T h i s  

i s  b a s e a  o n  t h e  s a m e  c o n s i d e r a t i o n s  a s  t h e  o b s e r v a b l e  c a s t  

d i s c u s s e d  p r e v i o u s l y .  I h e  g l o b a l  s y s t e m  o r d e r  c o n r t o t  be  

f o u n d .

An mt h  o r d e r  s y s t e m  i s  t h e n  i d e n t i f i a b l e .  U s i n g  m 

i n s t e a d  o f  n i n  T a b l e  3 . 1  t h e  p a r a m e t e r s  o f  a n y  r e a l i z a t i o n  

t h a t  c a n  b e  i o e n t i f i e d  a r e  f o u n d .  F r o n  C h a p t e r  1 i t  wdL 

s e e n  t h a t  t h t  o b s e r v a b i l i t y  c a n o n i c a l  f ' o i m i s  n o t  u n i q u e .

T h t  o b s e r v a b l e  m t h  o r d e r  s y s t e m  c a n  b e  i d e n t i f i e c  i n  p h a s e -

v a r i a b l e  c u n o r i c a l  f o r m .  T h e  p a r a m e t e r s  o b t a i n e d  m  an  

i d e n t i f i c a t i o n  s c h e m e  c i i ;  b* u s e d  i n  A p p e n d i x  p t o  i i-a 1 l z< 

a  11 n t h  e i  Ut r i > l t  e i i i .



borne l b s u t  l t o  n o t e  a r e ;  f i r s t ,  a l t h o u g h  t h e  u l o t i o l  

s y s t e m  i s  n o t  i d e n t i f i a b l e  i n  a n y  f o r m  t h e  d y n a m i c s  t h a t  

d e t e r m i n e  t h e  a v a i l a b l e  o u t p u t  o r ,  i n  o t h e r  w o t o s ,  t h e  m 

o b s e r v a b l e  p o l e s ,  c a n  b e  f o u n d .  Th e  s t a b i l i t y  o f  t h t  

a v a i l a b l e  r e s j  o n s e  f o r  t h e  g i v e n  s u b s y s t e m ,  c a n  t h e n  be  

a s c e r t a i n e d  b e c a u s e  t h e  r e l e v a n t  s y s t e n .  s t a t e - s p a r e  

d e s c r i p t i o n  i s  K n o w n .  S e c o n d ,  t h e  c o n t r o l l a b i l i t y  o f  t h e  

s y s t e m  p r o d u c i n g  t h e  a v a i l a b l e  r e s p o n s e  c a n  b e  a s c e i t a i n e c  

s i n c e  t h e  i n p u t  m a t r i x  i s  i d e n t i f i a b l e  u n d e r  r e q u i r e m e n t  o l  

t h i s  t n e s i s  t h a t  a l l  i n p u t s  b e  K n o w n .  F i n a l l y ,  u n d e r  t h e  

s t r u c t u r e  o f  d t c e n t r a  1 i z e d  s y s t e m s  s t u d i e d  i n  t h i s  t h e s i s  i n  

w h i c h  o n l y  a  s u b s e t  o f  a l l  i n p u t s  e n t e r i n g  t h e  g l o b a l  s y s t e i .  

c a n  b e  c o n t r o l l e d  by a  g i v e n  s u b s y s t e m  t h e n  t h e  i s s u e  o t  

u e c e n t r a 1 i z e d  c o n t r o l  e n t e r s  t h e  p i c t u r e .  T h i s  i s  f u r t h e r

e x p l o r e d  i n  C h a p t e r  6 w h e r e  d e c e n t r a l i z e d  c o n t r o l  l e s u l t s  

a r t  r e v i e w e d  a n d  a p p l i e d  t o  t h e  p r o b l e m .

3-** D e x i X g i i e n  o i  t n g  V e c t o r  D e c e n t r a l i z e d  M e a s u r e m e n t .

E q u a t i o n

T h i s  s e c t i o n  p a r a l l e l s  s e c t i o n  3 . 2  w h e r e  e a c h  s u b s y s t e m  

o f  a h l MO s y s t e m  r e c e i v e s  o n e  o u t p u t .  H e r e  e a c h  s u b s y s t e m  

i s  a s s u m e d  t o  r e c e i v e  a s u b v e c t o r  o f  o u t p u t s  o f  t h e  t o t a l  

o u t p u t  v e c t o r  f r o m  t h e  q l o u a i  s y s t e m .  Du e  t o  t h t  a d a t c  

c o m p l e x i t y  a d d i t i o n a l  n o t a t i o n  i s  i n t r o d u c e d .  I h e  g l o b a l  

s y s t e m  g e n e r a t e s  m o u t p u t s  a r m  u s i n g  i  l e i  t h t  t o t a l  n u mb e r



o i  s u b s y s t e m. .  a. w i l l  Lit- ubtd l or  t h e  n u n  t t i  c l o u t p u t s  

e n t e r i n g  tht? l t t i  s u b s y s t e m .  t o r  t h e  s a k e  c l  a l l o w i n g  tht  

f u s t  o u t p u t  ot  e a c h  s u b v e c t c i  t o  have  t h e  s u l s c i  i ; t  "1" a 

s u p e r s c r i p t  ” 1*' w i l l  be d e s i g n e d  t o  e ach  o u t p u t  t o  i n d i c a t *  

whi ch s u b s y s t e t  i t  i s  a s s i a n o d  t o .  T h e  g l o b a l  s y s t e m  c a n  t t  

d e s c r i b e d  i n i cw c ompani on c a n o n i c a l  torn,  w i t h  s t r u c t u r a l  

i n v a r i a n t s  p t o  p . Lach s u b s y s t e m  has  ir . s t r u c t u r a lI A
i  1i n v a r i a n t s  p t o  p f o r  n,„ o u t p u t s .  I n  t h i s  s e c t i o n  we i  ̂ JL

a s s u m e  t h e  s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t s  a r e  Kn o wn .  S e c t i o n  2 . b  

g i v e s  a  p r o c e d u r e  f o r  f i n d i n g  t h e  s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t s .

I  fie d e v e l o p n e n t  t o  f i n d  a  v e c t o r  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n  now 

p r o c e e d s  f o r  ar.  i t h  m e a s u r e m e n t  o f  a n  1 t h  s u b s y s t e m .  Tne 

i t h  o u t p u t  p r o r o g a t e s  a s  

y m ^ t k )  = o i  {k> ♦ v i  (K)

y m - i K + l )  -  c ■ ( K +1)  ♦ v ■ (K♦ i )^ A *

= c . r t X (K)  ♦ c ^ P u ( x )  ♦ c a 1 w ( K)  + v^ { k + 1 )

*  , *% ■?, ~ ' -w ■ -  2
y j i j ^ ( K*p^  - I )  = A x ( h)  * c^A tiu (K) ♦ .  . .

+  c ^ b u ( K  + p* - 2 )  + c x t‘ r ‘‘ Z T w ( k )

+  t ^  Iw ( K « p |  - 2 )  ♦ V * 4 * !  “ D  • ( a  «^7)

I h t - s e  s e t s  o f  m e a s u r e m e n t s  w i l l  b e  c o n c a t e n a t e d  a n u  t h e

r e s u l t i n g  e q u a t i o n  s t e p p e d  u p .  T h e  s t a t e  i s  e l i m i n a t e : :

u s i n g  t h e  s t a t i  e q u a t i o n  a n d  a v e c t o r  m e a s u r o m e n t  e q u a t i o n

r e s u l t s  w i t h  c t p e n d e n c e  r o e f  1 i c  i t i i t : .  t h a t  c a n  o e  i d e n t i t i e s .

1 hf rr sc  t :: o f  m e u s u r e r r ^ n t  s  a r «  now c c n c ’d t r i u t e o  
t
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h o x t  c o n . p u c t i >  t h e  n i t j  s u i e n i e n  t  e q u a t i o n  i s  w r i t t e n
£

i t ' (K) ( x ( k )  ♦ MJ( K)  ♦ NU ( K)

+ V <M ( 5 . 4 9 )

f i o n  w n i c h  t r i e  s t a t e  c a n  ije s o l v e d  t o r :
I

x(K> = H - » i L  (X) *
X

- n - J N J t t )  -  H- «V <h) . ( 3 . 5 0 )

a t e p p i i t q  up  e u  • ( 3 . 4 9 )  j i v e s

i f ,  ^  ( k +1)  = H x ( M l )  * f U ( k + l )

» U ( K * 1 )  < V ^ ( M l )  . ( 3 . 5 1 )

N e x t  s u b s t i t u t e  f o r  £ ( k + 1 )  f r o m  t h e  s t a t e  d e s c r i p t i o n  i n  e c .  

( 2 . 1 )  s o  t h a t

i f .  *  {k ■* 1 )  = r i A s ( h )  ♦ h B y ( x )  + HI  w ( h )
X

♦ hU (h + 1 )  ♦ NW{ h+l )  ♦ V ( h + l )  .

F i l i a l l y ,  s u b s t i t u t e  f o r  x ( K )  f r o ®  e q .  ( 3 . 5 0 )  t o  g i v e

JL - £iM A ( x * l )  = HAH->YM (K) -  HAH~ *KU (K)

( 3 • 5 2 ;

-  hAri -M«.U(K) -  HAri - lV (k)  ♦ H £ u ( k )
X

♦ h l w ( k )  ♦ K U ( k * l )  ♦ N U ( M 1 )  ♦ V 

I f  t h e  i n p u t  s e q u e n c e  d ( h )  i s  d e f i n e d  

"u (t >

b ( k )  *

( k * l )  . ( 5 . 5 3 )

u ( k + p M 1) ( 3 .  54)

e a . ( 3 . 5 3 )  c a n  n e  r e w r i t t e n  i n  t h e  l o i n .

- *4 '< -



A i
l b  t r , * l )  = ( k )

+ ( ! 0 ) U ( k )  ♦ ( HB ! M ) U ( K )

♦ t - H A h - » : j  ; 0 ) j ( k )  ♦ ( HI I N ) U<K)
X j£-  H M - i V  <k> * V (k ♦ 1)

c.riJ ] i K i  t e r m :  c o m b i n e d .

L q u j ;  l i . n  ( j . b S )  wi  .1 be  s i n ^ l i f  l e d  a t  t e i  t a K i r ^  r o t e  o l  

t h e  s t r u c t u r e  c f  HAH- * .  I n c  h. m a t r i x  i s  t h e  s a m e  r. a t n x  

u s e d  t o  t r a n s f o r m  t h e  A m a t r i x  t o  r o w  c o m p a n i o n  f o r m  s o  t h a t  

HAH ~ * =

0

I

x x x x x x x x x

0

x x x x x x x x

I
■v —

x x x x x x x xx x x x x x x x x .  . 

w h e r e  t h e  x ' s  a r e  a r u i t r a r y  d i s t i n c t  n u m b e r :  

f o l l o w i n g  t i . i t i i c e ' ’ a r e  p a r t i t i o n e d

( d . S f ) 

N e x t  t he

- 1*, -



K = ( M, . . .  >

h = ( K, . . . N s ) . ( 3 . 5 7 )
f n '  I 1

I  h e  n r owec i  m a t r i x  ( HE J M ) h ^ s  t h e  f o l l o w i n g  p f t h  t h r o u g h  
X

p t h  o r  i n  o t h e r  w o r d s  s i g n i f i c a n t  r o w s-wv
k * -r.f -! 1 1 * 1 r 1 1 ic A b | C  A b ; *» . j c

i 1 I

i  -  I I * y ^ .  -  1  I I i
c w  A "*A b | c A i b i ... | E . (a.5b)

& A A
a n a  t h e  n r o w e d  m a t r i x  ( HT I N ) h a s  s i g n i f i c a n t  r o w s

i  y £ - l  I I  1>? -  2- I I £
c  A I  | c  , A T , . .  . , c  T

i  X c
A -  I i I  T' - I  , | A

c „ % A 1 T i c  A x  T t . . .  , c  T . ( 3 . 5 9 )
X 1 ' x

A l s o ,  l e t  t h e  r o w s  o f  x ' s  i n  e q • ( 3 . 5 6 ) ,  t h e  s i g n i f i c a n t

r ' ws o f  HAH- 1 , b e  

a

a”  'VTA.
A

l o r  i  ~ 1 ,  . . . .  e •
x

A l l  r o w 3 o f  o*q. ( 3 . 5 5 )  a r e  t r i v i a l  e x c e p t  t h f
* i

p t t h  , p ^ t h ,  e t c .  o r  s i g n i f i c a n t  r o w s .  F o r  e x a m p l e ,  t h t  
L

f i r s t  o - 1  l o w s  o f  e q .  ( 3 . 5 5 )  h a v e  t h e  l o r n

-  9



f i  I
yn; A (K + l )  = yni ^ (k + 1) •* ( c , I  • 0 . . .  0 ) l ’ (K)

X i ■ f  i —
-  ( c ( i . o . . .  o  ) U ( k )  ♦ ( c ,  i  . o . . .  o ) U ( k >

c -  £  *
-  ( c 1 ; 0 . . .  0  ) b ( M  + v  , ( k - » 1 ) -  v  • ( k + 1 )1 A A

i  A  J  i

YD- 1 in H' - 1 )  = y m A ( h + p - 1 )

4 (
i

c i A < - zf t  ; 0 . . .  0 ) U ( k )

- (
1

c £ b ; e . . .  0 ) U ( k )

♦ (
t

c f - * 1
»

i  i 0 . . .  0 > M k >

* <
X

c
1 -7

t  : 0 . . .  0 ) b ( k )
Jt J A X

♦ V 1 (k-*p ( - 1 )  -  v ( ( k + p  , - 1 )  .
X A

F o r  i  = p , t h  t o  p ^ t h ,  t h e  s i g n i f i c a n t  r o w s  c f  e c  . ( 3 * - 5 ) ,

a r e  d e c e n t r  a l  i z e a  m j a b u r e i r e n t  e q u a t i o n s  I i c l  w h i c h

p a r a m e t e r s  c a n  h e  i d e n t i f i e o :
I  £ X

ym ^ (K+p ; ) -  eiXM tM

-  ( a t M ( ; . . .  ; a ; M , ; 0 ) U l k j

"x r *  - 1  • *♦ { c ^ f " b | . . . i C ^  b ) U ( k )

"  ( < . . .  i a  i N |  i 0  )  b  ( K )
JJ

t -f - -  i i * ■£ —
♦ ( c - I T , . .  . , c i  I  ) U <K)

i  t
-  fl. V ( k )  + V ■ ( A*P • ) .  <3 . t l jA A A

N o t e  t n a t  n o  W1 M s u p e r s c r i p t  ge e s  v . i t h  U (k)  o r  V <k) s i n c e  

t h e s e  s e q u e n c e s  r e p r e s e n t  c e n t r a l i z e d  i n f  c r m a t  i o n .

C h a p t e r s  n a n d  b e x p l o r e  m e a n s  o f  i d e n t i f y i n g  t h e  v e c t o r  

c o e f f i c i e n t s  c l  e g .  ( 1 . 6 1 j .  Tht: s i g n i f i c a n t  r ow b e l  t i n  /■, 

n . a t r i x  i n  r o t .  c o m p a n i o n  c a n o n i c a l  f o r r .  a r e  i o . ' t i t  l i  i n i T t  xi

- 7  1 -



s u f f i c i e n t  e x c i t a t i o n  i s  ^ t e s e r . t  on  a i l  s i q n a l s  br ,u t h a t  an  

a p p r o p r i a t e  i d e n t i f i c a t i o n  a l g o r i t h m  i s  u s e d .  As i n  t t u  

s c a l a r  c o s e  t h e  o r d e r  m u s t  b e  Known t o  a p p l y  t h e  r e s u l t s  o i  

t h i s  s e c t i o n .  I n  a d d i t i o n  s i n c e  t h e r e  i s  m ^ r e  t h a n  o n e  

s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t  i n  t h e  v e c t o r  c a s e  t n i s  B u s t  a l s o  be 

Known i n  o r u e r  t o  a p p l y  t n e  c o r r e c t  o r d e r  d e c e n t r a l i z e d  

ii t o s u r  e n e n t  v e c t o r  e q u a t i o n .  rlcw t o  o b t a i n  t h i s  i n f o r m a t i o n  

i s  q i v e n  i n  t h i  n e x t  s e c t i o n .

3 . b £y  s t e m  O r d t  r  a n d  S t r u c t u r a l  I n v a r i a n t  D e t e r m i n a t i o n

2  / § c £ o r  C a s e

I h i s  s e c t i o n  h a s  s o m e  s i m i l a r i t y  t o  s e c t i o n  3 . 3  w h e r e  

s e q u e n c e s  o f  a s i n q l e  o u t p u t  a n a  a l l  t h e  i n p u t s  a r t  

a v a i l a b l e .  T h e  p r e s e n c e  o f  m o r e  t h a n  o n e  o u t p u t ,  h o w e v e r ,  

c o n . p l i c a t e s  t h e  p r o c e d u r e  a n d  i n t r o d u c e s  s o m e  n o n - u n i q u e n e s s  

t o  t h e  v e c t o r  o u t p u t  c a s e .  F i r s t ,  e q  . ( 3 . 6 1 )  w i l l  be

e x p l i c i t l y  w r i t t e n  w i t h o u t  t h e  n o i s e  t e r m s  w h i c h  o n l y  

o b f u s c a t e  t h e  t h e o r y  b e h i n d  t h e  p r o c e d u r e .  The r ,  a b a t c h  

e q u a t i o n  w i l l  w r i t t e n  a n a l o g o u s  t o  e q .  ( 3 . 3 9 )  t h a t  w i l l  

c l e a r l y  s h o w  why t h e  p r o c e d u r e  w o r k s .

f o r  t n e  i t ) ,  o f  m e a s u r e m e n t s  t h a t  t h e  1 t h  s u L s y s t e c

r e c e i v e s ,  d r o t p i n c  t h e  1 s u p e r s c r i p t  a n d  n o i s e  t e r m s ,  e q , 

( j . t l )  b e c o m e s



" [ ^ < K> y , < r , n ' , “ 1) y „ u >

(k+io - 1 )  U ^ f h )  . . .  + p - 1 ) 1
I i  ~ ** J

L~ ( J 1 6 1 )

t o i  n- o j i p u t t  a f t e r  N>n«i  p l t n a t i c n s  t!it l o l l cwi nc- ,  butc.f,  
i  r"'

e q u d t i j i ,  i s  M i t t e n

y , ( K+ p + N- 1 )\ ' I

<k+ k ~  >i  t

y _ 4 A

Y <*>i

y ( K + U - i ) y, (k*p j y _  ( K + N - l )  
£.

y ( k + p )‘  -V-*- r  W V
i  /■

u (K) u (K+p -1)

y ^ ( K * p  + K - 1 )  *- ( k ♦ N - 1 )  
£

u <h*p + N- 1 )  I
—  r n

Kuit cr-ii.pactiy ( i. l> J) h  W i t t e n



w h i c h  i s  a n  h t l  o r d e r  c o h c o t t n a t e d  m a t r i x  e q u a t J  o t , , F o r  now 

t h t  q l o b a l  s y s t e m  w i l l  bo  a s s u m e d  t o  b e  o b s e r v a b l e  n o n .  t h t  

a.^ o u t p u t s  a i d  h a v e  a n  i n p u t  s e q u e n c e  s u c h  t h a t  b i s  

n o n s i n g u l a r  i n  e q .  ( 3 . 6 4 ) .  I n e  s y s t e m  i s  t h e n  i d e n t i f i a b l e .

As i  ti t h e  !r c  a 1 a  r  c a s e  t h e  c o l u m n s  t h a t  a p f e b i  i ri  e q .

( 3 . b 3 )  a r e  p r e c i s e l y  t h o s e  u s e e  i n  t h e  f o l l o w i n g  o e p e n u o n c t  

t e s t .  b e f o r t  d i s c u s s i n g  t h e  n o n - u n i q u e n e s s  o f  t h t  

d e p e n d e n c e  t e s t  f i r s t  t h e  t e c h n i q u e  s u g g e s t e c  t y  f c o r . l v e n t o  

a n c  G u i a o r 2 i  i s  r e v i e w e d .  I n  t h a t  p a p e r  c o l u m n s  w o u l c  be  

t e s t e d  i n  t h i s  o r d e r

v , ( 0 )  . . .  ( 0 )  i T (D) y ( 1 )  . . .  yw  (1)  y T ( l )  . . .  p . b S )
i  X

w h e r e  i n p u t  s e q u e n c e s  a r e  n o t  t e s t e d  b u t  i n c l u a e c  t o  e n s u i v

t h a t  t n e  i n v e r s e  i n  e g .  ( 3 . 6 4 )  e x i s t s .  E a c h  o u t p u t  h a s  a

s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t  a s s o c i a t e d  w i t h  i t .  When a n  o u t p u t

s e q u e r . e e  i s  t e s t e d  t h a t  i s  l o u n d  t o  b e  d e p e n d e n t  o n  p r e v i o u s

c o l u m n s  i t  i s  d i s c a r d e d  a n d  t h e  s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t  f o i

t h a t  o u t p u t  e a u a l s  t n e  n u m b e r  of  c o l u m n s  o f  t h a t  o u t p u t

a l r e a d y  r e t a i n t d .  T h i s  t e s t i n g  m u s t  b e  p e r f o r m e c  f o r  a l l

o u t p u t s  a n d  t h e  s um o f  a l l  s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t s  e q u a l s  t h e

q l c b a l  s y s t e m  o r d e r .

T h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e  f r o m  I r w i n  a n a  h o b e r t s

-  Ut  -



r~

0 1 u
r "> 

0

X  ( K  *1)  - 0 . 7 . 1 x ( k )  ♦ 0

, 1 - . 7 . 3
—

1

V  
' 1 0 u

y ( M  = j X <h)

! o 0 1

h a s  t h e  f o l l o w i n g  i n p u t s  a p p l i e d  a n d  h a s  t h e  c o i  r e s p o n d i n g  

o u t  p u t  s

h U <M y ,  ( M y z ( M

t 1 l 1

1 -L l . 5

0 . 5 . 3 7

2 - j. . 3 7 . 0 1 5

L - 1 . 0 1 5 - . 1 0 4 5

c I -  • 10U 5 - . 302**

t 0 - .  302*1 - . l* 6 5 5

1 -1 - . 1*655 - . 1 6 1 6

b 0 - . 1 6 1 6 - . 0 0 * 1 9

I n t  s e q u e n c e  l e n q t n  h u u s t  t e  g r e a t e r  t h a n  5 .  S u p p o s e  a 

s e q u e n c e  i e n q t h  o f  6 i s  q u e s s e a .  U s i n g  e a .  ( 3 . 6 5 )  c o l u m n s  

a r e  t e s t e d  i n  t h e  o r d e r

y ( ( 0 )  y 2 ( 0 )  uCO)  y t ( i  > y , a >  u < i )  y , (2)  . . .  (3.c,fc>
A A

I  he n v z ( l )  a n o  y , ( / )  a r t  r o u n a  t o  h e  d e p e n d e n t  s c  t h e  t  p ( ~1 

a n a  ^'z =^ 6S ^ m a t r i x  o t  e q . ( 3 . 6 L )  .

No*, s u p p o s e  t n e  f o l l o w i n g  s e q u e n c e  h a d  b e e n  t e s t e d :
A A A A A  A A
y _ ( u >  y <t )  u ( i ' )  y ( l )  y ( l )  u ( l )  y „ U )  . . .‘ I z > *-

-  9  I  -



C o l u m n s  Y ( ( l )  b n d  y (2)  a n -  f o u n d  t o  be d e p e n d e n t  wi t h

b ( = l  a n d  p ^  - 2  w h o s e  s um m u s t  e q u a l  t h e  c r d e r  o f  t h e  s y s t e m  

o r  3 .  I n e  s y s t e m  c a n  t h e n  b e  i d e n t i f i e d  i n  t h e  f o r m

r o i
x ( k ♦ ! )  -

V <K> =

L- 
1

1 4 3 . 4 2 9 - 1  . 4  3

0 0 1

03 6 - . 3 0  7 . 0 3 7

x {K> + 1 

. 3

u <k)

0

x (k )

( 3 . 7 0 )

I h e  s a m e  c o n c l u s i o n  w o u l d  b e  r e a c h e d  i f  t h i s  s e q u e n c e  w e r e  

u s e d :

v ( 10) y x ( 0)  y z ( i )  1 ( 0 )  C c i )  y , U )  y z (2)
A A A
y ^ ( 3 )  u ( l )  u ( 3 ) ( 3 . 7 1 )

J u s t  a s  t h e  c a n o n i c a l  f o r m  i s  n o n - u n i q u e  i n  g e n e r a l  s o  t o o  

i s  t h e  d e p e n d e n c e  t e s t  p l a n .  how ma n y  o u t p u t  s e q u e n c e s  o n e  

c a n  t e s t  a t  o r e  i n t e r v a l  b e t w e e n  i n p u t  s e q u e n c e s  i s  n o n -  

u n i q u e .  U s i n q  m o r e  s e q u e n c e s  o f  a  p a r t i c u l a r  o u t p u t  c o u l a  

d e p e n d  o n  s u c h  f a c t o r s  a s  c o n v e n i e n c e ,  d e s i r a b i l i t y  o f  a 

c e r t a i n  s e t  o f  s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t s ,  o r  o t h e r  a p p l i c a t i o n  

o r i e n t e a  r e a s o n s .  D i f f e r e n t  n u m b e r s  w i l l  g i v e  d i f f e r e n t  

c a n o n i c a l  f o r m s .  I n  g e n e r a l  t h e  o u t p u t  s e q u e n c e  c a n  t a k e

t h e  t o r n .
A a a a
y , ( 0 )  . . .  y , ( y , > y z (3)  . . .  y i <dz ) •

A AX
( q _  ) y  ( 0 ) .

X X

JL

m  w h i c h  t h e  u .  a r e  q u e s s t  u by t h e  u s e r  w i t h  th*.  c o n s t r a i n tK



O n c e  t h e  p^. d i e  Known t n e  s y s t e m  o r d e r  i s  k n o w n  a n a  t h e  

s y s t e m  m a t r i x  e l e m e n t s  t h a t  c a n  h e  i d e n t i f i e d  a i t  g i v e n  i n  

• ( i  * 6 1 ) «

N e x t  s u p p o s e  t h e  q i o D a l  s y s t e m  i s  n o t  o b s e r v a b l e -  f r o n .  t h t  

g i v e n  ii' o u t p u t s .  By d e f i n i t i o n  o l  o b s t  r  v a n  i  1 i  t  y r. l i n e a i l )  

i n d e p e n d e n t  r o w s  c a n n o t  b e  f o u n c  f o r  H i n  e q  . ( 3 . d ^ >  a n a  t h t

q l o b a i  s y s t e m  i s  n o t  i d e n t i f i a b l e .  U h a t  i s  i d e n t i f i a b l e  i s  

f o u n d  by u s i n g  t h e  o b s e r v a b i l i t y  c a n o n i c a l  f o r m  l o r  m u l t i -  

o u t p u t  s y s t e m s .

I h e  m u l t i - o u t p u t  s y s t e m  a d a r e s s e d  i s  t h e  g l o t a l  s y s t e n  

o l c n q  w i t h  o u t p u t s  d e c e n t r a l i z e d  o r  s e p a r a t e e  t i o i ;  t h e

o t h e r s  d e s c r i b e d  by

a ( k * l )  = A* <k )  ♦ Bu( K)

X J = c 1 2C <K) (3 .73)
i

w h e r e  C i s  a n  n* Xn m a t r i x .  T h e  o b s e i  v a b i  l i t y  m a t r i x  f r o a  

t h i s  s e t  o f  o u t p u t s  i s
r  a

C 
A

C H

m 

m 

m

L c " J
w h i c h  i s  r a n k  d e f i c i e n t  by  a s s u m p t i o n ,  

o b s e r v a b i l i t y  c a n o n i c a l  f c i m  i s  o b t a i n e G  

l i n t  a r l y  1 n d t  f e r i d e r t t  r o w s  t h a t  s p a n

( J . 7 C )

T r a n s l o i m a t  i o n  t o  

by  u s i n g  a s e t  o l  c 

t h e  o b s e r v a b i l i t y



s  u t  s p a  c i  o l  e q .  ( J . 7 U )  ( s t t  S i v u n  a n d  K wake i haax . )  . Hhy [ 

l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  r o w *  i n  c q .  ( 3 . 7 h )  t o r n ,  s u c h  a s e t .  

I h t  r e s t  o f  t h t  r o w s  i n  t h e  t i  a n s f  o r  n a t i o n  m a t r i x  m u s t  s pa r ,  

t h e  u n o b s e r v a b l e  s u b s p a c t  o r  n u l l  s p a c e  o f  t h e  m a t r i x  i n  e a .  

( 3 . 7 ^ , ) .  L e t  t i e  n i n d e p e n u e n t  r o w s  b e  c a l l e d  T . 1 her .  n - r

r o w s  c a n  ue  f o u n d  uy s o l v i n g  f o r  n-n.  i n d e p e n d e n t  r o w s  t h a t  

s o l v e  t h e  e q u a t i o n

l  a  = o (3 . 7^J

w h e r e  ^  i s  a n  r. v e c t o r .  L e t  t h e s e  n - m r o w s  b e  c a l l e d  m a t r i x

i  . I n e  s t a t e  t r a n s f o r m a t i o n
2.

h U )  = j c ( k)  = I x ( k )

t r a n s f o r n i s  e q . ( 3 . 7 3 )  t o

A • 0 " b ; "
' ( K * l >  =

1 1
x • ( k )  +

A * A ' b *
Z\  _ _  a  _

u (h)

( 3 . 7 t )

<rv) = ( C < i
e l 0 ) x ' (X)

i n  w h i c h  (A* , C J, ) i s  a n  o b s e r v a b l e  p a i r .1 1 ^

1 t h  s u b s y s t e m  " s e e s "  o r  c a n  i d e n t i f y  i s

x ’ ( K + l )  = A * x * (h)  ♦
jt tt i

u ( h )

y <M 

i n  w h i c h  x ’

C ' x *
t  ' A

( 3 . 7 7 )

I h e  s y s t e m  t h e

(3 . 7 6 )

( 1 )  a r e  t h e  f i r s t  n s t a t e s  o f  x*  (k)

A p p l y i n q  t h e  d e p e n d e n c e  t e s t  t o  a n  i n p u t  / o u t  pu t  s e q u e n c e  

o f  c o l u m n s  q c  T i t r a t e d  by e q . ( j . 77)  o i  e q .  ( 3 . 7 8 )  w i l l  y i e l u

- K . 0 -



ii s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t s  w h o s e  v a l u e r  w i l l  d e p o n e  or,  • ,
K k •

C * , a n d  t h t  s e q u e n c e  i n  w h i c h  c o l u m n  a i t  t e s t e d  a t

p r e v i o u s l y  d i s c u s s e d .  Th e  g l o b a l  s y s t e m  c a n n o t  b t

i d 11  i t  i  l l e d  i n  e n y  f o r m  a n c  i t s  o r d e r  c a n n o t  b e  a t  t  e i  mi  n e t  . 

1 fit or  J e i  o f  t f i e  o D s e r v i t  I t -  s e b s p a c e  o f  t  fie- g l o t a l  s y s t e m  i 1-. 

i c o n a .  I / i e  mt h  o r a o r  r e a l i z a t i o n  c a n  t>t ifi t h t  row

c o D . p a n i o n  f o r t  ( s e e  A p p e n d i x  b)  b u t  t h e  i u e h t i f i e c  

p a r a m e t e r s  c a n  a l s o  r e a l i z e  o t h e r  s t a t e  d e s c r  i f  t  i o n s .

I n  s u m m a r y  t h e  l i n e a r  1 1 i r e - i  n v a r  i a n t  s y s t e m  g i v e n  t y  

& ( k + 1 )  = Ax( r . )  ♦ B u ( h )

Y ( k )  " C x ( b ) 1 3 . 7 9 )

i s  i d e n t i i i e d  i n  w h o l e  o r  i f i  p a r t  by  t h e  f o l l o w i n g  p r o c e a u i t  

wh e n  m e a s o r e D i t r  t s  a r e  d e c e n t r a l i z e d .  f i r s t ,  t h t  s c a l a r  c a s t  

p r o c e d u r e  i s  s u m m a r i z e d  a n d  t h e n  t h e  v e c t o r  c a s e  i s  

p r e s e n  t e d .

G i v e n  o n e  m e a s u r e m e n t

Y . (it) = c. * (K) (3 • bC)K *■
a n u  i n f o r m a t i o n  o f  t h e  e n t i r e  i n p u t  v e c t o r ,  u (K) , t h e  f i r s t  

s t o f  i s  t o  f i n d  t h e  s y s t e m  o r d e r  o r ,  i n  t h t  c a s t  of  

u n o b s e r v a b i l i t y , t h e  o b s e r v a b i l i t y  i n a e x  o f  t h e  y u o b a l  

s y s t e m .  C o l u r n s  o f  t h e  s i n g l e  o u t p u t  a n a  o f  t h e  i n p u t s  a i t  

o r c e r e d  a s  f o l l o w s

y ( 0 )  u t (0)  . . .  u a (0)  y ( 1 )  u ( ( l )  . . .  u ^ ( l )

y (1) u ( (1) . . .  (d .1 1)

a fit t» ute-u a s  i o  f l o w s :

-  1 h i



1)  S t a r t  w i t h  t h e  f i r s t  t w t  c c l u i r r i s  o f  o u t p u t s  , rui a i l  i n p u t  

c o l u m n s  u p  t o  t h e  t i m e  o f  t h e  l a t e s t  o u t p u t  c o l u n r .  a r m t e s t  

i c i  d e p e n d e n c e  o f  t h e  s e c o n d  o u t p u t  c o l u m n .  I n p u t  c o l u m n s  

u i t  n o t  t e i t t j  f o r  J e p t n a e n e e  o n  p r e v i o u s  c o l u m n s  n u t  

i t i c J u a e a  i ma k e  s u r e  t h e  i n p u t  m a t r i x  c a n  t o  i c e r t i f i e u .  

1 he  l e n q t  c l  t h e  c o l u m n s  i s  c u e s s e a  a n u  a l e n g t h  t i i a t  n  

t o o  s n o i t  ( N C n < i * l ) )  i s  r e a d i l y  d i s c o v e r e d  a s  w i l l  b e  s h o w n  

] i t e r .

2) C o n t i n u e  t e s t i n a  new c o l u m n s  o f  o u t p u t s  f c r  l i n e a r  

d e p e n d e n c e .  I f  a  d e p e n d e n c y  i s  f o u n d  a t  s a y  i t e r a t i o n  n+J  

t h e n  t h e  s y s t e m  o r d e r  i s  n i f  t h e  g l o b a l  s y s t e m  i s  

o b s e r v a b l e  f r o r  y ^ ( x ) .  I f  unc-Dsei  v a b l e  t h e  o r d e r  o b t a i n e d  

i s  t h e  o b s e r v e t i  1 i  t y  i n d e x  o f  t h e  g l o b a l  s y s t e m  f r o m  y . (K) .
jL-

I f  s y s t e n i  o b s e r v a b i l i t y  f r o m  y .  (k)  i s  n o t  k n o w n ,  t h e*
a e p e n d e n c e  t e s t  d o e s  n o t  s u p p l y  t h i s  i n f o r u a t i o n . 

j )  I f  a  d e p e n d e n c y  o c c u r s  f o r  N = n ( r + 1 )  a l o n g e r  c o l u m n  

l e n g t h  i s  n e e d e d  a n d  t h e  t e s t  r e p e a t e d .  T h e  c a s e  of  

h = n ( r * l )  w i l l  a l w a y s  r e s u l t  i n  a d e p e n d e n c y  b e c a u s e  t he  

s p a c e  o f  t n e  o u t p u t  c o l u m n s  i s  c o m p l e t e l y  s p a n n e d  a t  t h a t  

p o i  n t .

S e c o n d ,  n o b t a i n e d  f r o m  t h e  d e p e n d e n c e  t e s t  i s  u s e d  i f i  

l u L l e  3 .  j. a n d  e g .  1 3 . 3 7 )  a s  t h e  o r a e r  o f  t h t  d t - c t  n t r  u 1 i z< l 

m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n .  i  i  otr t h i s  e q u a t i o n  t h e  d e p e n d e n c e  

c o e f f i c i e n t s  a r e  i d e n t i f i e d  u s i n g  a n  o ; p ]  l c d L b  

l o t  r i t i  f l C L t i c i ,  a l g o r i t h m .



I n i r u  a n d  l a s t  t h e  i d e n t i f i e d  p a r a m e t e r s  a r t '  u s e d  m  t i n  

p r o c e d u r e  y i v t i ,  i n  a p p e n d i x  B s t a r t i n g  w i t h  e q u a t i o n  ( b - 1 7 )  

o n  t o  m o d e l  t h e  s y s t e m  i n  r o w  c o m p a n i o n  f o r m .

I n  t h e  v e c t o r  e d i t  t r i e  v e c t o r  o f  m e a s u r e m e n t s  
f X

i  ( k)  = C £ ( K )  ( 3 . f c 2 )

c n Ci m e a s u r e m e n t s  o f  u ( M  a r e  g i v e n .  T n e  f i r s t  s t e p  i s  t o

{ i n u  t h e  s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t s  o f  t h e  s y s t e m  a n d  s y s t e m
A

o r d e r  ( o b s e r v a b i l i t y  i n d e x  i f  (A,  C ) i s  a n  u n o b s e r v a b l e  

p a i r ) .  C o l u m n s  o f  o u t p u t s  a n d  i n p u t s  a r e  o r d e r e d  a s  f o l l o w s  

f o r  k = 0 :
A A A A A
y ( 0 )  . . .  y , u , )  y_ (0)  . . .  y (q ) . . .  y (0)  . . .

i i 1 2  z  Z

*• *  y ^ C j + l )  . . .  f i . b l )

w h e r e  q = n a x  ( q - )  . i - l .................. m, • T h e  t e s t  f o r  s t r u c t u r a ln o  A

i n v a r i a n t s  i s  a s  f o l l o w s :

1)  S t a r t  w i t h  c, t h r o u g h  q c o l u m n s  o f  o u t p u t s  a r c  t e s t  f o ri v-x

l i n e a r  i n d e p e n d e n c e .  I n c l u d e  q u  i n p u t  c o l u m n s  t c  f i n d  t h e  

i n p u t  m a t r i x  t u t  d o  n o t  t e s t  t h e m  f o r  l i n e a r  d e p e n d e n c e .  

I h t  c o l u m n  l e n g t h  m u s t  b e  N > n + r p  w h i c h  m u s t  b e  g u e s s e d .  I f  

t h e  l e n g t h  i s  t o o  s n o r t  t h i s  i s  r e a d i l y  d e t e c t e d .

*)  C o n t i n u e  a c d i n g  c o l u m n s  u n t i l  a d e p e n d e n c y  o c c u r s  t h e n  

c i s c a r d  t h a t  c o l u m n .  T h e  n u m b e r  o f  c o l u m n s  r e t a i n e d  o i  t h a t  

o u t p u t  i s  t n e  s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t  f o r  t h a t  o u t p u t .  A f t e r  a

d e p e n d e n c y  i s  f o u n d  f o r  o h  o u t p u t s  t h e  s u n  o r  t h e

s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t s  o b t a i n e d  i s  t h e  o r d e r  o f  t h e  y l  u b d  1
X &

s y s t e m  i f  (A,  t  > i s  a n  o o s e r v a b l e  p a i r .  I f  (A.  C ) i s

a n  u n o b s e i v a b i t  p a i l  t h i s  s u n  i s  t h e  o n . '  i o f  t h e  s u b s p a c e
X

e l  t in.  o b s c r v o l  i i i t y Hi  1 1 l >: f o i  (A . C ) .

*1 b e



j )  I i  i t  i s  l u u n d  t h a t  n * r p M =N a l o n g e r  c o l u r . n  l t r . y t n  1 : 

n t e d t a  a n d  t h t  t e s t  r e p e a t e d .  T h i s  i s  b e c a u s e  t h e  s p a c t

s p a n n e d  by  t h e  c o l u m n s  i n  e q .  (3 . £33)  h a s  t e e n  s p a n n e d  D t f o r i  

t h e  o r d e r  i s  f o u n d .

X
b e c o n d ,  t h e  p ^  o u t o i n e o  a r e  u s e d  i n  e q . ( 3 . 6 3 )  t e

G C t t r i t i i n e  t n e  c n e r  o f  t h a t  e q u a t i o n .  Tne  c o e f f i c i e n t s  jr.  

t h e s e  (r e q u a t i o n s  a r e  t h e n  i d e n t i f i e d  u s i n g  a n  a p p l i c a b l e  

l o e n t i : i c a t i o n  a l g o r  i t n m .

I h i r a ,  a n c  l a s t ,  t n e  i d e n t i f i e d  p a r a m e t e r s  n . nke  u p  t h e  

( t u t r i c e s  A* anc  d *  i n  e q . ( b . 1 7 ) .  T h e n  e q s .  ( E . 1 &)  -  < fc . 2 2 )

a r t  u s e d  t o  o b t a i n  a s t a t e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s y s t e m  i n  r o u  

c o m p a n i o n  f o r r r .

-  i (. u *
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y * i  S ^ y u I  S y s t e m  I d e n t i f i c a t i o n

t n o e r  t n e  d e c e n t r a l i z e d  f r a m e v o r K  o f  t h i s  t h e s i s  s c a i s :  

a n c  v e c t o r  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n s  w e r e  d e r i v e d  i n  s e c t i o n s

з . 2  a n d  3.*4.  I n i s  s e c t i o n  a p p l i e s  t h e  l e a s t  s q o a j e s  me t  no: ,  

a n c  i t s  v a r i a t i o n s  t h a t  h a v e  t e e n  d e v e l o p e d  e v e r  t h e  p a s t  

i e v  d e c a d e s  ( s e e  G r a u p e  b ,  J o h n s t o n e ,  P a n u s h a ,  a r c  F e n c e ] )  

t o  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  o f  t h e  p a r a m e t e r s  r e l a t e c  t o  t h e  

s y s t e m  m a t r i c e s  i n  t h e  d e c e n t r a l i z e d  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n s ,  

a l g o r i t h m s  w i l l  b e  a p p l i e d  t o  d e t e r m i n i s t i c  p a r a m e t e r  

i d c n t i t i c a t i o n  a n d  f o r  v a r y i n g  d e g r e e s  o t  c o m p l e x i t y  o f  t h e  

n o i s e  t e r m s  i n  e q s .  1 1 . 3 7 )  a n d  ( 3 . 6 1 ) .  f c x a m p l e s  w i l l  b e  

g i v e n  t o  f i n d  d e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t s  i h  s e c t i o n s  b . i  tJr.o

и . 2 a n d  t he-  s t a t e  d e s c r  i p t i o n s  d e r i v e d  f r o m  t h o s e  d e p e n c e n c t .  

c o e f f i c i e n t s  w i l l  b e  ^ i v e n  i n  s e c t i o n  u . 3 .

in tne deteiministic, no noise, cast th* glotai syster 

state model :s

x ( K ♦ 1) : hy: (h)  ♦ b e  (K)

y ( M  - t x ( t )  <*■. I )

- l b  b -



w h e r e  t n e  in 15 d r o p p e d  t o  m u i c b U '  n o  n o i s e . I t , 5C d i d

c e c e n t r a l l z e d  n e a s u r e r o e n t  e q u a t i o n  i s
t _  *r

Y^( K+n)  = p y <K> ♦ pbn u ( k + n - l )
T  T

♦ C£>n- i  u ( K  + n - 2 )  ♦ . . .  + p b l  e- ( K > -

L e i  m e  t h e  n o n u  y n a  n,i c c o e f f i c i e n t s  i n  o n e  v e c t o r
*r

= i t iL c  ; • * • 1 Etfci )

s o  t h a t  e q .  . 2) i s  w r i t t e n  i n  v e c t o r  f o i n .  a s  

y .  (K + n)  = F y T (K) u ( K*n- 1)  ! . . .  ! u ( k )  J

(*• *2)

(** *3)

r
L

( U . V )

T h t  c o r r e s p o n d i n g  e q u a t i o n  i n  t h e  v e c t o r  c a s e  a  s i m i l a r  

w i t h  t h e  u n d e r s t a n d i n g  t h a t  y ( n )  w o u l d  i n v o l v e  the-  whL. l t  

v e c t o r  o t  a v a i l a b l e  m e a s u r e m e n t s .  I h i s  e q u a t i o n  i s  i n  t h e  

i o i n ,  t o  be  u s e d  i n  d e t e r n i n i s t  i c  a n d  s o me  s t o c h a s t i c  

l a e i i t i f i c a t i o r  a l g o r i t h m s .

1 h e  o a t e n  s o l u t i o n  t o  t h e  p a r a m e t e r  i d e r . t i  f i  c a t  i o n  of  

u n k n o w n  c o e f f i c i e n t s  i n  a m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n  w a s  p a r t l y  

d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  3 t o  e x p l a i n  s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t  a n c  

s y s t e n  o r d e r  c e t e r m i n a t i o n . I h e  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  by

c o n c a t e n a t i n g  i t e r a t i o n s  o f  e q .  ( C. U)  i n t o

y.  (K+n)
A.

r y <M u (h)

Lb
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( u )

o i

7 ( M  - 3£ (4 .1 )X

I t  t* = n ( r * l )  t t i t  n S l r  s q u a r e  arui  t h t  p o i d R . e t e i s  a r e  i  Gu n a  t y

I  = 1 y . ( n)  (^ • DL
I f  N>n( r - * i . )  t h t n  S n a s  m o r e  r o w s  t h a n  c o l u m n s  t h e  p a r a e . e t e r s  

c a n  b e  s o l v e d  l o r  by  

y J K )  = i T S£

£ = ( S T S) - » S T  y ^ (K)

£ = S y ^ i k )

w h e r e  S +  i s  t h t  p s e u d o - i n v e r s e .  W i t h o u t  n o i s e  t h t  s o l u t i o n

i s  t h e  s a m e  a s  e q .  ( 4 . 7 ) .  W i t h  n o i s e  a n c  a u e m c r > 1 e s s

m e a s u r e m e n t  e a u a t i o n  t h e  a d d i t i o n a l  m . e a s u r e m e n t s  C| i ve  a

b e t t e r  l e a s t  s q u a r e s  e s t i m a t e  ( s e e  f c e n d e l )  .  I h i . *  b e n e i i t  

a p p l i e s  t o  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n s  w i t h  me mo r y  b u t  the-

e s t i m a t e  w i l l  s t i l l  h a v e  a  b i a s .  T h e  a c i o u n t  o f  b i a s  D e p e n d s  

o n  t h e  s t a t i s t i c s  o f  t h e  n o i s e  a s  d i s c u s s e u  i n  C h a p t e r  3 

a l s o  s e e  h e n d e l .

A s i d e  t r o m  t h e  b i a s  o t h e r  d i s a d v a n t a g e s  a r e  t h e  n e e d  t o  

s t o r e  l a i q e  a m o u n t s  o f  J u t D . D i e  i n v e r s i o n  i s  n o t  s u i t a b . t  

f o r  o n - l i n e  i d e n t i f i c a t i o n  e s p e c i a l l y  f o r  l a i q < -  o i o e i  

s y s t e m s  ( s e e  b i n h a ) .  I n  c o m p u t e r  s i m u l a t i o n ; ;  a n  i n v e n t  

c a i  c u l a t i n u  s o l  r o u t i n e  i s  n c e d e o  . 1 h e s e  s u b r o u t i n e s  n  r

e x u m p l e  m  t h t  I M j I l i h i u i y  o f  s u b r o u t i n e s  u h  o a u s s i a t

. v 7



e l i n i n c i t i o n  w n i c h  r e q u i r e s  f i n d i n g  a p j v o t  e l e m e n t .  t o r  

h i g h  o i a e r  a p i v o t  e l e m e n t  i s  o f t e n  n o t  l o u n c ,  a n a  t h e  

i n v e r s e  n o t  c a l c u l a t e d .  T n e  d a t a  i n  t h e  i n t e r v a l  e v e r  w h i c h  

t h e  e s t i m a t e  i s  ma d e  m u s t  h e  s t o r e d  u s i n g  u p  l a r g e  a m o u n t s  

o f  c o m p u t e r  iner. o r  y .

j.fie p r o b l e m  w i t h  t h e  h a t c h  s o l u t i o n  c a n  he r e n o v e o  w i t h  

t h e  t e c h n i q u e  c f  r e c u r s i v e  l e a s t  s q u a r e s  ( s e e  M e n d e l ,  G i a u p e  

a ) .  h n ew e s t i m a t e  i s  g e n e r a t e d  a t  e a c h  i t e r a t i o n  { s a m p l i n g  

p e r i o d )  u s i n g  t n e  o l d  e s t i m a t e  b a s e d  o n  o l d  d a t a  p l u s  t h e  

new a v a i l a b l e  c a t a .  Two f o r m u l a t i o n s  a r e  a p p l i e d  h e r e  t o  

i d e n t i f i c a t i o n  o f  d e c e n t r a l i z e d  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n s .

f i r s t ,  f o r  e a s e  o f  n o t a t i o n  w r i t e  t h e  m e a s u r e m e n t  

e q u a t i o n  ( u . u )  i n  t n e  form.  

z ( K )  = t)T ( K) £

w h e r e  t h e  c o r 1 1 s p o n d e n c e  i s  o b v i o u s  b u t  s o m e  e x p l a n a t i o n  i s  

1 n o r d e r  o s  t o  a g r e e m e n t  i n  i n d i c e s  f o r  e x a m p l e  w i t h

z ( K ) = y j . { h + n )  (*♦.&)

why i s n ' t  z ( K + n )  u s e d ?  T h e  a n s w e r  i s  t h a t  2 (h)  i s  a g e n e r i c  

s y t . h o l  a n d  s h o r t h a n d  f o r  d e s c r i b i n g  a n y  a r b i t r a r y  

m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n  s u c h  a s  i n  t h e  o i s c u s s i o n  c f  

m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n s  i n  s e c t i o n  3 . 1 .  Th e  c o n g e n e r i c  

q u a n t i t i e s  a r e  u s e d  i n  t h e  a l g o r i t h m  a n a  i t  i s  t h e s e  i n o i c e s  

t h a t  a r e  u s e d  i n  t h t -  s i m u l a t i o n .

I n d u c i n g  m e a s u r e m e n t  n o i s e  e g .  ( b . 8 )  i s  w r i t  t e r ,  

z ( M  - h ^ t M i -  ♦ v ( h )

- l u n -



a n u  s u p p o s e  L-*l m e a s u r e m e n t s  a r t  accum. u l a  t e d  i i o m  z IK-

L)  t o  z ( K )  a r d  t h e n  o n e  new m e a s u r e m e n t  z ( K * l )  b e c o n e s .

a v a i l a b l e .  L e t  t h e  f i r s t  L + l  m e a s u r e m e n t s ,  m e a s u r e m e n t

v e c t o r s ,  n o i s e  t e r m s  a n d  w t l y h t s  b e  d e f i n e d  a s
T

i ( K )  = ( z ( K) , z <k - L)  )

M M  = ( h (K) ,  . . . .  h tK -L)  ^

V (K) = ( v  ( k ) ......... v ( k - L )

M M  = d i a q  ( w ( K ) ,  . . . .  w ( k - L )  ) ( 4 . 1 0 }

s o  t h a t  t h e  c o n c a t e n a t e d  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n  i s  

2 ( M  = H( ML + V (K> .

A l s o  d e f i n e

z ( M l )

i  (K +1)  =

¥ ( M l )  =

h ( M l )  =

i ( K )  

r v  ( M i ) - i

.  V ( k )  _
r~

h  ( M i )

H ( k )

M M l )  = d i a g (  w( k  + l ) ,  w ( k - L )  ) . ( 4 . 1 2 )

The  l e a s t  s q u a r e s  s o l u t i o n  f o r  L *2  m e a s u r e m e n t s  i r o n .  e q .

( j . 7 b )  i s
a *r
H M l )  = ( ). <k«l)VI ( M l ) H ( M l )  ) ~ l

X H ^ M  1) U ( M l )  % ( M l )  ( 4 . 1 3 )

a n c  u s i n g  e q . ( 4 . i 2 )  c a n  be  w r i t t e n

- I  ui< -



A ~T 1
i ( * * l )  = ( h ( k * i ) w  ( a * 1 > h  <K * l )  ♦ H ( K ) M k ) h ( k )  ) - 1

{ G < * ♦ ! )  v- ( k * l )  z  (k + 1)  + h " V )  V (k) 1 (K) J )

I r. t q .  l e t

^ ( K )  = < h T (k)W ( n ) f i  ( k)  ) - »  ( * . . i b )

t hr n i n s u e  e a .  ( U . I J )

\ . ( k * 1 )  - ( i (f. ■*!) W (K. + l )  H ( r . f l )  ) - *

- ( (K ♦ 1) w (Ml) rî fr. •* i) + ;'• ( M  ) " 1 I1*. It)

s o  t n a t

w-*(f+l) = r M M  ♦ h  (k + i) w (k*l) l ' V - H )  .

whi ch i s  a r e c u r s i v e  e q u a t i o n  f o r  g-*(k+ l)* l s i n b ec..

( 3 . 7 b )  a g a i n  a n d  e q .  ( u » 1 5 )  y i e l d s  
a  ~ r

t t  K) = g<k)k (k)W(K)Z(k)

or
~r A

k ( K ) w ( M 2 ( l )  = w ' ‘ ( K ) t ( M  ( ‘•*15)

w h i c h  i s  s u o s t i t u t e d  i n t o  fed.  ( 4 . 1 U )  t o  g e t
A
i ( K + l )  = (J( K*1)  ( h ( K * l )  W ( l t * l ) Z  ( M l )

A
♦ J - M M L I M  1 • (*’ • 20 )

Usir.q e q .  ( U . 1 7 )  i n  e q -  (q.-JO) y i e l a s
A

t(A*l) = u(k«l)( h (Ml) * (h + l) i  (K ♦ 1)
A

♦ ( g ~ ‘ ( M l )  -  G ( M i ) w ( A * l ) i j  ( M 1 ) £ < A >  )
A

- t ( r . )  ♦ g ( M 1 ) G  ( f . + i )  v ( M l
T  A

A ( Z ( M l )  -  n ( k * l ) t ( A )  >

ana t h i s  tqOri l i un t o q e t r u i  wi t h  e q .  t*+ - 17)  c o n s t i t u t e  ont

v e r s i o n  of  t h t  r e c u r s i v e  l e a s t  s q u a i u s  a l g o r i t h m, .  S i n c e  the

e f f e c t  of  d l l  p a s t  d a t a  i s  i n  tht  l u s t  e s t i m a t e ,  t h t  p a s t

.ate.  IS USOJ wi t f i out  h a v i n g  tt,  be S t O T e G dhO plOCei .Stu fOl e

- l i b



new e s t i m a t e *  o n l y  t h e  m o s t  r e c e n t  n e a s u r e r t n t  z ( k «1)  i s  

r . e e a c a .  I n  c m t r a s t  a  n e w  m e a s u r e m e n t  i n  t h e  b a t c h  m e t h o d  

r e q u i r e s  u s i n g  i t  a n d  a l l  p a s t  d a t a  f o r  a  net* e s t i m a t e  i f  

a l l  t h e  d a t a  i s  t o  n e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .  t q .  ( A . 1 7 )  s t i i i  

r e q u i r e s  c i t i i x  i n v e r s i o n  o f  a n  nXri  m a t r i x  ar . u  a t  e u c i ,  

i  t f  r a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m .  I n v e r s i o n  c a n  be  c o m f i e t e l }  

a v o i d e d  u s i n g  t h e  t t a t r i x  i n v e r s i o n  l e n i n a .

I h e  l e m m a  a p p l i e s  t o  e q u a t i o n s  o f  t h e  f o r m  

f , ~i  = b - >  ♦ C ^ D - ^ C  ( a .  *2)

w h e r e  A,  u a n c  D a r e  n o n s i n g u l a r  m a t r i c e s .  P r e i r u l t i p i  y m r 

b y  A g i v e s

i  = m o ' «  + A c ' u - ‘ C Im . ^ 3 )
T

a n a  p o s t m u i t i p l y i n y  b y  3 2  c . v e s
t  - r  - r  t

bC = A B " ‘ b t  + AC 3*  * CbC
T  T

= AC 0 - >  ( D ♦ CbC ) . < A . 2 a )
T

t ' o s t m a l t i p l y i n q  by (D+C3C ) _ 1 Cb g i v e s

L C ^ t  D * C L C ^ J - i C b  = A C ^ D - i C b  ( A . 25)

ar i u  s u u t r a c t i n c  ( A . 2 5 )  f r o m  A g i v e s

A -  b C ^ t  D + C b c " 1" ) _ | Cb 
T

= A -  AC D - 1 J 3  .  ( A . 2 t  )

P o s t n u l t i p l y i n c  e q .  ( A . 2 3 )  by b

c -  A ♦ ftC 1 - i C B  (A . 2 7 )

a n c  s u o s t i t a t e  i n t o  e q .  ( A . 2 b )  t o  g e t

A -  b -  oCT ( D + C u C ^ J - i C t  . ( A . 2 t )

1 fit r. a p p l y i n g  t f u s  l e mma  t o  e q .  ( A . 1 7 )  g i v e s  

U f  C )  = u ( f )  -  v I M  h (r. * 1 )

a  ( ; ^ ( r  + l ) 2 ( f t ) h ( ^  + D  * i / v ( k * i )  ) - i  ( A . i r0

- 1 1 1 -



T
a n a  s i n c e  b e n d  CbC c o n e s p o r n i  t o  s c a i a i t  no  n . u t r i x  

i n v e r s i o n  i s  n e c e s s a r y .

fc.q . ( 4 . 2 9 )  i n  c o n j u n c t  i o n  w i t h  e g .  < 9 . 2 1 )  c o n s t i t u t e  l

i t c u i b i v o  l e a s t  s q u a r e s  a l g o r i t n n  w i t h  n o  m a t r i x  i n v e r s i o n .

I e c a u s e  o f  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t r i e  rot-a s u r e r ,  e n  t  n a t i i x  a n ^  

t n t  n o u s u r e m e  r t  n o i s e ,  r e c u r s i v e  o r  b o t c h  l e a s t  s q u a r e s  

e s t i m a t e s  a r e  1 i a s e d  w i t t i  m e a s u r e n e  , t  n o i s e  p i e s e r t .  I f  tt.<. 

n o i s e  i s  v e r y  l a r g e  t h e  e s t i m a t e s  c o u l r  b e  u n a c c t j  t a t l t  . hn

d . q o n t r i n i  i n t r o d u c e d  by  i a n u s k a  i s  a m o d i f i e d  v e r s i o n  c i  

r e c u r s i v e  l e a s t  s q u a r e s  t h a t  c a n  b e  s h o w n  t o  c o n v e r g e  i n  

me a n  s q u a r e  a n a  g i v e s  u n b i a s e c  e s t i m a t e s  w i t h  d t a s u r  e c  e r. t

n o i s e  p r e s e n t .  T h e  a l g o r i t h m  a p p l i e s  t c  e q u a t i o n s  o f  t h e

i o r  n

V ( * +n )  = a y ( K + n - l )  ♦ . . .  + a  y (K) + b u ( k + n - l )I -*% I

 ̂  ̂ t u (K)  ̂ CjV ( K ^ n " l )  ^

♦ c v ( k ) + v ( k * n )  ( 4 . 3 b )

w h i c h  i n  v c c t o i  t o m  i s  w r i t t e n

b ( * ) = h ( k ) P - * e { k )  ( w . 3 i )

w i t t ,

z (K> = y (K ♦ I,)

= ( y < K * n - l ) ,  y ( r ) ,  u ( K - * n - l ) ,

u (k ) , v ( k * i i - i )  , . . . .  v (k ) )
T

1 b ( a , . . . , a f D , . . . , b  ,  C ,  .  .  .  , C )
I w .  I v t  I > v

e ( i t ) - v (k * i.) ( 4 . J 2 )

- J r .



ai i u  e  (ft) i s  o n  u n i t i e j Lu i  a b l e  i a n c o n  d x s t u r  t / d n c t  w i t h  a 

i n t i o r i a l  b p c c t i u l  d e n s i t y .  I t  i s  a s s u i t i t ’j  t o  b e  a s t ^ u t n c t  

u t  r a n d o m  v a r i a b l e s  w i t n  z t i o  m e a n  a n d  v a i i a n c t  a- i •

H u  c o o t  i i c  i e n t a  e . , j = 1 . . . . .  n a i d  d i s t u i  Lc. nci
a

t

P t . oiTiv t  c. i s a».a n (ft) i s  a n  o n  l a r  j t d  ii.c-asu r e n t  n t  v* t  t o ;  it.

c u r . U a b t  t o  l i d  t l t u j t i c  ii t -xui i ' i i i t  j  t  n u s 1 a ; . i i n o e  int .

e O ) ' s  o r e  n o t  a v a i l a b l e  t h e n  c o n . p u t e a  e r r o r s  a r e  u s t  c t  i or

t O .  ( M . j  i  )
A A T
t  (ft) -  z ( K )  -  h ( f t ) F  ( t . j j )

w h t r e  
a -r
n (ft) = ( y ( h * n - i ) ,  . . . .  y ( f t ) ,  u ( K  + n - l ) ,  . . . .  u ( i . ) ,

A A
v( f .  •Ti’""!.) t • • • i v (n ) ) •

k h s c h  i s  a n  e n l a r g e d  :t>eae u r  e n c  n t  v t c i u r  o s i n t  c i c  c o n n a t e -

e r r o r  t s t i . T d t t  : . I  h e  s l u c i  i  t hn.  i s  o i v t n  b j  t h e s e  n c o i i i u

e a u o t  i o n s
A A *T A A

i ( f t * I )  = £ O > + v ( f t ) (  y ( M  -  £  ( M L  ( n)  ) M M
A

v ( K ♦ 1)  = w ( D  -  * { f t ) n ( ) . * l )
A T  A A T

( a  ( ft ♦ 1) y ( ^ ) Ii ( n ♦ 1) ♦ 1 j - i f )  ( K * 1 ) ; ( K )  .

'J t i t  s c a l a r  d t  c e n t r a l  i idtc.  t i e a s u n  x  nt  e ^ e a t  l o t  il t u i l

i n t c  t n e  l orn,  c l  e a .  ( u . 3 t )  1 1  n o  s t a t e  n o i s e  i s  ( K s  l i t  s u

t h a t  e  m » ( h . 3 0  ) r e o u C t j  t o
T   T

>r . ( t . h i )  = t  yn (ft) + t l s  a ( t, ■» n - 1)  ■+ . . .
A A

T  T _
+ p a 1 o ( > )  -  j_  v . ( K)  *  v .().■* n ) 1C . i l )

A A
w h e r e  Ihv- i u j t u t  l u l l  i s  t n e  scjI.h. a .• i l l  (. m* ( ^ . j  w) ( x o  j t t r*^t  

it. Cj 1 1  tri^r, >ru i n p u t  i ; i i M t i t .  L n n s  t h t  o r u t i  ui  t i -



t i c  r u n  i s  i n  f, ( t. > Can o i t V i T t i c  | ]^ v j .a ' 1, t i n  t r u t i  .̂n i  (r.)

i l  t l i t -  i n n e r  p i o i j c l  i n  e g .  ( b . 3 i )  i r .  u nc r u - . i . u  v, a : , a
T  ______T  T  T

L. ( M  = ( y r . . ( k ) ( e ( K t n - i ) ,  . . . .  u i f . ) ,  v . {K) )
i- j-

~T T  ~T T  T
I — ( ^ f P 1: h # * * * i yb_l > 1 ) 11 . .3 L’j

w h e r e  t h e  n  r e s u l t  t r . u. * t h e  r f y n a r i c  c e ^  t b e e n c e

a i t .  . u i  t  j r L ‘ur,C' . - f u r u i i t t t  a i t  t h t  t a L i ,  : i

f c i l t f t  , rriaKir.v, t h i s  i s p e c i a l  c o i t  o f  a no:  c q t i i t  r . J

p- r c l 1 e iti.

’l h e  r e l e v a n t  ^ l o n a l  s y s t e n .  s t a t e  u t s c r  l p t i u i i  i s  t ht - : .  

i  ( K+ l )  = A* (k)  + b y  (&)

i .m ( k )  = u  ( i  ) ♦ v ( f . )  ( i * . . / )

i o  p r o v e  c o n v e r g e n c e  t h e  at- o s s u r  ^ t  i o n ;  i r u s t  bt- s d t i s i n c  

i )  I n e  s y s t e n  o t - s c r i b t j  t y  e g .  (<*. 37)  o r  e u .  <h . 3 0 )  o n e  t h e  

p r e d i c t o r  i n  e c  . < d . 3 3 >  n u s t  h e  s t a c i c .  A l s o ,  t h t  S j S t e r .

i . u s t  b e  c o n t r c  i I d L l e  f r c i n  t h e  i n p u t  u ( k )  o i  o i s t u r t a n c i  

-£ ( k )  .

L O t n  i n p u t  a  ( M  a n d  d i s t u r b a n c e  e  ( K)  h a v e  f i n i t e  s e c o n c  

c i i U  l o u i t h  o r  a e i  i i u . n e n t a  a n a  a  a m  e  a r e  n i e t e a l l j  

1 n e e  p i e n d e  n t  •

3) 1 h e  c o v a r i a r . e e  i t a t r i x
r~y\ A T  i A ^  "I

L ^ h  ( is i ft ( h )  i 1 ( 1 ) ,  • • • ,  £  ( h ) J

i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e  a s  k - * 0 0  .

M  1 fie co i ' . d i  t  i t  n

oo * p o s i t i v e  d e f i n i t e  c o n s t a n t  n a t i i x

f i O 1 U b  .

- l i e -



1 d l l  U S A a  • S a l g o r i t h m  Wj S SL't'Ii  t t  Lt.‘ tsi  p J 1 C a t  I t -  t c

i d e n t i f i c a t i o n  o f  t h e  s c a l a r  L'Mh. w i t h  n e a s u r  en.e n t  n c i b t  t u t  

n o t  s t a t t  n o i s t  ( . r e s e n t  i n  t h e  s y s t e m .  U i t h  a v e c t o r  o i  

m e a s u r e m e n t s  a v a i l  j o U  uric m e a s u r e m e n t  n o i s e  o n l y  t  -c, . 

l o r  t h e  i t h  m e t . s o t e  mer i t  i s

Vji ■(*«.♦ p.  ) - o . y m ( k )  -  (K)
A . A. A .

* fi V (►.) ♦ v (h + p. ) t1- • 3b)
A  A  A

whe xe

^  “ ' > it ( c . A B . »•  • . c - *! )
A . ►

_ { a  • M j . . * [ a - K  _ | 0 )  ( u . 3 b )
^ r a '

a n a  t h e  s u p e r s e n  f t , 1 ,  h a s  b e e n  d r o p p e d  f o r  n o t a t i o n s !

s i n p l i c i t l y .

h s  i n  t h e  s c a l a r  m e a s u r e m e n t  c a s e  c o m p u t e d  e r r o r s  c a n  t t

c a l c u l a t e d  s i n c e  v (it) i s  n o t  m e a s u r a b l e  b y  
a a -r a
e  ■ (K) = ym (K + p . )  -  £  ( K ) f c ( h * l )  -**C=>

A  A  A

w h e r e
a  t  _ T | Cl "r T
h ( r . * l )  =■ ( > i r ( * )  i U ( k)  i V (k)  )

i  -- < n k : t v ;  a ;  >

t  . (K) = v.  <h*p.  )
A  A  A

f o r  1 = 1 ,  • • • , it •

C t h e i  v a r i a t i o n s  o f  t h e  l e a s t  s q u a r e s  a p p r o a c h  ( n a s c u  or  

m i r . i i . . i z . i h u  a w c i q h t e d  sum o i  s u u a r e s  o i  e r r o r s )  n<iv>. t< -f  

a t v e l o p e d .  I h e s o  a l q o r i t h n . ; .  c U i i e i  i n  t h e  n u m e r i c a l

s o l u t i o n  o i  t h e  p r o b l e n  o n e  h a v e  d i f f e r e n t  c o n v e r g e n c e

r a t e s ,  s e r s r  t  i v i t i e , .  t o  r o u n d - o i f  e n u i t ,  a n c  c c r i u t i . t i o r . f i ,  

ne-e-uo. .
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i  he -it b i q o i i t h D ?  n o i d  t o r  t h e  g e n e r a l  a u t o i -  

n . oo t  1

y ( K + n )  ♦ a  > ( x + n - l )  ♦ . . .  « a y ( A )  1 w t K ♦ n > ( u . h i )
I “V \

w h e r e  t n e  w h i t e  n o i s e  s o u r c e  w(K)  i s  z e r o  m e a n  a n e  s e c u r e

r . u r e n t  e r u u d i c  a n a  t h e  c o v a r i a n c e  o i  t h e  n o i s e  i s  f i n i t e  a n d

c o n s t a n t .  T h e  l i r s t  l e t h c d i .  t o  Le  c i s c u s s e c  a i e  t i n  

c o v a r i a n c e ,  p a r t i a l  c o r r e l a t i o n ,  a n d  a u t o c o r r e l a t i e n  r e t h u d s  

w h i c h  a r e  n o n r t c a r s i v e  ( s e e  H e h r a ,  Bo x  a n d  J e n K i n s ,  o i b s c n

a n u  M e l s a ) •

As d i s c u s s e c  i n  t h e  b e g i n n i n g  o i  t h e  c h a p t e r  t h e  n a t c h

l e a s t  s q u a r e s  e s t i m a t e  i s  g i v e n  b j  
A T -T _
£ = ( 0  S)  - * s  y (N) 

w h e r e
-  -  t

y Hi> = I y U >........... ....  (Mn-i )  )
a no

5 = ( y ( U - 2 ) ,  . . . .  y ( N- n )  )X

N e x t ,  t h e  s a m p l e  c o v a r i a n c e  i s  d e f i n e d  by
W +- y\~m J

h ( i , l )  = 1 / 1 .  T L  y ( K - i ) y ( K - l )  ; i , l = l  h
4c —

s o  t h a t

(4 . 4 2 ;

{ 4 . 4 3 )

(4 . 4 4 )

*r _
y (N> = ( h ( i . i )  R ( l . n )  ) (*. . 4 ‘ti

a n c
-

«  ( 1 1 ) ■ *  * h  ( 1  *  1 * }  

*

r t  ( h 1 )

•

«

*  •  *  Ft  ( N  t  N  } { 4  . 4 1 : )

l e t

- l i t , -



K = S  S

<3 l iC

1 ( 1 )  = > (N) (9 *97)

s o  t h a t

h - ( I  ( 1 )  T (n> )

dl lo
A

t  = K - 1 T ( 0 )  . (**.*+6)

I h e r e f o r e ,  t h i s  a l g o n t n m  i s  t n e  t a t c h  e s t i m a t e  e x c e p t  l o r  a 

u i l f e r e n c e  i n  n u m e r i c a l  e x e c u t i o n .  A l s o ,  s i n c e  F. ( i , i )  

t h e  a u t o c o r r e l e t i o n  H ( i - l )  o f  y <k ) w i t h  d e l a y  i - 1 ,  e g *

1 9 . 9 8 )  i s  a l s o  c a l l e d  a n  a u t o c o r r e l a t i o n  e s t i m a t e .

m e  b a t c h  p a r t i a l  c o r r e l a t i o n  m e t h o d  i s  a  n o r r e c u r s i v c  

i r e t n o u  t n a t  r e c u c e s  t n e  n d l m e n s i o n a l  p i o t l e a  i n  e g .  ( 9 . 9 8 )  

t o  n c n e  c i m e n s i o n a l  p r o b l e m s  by  s u c c e s s i v e l y  i n c r e a s i n g  t h t  

o r c e r  ox e g .  ( a . 4 6 )  { s e e  Box  a n a  J e n . t i n s  a n a  G i b s o n  a n a  

K e l s a )  . F i r s t ,  e q .  ( 9 . 4 8 )  i s  w r i t t e n  i n  i u l e - W a l h t i  f o n t
A

X  P ; T ( i - l )  = * T { 1 )
~ * N  -vv -  I

I ( i - l )  = 1 / h  X  y ( i t - i )  y ( k - l >  .  ( 4 . 9 9 )
J*. ~ "w

L e t  t n e  i t h  c o e f f i c i e n t  o f  a j t n  o r d e r  a u t o i e g r e s s i v e
i

p r t c e s s  b e  . F o r  j = l  f r o m  e q .  ( 4 . 4 8 )
i

f o i  z 
x  *

- 1  ( 1 ) / I  (0)

i  (C >

1 9 .  SO)

- 1

U )

T ( l >

1 1 0 )

T (1)

1 U )

i nn s o  o n  wr u c t ,  c a n  be  n u t a u  t o  t h e  f o r  n.
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<*« .J>1)

dliC

I * 1 13 + 1 - 1 ) / t t  1 (1> (*4 . i i / )

writ it- tr.t c i t  t he  p a r t i a l  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t s
? + '

t~. i , t a  ^ e n t  1 1 c c v a r i a n c t  a n u  p a r t i a l  c o i r t l o t i c i .  « i c , o i  i t t . u.  

c a n  Df  a i r . p i en j e r  t e c  u s i n ^  t h e  r e c u r s i v e  e q u a t i o n

( u . i * 7 )  bd &e d  or.  j  u a t a  p o i n t s .  T h e  c o r r e l a t i o n  i s  t r i e r ,  u s e e  

i n  e q .  ( U . a 7 ) .  U s i n j  t h i s  c o r r e l a t i o n  i n  c o n j u n c t i o n  w i t n  

e c -  g i v e s  s e q u e n t i a l  p a r t i a l  c o r r e l a t i o n  e s t i m a t e  .

I n e  n e x t  v a r i a t i o n  o f  l e a s t  s q u a r e s  t o  t e  a i s c u s s e a  i s  

t h e  l a t t i c e  n e t h o a .  T h e  m e t h o d  i n v o l v e s  c o m p u t i n g  f c r w s i u  

a n c  n a c K w a r J  e r r o r  r e s i d u a l s .  A f u n c t i o n  c i  t h e  r e s i d u a l s  

i s  i r i n i i i i i z e d  w i t h  r e s p e c t  t o  c o e f f i c i e n t s  t h a t  c o n v e r g e  t o  

t h e  a e s i r e a  o n e s  i n  e q .  ( u . t r i ) .

L a t t i c e  d l c i r i t r i i i j  h a v e  be e r ,  u s e d  i n  e t h e r  i i e l u s  of  

e n g i n e e r i n g ,  e . g . ,  i n  d i g i t a l  s i g n a l  p r o c e s s i n g  a n a  s e v t r u i  

p a f e r s  h a v e  u p [ f a r e d  i n  t h e  c o n t r o l  t h e o r y  l i t e r a t u r e  ( s e t  

G r a u p e  t ,  S h i c h o r , b u r g ,  a n u  M a K h o u l ) .  T n e  f i r s t  s t e [  t o

c o c p u t e  e r r o r  r e s i d u a l s ,  so(r>e p a p c r r  f i n a  f o r w a r c  l e r i c a a J ;  

q i v e n  t»y
A 2 -  $  ?

e  . ( ) )  - y ( r . )  ~ V U )  ■ -c_ a  ) , J a  = 1 ;
7  ' -  r  l .  4 l  ~ A .  O

1 ^  ( 1 ) l V )  + l / < j + l )  ( y ( 3 +1 )  y u * l - l >  -  b > ( 1 )  )

(u . h3)
•c

f r o n  h e r h a v  a r . d  G a b a y  w h e r e  T i s  t h e  c o r r e l a t i o n  i n  e q

> ( r . )



w h i c h  d e p e n d  or. p a s t  o u t p u t s  y ( k - l ) ,  j ( K - 2 ) ,  e t c .  f c fu l f

o t h e r s  f i n d  b a c k w a r d  r e s i d u a l s  g i v e n  by
+ i  •>

e .  ( i . M  = y U - 3 ) y  ( R - J )  = ' S  a ,  y ( k * i - j > ;  a ’ = 1
b  A  r

e  L ( C , k - 1 ) = y CK- 1 )  I1* • 5 b )t

w h i c h  u t - p e n J  oi  f u t u r e  o u t p u t s  y ( K - j * I ) ,  > ( h - ; ) *2) #  e t c .

I h e  l u h c t i o i . i  t u a t  h a v e  b e e  rt u s e d  i  n t h e  m i n i m i z a t i o n  

a r e ,  w h e r e  t  i s  t h t  e x p e c t a t i o n  o p e r a t o r ,  t h e  m e a n  s q u a r e  

i o r  war  d e n o r

t  I = L t e ^ i j , K )  ) ( U . b 6 )

t h e  me a n  s q u a r e  b a c k w a r d  e r r o r

L = o {e^ ( j . k ) ) . b 7 >
b

ahG a t  l e a s t  c n e  p a p e r  ( s r i n a t h  a n d  V i s w a n a t h a n )  u s e s  t n e  

a v t i n ^ e  s um o t  t n e  me a n  s q u a r e  f o i w a r d  a n d  b a c K v a i c  e r i o i j

A  > 
t » ,  : r . L . 5 .

A 2 .  ( 4 . b 6 )

I s o  d e n n e

= u (e ^  ( j , K ) e b  ( j , k - 1 ) )  (e. *

a n c  a l t e r  m i n i n i z i n g  e q s .  ( 4 . 5 6 )  t o  ( 4 . 5 8 )  w i t h  i e s p e c t  t c  
i x

d ( , a ,  i ( b e e  G r a u p e  b) y i e l d s

a  ( l o r w a i d )  -  I *  / L  I+ C B
I

C
t

d ^ + ( o v e r a o e >  - 2 E . * ' / ' ( t * - » L * )  (4 . t u )
j *i c F R

( b a c k w a r d )  = 1 / i _  £

w h i c h  a r t '  t n e  l a t t i c e  a l g o r i t h m s .

U i t h  v a r i c  e s  l e a s t  a l g o i  l t n n s  r e v i e w e d  t h r o e  e x e m p l c - i  

w i l l  b e  l o r n u l a t e u  u h i  r e s u l t s  l i o i r .  c o m p u t e r  s  i  n. u l a t  l  o r e

-  J  1 H -



g i v e n .  I h e  r e c u r s i v e  l e a s t  s q u t i i t s  f o r  mu l a t  i t  n Q t i c n D t a  oy 

t g s .  ( U . 2 9 )  a n a  ( d . 2 1 )  w h i c h  a v o i d s  t h e  c a l c u l a t i o n  oi  

i n v e r s e s  h a s  t e e n  p r o g r a m m e d  a n d  a p p l i e d  t o  t h r e e  Klfco 

e x a m p l e s .  O u t p u t s  a r e  t h e n  d e c e n t r a l i z e d  a n d  a l l  p o s s i b l e  

p a r a m e t e r s  ( a s  muc h  o f  t h e  s y s t e m  a s  p o s s i b l e )  i d e n t i f i e d  i  n 

a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  1 s e n t i f ! □ Li  1 1 l y  r e s u l t s  o f  C h a p t e r  3 .

I h e  f i r s t  e x a m p l e  i s  g i v e n  b y  t h e  l o l l o v i n c  s t a t i e  s e c e n c  

o i c e r  a b s t r a c t  d i s c r e t e  s y s t e m
r

X ( K + l )  1
. 3 > (k)

*
1 0 U ( ( K >

X ( K + l )
_ 2- _

- 1 -  . 7 x (k)
L_ ">

0 2
_  L * l M -

i ( K )  = x ( k >  

w i t f i  e i g e n v a l u e s  a t  . o a n a  - . b .

- b l )

L e t <K) , o u t  n o t  y ( k ) ,
2.

b e  m e a s u r a b l e  by on e

I h e  o t h e r  o u t p u t ,  y Ck) , may o r  may n o t  bei  a e r i t  l  f  l e t  .

a v a i l a b l e  t o  s o m e  o t h e r  i d e n t i f i e r  b u t  w i l l  n o t  c o n c e r n  t h e  

p r o c e s s i n g  p y  t h e  f i r s t  i d e n t i f i e r .

I h e  o b s e r v a l i 1 i t y  m a t r i x  f r o m  t h e  f i r s t  o u t p u t  i s  

1 0

1 . 3  (U .  £>2)
U.

t h e r e f o r e  t h e  s i n g l e  s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t  i s  2 a n d  t h* 

i d e n t i f i e d  m o d e l  w i l l  b e  s e c o n d  o r d e r  w h i c h  i s  t h e  g l o b a l  

s y s t e m  o r d e r .  w i t h  n = 2  t h e  d e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t :

i d e n t i f i e d  o r i  f o u n d  I r o n  T u b  I t  3 . 1  

l {h)  : p h i  c h P - ,i P

J  *. L.



y ( * - * l ) :  t k i  " c , t' (“*

w h t  r e

it 'T -  < - !  A ! . t i  ( A ) ) = i . 3  ) *4 . t n )

c e r t a i n s  t  h e  n e y o t l  v e s  o f  t h e  co t- f f i c i e n  t  s  o f  t h t  

c h o i  a c  t e r  1 s t i c  e q u a t i o n  o f  A i  r, r e v e r s e .  F r o r  l e t  I t  3 . 1

r o

; c ,  a
L 1 0

a n a  t h e n

c ( h e  -  £ l  0 ] 1 1 0

- 1 - 7 J 0 2

PT K = ( . 3 0 >

t t u  ~r -  ( *7 1 A ) •

T h e  c n a i d c t e r i s t i c  e q u a t i o n  o r  A i i  

z*  -  , 3 z  -  . a  -  0 .

F o i  t h e  i n p u t s ,

C  ̂A rl * j, K :  1 * 7  • t  ) •

a n d  t h e  uMr, i s

y ( K*2)  = . j y ( (r. + l )  ♦ . 4 y  ( ( e )  ♦ u , ( * • * ! )

( d . 6 S )

. t l  ( 4 . 6  6)

(4 *47)  

( 4  . b b )

( 4 - t 5 )

(4 . 70)

♦ . 7u  ( (k)  ♦ • 6 u Z (K) ( 4 . 7 1 )

a n d  i s  i d e n t i f i e d  by t h e  r e c u r s i v e  l e a s t  s q u a r e s  i d e n t i f i e r

d e s c r i b e d  p r e v i o u s l y  i n  e q s .  ( 4  . 1  4 )  - ( 4 . 1 6 ) .  A l s o ,

= { 1 0  ) ( 4 . 7 . )

a s  t h i  d e p e n d t r . e e  c o e f f i c i e n t  v e c t o r  o f  u ( k * i ) .  T h e  t w t ,  .

n u L h e r  o f  c o e f f i c i e n t s  i s  g i v e n  b>

i. ♦ r p  = 2 * ( i )  (2)  = b (4 . 7-i'
r -

a r, c t h e  l o t  j I c u e f t i c i e n t  v t - c t c u  i^-

-1 1 1 -



i = ( . 4 .  . 3 ,  1 ,  0 ,  . 7 ,  . 6 ) " * "  . ( 4 . 7 4 )

T h e n  t h e  d e c e n t r a l i z e d  m e a s u r  e o t e n t  e q u a t i o n  h a s  t h e  f e r n .

z (K) = y (K + 2) = ( 4 . 7  5)

w h t i e  t h e  m e a s u r e m e n t  v e c t o i

£iT ( M  = ( > , < * ) .  y , (k + 1)  , u , ( K41)  , u _ ( k * l ) ,

u ( h ) ,  u  ̂ ( k ) > • (4 , 7 1>)

iO s t a r t  t h e  a l g o r i t h n  0 ( 0 )  a n d  a n  i n i t i a l  f a r a n . e t e r  

q u e s s ,  £  ( C ) , a r e  n e e d e d .  &s s u g g e s t e d  i n  M e n d e l  t h e y  a r t  

c a l c u l a t e d  u s i i . g  t h e  t wo  e q u a t i o n s  

0 ( 0 )  = (1 / a 2 1 ♦ 3 ( 0 ) w ( 0 ) u  ( 0 ) ) - »

1 ( 0 )  = 0 ( 0 )  ( 1 / a m  4 j ( 0 ) z ( 0 ) )  ( 4 . 7 7 )

w h t i e  " a M i s  a v e r y  l a r g e  n u a c e r  a n d  m i s  a v e c t o r  c f  v e i )  

s m a l l  n u m b e r s .  I f  t n e  i n i t i a l  w e i g h t  w ( 0 )  a n c  i n i t i a l

m e a s u r e m e n t  z ( 0 )  a r e  b o t h  z e r o  e q . ( 4 . 7 7 )  r e d u c e s  t o

0 ( 0 )  = a * I

k  ( 0 )  = l / a ^ t  ~  0 (4 » 7 o )

i f  i n i t i a l  c o n c i t i o n s  a n d  i n p u t s  a r e  s e t  t o  z e r o  s u c h  t h a t  

¥ ( ( 0 )  = y ( ( I )  = u ( ( l )  = u , ( 0 )  = u ^ l )  = u x (C) = 0 

a r e  a l l  z e r o  i n  e q . ( 4 . 7 6 )  t h e n  z (<j ) i s  z e r o .  T h i s  wa s  d o n e

i n  t h e  s i m u l a t i o n  a n a  a ? wa s  s e t  t o  i C fc i n  e q . ( 4 . 7 b ) .

A r L i t r a r y  i n p u t s  w e r e  u s e d  a s  f o l l o w s  

u ( i k > = S s i r .  ( 3 k )

e ^ ( K )  -  - 4 s i n ( 7 h )  •* 1 .

I h e  6 p a r a m e t e r s  c o n v e r g e  t o  t h e i i  t r u e  v a l u e s  v e r >  l a s t  a n c  

a l t  s h o w n  i n  t i g s .  ( 4 . 1 ) - ( 4 . 3 ) .



A . n o t h u i  e x a m p l e  J i l l  now b e  i d e n t i l i e a  u s i r  d t h e  

r e c u r s i v e  l e a s t  s q u a r e s  a l q o r i t h m  i n  w m c h  t h e  g l o b a l  s y s t e a  

i s  u n o b s e r v a b l e  f r o n  t n e  a v a i l a b l e  m e a s u r e m e n t .  I h e  s e c o a c

o i a t r  □i s t r a c l  a i s t r e t e  s y s t e m  i s  g i v e n  by

> ( ( K + 1  )

L * -
U * l >

---
---

--
J

• .  i r| x i(K)
r-
1 {j

= 1 i
4

L ' 2
, b t

i—
 

y
e i 

. 0 1

r u , (K)

a  (h)  z

—
---

)\
*<

__
__

__
J r i  2 " x (k)*1t

y (h) 0 1 x Ik) . b V)
z 2

a n a  s u p p o s e  o n l y y . (M i s  a v a l L a b l e .  T h e  s y s t e i r  i s  s t a u l e

•  l t h  e i g e n v a l u e s  a t  . 9  a n d  . b 5  

i r o n ,  t h i s  o u t p u t  i s

I n e  o b s e r v a b i l i t y  n a t i i x



Q-

F i g .  u . l  P a i c n . e t e i  £'1 a n o  V2 c o n v e r g e n c e  u s j . n g  r e c u r s i v e  

l e a s t  s q u a r e s  i n  o b s e r v a b l e  e x a i r t l e .
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q u i r e s  i n  o i s e r v i L l c  e x a i r  p i e .

- i ;



4.0 0.0
K, ITDWTI0N5

F i q .  <4.3 t W a r r e t e r  1 5  a n a  1*6 c o n v e r g e n c e  a s i n e .  r e c u r s i v e  

l e a s t  s q u a r e s  i n  O D s e r v i t i t  e x a n p l e .
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. 9  1 . 6  ( 9 . 6 1 )

w h i c h  i b  s 1 r.9 c j . a r .  W i t h  r e f e r e n c e  t c  t h e  r e s u l t s  ir.  

s e c t i o n , ,  j . 2  ur .d J . 3  o n l y  t h t  e e c o u p l t c  p a r t  o f  t h e  b > s t e i i  

i n  f i b s e i  V d O i l i t y  c a n o n i c a l  l o r n ,  c a n  h e  i d e n t i f i e d .  j o  s how 

t h a t  t n e  i d e n t i f i e r  o u t p u t  t o  f o l l o w  i s  c o r r e c t  t h e  s y s t e r  

w i l l  De  t r a n s f o r m e d  t o  t h i s  c a n o n i c a l  f o m . .

As d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  2 t h e  f i r s t  it r o w s  of  t h e  

t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x  s p a n  t h e  o b s e r v a b l e  s u b s p a c e  o f  t h e  

s u b s y s t e m  a n a  s u c h  a s e t  i s  o b t a i n e c  u s i n g  t h e  l a r g e s t  

p o s s i b l e  n u m b e r  o f  l i n e a r l y  i n o e p e n d e n t  r o w s  i n  e c . ( 9 . 6 1 ) .

I n i s  a m o u n t s  t o  t h e  f i r s t  r o w  i n  e g .  ( 9 . 6 1 ) .  s e t  o f

l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  r o w s  s p a n n i n g  t h e  n u l l  s p a c e  o f  e g .  

( U . 6 1 )  i s  o b t a i n e d  f r o m  

c , t  -  t

( 1  2 ) e  -  0 ( 9 . 6 2 )

o r

e  ♦ 2c  = C .* z

L e t t i n g  t ^ - 1  t h e  s e c o n d  r ow o f  t h e  t  r  a n s  f o r  it,a t i  o n  n . a t r i A  i.v 

t h e n

( - 2  1 ) 

a n a  s o

1 =

w i l t  .j 11 j ;. v ■ 1 : 1

( 9  .  o j )

- 1 . 7 -



.  2 . <i
l - i  =

. u . 2 (U . tiU)

i h e  t r d t i S i o r i T . e e ,  s y s t e m  . m a t r i c e s  a r e  t h e i .  c a l c u l a t e s  
r

. 9

;  mi  - »  = 

c i - »  = ( 1

r i

l b  =

o

- 2  1 

w h e r e

, c; ) = < .9

i s  a n  o b s e r v a b l e  p a i r

( 9 .  t b )

1 ) { U . b t )

I h e  s i n g l e  e i g e n v a l u e  o f  m *( i s  . 9

w h i c h  i s  a n  o L s e r v a b l e  p o l e  w h i l e  . 9 b  i s  a n  u n o b s c z v a b l i

p o l e .

t r o r o  t h e  c o l u m n  d e p e n d e n c e  t e s t  d i s c u s s e d  i n  s e c t i o n  3.3 

t h e  o i l e r  o f  t h e  o b s e r v a L l e  p a r t  o f  t h e  s y s t e m  i s  f o u n d  t c

b e  o n e .  T n i s  v a l u e  i s  t h e n  u s e d  i n  T a b l e  3 . 1  t c  t l n o  w h a t

a e t e n d e n c e  c o e f f i c i e n t s  w i l l  b e  i d e n t i f i e a .  The

c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  o f  A* t i s  s i n , p l y

i. ■ .  y — u ( 9 » f ‘ 7)

s o  t h a t

L'"1" - P -  . 9 (9  . J

anc. t h e  at  p'Tnic rice c o e f  f i c j  tri t s  f o r  t h t  i n p u t s  ar t

! 2 t



H (k) ; - c  J fl = [ l  o] 1

- 2

= ( 1 2 )

I h e  DMi.: i s  t h e r ,

y ( ( k ■* a ) = . V i ( ( K > * J  ( (* ) + u ^  ( K )

when.* t l i t  paiciii i t e i  v e c t o r  

L = ( - 9  1 2 ) ' '

i s  i d e n t i t i e s  i n  F i q s .

2

1

(4 . 64)  

( 4 . S I )

u s i n y  t h e  s a m e  i n p u t( 4 . 4 )  -  (4 . 6 )

f u n c t i o n s  a n d  s t a r t u p  p r o c e d u r e  a s  i n  t h e  o h s e r v a b l t  

e x a c p i e .
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F i q .  a . u  R e c u r s i v e  l e a s t  s q u a r e s  c o n v e r g e n c e  t o  f'a r o t r e t e r  I a 

o i  u r i o b s c r  v a b l t  e x a m p l e .
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o

F i q .  U . S  h e c u i t i v e  l e a s t  s q u a r e s  c o n v e r g e n c e  t o  P a i a m e t e r  \ 2  

o f  u n o b s e r v a t i t  e x a m p l e .
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o

t i q .  h e c u i s i v e  l e a s t  E q u a r e t  c o n v e r q e n c t  t o  F a r a n i t i t r  t  j

o l  u n o o s t r v a b U  e x a m p l e .



i> t h i r d  e x a n . ^ l e  i s  a s o n , p l e d  a a t a  v e r s i o n  o f  a l i n e a r r z c u  

c o n t i n u o u s  t i m e  m o d e l  o f  a  s t i r r e d  t a n k .  I n i s  e x a m p l e  i s  

t y p i c a l  o f  s o me  p r o c e s s  c o n t r o l  s y s t e m s .  Two f e e d s  a r e  t h e  

i n p u t s  t o  t n e  s t i r r e d  t a n k  c a r r y i n g  t i m e - v a r y i n g  f l o w s .  I h e  

f l o w s  c o n t a i n  d i s s o l v e d  n a t t r i a l  w i t h  c o n s t a n t  

c o n e e n  n a t i o n s  c ( a n d  . I h e  p r o p e l l u i  i n  t h e  t a n k

m a i n t a i n s  a c o t , s l a n t  c o n c e n t r a t i o n  i n  t h e  t a n k  w h i c h  i s  t h e  

c o n c e n t r a t i o n  c f  t h e  o u t g o i n g  f l o w  a t  t h e  b o t t o m , .

T h e  m a s s  b a l a n c e  a n d  o u t p u t  f l o w  r a t e  e q u a t i o n s  

d e s c r i b i n g  t h e  t a n k  h a v e  b e e n  l i n e a r i z e d  i n  i i v a n  a m  

h w a h e r n a a k  a n d  l e a d  t o  t h e  s t a t e - s p a c e  d e s c r i p t i o n

o  ( t )

<t • ‘M

- 1 / 2  h 0 1 1

X { t )  = x ( t )  +

C - 1 / n <c , - c e ) / V 0

w h e r e  n i s  t h e  h o l d u p  t i m e  a n d  

h = /  F e

a n d

V 0 = n o m i n a l  s t e a d y  s t a t e  t a n k  v o l u m e  = 1 n J 

fco = n o m i n a l  o u t p u t  f l o w  r a t e  = . 0 2  n * / s

ft = SO 

c I f e e d  1 c o n c e n t r a t i o n  = 1 n m o l / m 3 

c = f e e d  2 c o n c e n t r a t i o n  = 2 k m o l / r n 3
X.

1 n t  r. e g .  i s  g i v e n  by

-  . 0 1  0

L ‘
y ( t  j

. 2 ! . 7!

y < t )

(u . 53>

(0 . 9M

- J i d-



w h e r e  t h e  coaif.iL [ t e n t s  o f  t h e  s t a t e  a r e  t  fie i n c i e n . e r . t u l  v o i u i r i  

i n  t h e  t a n k  a n c  t h e  i n c r e m e n t a l  c o n c e n t r a t i o n .

h e x t ,  c o n s x c e r  t n e  t a n *  f o r m s  p a r t  o f  a p r o c e s s  c o n i Dmn o e j  

b y  a  p r o c e s s  c o n t r o l  c o m p u t e r . As a  r e s u l t ,  t n e  v a l u e  

s e t t i n g s  c n a i . o e  a t  d i s c r e t e  t i n e  i n s t a n t s  o n l y  a n d  a x e  

c o n s t a n t  m  n e t w e e n .  L e t  t h e  i n t e r v a l  b e t w e e n  t i n t  i n s t a n t s

b e  L>. I h e  d i s c r e t e  t i m e  m a t r i c e s  a r e  t h e n  g i v e n  t >  
A D

D
A Y

d r  J b) <4 . 9 6 )

a n c  l e t  D = 5 s e c o n d s .  T h e  d i s c r e t e  t i m e  s y s t e m  i s  t h e n

c o m p u t e d  t o  b e

r
• S 5 1 2 0

. 9 0 4 6

X < A > *

4 . 6 7 7

- 1  • 169? '

4 . 6 7 7

3 . S 69

U<kJ

<4 , 9 t J

a n d  a l s o  i f  t h e  w h o l e  s a m p l i n g  i n t e r v a l  i s  u s e d  t o  p r o c e s s  

t h t  d a t a  a n a  d e f i n i n g  t h e  s t a t e s  a s  o u t p u t s  t h e  o u t p u t  

e q u a t i o n  t a i L e s  t h e  f o r m  

1 0 

y( K> = * t * )

0 1 .  [ U . 9 7 )

how s u p p o s e  t h e  o u t p u t s  a r e  d e c e n t r a l i z e d  s o  t n a t  o n i >  

t n e  f i r s t  s t a t e  o r  i n c r e m e n t a l  v o l u m e  i s  m e a s u r a t l e  t y  thi .  

M t n t i f i e i .  T h e  o h s e x v a b i 1 l t y  m a t r i x  f r o m  t h i s  o u t p u t  i s

. 9 6 1  2 ( L , i   ̂f

- i  3 4



w h i c h  i s  s i n g u l a r .  L e s s  t h a n  t h e  e n t i r e  g l o b a l  s y s t e n  i s  

i d e n t i  f i a b l e . S i n c e  t h e  s y s t e n  i s  d r e a d y  i n  c b s i  r v a b l t  

c a n o n i c a l  f o r m  t h e  d e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t s  c a n  b e  c a l c u l a t e d  

f r o r .  T a b l e  3 . 1  u s i n g  n ’ = l  i n  p l a c e  o f  n .  " n e  c h  a r  a c t e i  i  s t  i c  

e q u a t i o n  u f  A* i s1i

z -  . 9 5 1 2 -  0

a n c  s o

L T  l = . 9 5 1 2  

f o r  t h e  i n p u t s
T

y ( K ) :  = c ( B = ( 4 . 6 7 7  4 . 8 7 7  )

a n d  t n e  DHE i s

y U * l )  = . 9 5 1 2 y | (K) + 4 . 8 7 7 u ( ( k)  ♦ h . 8 7 7 u ;l(k ) 

w h e r e  t n e  p a r a m e t e r  v e c t o r

t  = t . 9 5 1 2  4 . 8 7 7  4 . 6 7 7

i s  i d e n t i f i e d ,  by  t h e  r e c u r s i v e  l e a s t  s q u a r e s  i d e n t i f i e r

d e s c r i b e d  p r e v i o u s l y ,  i n  F i g s .  ( 4 . 7 ) - ( 4 . 9 ) .

- i  j  ‘i -
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0 . J  1 . 0  1 . 0  1 . 0  4 . 9  1 . 0  1 . 0
K, ITDWTIOKS

F i g .  n . 7 P a r a m e t e r  P I  c o r . v e r q e r j e e  u s i n ^ j  r e c u r s i v e  l e a s t  

s q u a r e s  i n  s t i r r e d  t a i i K e > a n i p l e .
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1 1 q . 

s q u a r e s

0.0 uo a.o to  s.o «.o
K, nomriGNS

* . 6  P a r a m e t e r  P2 c o n v e r g e n c e  u s i n g  r e c u r s i v e  l e a s t  

i r t  s t i r r e d  t a n x  e x a m p l e .
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K, tTCRHTlONS

t i c , .  t* . 9 P a r a m e t e r  P3 c o n v e r g e n c e  u s i n ^  r e c u r s i v e  l e a s t  

s q u a r e s  i n  s t i r r e d  t a n *  e x a m p l e .



k i d d i e  n t  M e t h o d s  o f  S y s t e m  1 de  n t 1 f i  c j  1 1 o n

I n  t h i s  s e c t i o n  a s  i n  t r i e  l a s t  i d e n t i f i c a t i o n  a l g o r i t h m s  

w i l l  h e  r e v i e w e d  a n d  a l l i e d  t o  v a r y i n g  l e v e l s  o f  c o m p l e x i t y  

o i  t n e  b C b i f c r  a n a  v e c t o i  d e c e n t r a l i z e d  r e a s i i r e a t n t  

e q u a t i o n s .  1 he  a l g o r i t h m '  i  r. t h i *  s e c t i o n  a r e  a l l  b a s e d  on  

t h e  p r i n c i p l e  o f  g r a d i e n t  d e s c e n t  w h e r e a s  t h e  l e a s t  s q u a r e s  

d l c o r i t h m s  a r t  b a s e d  o n  m i n i m i z i n g  a  sum o f  s q u a r e s  o f  

e r r o r s .  I n  g r a d i e n t  d e s c e n t  a m e a s u r e  o f  t h e  s q u a r e  o f  t h e

m e a s u r e m e n t  e r r o r  i s  m i n i m i z e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  p a r a m e t e r  

e s t i m a t e s .  T h e  m i n i m i z e d  f u n c t i o n  i s  t h e  g r a d i e n t  w h i c h  

i r o n ,  l i n e a r  a l g e D r a  g i v e s  t n e  d i r e c t i o n  c f  m a x i m u r  i n c r e a s e  

o f  t n e  f u n - t i o h .  H e r e  s i n c e  t h e  c r i t e r i o n  i s  a  n e a s u i e  o f

e r r o r  i t  i s  t c  b e  m i n i m i z e d  s o  t h a t  t h e  n e g a t i v e  o f  t h e

g r a d i e n t  i s  u s e d  i n  a  c o r r e c t i o n  t e r m  t o  u p d a t e  new

f c s t i m a t e s .

T h e  u s e  o f  t h e  l e a s t  s q u a r e s  a p p r o a c h  b e g a n  w i t h  t h e  wu r h  

o f  K a r l  G a u s s  a r o u n a  1 7 9 5 .  h i s  e s t i m a t i o n  p r o b l e m  was  t c  

f i n e  p a r a m e t e r s  t n a t  d e s c r i b e d  t h e  m o t i o n s  c f  p l a n e  s ,  

c o m e - t s  a n d  o t h e r  b o a i e s  f r o m  t e l e s c o p i c  m e a s u r e m e n t s  ( b i t  

M e n d e l ) • The  q r a d i e n t  a p p r o a c h  a l s o  Known  a s  s t o c h a s t i c  

a p p r o x i m a t i o n  w a s  f i r s t  a p p l i e d  t o  p a r a m e t r i c  l o e n t i t i c a t i o n  

m  t h e  1 9 5 0 ' s  i n  p a p e r s  by  b l u r ,  I i v o r e t s h y ,  a n a  o t h e r s .  

T h e s e  e a r l y  p a p e r s  i J e n t i f i e u  p a r a m e t e r '  o f  u en*c i y 1 • -r;s 

e q u a t i o n s .  2 n  t h e  1 9 6 0 ' s  a n d  7 0 * s  p a p e r s  a f t e a i s u  oi.

l  o e i i t  l f y l  r ig l i n e a r ,  t  i  m o - l  n v a r  i a n t  ,  s i n g l e - i n p u t ,  s i n g i e -

- 1  j 9 -



o u t p u t  s y s t e n j  i n  p h u s e - v a r  i a t i l e  c a n o n i c a l  f o r m .  I h t  

i d e n t i f i c a t i o n  w o u l d  i n v a r i a b l y  c o n s i s t  o f  o b t a i n i n g  a n  n t h  

o r o t r  i n p u t - o u t p u t  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  n t h  o r d e r  s t a t e  m o d e l

w h i c h  c o u l d  b t  u s e a  a s  a n i e a s u r e m e n t  e q u a t i o n  I r o n -  w h i c h  

{ . ' d i a m e t e r s  c o u l d  b e  i d e n t i f i e d .  I n i t i a l l y  w a y s  o f

l o t  n t  i  l y i r i u  s  vs. t e r n s  wi t n  m e a s  ur  e n e n  t  n c i s e  o n l y  w e r e  s t u d i e a  

a n a  p r o v e a  t o  c o n v e r g e .  C a t e r ,  s t a t e  n o i s e  n u l  t  i p l y  in<- 

u n x n o w n  c o e f f i c i e n t s  wa s  i n c l u d e d  a n d  c o n d i t i o n s  f o i

c o n v e r q e n c e  a n d  o t h e r  r e q u i r e m e n t s  e s t a b l i s h e d  ( s e c

S a h r i s o n ,  S a i i c i s  a n d  S t e i n ,  a n d  S a n o i s )  . Se me  b o o x s  on  

p a r a m e t e r  i d e n t i f i c a t i o n  h a v e  a p p e a r e d  t h a t  d i s c u s s  c.nc 

a p p l y  t h e  c o r e  b a s i c  a l g o r i t h m s  t o  S1SC s y s t e - r

i d e n t i f i c a t i o n  ( s e e  G r a u p e  a  a n a  h e n a e l ) .

I n e  b e g i n n i n g s  o f  i d e n t i f i c a t i o n  o f  KIKC s y s t e m s  w e r e

m a c e  p o s s i b l e  o n c e  r o w  c o m p a n i o n  c a n o n i c a l  f o r m  wa s

p u b l i s h e d  i n  a p a p e r  by  L u e n b e r g e r  i n  1 9 6 7 .  h  s e t  o f

i n p u t / o u t p u t  e q u a t i o n s  f o r  s y s t e m s  i n  t h a t  c a n o n i c a l  f o r m  i n  

p a p e r s  by o o n i v e n t o  a n d  G u i a o r z i ,  a n a  S h r i k h a n c e ,  e t a l .

w i t h o u t  n o i s e  a n d  w i t h  s t a t e  a n d  m e a s u r e m e n t  n o i s e  i n  I r w i n  

a n u  r i c D e r t s  a r e  d e r i v e d .  Wh e t  h e r  t h e  d e p e n d e n c e

c o e f f i c i e n t s  c a n  b e  i d e n t i f i e d  i n  t h e  n c i s y  c a s e s  d e p e n d s  o n  

t h e  a l g o r i t h m  u s e d  a n d  i f  t n e  n o i s e  a n d  e q u a t i o n  c o m p l e x i t y  

a r e  c o n s t r a i n e d  t o  f i t  t h e  r e q u l r e n . e n t s  o f  t h e  a l q o i  t h n .  

T h e  s a m e  c o n s i d e r a t i o n s  w i l l  a p p l y  t o  t h e  s c a l a r  a n o  v e c t o r  

b K t ' s  d e r i v e s  i n  C h a p t e r  J  wh e n  t h e  e x i s t i n g  i t o c h a i . t M  

a p p r o x i m a t i o n  a l g o r i t h m s  a r e  a d a p t e d  a n a  a p p l i e d .



I n  g e n e r a l  g r a u i e n t  a l g o r  i  t h a t  a r t  n o t  a t  f a s t  t i  

c o r i v e r q e  a s  l e a s t  s q u a r e s  a l g o r i t h m s .  T h i s  i s  b e c a u s e  t h e  

l a t t e r  h a v e  l e a s t  s q u a r e s  c o n v e r g e n c e  a t  e a c h  e s t i m a t i o n  

s t i t  p a s t  t h e  f i r s t  r>' e s t i m a t e s  w h e r e  n* i s  t h e  d i m e n s i o n  

o r  t h e  p a r a n e t t i  v e c t o r  a n u  i s  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  t h e  

o r d e r  o f  t h e  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n .

T h e  d e t e r m i n i s t i c  q r a a i e n t  a p p r o a c h  ( s e e  k e n d t l )  i s  e 

r e c u r s i v e  m e t h o d  o f  i d e n t i f y i n g  p a r a m e t e r s  i n  e q u a t i o n s  o f  

t h e  f o r m

z ( K )  = P ( g ^ k )  ♦ P ^ ^ M  ♦ . . .  ♦ P ^ g ^ ( h )  (**. 33)

i n  w h i c h  P ( t h r o u g h  a r e  uni t  now n c o n s t a n t  p a r a m e t e r s .  I h t  

e q u a t i o n  m  v e c t o r  f o r m  i s

z ( i t) = V <q . l o t )

anc  an e s t i m a t e  t o  z ( M  i s  g e n e r a t e d  Dy

z ( K )  = a ’V i i f k )  ( U . 1 C 1 )
A

w i t h  £ ( M  t h e  k t n  e s t i m a t e  o f  P g e n e r a t e d  t y  a  p a r a m e t e r
A

i d e r i t i  f  i c a t i o n  a l g o r i t h m .  T h e  d i f f e r e n c e ,  z (h)  - z  (h)  , i s  

c a l l e d  t h e  m e a s u r e m e n t  e r r o r ,  z ( k ) .

L i x e  o t h e i  r e c u r s i v e  i d e n t i f i c a t i o n  a l g o r i t h m s  t h e  

q r a c i e n t  m e t h o d  h a s  t h e  f o r m

hew e s t i m a t e  = o l d  e s t i m a t e  ■* g a i n  m a t r i x  X m e a s u r e j u e r  t 

e r r o r  (q . 10* )

w h e r e  t h e  g a i n  m a t r i x  i s  o b t a i n e d  t y  n i n i n i z i r . q  t h t  

p e r f o r m a n c e  c r i t e r i o n

. - 1 / 2  ' I * (t ) (u . io.->

-  1 q i  -



A
k i t h  r e s p e c t  t c  i MK)  . A*> p r e v i o u s l y  d i s c u s s e d  t h e  t . t  j a t i v i

o f  t h e  q r a d i e n t  w i l l  t>e u s t a  i n  t h e  y a m  B e a t r i x .  U s i n y  t h t  

n e g a t i v e  o f  t h i s  r e s u l t  i n  e q . ( 4 . 1 0 2 )
A A
£ ( r , * l )  = £ ( K )  + ( 4 . 1 0 6 )

i n  w h i c h  M M  q w e i g h t i n g  n a t r i x  t c  b e  d e t e r n i r . e o  l ^ t e r .

t i t , .  4 . 1 0  s n o w s  d l l  r e l a t i o n s h i p s  i n  a L l c c h  c i a q i a n , .

-  1 4 , '
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I  hi- w e i g h t i n g  m a t r i x ,  H ( k ) ,  i s  r e l a t e d  t o  w e i g h t s ,  h ^ ( k ) ,  

t h a t  a r e  d e t e r m i n e d  a s  f o l l o w s .  At  l e a s t  o n e  o i  r. w e i g h t s ,  

h • ( h)  , s a t i s f  i e s
A

h ^ l M  -  h ^ ( M l )  M ( M  " h . ( k - * l )

n ( M  h . ( k ) ( 4 . 1 1 0 )
■ » \  A

w h i c h  Cun a l s o  b e  w r i t t e n  a s  

h h A ( K * l )

h ( M  h . ( M  ( 14 . 111)
**' A

l o r  i - 1 ,  . . . .  n* T n e  v e c t o r  e q u a t i o n  i n  e q . ( 4 . 1 0 6 )  r e d u c e s

t o  n d e c o u p l e d  s c a l a r  e q u a t i o n s  i f  t h e  w e i g h t i n g  m a t r i x  i s  

d i a g o n a l  s o  t h a t

M M  = c ( K ) c i a g (  h ( ( M  h T\t K* * ( 4 . 1 1 2 )

w h e r e  c ( h )  i s  a  s c a l a r  a n d  i s  d e f i n e d  l a t e r .  T h e n  ec , .

( 4 . 1 0 6 )  r e d u c e s  t o

£ .  ( K * l )  = P * (K) A c | M t . . ( k ) 9 . ( k ) z ( k )  ( 4 . 1 1 3 )A " ^ A

w h i c h  g r e a t l y  s i m p l i f i e s  i t s  b e i n g  p r o g r a m m e d  r e m o v i n g  t h e  

n e e o  f o r  m a t r i x  a r i t h m e t i c  s u b r o u t i n e s .

r i r s t  o r d e r  g r a d i e n t  a l g o r i t h m s  h a v e  R ( k ) = c ( M I  s o

n M k ) = l  t o r  a l l  i .  S e c o n d  o r d e r  a l g o r i t h m s  h a v e  m o r e  

g e n e r a l  w e i g h t i n g  m a t r i c e s  s u c h  a s  i n  e g .  ( 4 . 1 1 2 )  o r  d e r i v e d

by m o r e  c o m p l i c a t e d  Bi eans  w h i c h  w i l l  be  s e e n  l a t e r .  T h e s i

s e c o n d  o r d e r  a l g o r i t h m s  u s u a l l y  h a v e  muc h  f a s t e r  r a t e s  o i  

co t i  v e r  g e n c e .

A n o t h e r  r a t h e r  o o v i o u s  c o n s t r a i n t  o n  t h e  w e i g h t s  i s  t h a t  

t h e y  be  i i m t i  a n a  n o n z e r o .  K e n a e l  r o v e s  t h a t  t h e

e s t i m a t e : ,  c o n v t  r y e  t o r  ar t /  m i t i a J  e s t i m a t e  i f

1 <4 4 -



^ ) q ? < k > t n . 11 a >
i 1 ' * A

p r o v i d e d  t h e  p a r a m e t e r  e r r o i .  E ( K ) .  a n d  n t d s u r e n  e n t ,  i i ( M  

a r t  n e v e r  o r t h o g o n a l ,  i . e . ,

E ^ M s t * )  i t  ( d . l l L )

aL e x p l a i n e d  i r ; s e c t i o n  3 . 1 .  I h i i  r e s u l t  i s  o t t a i n e c  f r o c  

t n e  c o n a i t i o i i  t h a t  t n e  l a t e  o i  c h a n j e  o i  t h e  L i a p u n o v  

f u n c t i o n  p e  n e g a t i v e .  T h e  f u n c t i o n

v < I , k> = v ( £ , it +1 ) -  V( J . K)  < o ( M. i i e j

i s  a m e a s u r e  o i  t h e  r a t e  c i  c h a n g e  o i  t h e  L y a p u n o v  f u n c t i o n  

a s  w e l l  a s  a m e a s u r e  o f  t h e  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  

a l g o r i t h m  i n  e t .  { < 1 . 1 0 6 ) .  M i n i m i z a t i o n  o f  e q .  ( H . 1 1 6 )  g i v e s  

t h e  o p t i m u m  c h o i c e  f o r  c ( k )

c v  {*) = 1 /  Z  h . ( k ) q ? { K )  (*1. 117)
X -  i * A

a n c  wh e n  u s e d  i n  e q .  ( a . 1 1 2 )  f o r  f i{K) g i v e s  t h e  L y a p u n o v

o p t i m u m  w e i g h t i n g  m a t r i x .

s l S J  s y s t e m s  i n  t h e  f o r m  

i  ( k  + i ) = A x  ( k. ) ■* b u  ( i t )

V ( h)  = Cx ( M ( a . l l f i )

w i t h  no  s t a t e  o r  m e a s u r  e me n  t  n o i s e  c a n  b e  i d e n t i f i e d  i n  

p b a s e - v a r i a D l e  c a n o n i c a l  f o r m  u s i n g  t h e  d e t e r m i n i s t i c  

g i a a i e n t  a l g o r i t h m : .  F i r s t ,  o n e  n o t e s  t h a t  c o m p l e t e

o b s e r v a b i l i t y  i s  i m p l i c i t  i n  t h e  p r o p o s e d  c a n o n i c a l  f o r m a n d  

n e r . e e  w i l l  c e  a s s u m e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  d i s c u s s i o n .  S e c o n u ,  

c o m p l e t e  c o n t i o 1 l a b i 1 i t y  o r  t h e  p a i r  ( A , b )  i s  a  s u f f i c i e n t

b u t  n o t  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  f o r  i d t n t i f i e b i l i t y . A

ii< c f . s s  >1 y m u  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  t o r  i d e n t i f i c a t i o n  i s

- I V  -



t ( i d l  a i l  f i r m s  i n  t h e  i n p u t / o u t p u t  e q u a t i o n  f o i  ( 9 . 1 1 B ) ,  e q .  

{ * ♦ . 1 1 9 ) ,  n i v c  s u f f i c i e n t  e x c i t a t i o n  ( p r o v i d e d  a n y  a l g o r i t h m  

d e r e n u e n t  c o n d i t i o n s  a r e  a l s o  m e t ) .  Two c a s e s  w i l l  now be- 

c o n s i u e r e j  i n  w h i c n  t h e  p a n  i s  u n c o n t r o l l a b l e .  f i r s t ,

s u ( p o s e  t h e  A m a t r i x  i s  u n s t a b l e .  W i t h  a d e q u a t e  i n p '

e x c i t a t i o n  o n  n o n d y n a m i c  t e r m s  t h e  c o e f f i c i e n t s  c a n  bt  

i d e n t i f i e d  s i n c e  o u t p u t  t e r m s  r e c e i v e  e x c i t a t i o n  b e c a u s e  t h t  

o u t p u t  i s  i n c r e a s i n g  d u e  t o  i n s t a b i l i t y  r e g a r d l e s s  o f  i n p u t s  

o r  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  S e c o n d ,  s u p p o s e  t h e  A m a t r i x  i s  

s t a b l e .  T h e  o n l y  s o u r c e  o f  e x c i t a t i o n  l e f t  f o i  d y n a m i c

t e r m s  i s  f r o m  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  o f  t h e  s y s t e m .  T h i s  may

o r  n a y  n o t  b e  s u f f i c i e n t  e x c i t a t i o n  d e p e n d i n g  or.  how l o n g

t h e  l a e r t i f i c a l i o n  a l g o r i t h m  t a x e s ,  w h e t  p a r a m e t e r  p r e c i s i o n  

i s  d e s i r e d ,  e n d  w h a t e v e r  o t h e r  n u m e r i c a l  r e q u i r e m e n t s  a r e  

p r e s e n t .

t q .  ( u . 1 1 8 )  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h i s  i n p u t / o u t p u t  e q u a t i o n

y ( K + n )  ♦ a  y ( K * n - l )  ♦ . . .  ♦ a y ( k )■w 1
= b * u ( K + r . - l )  ♦ . . .  ♦ b * u ( K )  ( 9 . 1 1 9 )

i n  w h i c h  a t m o u q n  a  t a i t  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e'V'W *

c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  o f  A a n c  

p =•■ ~ ( b , . .  . ,  b )
t TV

= 'i L ( 9 . 1 1 b )

w i t l i

- 3  9 (
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i

a n a  b i s  t h e  c a n o n i c a l  a l t h o u g h  s t i l l  

d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  2 .  L i t h  

e  1 ( » • • • .  - J  )I -w

a n a
_  T
y l M  = ( y ( K ) ,  . . . .  y (K * n - 1)  )

u ( h )  = { u ( h ) , . . . .  j ( K 4 n - l )  )"*"

e q .  ( 9 . 1 1 9 )  ca r ,  De w r i t t e n  a s  

y ( K + n )  = [  y ^ < K)  . u T( h ) ]  a

L*

w h i c h  i s  i n  t h t  f o r m  o f  e q  . ( 9 . IOC)

a s s o c i a t i o n s  a i e  m a o e :  

z ( h )  = y ( h + r )

k ( h )  = ( a T . b - ' T 

s ( M  = ( v ^ O ) , 3 t ( h )

t o  u s e  t h e  q r a n  l e n t  a l g o r i t h m .

(9 . 1 2 1 )  

f u l l  b m a t r i x

( 9 . 1 2 2 )

( 9 . 1 2 3 )

I n  e q  . ( 9 . l C t >  t h e s e

(9 .12*1}

i n  t h e  MIhC n o  n o i s e  c a s e  t h e  s t a t e  d e s c r i p t i o n  i s  

x ( t . + 1)  = Ax ( K)  ♦ b y  (n)

* (it) -  Cx (h)  (9 . l i h )

- 1 9  7 -



ortG l e t  i t  u t  c o a t  r o l i d D l f  f o r  t h e  r e a s o n s  g i v e n  i n  t h t -  5 I S 0  

c a s e .  I f  ( A . t )  i s  a n  o b s e r v a b l e  p a i r  i t  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  

t o  r ow c o m p a n i o n  c a n o n i c a l  f o r a  a s  s e e n  i n  C h a p t e r  2 .  l i  

( A , C) i s  u n o b s t ; Vc-ol e  p a r t  o f  t h e  s y s t e r .  i n  e q . ( 4 . 1 2 L )  c a r

Lie i c e n t i i i e a  i n  r o j  c o m p a n i o n  f o r m  u s i n g  t h e  v e c t o r  DHL tc,' 

I t  d i s c u s s e c  s n o r t l y .  The  d e t a i l s  f o r  o b t a i n i n g  t h e  

l f i t  u t / o u t p u t  e q u a t i o n s  t h a t  d e s c r i b e  e q .  ( u . l 2 b )  a r t  

s u m m a r  i z e d  i n  A p p e n d i x  fc. T h e r e  a r e  c, o f  t h e s e  e q u a t i o n s  

w i t h  t n e  f o n t  ( s e e  e q .  ( B . 1 6 ) )

(A . 1 2 6 )

f o r  i  = l ,  . . . .  n .  R e w r i t i n g  e q .  ( A . 1 2 6 )

y.(K*p-) = y (K) ♦ b5' u ’ (h)A A *  *

b :J
A.

w h i c h  i s  i n  t h e  foru> o f  e q .  ( 4 . 1 0 Q )

a r e  ma d e

z ( K )  = y r  (*•»! )
A

i  ( * >  = ( 3 ' : ^  .  Jt>:' T  >A

s (k ) -  i y "’V )  ! u ,t (m  )T

t o  u s e  e q . ( 4 . 1 0 6 ) .

( 4 . 1 2 7 )

ar id t h e s e  a s s o c  i a t  i o n s

( 4 . 1 2 b )

b e t e r t n i n i s t i c  g r a d i e n t  i d e n t i f i c a t i o n  w i l l  now t e  a p p l i e u  

t c  i d e n t i ; i c a t i o n  o f  t h e  s c a l a r  a n d  v e c t o r  DHL’ s .  f r o m  e q .  

( 4 . 4 )  tht.- n o  n o i s e  s c a l a r  D^ c  c a n  b e  w r i t t e n  a s

v . (i t+r. )
A [ i T  ck> :L A

y (K*n-1)

t L i ( 4 . 1 2 s )

j u r  -



w h i c h  i t  i n  t h t  f o r m  o f  e g .  414. I C O ) .  T h e  o r u t r  o f  t h t  

e q u a t i o n  i s  d e t e r n i i n e d  u s i n g  t h e  m e t h o d  i n  s e c t i o n  3 . 3 .  I t  

t h e  s y s t e m  i n  e q .  ( 4 . 1 2 3 )  i s  o b s e r v a b l e  f r o m  y ^ ( K > t h e  o i u e r  

o f  e q . ( 4 . 1 2 3 )  e q u a l s  t h e  o r d e r  o f  e q .  ( 4 . 1 2 5 ) .  I f

u n o b s e r V o b l e  t i e  o r d e r  o f  e o .  ( 4 . 1 2 5 )  w i l l  b e  l e s s  t h a n  t h a t  

o t  e q .  ( 4 . 1 2 5 )  w i t h  n r e p l a c e d  by  t h i s  o r d e r  a n a  u l o w e r  

o r d e r  s t a t e  d e s c r i p t i o n  c a n  b e  i d e n t i f i e d  t h a t  y i e l d s  t h e  

s a m e  i n p u t / o u t p u t  b e h a v i o r  a s  e q .  ( 4 . 1 2 5 ) .  E q . ( 4 . 1 0 6 )  car ,

b e  u s e d  w i t h  t h e  a s s o c i a t i o n s  

z ( M  = V ^ ( M n )

I  = t l T>  LL£7 ) ^

y  ( M  -  ( y ^ M  I u"r ( K . * n - l )  . . . .  . u ( K) ) ( 4 . 1 3 0 )

Er o m e q .  ( 4 . 3 0 )  a a e t e r  m i n i s t i c  v e c t o r  DKE c a n  be  w r i t t e n  

i n  t h e  f o r m
f S r ~  X _r ! — t  -s

y ( * * p  . ) = LY <M 1 U ( MA. A O A J
a  .
~  A-

(4 . 1 3 1 )

f o r  i = l ,  • n w h i c h  c a s t s  i t  i n  t h e  f o r m  o f  e q .  ( 4 . 1 0 0 ) .
&

I n  s e c t i o n  3 . 4  a  m e t h o d  o f  f i n d i n g  t h e  p ^  , t n e  s t r u c t u r a j

i n v a r i a n t s  o f  t h e  d e c e n t r a l i z e d  s y s t e m ,  wa s  d i s c u s s e d .  I f

t h e  e n t i r e  s y s t e m  i n  e q .  ( 4 . 1 2 5 )  i s  u n o b s e r v a b l e  f r e e .  t h t j 1;
t

o u t p u t s  a v a i l a t l e  t n e n  t h e  s u n  c f  t h e  p . w i l l  be l e s s  t h a n  

t h e  o r o e r  o f  e q .  ( 4 . 1 2 5 ) .  A s t a t e  d e s c r i p t i o n  i n  row 

c o m p a n i o n  o r  e t h e r  c a n o n i c a l  f e r n ,  c a n  b e  i d e n t i f i e d  w i t h  

o r o e r  l e s s  t h a n  e q .  ( 4 . 1 2 5 ) .  I t  w i l l  g i v e  t h< Su i u

i n p u t / o u t p u t  b t h d v i o i ,  h o w e v e r ,  a s  t h e  u e c e n t i  a l i z t d  v e r s i o n

- i u 4  -



o i  t q .  ( > 4 . 1 2 5 ) .  I f  e g .  ( *4 . 1 2 5 )  i  s  o u s e r  va o i  c i r o n  t h e  m

o u t p u t s ,  t h e  o r d e r  o f  t h e  s y s t e m  i d e n t i f i e d  f r o m  t q .  ( 4 . 1 3 1 )

i s  t h e  o r d e r  c l  e q .  ( * 4 . 1 2 5 ) .  h q .  ( *4 . 106)  c a n  be  u s e e  w i t h

t h e  st '  a s s o c i a t i o n s  
Jt t

i ( h >  - y . ( h * p  • )A A
-r , T ~T

I ( K ) = ( )A A

fi ( f>) = ( y f  T  ( ^ )  ! U ( M  ) ^  1 ^ . 1 3 2 )
A

K.  Oi s e p a r a t e  d e t e r m i n i s t i c  g r a d i e n t  i d e n t i f i e r s .

how t h a t  t h t  u s e  o f  t n e  d e t e r n . i n i s t i c  g r a d i e n t  a l g o r i t h m  

f o r  s y s t e m  i d e n t i f i c a t i o n  h a s  b e e n  c o n s i d e r e d ,  t h e  

m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n  c o o p i e x i t y  w i l l  b e  c o m p l i c a t e d  t j

c o n s i d e r i n g  t h a t  n o i s e  i s  a d d e d  t c  t h e  o u t p u t  

m e a s u r e m e n t  ( s ) ■ S i n c e  t h e  m e a s u r e m e n t  v e c t c r  c o n t a i n s  

d e l a y e d  o u t p u t s ,  n o i s e  i s  t h e n  a d a e d  t o  t h e  r t d s u r e i i -  n t  

v e c t o r  a s  w e l l .  P o s t  i n p u t s  a r e  a l s o  p r e s e n t  i n  t h e  

m e a s u r e m e n t  v e c t o r  a n d  t h e  c a s e  o f  n o i s e  o r  t h e  i n p u t s  i s  

a l s o  i n c l u d e d  i n  t h e  a l g o r i t h m  t o  b e  d i s c u s s e d .  I f  i n p u t s  

a r t  d e t e r m i n i s t i c  t h e  a l g o r i t h m s  t c  n e  d i s c u s s e d  a r t  

e n t i r e l y  a p p l i c a b l e  a s  a  s p e c i a l  c a s e .  I h e  n o i s >

m e a s u r e m e n t  v e c t o r  a n d  o u t p u t  a r e  d e f i n e d  a s

a a ( K )  = y ( k )  ♦ n ( k )

yin ( k)  - y ( k )  ♦ v (K) (*4. 133)

w h e r e  n ( f , )  i n c l u d e s  n o i s t  a d u e o  t o  p a s t  o u t p u t  a r i c / o i  i n p u t

mea  s u r  e m e n t s .

' i  i u -



h e p e a t i n q  t h e  c . i l c u l a t i o n  o f  t n e  g r a d i e n t  o f  t h e  

p e r f o r m a n c e  c r i t e r i o n  i n  e g .  ( 4 . 1 0 3 )  e x c e p t  u s i n g  gn i ( k )  

i n s t e a d  o i  9  ( k)  g i v e s

qr ad J = - s n ( h ) z ( h )  . ( 4 . 1 3 4 )

I he 11 e i j .  ( U. 10L)  i s  m o d i f i e d  t o
A a ^
i ( h + l )  = L U )  * H (k ) 9 H( k  ) z I k )  ( * . 1 3 5 )

a n d  M e n d e l  s n o w s  t h a t  t n e  a l g o r i t h m  c o n v e r g e s  i n  n t  a r: s q u a r e  

a n a  w i t h  p r o b a t i l i t y  1 i f  e q . ( 4 . 1 3 5 )  i s  u p d a t e d  e v e r y  i

i t e r a t i o n s  w h e r e  s  i s  a  s p a c i n g  p a r a m e t e r  t h a t  i s  d e p e n d e n t  

c n  t h e  o r d e r  o f  t h e  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n  w h o s e  c o e f f i c i e n t s  

o r e  b e i n q  i d e n t i f i e d .  E q . ( 4 . 1 3 5 )  t h e n  c a n  b e  w r i t t e n
A  A  a .

f c ( k * s )  -  P ( k )  ♦ R (K) gm ( ic) z  ( x )  ( 4 . l a c )

f o r  k = s ,  2 s ,  3 s ,  . . . .  F o r  me a n  s q u a r e  c o n v e r g e n c e  t l i e

f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n s  a r c  r e q u i r e d :
A

1 ) i h e  v e c t o r s ,  9 ( h)  a n d  £ ( k ) ,  a r e  i n d e p e n d e n t  o n e  t h t
A

c o v a r i a n c e  m a t r i x  o f  g ( M  • c o n d i t i o n a l  o n  t  (K) , i s

p o s i t i v e  d e f i n i t e  a n d  c o n s t a n t .

2 ) I h e  v t  ' t o r s ,  9 ( k )  a n j  £1 (k)  a r e  i n d e p e n d e n t .

3)  I h e  n o i s e  t e r m s  v ( x )  a n d  n ( k )  a r e  i n d e p e n d e n t .

4 )  M l  n o i s e  t t r . D s  n a v e  z e r o  m e a n  a n d  t h e  c o v a r i a n c e  c f  n (k)

i s  c o n s t a n t  a n d  k n o w n ,  

w i t h  t h e s e  c o n c i t i o n s  e q . ( 4 . 1 3 5 )  i s  f o u n o  t o  g i v e  e s t i m a t e s

o i s s e u  by  t n e  a m o u n t

- R ( k )  H  M  r K M r / t k )  ) • ( 4 . 1 3 7 )

I h e i e f o r e ,  i f  i s  k n o wn  a r i d  s i n c t  F. ( k ) i s  k n c wi  t h e  t i o ~■W '

cr.r,  b e  a d a e d  t o  e g .  ( 4 . 1 3 5 )  t o  g i  v t
A A ^
! ( o : , )  - ( 1 •* h ( r )  T:  ̂ ) £ < k )  * R ( k ) gm (r.) z (k)  . 1 j  t  j



f o r  k = s ,  2 s ,  . . . .  f i q .  **.11 i l l u s t r a t e s  t h e  a l q c r i t i i c :  u s i r , ^

t h e  q e n e r i c  s y n o d s .



( A )

7Y
?

A  L &  O K  ITH K| 

E Q.  <*f. I 2 ,2 )

( A  )

( A ' :

H q .  U . l l  b l o c k  d i a g r a m  c f  s t o c h a s t i c  g r a d i e n t  a l c o i i t h u  

w i t h  m e a s L r e m e t i t  n o i s e  o n l y .



A c o n d i t i o n  t o  a v o i d  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  l u c c e s i u v t  

c e a s u r  e m e n t  v e c t o r s  t h a t  w o u l d  r e s u l t  i n  b i a s e d  e s t i  n a t e s  i s  

s  > n - 1  . ( 4 . 1 4 < 0

1 h e  s c a l i e s t  r o n e  c a n  u s e  i n  b o t h  c a s e s  i s  n w h i c h  i s  

d e t i r o u l e  t o  u f d u t e  e s t i m a t e s  a s  f a s t  a s  p o s s i b l e .

I he  K1 MO c a s e  a n d  v e c t o r  LML h a v e  c ( k )  c f  t h e  g e n e r a l  

f o r  d

S ( k >  = ( y , ( K ) .  . . . .  y ( ( tc * p , - 1 )  , . . . .
T

y . ^  ( M  * • * » »  ~ i )  » y ( * ) «

u ^ f K + n - l )  ) ( 4 . 1 S 2 )

d r o p p i n g  t h e  c e c e n t r a l l z e o  n o t a t i o n  i n  t h e  s e c o n d  c a s e ,  

d i n c e  a l l  p.  m u s t  o e  l e s s  t h a n  n t he*)  t n e  e a r l i e s t  t e r n ,  i t  

9 ( h - s )  i s  u (k + n - l - s )  a n c  t h e  l a t e s t  s i g n a l  i n  e q .  ( 4 . 1 5 2 )  

h a s  i n d e x  k t h e n  e q .  ( 4 . 1 4 9 )  a g a i n  a p p l i e s  a n d  t h e  s c a l i e s t  

s  i s  s - n .

l o  a p p l y  t h i s  a l g o r i t h m  t o  t h e  f o u r  m e a s u r e m e r t  e q u a t i o n s  

( f r o m  5 I S C ,  K1KC i n p u t / o u t p u t  e q u a t i o n s ,  v e c t o r  e n d  s c a l a r  

b K L ' s )  f o r  s y s t e m  i d e n t i f i c a t i o n  t h e  y  (k)  a n d  P ( h )  a r e  t h e  

s a n e  a s  i n  e q s .  ( 4 . 1 2 4 ) ,  ( 4 . 1 2 8 ) ,  ( 4 . 1 3 0 ) ,  a n c  ( 4 . 1 3 2 ) .

A d d i t i o n a l  a s s o c i a t i o n s  w i l l  b e  ma d e  b u t  f i r s t  a l l o w i n g  t o r  

n o i s e  o n  i n p u t  m e a s u r e m e n t s  d e f i n e

uni (K)  = u ( k )  ♦ ri (k)  . ( 4 . 1 5 2 )
A A .

t o r  t h e  S 1 S 0  C o s e  d e f i n e  t h e  a d d i t i o n a l  q u a n t i t i e s

- 1  5*;  -



zn ( k) = yiD ( k * n )
 - r  , t

3 !L(k) = ( yu (k> i urn ( k )  )
T

D( K)  = ( v ( k ) , . . . »  v ( k * n - l ) ,  N ^ ( k ) ................... n ^ ( k + n - l )  )

(4 . 1SU )«

t c  u s e  € . ( 4 . 1 3 0 ) .

N e x t ,  f o r  t 1M0 s y s t e r n s  a n d  c e n t r a l i z e d  i r e a s u r e u e n t s  n 

t h e  a s s o c i a t i o n s  

z ( X )  = y ^ ( k + p ^ )

s m ( M  = ( y r ^ ( k ) ,  y i t , (k + p , ) , . . . .
"T ,

yo,w ( k ) ............... ...... ^  <k + p w - l )  , ym <k) ,
T  T

yc, ( k * n - l )  )

D ( k )  -  ( v ( <k ) , . . . , v ( ( k *  f /1 " 1 )  » * * * #  K) i * • • ,

vr ~  (K + p-w, "1> * n Zi t K )  n ^ ( k * n - l )  }'T’ ( 4 . 1 ^ )

t r  u s e  e q . < 4 . 1 3 8 ) >

t o r  t h e  s c a l a r  UME t h e  a d d i t i o n a l  a s s o c i a t i o n s  a r e  

z ( k )  = yro^ (k ♦n)

a . ( ^ )  = ( y c ^ ( k ) ,  . . . .  yn. ^ ( k « n - l )  ,
T  T  f

on, ( k + n - I ) ,  un: (k)  )

£ ( k ) = ( v; 0  ) - * • * ,  v . ( k - * n - l )  ,

n ^ t r . + n - l  ,  • • • ,  n ^ t k )  ) ” r  ( u . i b t )
A* .**

f o r  e q  . ( 4 . 1 3 8 ) .

t o r  t n e  v e c t o r  Lrtfc. t n e  a s s o c i a t i o n s  f o r  a s u n s y r t e i ;  a r e
j x

2 ( k ) = y ^  ( k + p  ^  )
J! £ X

y,  ( N) = { yI' , ( r . ) ................... ...  ( ( k « p ,  - 1 ) ...............
t  I t  T

yn ^  ( k  ............... .....  n ^  ( k ♦ t ^  - i )  # i i“ <k) ,
f X £

u ~r ( r. * r i -1 ) ) T



i
li ( k ) ■ ( V j ( K ) # • • • » V I ( ^  + p , " 1 )  • • • • *  v )  r  • * • »

A T  T  - r
( k * P ™ - D *  o  < k * n - l ) ............... D J k )  )JE 4 **■

t o  u s e  e q .  ( 4 . 1 3 8 ) .  I n  e g s .  ( 4 . 1 5 6 )  a n d  ( 4 . 1 5 7 )  I t  i s

u n a c r s t o o d  f r e t  s e c t i o n s  3 . 4  a n d  3 . 5  t h a t  n*<.r.  i s  u s e e  

i n s t e a d  o i n  i f  t h e  e n t i r e  s y s t e m  i s  u n o b s e r v a b l e  w i t h  t h t  

q i v e n  o u t p u t s .

i n  t h e  s t o c h a s t i c  c o n v e r g e n c e  p r o o f  o f  M e n c e l  w i t h  K ( f. )  

t a k i n g  t n e  s p e c i f i c  f o r m

h ( k )  = p ( k)  1 ( 4 . 1 5 b )

t h e  c o n d i t i o n s  o n  p ( k )  a r e

1)  P ( k ) > 0
CO

2)  P ( k )
4; = 0

3)  £  b 2 (K) <• (4 . 1 5 9 )
A - 0

f o i  me a n  s q u a r e  c o n v e r g e n c e .  On e  p o s s i b i l i t y  f o r  fi (k)  

m e e t i n g  t h e s e  c r i t e r i a  i s  

n
1 -w

k t 4 . 1 b 0 )

w h e r e  h i s  a  c o n s t a n t  a n d  l / 2 < . n , < l .  I n  p r a c t i c e  i t  i s  r o u n d  

t h a t  c o n v e r g e n c e  w i t n  t h i s  f t ( h )  i s  v e r y  s l o w  b e c a u s e  p (k)  

d e c r e a s e s  a s  k i n c r e a s e s  p r o v i d i n g  t o o  muc h  a t t e n u a t i o n  o f  

t h e  c o r r e c t i o n  t e r m  i n  e g .  ( 4 . 1 3 6 ) .  M e n o e l  s h o w s  t h a t  

b e g i n n i n g  t h e  a l g o r i t h m  w i t h  t h e  L y a p u n o v  o p t i m u m  w e i g h t i n g  

m a t r i x  a n a  a t  s o me  a r b i t r a r y  t i m e  s w i t c h i n g  t o  e g .  ( 4 . 1 6 0 )  

q i v t s  g o o d  c o n v e r g e n c e .  T h i s  t e c h n i q u e  i s  u s o o  i n  t h e  

s i m u l a t i o n s  o f  t h i s  c h a p t e r  s u c c e s s  1 u 1 1 y .

-1 5 1. -



An a l q o r i t h u  f o r  s y s t e m  i d e n t  i f  l e c t i o n  w i t h  m e a s u r e m e n t  

n o i s e  o n l y  w a s  a p p l i e d  ( i n  e q s .  ( 4 . 1 5 4 )  t o  ( 4 . 1 5 7 ) )  t o  S l i o  

a n c  MlNO s y s t e m s  p l u s  t h e  s c a l a r  a m i  v e c t o r  D M L ' s .  The  

1 nj: l t / o u t p u t  d e s c r i p t i o n  w i l l  now b e  c o m p l i c a t e d  Ly t h e  

a d d i t i o n  c l  s t a t e  n o i s e .  T h e  S 1 S 0  l i n e a r  d i s c r e t e  t i m e  n t h  

o r c e r  s y s t e m  i s  now

j t (K + l )  = Ax (K) ♦ b u ( k )  + t w ( n )

yro(k)  = y (k)  ♦ v ( k )  ( 4 . 1 6 1 )

w h e r e  w (k)  . n (k)  a n a  v ( k )  a r e  m u t u a l l y  i n d e p e n d e n t

s e a u e n c e s  o f  r a n d o m  v a r i a b l e s  w i t h  z e r o  m e a n s  a n d  c o n s t a n t
x x x

k n o w n  v a r i a n c e s  c~ , a n d  <r- . As  b e f o r e  a s s u m e  t h e/u.r v

s y s t e m  i s  c o m p l e t e l y  o b s e r - a b l e  a n d  c o n t r o l l a b l e  s o  t h a t  i t  

c a n  b e  t r a n s f o r m e d  t o  phas < ■- v a r  l a b l e  c a n o n i c a l  f o r m .

As i n  e q .  ( 4 . 1 1 9 )  e q .  ( 4 . 1 6 1 )  c a n  b e  w r i t t e n  a s  a  f i n i t e -  

d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  b u t  w i t h  e x t r a  t e r m s  d u e  t o  w(k>

y ( i t *n)  + a  y ( k * n - l )  + . . .  ♦ a  y ( k )  = b^  u ( k  + n - l )  ♦ . . .vt  I 'tv

♦ b * u ( k )  ♦ t *  w ( k * n - l )  + . . .  ■» t=>w(k)  . ( 4 . 1 6 2 )
t W  I

T h t  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  i n p u t s  f o r m  t h e  v e c t o r  b*1 a s  i n  e q .  

( 4 . 1 2 6 ) .  De f  i i . e

1 *  = ( t -  t -  )"T = T t  ( 4 . 1 6  3)
i -vt

w h e r e  T  i s  t h e  c a n o n i c a l .  b u t  s t i l l  a r b i t r a r y ,  t  m a t r i x  

a f t e r  t r a r . s f  orm a t  i o n  t o  p h a s e - v a r i a b l e  c a n o n i c a l  f o r m  a n a  

m u s t  b e  k n o w n .  T h e  I  m a t r i x  i s  d e f i n e d  a s  i n  e q .  ( 4 . 1 2 1 ) .  

D e f i n e  t h e s e  q u a n t i t i e s

- 1  1 i -



g ( M  - £ y £ h ) ............... y ( K * n - l ) ,  u £ X) ,  u ( h * n - l )  )

u  £ K ) — ( u ( K ) f • f • i u  (K + f i ~ l ) )

w£h) -  ( w<K) ...............w (k ♦ h - 1}  ) ^

Li(K> - ( v (K) , v(k*n-l), n (K) , .... n £k + ri-l) )

i. (k > = y (K *i.)

gtL(K) - ( y» (*■> * •••* yu £i>.+ n-l) , urr (r.) ,
Tj n  ( a * n - 1 )  )

S ( k )  + n( K)

c l  flG

{L* . I 6 S )

k  ~ £ §  * k *  ) •

T h e  i n p u t / o u t p u t  e q u a t i o n  c a n  b e  r e w r i t t e n  a s
- r   t

z ( k ) -  y £ h ♦ n) = g ( k ) £  ♦ w ( K ) t ^

a n d  a m e a s u r e a  i n p u ; / o a t f  u t  e q u a t i o n  i s  g i v e n  by

z m ( * J  = ym£K*n)  -  K > F -  n ^ K ) V

w T  ♦ v liv + n)

w h e r e  t h e  l a s t  t h r e e  t e r m s  o n  t h e  r i g h t  c a n  be  r e g a r d e d  a s  a

c o m p o s i t e  n o i s e  t e r n  a n d  e a s i l y  s h o w n  t o  h a v e  z e r o  m e a n .

S a r i d i s  a n d  S t e i n  u s e d  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h n
A A
t ( h  + n)  = £ ( h - i >  ♦ p  ( h - l ) g m £ h )

A

(U . 1 b6 )

X [ z m £ k )  -  gu "r ( k ) £ £ k ~ l >  ]

1
cr  1

2  ( K- 1J

trr~ DL)‘r  0
z.

cv d -
a *.*1

A*

M k - l )  -

0  0 0 £ ** . 1 t 7 )



f o i  K - 1 ,  n * 2 ,  2 n * 3 ,  . . .

p r e v i o u s l y  d i s c u s s e d  i s  n * l

0 
iS>

0 

t

s u c h  t h d t  t h e  s p a c i n g  p a r a m e t e r  

T h e  m a t r i x  b a r i a  v e c t o r  d *  a r e  

0

! t

a-- = d !

( 4 . 1 6 8 )

d e r i v e d  f r o m  t h e  c a n o n i c a l  i  v e c t o r ,  t . .  T h e  n e g a t i v e s  o :  

t h e  l a s t  t h r e e  t e r m s  i n  e g .  ( a . 1 6 7 )  a r e  p r e c i s e l y  t h e  

a m o u n t s  b y  w h i c h  t h e  e s t i m a t e s  a r e  b i a s e d  b y  t h e  s t a t e  one.  

m e a s u r e m e n t  n o i s e  a n d  t h e r e f o r e  t h e  a d c e a  t e r m s  c a n c e l  t h t  

t h e s e  b i a s e s .  T h e  c o n d i t i o n s  o n  t h e  w e i g h t i n g  s e q u e n c e  o r e  

t h e  s a m e  a s  f o r  t h e  a l g o r i t h m  i n  e g .  ( 4 . 1 0 6 )  a n c  a r e  g i v e n  

i n  e g .  ( 4 . 1 1 1 ) .  P r o o f  o f  m e a n  s q u a r e  c o n v e r g e n c e  i s  g i v e n  

i n  t n e  p a p e r .

how c o n s i d e r  t n e  M1M0 c e n t r a l i z e d  c a s e  w h i c h  h a s  t h t  

s t a t e  d e s c r i p t i o n

x ( k * l )  = A£ ( K)  ♦ b u ( k )  ♦ I w (k)

yffl (k) = C i O . )  ♦ v (K> ( 4 . 1 6 9 )

a n c  a s s u i r i n c  c o m p l e t e  o t s e r  v a t  i  1 i  t y  t h e  c o r  1 1  s p o r . d i r u :  

i n p u t / o u t p u t  e L u a t i o n  f r o m  A p p e n d i x  b

V ■ (k + p .  ) = y (k)  ♦ u * ( k )  ♦ t ^ w ' t k )  ( 4 . 1 7 0 )
 ̂ a. *• /l

for i = 1, . t D e f i n e  t h e  v e c t o r s



s (M ~ ( y (^) * * • • * # y (M # ■*•#I * I v>1,

y ( k * p  - 1 )  , u ~r  ( K ) ....................  "H (K * n - 1)  ) "T
-V*l '

u ( k ) = ( y * 1" ! * ) .................y ^ f M n - l )  ) ~r

* ( k ) = ( ¥ (k ) , • • • »  v ( k * n - l )  )

r ( K )  = { v ( ( k ) , • • • *  v f ( K « p ( - l ) ,  • • * * v -»-« • • * * »

v w, t K*P>« _ 1 > * n , < M .......................  ( n + n - l )  ) ~ r» 1  '  y ‘ XA a a

i  ( M  = y . )
A A

z m ( k )  = ym ^ ( k *  )

am ( k > = ( yn ( ( k ) ................... ym ( (k *p t - 1 )  , . . . »  y m ^ ( k ) ...............
"T" f  Tym (k + p -1) , ym (k) ........ ye (k+n-1) )Vn w

a n a

• ( 4 . 1 7 1 )
A  A

h e w r i t i n q  t n e  i n p u t / o u t p u t  e q u a t i o n  a n  v e c t o r  f o r m  y i e l d s  

z<k> = y . ( k * p .  ) = a  <K) P + w T < k ) t *  < « . 1 7 2 )
A  A  A

a n a  t h e  m e a s u r e d  i n p u t / o u t p u t  e q u a t i o n  i s  

z m ( k )  = y m ^ ( K * p . )  = j m ^ t k j j ;  * h ^ f k J P

-  w ( k ) t *  ♦ v .  ( k * p . )  ( 4 . 1 7 i j
~  A A

w h e r e  a g a i n  t h e  l a s t  t h r e e  t e r n s  o n  t h e  r i g h t  c o n s t i t u t e  a 

c o m p o s i t e  n o i s e  t e r r a .  As l o n g  a s  e v e r y  n o i s e  s o u r c e ,  a l l

e l e m e n t s  i n  w(K)  a n d  y ( k ) ,  h a s  z e r o  me a n  a n d  c o n s t a n t

v a r i a n c e ,  a n d  a l l  s o u r c e s  a r e  m u t u a l l y  i n d e p e n d e n t  t h e n  a l l  

t e r m s  i n  t h e  c o m p o s i t e  n o i s e  sum. a r e  i n d e p e n d e n t  r a n a o i r

v a r i a b l e s  a n d  t h a t  sun.  n a s  z e r o  m e a n .  I h e  a l g o r i t h m  i s  t n ^ r ,  

a p p l i c a b l e  t o  t h e  MIMO c a s e  p i o v i a e d  v a r i a n c e s  a n d  t >  a r e
A.

r . nown a n a  a p p l i c a b l e  c h a n g e s  a r e  o a o e  i n  t h e  b i a s  t e r m s  o f  

e a . ( a ■ 1 b 7 ) .

-  1 r. t -



t o r  t h e  s c a l a r  DUE t n e  s t a t e  d e s c r i p t i o n  i s  

£ ( k * l )  = A £ ( k )  ♦ &y( K)  ♦ Tv  (k)

yHi . ( k ) = c .  * (K) + v . ( k )  ( u . 1 7 4 )
A  *  A

w i t n  t h i s  e q u i v a l e n t  i n p u t / o u t p u t  d e s c r i p t i o n  

y ni , ( r, ♦ n ) -  y ii- (k)  ♦ t t i ' T  u ( K)
A

* p v i i i ^ v l M  -  £ T v  ̂ ( k ) + Vj. (K + n) (*4. 17^)

w h e r e  n i s  r e t  l a c e d  oy n ' < n  i t  ( A. c ^ . )  i s  ai .  u n c o s e r v u t l e

o a i i .  D e f i n e  t h e  q j a n t i t i e s

H ( M  -  ( Y . ( M  * y . ( k * n - l ) ,  u - ( k > .
A  A

U T  ( k * n - l )  ) "T

U (K i -  ( y ^  ( K ) .............u ^  (K + n - 1 )  ) "*"

v £M = ( w <k ) , . . . .  w "r  (k + n - 1 )  )

Ii (E ) = ( v - ( k )  ,  v . ( k + n - l )  ) T
A  A

k. £k) = ŷ . (k + n)

z m ( k )  - yn i ^ ( k  + n)

gn>{K) = ( yrr . ( k ) ..................y m . l k + n - l )  , yro~r  ( k ) ................
A  A

yfl,-1" (k-* n - i ) ) T_

a  l i d

£ = ( , L b z  T  ) T  • ( *4. 17b)

t h e  i n o u t / o u t p u t  e q u a t i o n  i n  v e c t o r  f o m i  i s

z ( k )  = y ^ (k + n)  = s T ( k ) P  ♦ v ^ l k j f c w *  (*4. 177)

a n c  t h e  m e a s u r e d  i n p u t / o u t p u t  e q u a t i o n  i s
T" T-

zm( K)  = yro ^ ( k * n )  - gm < k ) p  -  n ( k ) P

-  w ^ t k j ^ w *  * (n*r i )  ( 44. 17b)

w h e r e  a g a i n  i t  a l l  n o i s e  s o u r c e s  a i t *  i n d e p e n d e n t  a n a  t h e i r

v a r i a n c e s  k n o wn  a n d  pw' : i s  k n o w n  t h e n  t h e  a l g o r i t h m  i n  e u  .

- i t , ) -



t ti - 1 1.7 ) i s  apf.  1 i c o  b l  e  w i t h  t h e  c o r  r e s p o n d i n g  c h a n c e s .  F o r

t h e  v e c t o r  uML t n e  s t a t e  d e s c r i p t i o n  i s

x  (K *1)  = Ax (K> * Bu ( K )  ♦ T w ( k )

L f  *yn {K) = L x (K) ♦ v (K) | *+ • 1 7 9  J

a r i j  t t ic c c - r r e s t  o n d r n q  OME- i s
I i T ___> T

\ n — (K + p  ̂ ) = a  ̂ ym ( k ) ♦ Jb:;: u (K)
t  _  ~r _  X jt

♦ t »  . w (K) -  a . v  (K) ♦ v ■ (k *p  ■ ) (4 . 1  BO)A JL Am Ax
t o r  i - 1 ,  . . . .  c .  I f  ( A, C ) i s  a n  u n o b s e r v a b l e  j . e i r  t h e n

X

v ~  ■* X
p . = r.* < n ( ‘. . l f c l )

I "

a n c  a  l o w e r  o r a e r  s y s t e m  c a n  p e  i d e n t i f i e d  i n  r o w c o m p a n i o n

f o r e .  D e f i n e  t n e  v e c t o r s
X X X

i j ( ^ )  = ( y ( k ) ,  • • • »  y ( k p _ i ) *
X ' X l X - r

y ( k ) , . . . .  y ( k ♦ p  _ l ) »  u (k)  , * • * .
X

u "r  ( k + n - 1 )  ) ' r
_ *T T T
u (k)  = ( y <k) , . . . ,  y ( k ♦ n - 1 ) )

w{k)  = ( ................w ^  ( n 4 n - 1 )  ) "T
,£ jC X

L ( k )  = { v ,  ............................ ( (r> + p ( - 1 ) ,  . . . .
f  X X -~r

v v-wa. ( k ) , »•  • .  v (k ♦ p “ 1 ) »  n ( k ) ,  . . . .
X JL X AJL

C -r  (k 4 n - 1 )  )"P
ytJ- i i

z ( k )  = y . (k + p .  )A. A~
l  X

zir. ( k ) = ym , (k * p • )
* i  X X

y m ( n )  = ( y t  ( ( k ) ,  . . . .  yn ( k * p f ~ 1 ) ................
9 X X ~j-

. . . .  y.L + - 1 )  # ( k ) ,  . . . .X jj
an "** (x + n - 1 )  >

ar , c
- r  - t  T

1 " ( .j . t • 1 6z )
X. *■

- i t . -



I h t  i n p u t / o u t p u t  e q u a t i o n  i s  t h e n  
A ji -r

b ( h )  = y . ( K*p . ) = a  < K) £a  <k ) £  -  w ( K ) t ( 4 . 1 6 3 )

a n a  t r i e  m e a s u r e d  i n p u t / o u t p u t  e q u a t i o n  i s
% A

zm (K) = yn ^  ( K*p ^  )) = ( M i :

n ’’’ ( M i
A

(*)  t - .  + v.  (K + p . ) (4 . l b u )

a n a  o n c e  a g a i n  t h e  a l g o r i t h m  i n  e q . ( 4 . 1 6 7 )  i s  a p p l i c a b l e

w * t h  t n e  p r o p e l  m o d i f i c a t i o n s .

4 . 3  S t a t e  D e s c j _ i a t i g n s  f o r  I h r e e  h x a m p l e s

I h e  t h r e e  e x a m p l e s  a t  t h e  e n d  o f  s e c t i o n  u . l  h a v e  b e e n  

i d e n t i f i e d  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  C h a p t e r  3 u s i n 3 

t h e  d e t e r m i n i s t i c  g r a d i e n t  a l g o r i t h m  o f  e q .  ( 4 . 1 0 b ) .  I n  

e a c h  e x a n i p l e  t h e  i n i t i a l  p a r a m e t e r  e s t i m a t e s  w e r f  s e t  e q u a l  

t o  z e r o  a r o i t r a r i l y .

I h e  s t a t e  c e s c r i p t i o n  o f  t n e  f i r s t  e x a m p l e  i s  g i v e n  i n  

e q .  ( 4 . b l ) .  I h e  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n  f o r  t h e  s c a l a r  DUE i n  

e q .  ( 4 . 1 2 ^ )  f o i  n = 2  f o r  t h i s  o b s e r v a b l e  e x a m p l e  i s

w h e r e  t h e  o r d e r  i s  a s s u m e d  e i t h e r  Known o r  t c  h a v e  b e e n

u ( k ♦ ! )

f i t * ( 4 . 1 6 b )

a e t e r m i n e o  u s i n g  t h e  p r o c e d u r e  i n  s e c t i o n  3 . 3 .  3 l i en i n  eq

( 4 . 1 3 0 )  t h e s e  i s s o c i a t i o n s  a r e  ma de



u U ) ,  e ( h )  ) ( 4 . 1 b b )
1 1

a n a  t h e  L y a p u n o v  o p t i m u m  w e i g h t i n g  m a t r i x  i n  e g .  ( 4 . 1 1 7 )  wa s  

u s e e .  U i t h  t h e  o r d e r  i n  s ( k )  s h o w n  a b o v e  t h e  w e i g h t s  u s e d  

w e r e

h ( M  -  ( i .  I .  2 ,  2 .  1 ,  1 ?  ( 4 . 1 6 7 )

w h i c h  i s  a s i m p l i f i e d  t a a i n g  me mor y  a p p r o a c h  w h e r e  l e t t e r  

s i q n a l s  a r e  w e i g h t e a  t w i c e  a s  mu c h  a s  t h e  e a r l i e r  s i g n a l s .

Iht* i n p u t s  u s e d  w e r e  d e r i v e d  f r o m  a n  I KSL s u b r o u t i n e  t h a t

q i v e s  u n i f o r m  n u m b e r s  f r o m  a  p s e u a o - r a n d o m  n u m b e r  g e n e r a t o r .

I n p u t s  f o r  u ( ( k)  w e r e  u n i f o r m l y  o b t a i n e d  o n  t h e  i n t e r v a l

( - 1 0 ,  1 0 )  a n a  u ( h )  f r o m  t h e  i n t e r v a l  ( - 2 0 ,  20 )  b o t h  w i t h
l

z e r o  m e a n .  F i g s .  ( 4 . 1 2 ) - ( 4 . I d ) s h o w t h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  

6 p a r a m e t e r s .  C o n v e r g e n c e  i s  o u c h  s l o w e r  f o r  t h e  s a m e  

p r e c i s i o n  t h a n  t h e  r e c u r s i v e  l e a s t  s q u a r e s  a l g o r i t h m .

U s i n g  A p p e n o i x  6 a n d  t h e  i a e n t i f i e d  p a r a m e t e r s  t h e  s t a t e

m o d e l  w i l l  now b e  f o u n d ,  

v a r i a b l e s  i n  A p p e n d i x  B 

0 C

F i r s t ,  a s s e m t l e  a l l  p e r t i n e n t

h: =

b ( ( 1 )

1 t.
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7

z

c
e

F i q . a . 13 l a r a m e t e r  P 3 a n d  P« c o n v e r g e n c e

d e t e r m i n i s t i c  c r a d i e n t  a l q o r i t h n  i n  o b s e r v a b l e  e x o i i p l e .

u s i n ^

- 1 t
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b =

D ( ( 1 )

L * -  [  L ; K ]  =
K ( 1 )

t- . (2) I , (1)

b * -  -  [ f lC ; KC c i )  ]  = [ t \ U >  b . ^ > ]

0 0 0 0

n o  = [  m ; 0 J  =

b ( t l )  0 0

bC = b , (2)  

l ' C( l )  = tJ , ( 1>

w h t r e  L i s  t h e  i d e n t i f i e d  b l u a t i i x .  r r c m  e g .  ( t . 1 9 )

0 C O  0

( 9 . 1 6 6 )

[ b  ( ( 2)  b ( ( 1 ) ]  -  a *

b ( 11) 0 0

-  [ LiC- ( 1)  ! bC* ( 2 ) ]  ( 9 . 1 b 9 )

w h e r e  a *  i s  t h e  s i n g l e  s i g n i f i c a n t  r o w o f  t h e  A n a t r i x .

F r c n  t h e  p a r a m e t e r  v e c t o r  wt  h a v e  

e 1'  ~ ( * •* * 3 )

b C ^ ( l )  = * . 7  . b  )

bC* (2)  ^ ( 1 0 )  ( 4 . 1 9 0 )

cino u ^ m g  t h t  S h r i K h i n d e ,  e t o l  .  ) r o c e d u r e  d e s c r i b e e  n .

A p p e n d i x  r  y i e l d s

L■ t l )  -  a *  > 0 = ( i  0 ) (4 . 1 9 1 )

s t a r t i n g  l r or .  t h e  r i q n t  o t  e g .  ( 4 . 1 6 9 )  s o  t h a t

I ( I ) - ( 1 u ) .

- l e t .



N e x t ,  a n  t h e  l t f t  o f  e q .  ( 4 . 1 6 9 )

0 0

t , ( 2 )  -  d ?

b , <1)

-  [ • ’  • * ]

( 4 . 1 9 2 )

o i

b ( ( 2 )  = ( . 7  »6 ) ♦ ( . 3  0 )

= ( 1 . 6  ) .

T h e  i d e n t i f i e d  s t a t e  m o d e l  i s

* ( * ♦ ! )  =

( 4 . 1 9 3 )

0 1

*  ( M  ♦

1 0

y ( M

. 4 . 3 1 . 6

V(K)  = < 1 0 ) x ( x )

( 4 . 1 9 4 )

(4.19o)

Eq <■ ( 4 . 1 2 9 )  f o r  t n e  s e c o n d  e x a m p l e  w i t h  t h e  s t a t e - s p a c e

d e s c r i p t i o n  i n  e q .  ( 4 . 6 0 )  i s  f o r  n * = l

( k * l )  * [  ) , ( k )  1 u ( x ) ]

(4 . 1 9 b )

w n t i e  n* i s  Known o r  d e t e i m i n e a  u s i n g  s e c t i o n  3 . 3 .  I n  e q

( 4 . 1 3 0 )  t h e  a s s o c i a t i o n s  a r e  ma d e  

z (K) = y , (K + l )

£ = ( - 9  1 2 >

g ( x )  = ( y ( K) ,  u (k)  , u „ (x ) ) ( 4 . 1 9 7 )

w i t h  t n e  L y a p u n o v  o p t i m u m  w e i g h t i n g  a n d  t h e  w e i g h t s  w e r e  

s  i  ir. p 1 y

1. (K) - ( 1 1 ) (4 . 1 9 6 )

-  1 (.



a n a  i n p u t s  w e r t  J e r i v e J  u r i i i o r c i l y  o n  t h e  i n t e r v a l  ( - 1 0 ,  1 0 ) .  

F i q s .  ( 4 , I S ) - ( a . 1 7 )  s h o w  t h e  c o n v e r g e n c e  o i  t h e  3 

p a i a m f e t e r s .

-  J 7
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I h e  s t a t e  a e s c i i p t i o n  i s  s i m p l y

x ( k * l )  = . 9 x  (k)  ♦ { 1 2 ) i  (k)

V ( k )  = x (k)  =■ X ( (k)

w h e r e  t h i s  s i n g l e  s t a t e  i s  t h e  f i r s t  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  i n  

e g .  ( 4 . 1 2 5 )  a f t e r  b e i n g  t ' a n s i o i  a e d  t o  o b s e r v a b i l i t y  

c a n o n i  c a 1 f o r n .

I h e  t h i r d  e x a m p l e  o r  s t i r r e u  t a n k  h a s  t h e  s a m e  e q s .  

( 4 . 1 9 6 ) - ( 4  . 1 9 6 )  e x c e p t
~T

i  = ( . 9 5 1 2  4 . 3 7 7  4 . 3 7 7  ) . ( 4 . 1 9 9 )

E i q s .  ( 4 . 1 8 ) - ( 4 . 2 0 )  s h o w  t h e  d e t e r m i n i s t i c  g r a d i e n t  

c o n v e r g e n c e .  I h e  s t a t e  m o d e l  i s

x ( x * l )  = . 9 5 1 2x ( k ) ♦ ( 4 . 8 7 7  4 . 6 7 7  ) u ( k )

y (k)  = x (k)  = x ( (k)  . ( 4 . 2 0 0 )

I h e  t h r e e  e x a m p l e s  u s i n g  t h e  s t o c h a s t i c  g r a d i e n t  

a l g o r i t h m  i n  e g .  ( 4 . 1 3 6 )  w i l l  now b e  i a e n t i f i e a  w i t h  

m e a s u r e m e n t  n o i s e  o n  o u t p u t s .  I n p u t s  w e r e  u s e d  a s  i n  t h e  

d e t e r m i n i s t i c  g r a d i e n t  c a s e s  a n d  w i t h o u t  n o i s e .  T h e  w e i g h t s  

a l s o  w e r e  t h e  s a m e  a s  b e f o r e .  A l l  m e a s u r e m e n t  n o i s e  u s t a  

h a d  a v a r i a n c e  < r 2 - * 1 a n a  z e r o  m e a n .  An 1K5L s u b r o u t i n e  

g e n e r a t e d  t n e  C a u s s i a n  n o i s e  a e v i a t e s .

T h e  f i r s t  e x a m p l e  i n  e q .  ( 4 . 6 1 )  now h a s  t h e  o u t p u t  

e g u u t  i o n

ym , ( k )  = x ( (k)  ♦ v ( ( k)

a n a  a d d i t i o n a l  a s s o c i a t i o n s  t o  t h o s e  i n  e g .  ( 9 . 1 6 b )  a r e  made  

l i o r .  e g .  (4 . 1  5 1 )

- i 7 -
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F i e .  M. 1 6  I dram*:  t e r  P I  c o n v e r g e n c e  u s i n g  d e t e r m i n i s t i c  

g r a d i e n t  a l g o r i t h m  i n  s t i r r e d  t a n k  e x a m p l e .

- 1 r .  -



TT

F i g .  u . i  9 P a r a m e t e r  P2 c o n v e r g e n c e  u s i n g  d e t e r m i  n i  s t i c  

g r a d i e n t  a l g o r i t h m  i n  s t i r r e d  t a n k  e x a m p l e .

-  1 h .
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K, ITERATIONS

f i g .  a . 20 P a r a m e t e r  P3 c o n v e r g e n c e  u s i n g  

q i a u i e n t  a l g o r i t h m  i n  s t i r r e d  t a n k  e x a m p l e .

d e t e r m i n i s t i c

1 7 I



zm ( k ) = y m ( <k« 2)

g m ( k )  = ( yn , (k)  , yra ( (k + 1)  , u ( ( k « l )  , u ^ ( k * l ) ,  

u ( (k)  . u ^ k )  )

b ( k >  = ( v ( ( k)  , v ( (k + 1) , 0 ,  0 ,  0 .  0 ) . ( 4 . 2 0 1 )

The  n o i s e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  n e e d e d  i n  t h e  a l g o r i t h r  i s  g i v e n

by

X  = d i a g  ( . 1 ,  . 1 .  C,  o r G,  0 ) . ( 4 . 2 0 2 )W

F i g s .  ( 4 - 2 1 )  -  (4 . 2 3 )  s n o w  t n e  c o n v e r g e n c e s  t o  t h e  ( . a r a m e t e r s  

i n  e q .  ( 9 . 1 6 6 ) .  T h e  s p a c i n g  p a r a m e t e r  u s e d  was  s  = 2 .

b o t h  o f  t h e  n e x t  t w o  e x a m p l e s  h a v e  t h e  s a m e  a d d i t i o n a l  

a s s o c i a t i o n s  w h i c h  a r e  

z a  (K) = y a  , ( k *1)

y m ( k )  = ( y o , { k ) ,  u , (k)  „ u ^ ( k )  ) T

E ( k )  = ( v t ( h ) , 0 .  0 ) T  ( 4 . 2 0 3 )

a n a  a l s o

X  = d i a g  t . 1  0 0 ) .
-V\-

F i g s .  (4 . 2 4 )  -  (4 . 26 )  i d e n t i f y  t h e  p a r a m e t e r s  i n  e q . ( 4 . 1 9 7 )

a n c  F i g s .  ( 4 . 2 7 ) - ( 4 . 2V) i d e n t i f y  t h e  s t i r r e d  t a n k  p a r a m e t e r s  

i n  e q . ( 4 . 1 9 9 ) .

- 1 7 *



F i g .  U • 21  P a r a m e t e r  P I  a n d  P i  c o n v e r g e n c e  u s i n g  s t o c h a s t i c  

g r a d i e n t  a l g o r i t h m  i n  o b s e r v a b l e  e x a m p l e .



E i g .  u • 1 2  P a r a m e t e r  P3 a n d  PU c o n v e r g e n c e  u s i n g  s t o c h a s t i c  

g r a c i e n t  a l g o r i t h m  i n  O D s e r v a b l e  e x a m p l e .

- i *-■'
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K

F l c , . 4 . 2 3  P a r a m e t e r  ? 5  a n d  P6 c o n v e r g e n c e  u s i n g  s t o c h a s t i c

q r a o i e n t  a l g o r i t h m  i n  o o s e r v a i l c  e x a m p l e .

- 1  t i
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F i q .  U. 2U P a r a n e t e r  P I  c o n v e r g e n c e  u s i n g  s t o c h a s t i c  g r a d i e n t  

a l g o r i t h m  i n  u n o b s e r v a o l e  e x a m p l e .



c

« L 0

f i t , ,  u . 2 5  P j i a o e t e r  P i  c o n v e r y e n c e  u s i n g  s t o c h a s t i c  g r a d i e n t  

a l g o r i t h m  i n  u r . o o s e r v d b l t  e x a m p l e .



in

C o •m

b .j ao.o « .o  w.c 
K# ITERflTIONS

F i g .  4 . 2 6  P a i a n e t e r  P3 c o n v e r g e n c t -  u s i n g  s t o c h a s t i c  g r a d i e n t  

a l g o r i t h m  i n  u r o b s e r v a b l e  e x a m p l e .

- i  (><, -
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F i q .  4 . 2 7  P a r a m e t e r  P I  c o n v e r g e n c e  u s i n g  s t o c h a s t i c  g r a d i e n t  

a l g o r i t h m  i n  s t i r r e d  t a n h  e x a m p l e .

- J h  1



t t . 0

Ei t , .  4 . 2 b  P ar amet er  Pi  c o n v e r g e n c e  u s i n g  s t o c h a s t i c  g r a d i e n t  

a l g o r i t h m  i n  s t i r r e d  tank e x a m p l e .

- 1 h r  -
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« L 0  t t . 0
K, ITERRIIONS

F i g .  u . 2 9  P a r a m e t e r  P3 c o n v e r g e n c e  u s i n g  s t o c h a s t i c  g r a d i e n t  

a l g o r i t h m  i n  s t i r r e d  t a n k  e x a m p l e .

- i (» 7 -



C H A P T E R  5

APPLI CATI ON Ot DECmMRALI ZED I D E N T I F I C AT I O N  TO 

A F L E X I E L t  BEAK STRUCTURE

i n i s  c h a p t e r  i s  d e v o t e d  t o  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  r e s u l t s  

i n  d e c e n t r a l i z e d  i d e n t i f i c a t i o n  t h e o r y  t o  a  h i g h  o r d e r  

s y s t e m .  T h e  s y s t e m  -  a  f l e x i b l e  b e a m u s e d  i n  e x p e r i m e n t s  a t  

t h e  NASA L a n g l e y  r e s e a r c h  c e n t e r  -  w i l l  b e  d i s c u s s e d  a n a  t h e  

s t a t e - s p a c e  d e s c r i p t i o n  d e r i v e d .  W h e r e a s  t h e  e x a m p l e s  

i d e n t i f i e d  i n  C h a p t e r  d w e r e  l o w  o r d e r ,  t h i s  e x a m p l e  i s  

e i g h t h  o r d e r  a f t e r  s o m e  s i m p l i f i c a t i o n  f r o m  i t s  o r i g i n a l  

f o r m .  O n c e  t h e  s t a t e - s p a c e  f o r m  i s  e s t a b l i s h e d ,  a  s e t  o f  

d e c e n t r a l i z e d  m e a s u r e m e n t s  w i l l  b e  d e f i n e d  a n d  t h e  s y s t e m  

i d e n t i f i e d  w i t h  t h i s  r e d u c e d  n u m b e r .  M o t i v a t i o n  f o r  t h i s  

a p p l i c a t i o n  w i l l  b e  d i s c u s s e d  a f t e r  a s u m m a r y  o f  t h e  s y s t e m  

d e s c r  i  p t i o n .

A s i m u l a t i o n  p r o g r a m  f o r  g e n e r a t i n g  m o d a l  a m p l i t u d e s  t h a t  

d e s c r i b e  t h e  d y n a m i c s  o f  a  f l e x i b l e  b e a m h a s  b e e r  d e v e l o p e c  

u n a e r  a NASA g r a n t  a t  t n e  C i t y  C o l l e g e  o f  Hew XorK ( s e e  I h a u  

a n d  M o n t g o m e r y ) .  T h e  m o d a l  a m p l i t u d e s  o f  t h e  t e a m  w i l l  

l a t e r  b e  s h o w n  t o  b e  d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  a  s t a t e - s p a c c  

d e s c r i p t i o n  w h i c h  i s  n e e d e d  t o  d i r e c t l y  a p p l y  t h e  r e s u l t s  of



C n a p t e r  3 a n d  A .  E s t i m a t i o n  o f  t h e  m o d a l  a m p l i t u d e s  i s  t h e n  

e q u i v a l e n t  t o  s t a t e  e s t i m a t i o n .  L i n e a r ,  n o n - l i n e a r ,  a n d  

r e p e a t e d  l e a s t  s q u a r e s  a l g o r i t h m s  h a v e  b e e n  a p p l i e d  t o  t h i s  

e s t i m a t i o n  p r o b l e m .  P a r a m e t e r  i d e n t i f i c a t i o n  u s i n g  a 

v e r s i o n  o f  t h e  s t o c h a s t i c  g r a d i e n t  a l g o r i t h m  i n  C h a p t e r  A i n  

t h e  p r e s e n c e  o f  m e a s u r e m e n t  n o i s e  w a s  a p p l i e d  t o  t h e  Lean,  

s i n  u l a t i o n .

S t u d y  o f  t h e  f l e x i b l e  Learn i s  m o t i v a t e d  by t h e  n e e d  t o  

c o n t r o l  l a r g e  f l e x i b l e  s p a c e  s y s t e m s .  T h e  s t u a y  o f  s u c h  

s y s t e m s  h a s  b e c o m e  i m p o r t a n t  i n  r e c e n t  y e a r s  a n d  p r o m i s e s  t o  

e x p a n a  i n  t h e  f u t u r e .  T h e  s t r u c t u r a l  d e s i g n  o f  a  l a r g e  

s p a c e  s y s t e m  a i m s  t o w a r d  l o w  w e i g h t  p e r  s u r f a c e  a r e a  f o r  

e f f i c i e n c y .  T h i s  r e s u l t s  i n  l o w  e f f e c t i v e  s t i f f n e s s  a n a  

v e r y  f l e x i b l e  s t r u c t u r e s .  P r e c i s e  K n o w l e d g e  c f  t h e  s y s t e m ' s  

s t r u c t u r e  d y n a n i c s  i s  r e q u i r e d  whe n  t o w i n g  a n d  a s s e m b l i n g  t o  

a c c o m p l i s h  a d e q u a t e  a t t i t u d e  a n d  s h a p e  c o n t r o l .  A t t i t u d e

c o n t r o l  i n v o l v e s  m a i n t a i n i n g  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  

s p a c e c r a f t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s u n  o r  e a r t h .  S h a p e  c o n t r o l  

i n v o l v e s  m a i n t a i n i n g  t h e  c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  l a r g e  f l e x i b l e  

s p a c e  s t r u c t u r e .

S t r u c t u r a l  K n o w l e d g e  a t  p r e s e n t  c a n n o t  b e  o e t e r m i n e o  

a n a l y t i c a l l y .  A l s o ,  g r o u n d  t e s t i n g  i s  n o t  p o s s i b l e  b e c a u s e  

o f  t h e  s t r u c t u r e  s i z e  a n d  b e c a u s e  t h e s e  s t r u c t u r e s  a r e  n o t  

d e s i g n e d  t o  b e  s e l f - s u p p o r t i n g  u n d e r  g r a v i t y .  An

a d u p t i  v e / l e  j r  n i  fig a p p r o a c h  u s e d  i n  t h e  NASA s i m u l a t i o n

-  1 h  < -



a s s u m e s  t h a t  s t r u c t u r a l  t e s t i n g  i s  c o n o u c t t o  d u r i n g  

d e p l o y m e n t  o r  a s s e m b l y .  A p r o b l e m  i s  t h a t  c o n t r o l  

e x c i t a t i o n  l e v e l s  u s u a l l y  r e q u i r e d  b y  a d a p t i v e  s y s t e m s  a r e  

u n a c c e p t a b l e .  T h e r e f o r e ,  t h e  a d a p t a t i o n  p r o c e s s  i s  

s c h e d u l e d  wh e n  i t  i s  c o n v e n i e n t  a n d  when  n o t  t h e n  

e x t i a p o l a t e  a n o  m o n i t o r  t h e  s y s t e m  p e r f o r m a n c e .

b o  f a r  e s t i m a t i o n  a n d  p a r a m e t e r  i d e n t i f i c a t i o n  a l g o r i t h m s  

t o g e t h e r  w i t h  e x t r a p o l a t i o n  o f  t h e  s y s t e m  m o d e l  a r e  

n e c e s s a r y .  I n p u t  d e s i g n  m u s t  a l s o  b e  c o n s i d e r e d .  F o r  

p a r a m e t e r  i d e n t i f i c a t i o n  p r o p e r  d e s i g n  y i e l d s  a  l a r g e  s i g n a l  

t o  n o i s e  e n v i r o n m e n t .  S p e e d  o f  t e s t i n g  i s  i m p o r t a n t  f o r  

p a r a m e t e r  i d e n t i f i c a t i o n  o f  l a r g e  s p a c e  s t r u c t u r e s  b e c a u s e  

l a r g e  a m o u n t s  o f  t i m e  a r e  n e e d e d  d u e  t c  t h e  l o w  f r e q u e n c i e s  

o f  t h e  v i u r a t i c n a l  m o d e s  o f  t h e  s t r u c t u r e .

I h e  c o n t i n u o u s  t i m e  e q u a t i o n s  o f  t h e  b e a m m o t i o n  w i l l  now 

b e  d i s c u s s e d ,  f o l l o w e d  b y  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d i s c r e t i z e d  

m o d e l .  T h e  f o l l o w i n g  m a t r i x  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n

Kp ♦ Kp = b u  ( 5 . 1 )

d e s c r i o e s  t n e  l a r g e  f l e x i b l e  s p a c e  s t r u c t u r e  m o t i o n .  The  

m a t r i c e s  H a n d  K a r e  t n e  i n e r t i a  a n d  s t i f f n e s s  m a t r i c e s ,  r 

i s  a n  n - v e c t o r  o f  g e n e r a l i z e d  c o o r d i n a t e s ,  a n d  k i s  a n  r ~ 

v e c t o r .  P n y s i c a l l y  t h e  i n p u t s  a r e  t h e  f o r c e s  a n d  m o m e n t s  

a p p l i e d  t o  b e a n .  Tnt* f o r c e s  a r e  a p p l i e d  t h r o u g h  [ c m t - f o r c e  

a c t u a t o r s  a n d  t h e  m o m e n t s  by  t o r q u e r s .  A l t h o u g h  t h e r e  i s  

s m a l l  d a m t i n q  c u e  t o  j o i n t  f r e e p l a y ,  m a t e r i a l  d a m p i n g ,  e t c . .

- i ‘n  -



i t  i s  s m a l l  e n o u g h  t o  b t  n e g l e c t e d  a n d  d o e s  n o t  a p p e a r  i n  

e q . ( 5 . 1 ) .

U s i n g  t h e  p o i n t  t r a n s f o r m a t i o n  i . = T s  w h e r e  I  i s  a  m o a a l

m a t r i x  i n  e g .  ( 5 . 1 )  y i e l d s

s  ♦ A  s  = I d u  ( 5 . 2 )

w h e r e  J \ x  i s  a  d i a g o n a l  m a t r i x  o f  s y s t e m  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s .

T h u s ,  t h e r e  a r e  n d e c o u p l e d  s e c o n d  o r d e r  d i f f e r e n t i a l

e q u a t i o n s .  T h e  f i r s t  e q u a t i o n  o f  ( 5 . 2 )  i s

s  * JXt t = b * u ( 5 . 3 )

w h e r e i s  t h e  f i r s t  e l e m e n t  o f  s ,  J \  i s  t h e  f i r s t

f r e q u e n c y  i n  W  a n d  t>£ i s  t h e  f i r s t  r ow o f  Tb • D e f i n i n g
i

s t a t e s

x = s .

z '
t h e  s t a t e  d e s c r i p t i o n  o f  e q . ( 5 . 3 )  i s

( 5 . 3 )

r
.-t

o

i 1-------

o
I

4
X = X ♦

' 
,

>
K o

I 1

-Q
l

u

( 5 . 5 )

w h i c h  a p p l i e s  f o r  o n e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o r  m o d e .  A l l  o t h e r  

m o o e s  c a n  b e  s i m i l a r l y  d e s c r i b e d  a n d  a n y  n u m b e r  o f  m o d e s  c a n  

b e  c o n c a t e n a t e c .

I h e  NASA s i m u l a t i o n  h a s  b e e n  p r o g r a m m e d  t o  w o r n  w i t h  up 

t o  t e n  m o d e s  i n  d i s c r e t e  t i m e .  T a b l e  5 . 1  l i s t s  t h e  f i r s t  

s i x  m o d a l  f r e q u e n c i e s  i n  r a d i a n s

- J '~i j -



T A 6 L E  5 . 1

MODAL 

KALIAN 

Kr tLwUENCIt  S 

11 . 4 1 6 4  

3 1 .  36 

6 1 . 2 5 6 5  

1 0 0  . 9  

1 5 0 . 1 8 5  

2 0 9  .

ACIUATGK 

MODE 

SHAPES 

- 5 . 9 4 6  5 

3 . 3 2 5 6  

. 6 5 5 2  

1 . U17 6 

3 . 3 6 1 2  

4 . 9 1 0 1

a n d  t h e  a c t u a t o r  mode  s h a p e s  w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  b*  i n  e q .

( 5 . 5 ) .  On e  s c a l a r  i n p u t  i s  p r e s e n t  i n  t h e  s i m u l a t i o n . On a 

m o d a l  D a s i s  t h e  d i s c r e t i z a t i o n  o f  e q .  ( 5 . 5 )  i s  c a l c u l a t e d  i n  

t h e  s i m u l a t i o n .  As d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  4 f o r  t h e  

d i s c r e t i z a t i o n  o f  t h e  l i n e a r i z e d  s t i r r e d  t a n k  s t a t e - s p a c e  

d e s c r i p t i o n ,  e q s .  ( 4 . 9 5 )  a r e  u s e d  t o  f i n d  t h e  d i s c r e t e  A,  

b ,  a n a  C m a t r i c e s .

I h e  NASA s i m u l a t i o n  h a s  o n l y  o n e  s c a l a r  i n p u t  s o  t h e  

a i s c r e t e  s t a t e - s p a c e  m o d e l  p e r  mo d e  i s  g i v e n  by

* (k ♦ ! )  =
A A '  bii 11 x ( k ) *

t

A A A. L
l l  21  j 2

u (k)
( 5 . 6 )

a  nc

- 1  5 .



a (J - c o s  a ;  / l  - yv* 1 /  J i  -

- A ^  T ) / / l  - A *

A a 1 :  c o s / W i / l  -  A- i  T 

t  , = ( (1 -  c o s A . I j / A ;  )t>X 

t. ^ = s i n  A a1 / A t  b r

a n c  i n  t n e  p r o g r a m

i ( K >  = h £ (k) ( S . b )

i n  w h i c h  Y ( k )  i s  a 9X1 m e a s u r e m e n t  v e c t o r ,  K i s  a 9X8 

m e a s u r e m e n t  m a t r i x ,  a n d  s ( k )  i s  a n  8X1 v e c t o r  w i t h  t h e  f i r s t  

s t a t e  o f  e a c h  mo d e  i n  e q .  ( S . 6 ) .

i a e n t i f i c a t i o n  a r e  a p p l i e d  t o  t h e  b e a m  a i c d e l .  A f o u r  mode  

m c o e l  i s  u s e d .  F o u r  o u t p u t s  a r e  t h e n  a v a i l a b l e  a n d  t h e  

s y s t e m  i s  e i g h t h  o r d e r .  An a p p l i c a t i o n  o f  t h e  r e s u l t s  o i  

t h i s  t h e s i s  t o  t h e  o e a m  i s  t o  d e c e n t r a l i z e  t h e  a v a i l a b l e  

o u t p u t s  t o  t w o  s e p a r a t e  i d e n t i f i e r s  a n d  t h e r e b y  h a v e  a 

o a c K u p  i d e n t i f i e r  i n  t h e  e v e n t  o f  a  f a i l u r e  by o n e  

i d e n t i f i e r .  F i g .  5 . 1  s h o w s  a  b l o c k  d i a g r a m  o f  t h e  

i d e n t i f i c a t i o n  s c h e m e .

I n  t h e  NASA s i m u l a t i o n  a l l  o u t p u t s  a r e  p r o c e s s e d  t o g e t h e r  

i n  a c e n t r a l i z e d  m a n n e r .  Thi*s  a p p r o a c h  h a s  t h e  a d v a n t a g e  o f  

b e i n g  v e r y  f a s t .  A s t a t e - s p a c e  d e s c r i p t i o n  i s  i a e n t i i i e c  

t h a t  d e s c r i b e s  t n e  i n p u t - o u t p u t  s y s t e m  b e h a v i o r .  Wi t h  

d e c e n t r a l i z e d  m e a s u r e m e n t s  t w o  ( o i  e v e n  m o r e )  s t a l e - s p a c e

I n  t h i s t h e s i s  t h e  r e s u l t s  o f  d e c e n t r a l i z e d

1 -
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E i q .  5 . 1  b l o c k  d i a g r a m  o f  b a c k u p  i d e n t i f i c a t i o n  s c h e m e  t o i  

f l e x i b l e  s p a c e  s t r u c t u r e .

d e s c r i p t i o n s  c a n  b e  i d e n t i f i e d  a l l  d e s c r i b i n g  t h e  e x a c t  s a me  

i n p u t - o u t p u t  b e h a v i o r  ( t a k e n  t o g e t h e r )  a s  t h e  c e n t r a l i s e d  

c a s t .  E a c n  i d e n t i f i e r  s e p a r a t e l y  g i v e s  a  f u l l  o r d e r  s y s t e m  

d e s c r i p t i o n  s i n c e  t n e  s y s t e m  i s  o b s e r v a b l e  f r o m  a n )  o u t p u t  

o r  a n y  c o m b i n a t i o n  o f  o u t p u t s .  B e s i d e s  a b a c k u p  f o r  

i d e n t i f i e r  f a i l u r e  t h e  d e c e n t r a l i z e d  i d e n t i f i e r s  p r o v i d e  a 

b a c k u p  f o r  s e n s o r  f a i l u r e .

A n o t h e r  p o i n t  o f  v i e w  c a n  b e  t a k e n  a s  t o  s e n s c i  e c o n o m y .  

5 i n c e  o n l y  a n  i n p u t - o u t p u t  d e s c r i p t i o n  i s  d e s i r e d ,  t h i s  c a n  

b e  a c h i e v e d  w i t h  f e w e r  t h a n  t h e  f u l l  9 s e n s o r s  c u r r e n t l y

- 1 9  1 . -



s l a t e d  t o  b e  u s e a .  O n c e  s e n s o r  a n a  i d e n t i f i e r  r e l i a b i l i t y  

i s  p r o v e d  f r o m  a c t u a l  b e a m  d e p l o y m e n t ,  c o n s i d e r a t i o n s  o t  

f e w e r  t b a n  o n e  o u t p u t  p e r  mo d e  c a n  b e  u n d e r t a k e n  i n  f u t u r e  

d e s i q n s .  I n  e v e r y  c a s e  o f  f e w e r  o u t p u t s  l o n g e r

l a e n t l f  i c a t i o n  t i r o e s  r e s u l t .  w i t h  i n c r e a s i n g l y  f a s t e r  

c o m p u t e r s  b e i n g  i n t r o d u c e o  t h i s  b e c o m e s  l e s s  a n d  l e s s  o f  a 

p r o b l e m  a n d  c n - l i n e  i d e n t i f i c a t i o n  s c h e m e s  d e s c r i b e d  ir .  

C h a p t e r  4 a r e  u n i m p a i r e d .

T h e  n u m e r i c a l  s t a t e  m o d e l  a n d  t h e  d e c e n t r a l i z e d  v e r s i o n  

w i l l  now b e  c a l c u l a t e d .  C o m p u t e r  r e s u l t s  w i l l  f e l l o w  

s u c c e s s f u l l y  i c e n t i f y i n g  t h e  b e a m u s i n g  t h e  d e c e n t r a l i z e d  

o u t p u t s .  F o r  f o u r  m o d e s  t h e  s t a t e  m o d e l  n a s  t h e  f o r m

x ( k ♦ ! )  =

w h e r e

H

6

. 6 4 1 4 0 4 2  

- 6 . 1 7 0 5 7 6

. 0 0 2 7 9 6 2 6 9  

- 3 1 . 3  5 9 8 8

- . 9 9 6 9 0 7 3  

- 4  . 6 1 4 0 9 3

f  . 3 2 1 5 1 2 1 6  

9 5 . 369  9b

x (k)  ♦ bu  (k)

. 0 4 7 3 2 7 6 6  

. 6 4 1 4 0 4 2

. 0 3 1 6 6 7 6 3

. 0 0 2 7 9 6 2 6 9

. 0 0 1 2 6 2 6 6 7

- . 9 9 6 9 0 7 3

-  . 0 0 9 3 6 7 6  23 

. 3 2 6 5 1 2 1 6

( 5 . 9 )

( 5 . 1 0 )



a n a

fc = ( . 0 0 1 2 1 6 * 4 1  , . 0*473277  , . 0 0 1 0 1 3 5 9 ,

. 0 3 1 B Q 7 6 ,  . 0 0 0 5 3 2 1 3 9 ,  . 0 0 1 2 6 2 6 7 ,

. 6 61  52 7 X 1 0~*  , - , 0 0 9 3 6 7 b  ) .  ( 6 . 1 1 )

N e x t ,  t h e  C m a t r i x  f o r  2 o u t p u t s  i s  f o r m e d  f r o m  t h e  H m a t r i x  

i n  e q .  ( 5 . 6 )  u s i n g  a p p r o p r i a t e l y  p l a c e d  c o l u m n s  o f  z e r o s  

- 9 . 7 1 1 1  - 5 . 6 * 4 6 5

9 .635*4 

0

9 . 5 3 0 4

0

- 9  . 3 5 1 3  

0

0

3 . 3 2 58 

0

. 8 5 9 2

0

1 . 4 1 7 8

0

s o  t h a t

y ( M  = CS (K> ( 5 . 1 2 )

w h e r e  y ( k )  i s  a  2X1 v e c t o r .  T h e  d e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t s  

t h a t  w i l l  be  i o e n t i f i e d  d i r e c t l y  a r e  f o u n d  u s i n g  e q .  ( b . 1 9 )

-  1 9 n  -



fc-  = B * -  -  A *  (MO)

b ( {H) b ,  (3> b ( (2)  b ,  (1)  0

L b ^ ( * 0  b ^ J )  b 2 {2) b 2 ( l )  0

b , ( 1 )  0

b , < 2 >  b ( (1)  

b ( ( 3 )  b ( ( 2 )  b , ( 1 )

0

b z ( l )  0

b 2 <2) b a ( l >

b ( 3 )  o ( 2 )  b (1)
2 a *

w h e r e  t h e  i n p u t  m a t r i x  i n  e g .  ( 5 . 9 )  i s  r ow p a r t i t i o n e d  a s

b ,  ( 1 )  

b ( (2)  

b (3)

t  =
b ( (M) 

b 2 U )

b 2 ( 2 )

b 2 (3)

b (U)
2

= = H

T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  D a s e u  o n  s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t s

P

w h i c h  w o u l d  e m e r g e  i f  e q u a l  n u m b e r s  o f  c o l u m n s  o f  b o t h  

o u t p u t s  a r e  u s e d  i n  t n e  d e p e n d e n c e  t e - s t  ( s e e  C h a p t e r  3) . 

T h e  t  r a r i s  i o r  ma t  i o n  m a t r i x  i s

- H 7 -



c  Ai

c  A*i

c A 3i

c Ai
C rt2 

Z

c ^ 3 l b . l b )

a n d  w i t h

x '  (K) = Tx (K) l b . l b )

e q s . ( 5 . 9 )  a n d  ( 5 , 1 2 )  a r e  t r a n s f c r i r . e c  t o  

( x * l )  = I A T _ l x '  (K) ♦ T b u ( k )  

y CK) = C r - * *  (K) . (5 . 1 7 )

T h e  r e s u l t i n g  c a n o n i c a l  s y s t e m  a s  w e l l  a s  B* a r e  s h o w n  i n  

F i q .  ( 5 . 2 ) .

- 1 w
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a o c a l  s t a t e - s p o c e  a e s c r i p t i o n  i n  e q . ( ! > . 9 ) .
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T h e  u n Kn o wn  p a r a m e t e r s  t o  b e  i d e n t i f i e d  a r t  now e x t r a c t e d  

f r o m  F i y .  5 . 2 .  F r o m  t h e  c a n o n i c a l  A m a t r i x

- l .

- 2  . 0 2  

- . 2 6 3  

- 2  . 0 2  

. 0  

7 . 34 

- 4  . 9 8  

7 .  39 ( S . 16)

. 0

- . 3  

. 21.3 

3

- 1  .
2 .  37 

- 2 . 7 4  

2 .  37

b *  w h i c h  a p p e a r s  i n  e q s .  ( 5 . 1 3 )  a n d  ( E . 1 9 )  i s  c a l c u l a t e d  i n  

t h e  p r o g r a m  ( n e g l e c t i n g  t h e  l a s t  t w o  z e r o s  t o  r e d u c e  t h e  

o r d e r  o f  t h e  m e a s u r e m e n t  m a t r i x  t o  b e  i n v e r t e d  s h o r t l y )  t o

b e

- . 0 0 3 3 1  

- . 0 0 7 7 6  

- . 0 0 7 7 6  

-  . 0 0 3 3 1

b*

. 0 0 2 4 1  

. 0 0 1 2 4  

. 0 0 1 2 4  

. 0 0 2 4 1

T h e  v e c t o r  DKt  i s  g i v e n  by

( 5 . 1 9 )

y* (K + l ) = [ A *  1 B '-] y (M

u '  (K) ( 5 . 2 0 )

w h e r  e

y<=(* + l )  = ( y ( (K + 4)  , y x ( K*4)  )

y ( K)  = ( y ( ( K ) .................. y , ( k 4 3 ) .  y ^ K ) .................... y z <h«3)  )

U* (K) = ( u ( K ) .  . . . .  u ( K +4)  )"T . ( 5 . 2 1 )

k  l u l i y  i l e t e i i i i i ne o  s y s t e n  i b  t h e n  f ormed by

- 2 ( > 0  -



y *  ( 1 2 ) J

= £ y ( 0 ) ,  

u* (0)  ,
. y ( i i )

. U* (1 1 ) ( ^ . 2 2 )

c r

= [ m  I t  -  ]  G ( 5 . 2  3)

t h e n

[ a *  I b *  ]  = y * G - »  .  ( 5 . 2 4 )

I h e  i n p u t s  a n d  o u t p u t s  u s e d ,  U,  Y l ,  a n a  Y2 ,  m e a s u r e m e n t  

m a t r i x ,  G ,  a n d  i d e n t i f i e d  p a r a m e t e r s ,  X,  a r e  s h o w n  i n  F i g .  

5 . 3 .  t J o t e  t h a t  t h e  e l e m e n t s  o f  X i n  F i a .  5 . 3  a r e  v e r y  c l o s e  

t o  t h o s e  o f  A* a n d  B!- i n  e q s .  ( S . l f i )  a n a  ( 5 . 1 9 ) .

F i n a l l y ,  t h e  s t a t e  d e s c r i p t i o n  i n  F i g .  5 . 2  i s  o b t a i n e d  

t h r o u g h  u s i n g  A* a n d  i n  e g .  ( 5 . 1 3 )  a n d  u s i n g  t h e

p r o c e d u r e  i n  A t p e n d i x  B t o  r e c o n s t r u c t  t h e  B m a t r i x .

- 2 0 ) -
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t i c .  b - 3 T h e  l e a s t  s q u a r e s  i d e n t i f i c a t i o n  o f  t h e  d e p e n d e n c e  

c o e f f i c i e n t s  c o n t a i n e d  i n  a n d  b *  i n  e q . ( L . 2 H ) .



CHAP T E K t

F' JTUhE hEbEAhCH

£ • 1  Q a S ik iB e d  D e c e n t r a l i z e d  l d e n t i t _ i c a t i o n  a n d  C o n t r o l

I n  C h a p t e r s  2 t h r o u g h  5 t h e  p r o b l e m  o f  i d e n t i f y i n g  

s y s t e m s  w i t h  a  d e c e n t r a l i z e d  s e t  o f  o u t p u t s  wa s  s t u d i e d  a n d  

d e c e n t r o l i 2 e d  m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n s  w i t h  a n d  w i t h o u t  r . o i s e  

d e r i v e d .  I m p o r t a n t  r e l a t e d  t o p i c s  o f  MIMO c a n o n i c a l  f o r m s  

a n o  s y s t e m  i d e n t i f i a b i l i t y , c o n t r o l l a b i l i t y ,  a n d

o b s e r v a b i l i t y  w e r e  r e v i e w e d  a n d / o r  d i s c u s s e d *  T h e  s t u d y  o f  

d e c e n t r a l i z e d  i d e n t i f i c a t i o n  i n  t h i s  t h e s i s  wa s  p a r t i a l l y  

m o t i v a t e d  by  t h e  r e l a t i v e l y  r e c e n t  o n g o i n g  a c t i v e  r e s e a r c h  

a r e a  o f  t h e  s t u d y  o f  d e c e n t r a l i z e d  c o n t r o l  s y s t e m s  ( s e e  

S a n a e l i ,  e t a l .  f o r  a s u r v e y  a n d  l e n g t h y  b i b l i o g r a p h y  o f  t h e  

s u b j e c t ;  o t h e r  p a p e r s  r e l e v a n t  t o  t h e  p r e s e n t  d i s c u s s i o n  

w i l l  b e  c i t e d  l a t e r ) .  A m o r e  o r  l e s s  o b v i o u s  p o s s i b i l i t y  

t o r  f u r t h e r  r e s e a r c h  a r i s e s  f r o m  c o n s i d e r i n g  how t h i s  t h e s i s  

r e l a t e s  t o  t h e  d e c e n t r a l i z e d  c o n t r o l  r e s u l t s .  A f t e r  b r i e f l y  

r e v i e w i n q  m a j o r  r e s u l t s  o f  d e c e n t r a l i z e d  c o n t r o l ,  t h e  

r e l a t i o n  b e t w e t n  t h e s e  r e s u l t s  a n a  t h o s e  c f  d e c t n t i a 1 i z e u  

i d e n t i f i c a t i o n  o r e  d i s c u s s e d  i n  t h e  r e s t  o f  t h i s  s e c t i o n .



S e c t i o n  t>.2 t h e n  d i s c u s s e s  o t h e r  a r e a s  a n d  i s s u e s  i o r  

f u r t h e r  r e s e a r c h .

C o n s i d e r  t h e  l i n e a r  t i m e - i n v a r i a n t  s y s t e m
L i-

£ ( x  + l )  = A £ , < k ) *  "2T k . .  * - ( h)  ♦ b . u . ( k )
u  ^  i ?  » ; . |  * A

X = C x ( k )

i ~ l ,  . . . , L *  ( 6 * 1 )

w h e r e  A ^  i s  t h e  m a i n  d i a g o n a l  b l o c k  f o r  t h e  i t h  s u b s y s t e m ,  

A*-  a r e  i n t e r c o n n e c t i o n  m a t r i c e s  i r o n  a l l  o t h e r

s u b s y s t e m s ,  a n d  a r e  a p p r o p r i a t e l y  p a r t i t i o n e c  p a r t s  o f

t h e  w n o l e  B m a t r i x .  A l l  L s u b s y s t e m s  t o g e t h e r  d e s c r i b e  e q .

( 2 . 1 ) .  I n e  i t h  s u b s y s t e m  r e c e i v e s  t h e  v e c t o r  y  * ( M *

I h e  d e c e n t r a l i z e d  s t a b i l i z a t i o n  p r o b l e m  i s  t o  f i n d  L l o c a l  

o u t p u t  f e e d b a c k  c o n t r o l  l a w s  w i t h  d y n a m i c  c o m p e n s a t i o n  g i v e n  

by

+ ) ♦ L ; y $ ( k )

2 . ( k * 1 )  = F- g  . ( k )  ♦ S . ^ . t k )  ♦ G . u * ( k )  ( 6 . 2 )
A A A  A  A  A “  A

s o  t h a t  a c t i n g  t o g e t h e r  t h e  r e s u l t a n t  s y s t e m  h a s  n o  

e i g e n v a l u e s  o u t s i d e  t h e  u n i t  c i r c l e .  I h e  v a r i a b l e  2 | ( k )  i s  

t h e  c o m p e n s a t o r  s t a t e .  I h i s  p r o b l e m  s t u d i e d  by Ua n g  a n d  

b a v i s o n  a ,  C o r f m a t  a n d  M o r s e  a  b ,  a n d  o t h e r s  c o n s i d e r s  a l l  

m a t r i c e s  (A,  B . , C . )  o f  e g . ( 6 . 1 )  t o  b e  k n o w n .
A  A

L i e n  a l l  s u b s y s t e m s  o f  e q .  ( 6 . 2 )  a r e  a u g m e n t e d  i n t o  t h e  

g l o b a l  c o m p e n s a t o r

u ( k )  =• H z ( k )  * K y ( k )  + Lu ^ ' ( k )

2 ( 1 * 1 )  - f- z l n ) ♦ S y ( k) ♦ G u :; (k ) ( 6 . 3 )

- 'l t u  -



t h e  s i x  c o e f f i c i e n t  m a t r i c e s  t a k e  o n  t l c c k  d i a g o n a l  t o r n . .  

W i t h  y ^ ,  a n  r^  XI  v e c t o r ,  a n d  a n  hk XI  v e c t o r ,  t n e  h

m a t r i x ,  f o r  e x a m p l e ,  h a s  t h e  f o r m

k =

*
i

J I

. ‘

( 6 . 4 )

w i t h  21 m =m a n d  
i. = t *

r = r  w h e r e  u i s  t h e  t o t a l  r X i  i n p o t  
*

v e c t o r ,  x  i s  t h e  t o t a l  roXl m e a s u r e m e n t  v e c t o r ,  a n d  y *  i s  a n  

e x t e r n a l  ( n o n - f e e d b a c k )  i n p u t ,  a n d  j  (K) i s  t h e  t o t a l  

c o m p e n s a t o r  s t a t e .  F i r s t ,  d e c e n t r a l i z e d  s t a t i l i z a t i o n  

r e s u l t s  w i l l  b e  s u m m a r i z e d  a n d  t h e n  t h e  r e s t  o f  t h i s  s e c t i o n  

w i l l  a p p l y  o r  c o d i f y  t n e s e  r e s u l t s  t o  s t a t e  m o d e l s  o b t a i n e d  

ny  i d e n t i f y i n g  u n k n o w n  s y s t e m s  u s i n g  o n l y  d e c e n t r a l i z e d  

m e a s u r e m e n t s  *

T h e  a u g m e n t e d  s y s t e m  f r o m  a p p l y i n g  e g

( 6 . 1 )  i s

( 6 . 2 )  i n t o  e g .

x ( k + 1 )  

z ( k «1)

A + 3KC

SC

w i t h

BH

F

X<*> BL
4 n -  ( k)

z ( k) G ( 6 . S )

a n o



c =

E r o n  Wanq a n d  D a v i s o n  d t h e  d y n a m i c  c o o p e n s a t o i  i  

d e f i n i n g  t h e  a u g m e n t e d  t r i [ , l e

a

0

0

0

B

C

0

I

c -
a n a

C

0

0

I

0

H

0

0

0 0

0 0

wi t h  = X  V;
L ’  I

( 6 . 6 ) 

s  f o u n d  by

II

J  ( 6 . 7 )

. Oh-



T h e  t m j o r  r e s u l t  o f  t h a t  p a p e r ,  a  g e n e r a l i z a t i o n  o l  

T h e o r e m  1 q u o t e d  b e l o w ,  i s  b a s e d  o n  t h e  f o l l o w i n g  t wo

d e l  i n i  t i o n s .

UfeL* A* f o r  a  l i n e a r  t i m e - i n v a r i a n t  s y s t e m  w i t h  m a t r i c e s

( C , A , t J )  a n d  b l o c k  d i a g o n a l  K a s  i n  e g .  < 6 . n ) t h e  s e t  o l

f i x e d  m o d e s  w i t h  r e s p e c t  t o  ( C ,  A,  b ,  K) i s  t h e  i n t e r s e c t i o n

o f  t h e  s e t s  o f  e i g e n v a l u e s  o f  A*BKC f o r  a l l  p o s s i b l e  K o r

A,  fc,  K> -  ^  A  (A ♦ EKC) . ( 6 . 6 )
f i x

T h i s  i n c l u d e s  t h e  n u l l  m a t r i x  f o r  K s o  t h a t  _A_ i s  a  s u b s e t

o f  X ( A ) . I t  i s  a l s o  t o  b e  n o t e d  t h a t  _A.  i s  a  s u b s e t  o f

t h a t  A ( A )  t h a t  i s  n o t  a  f u n c t i o n  o f  K.

t> e l*  2 -  T h e  f i x e d  p o l y n o m i a l  o f  ( C,  A ,  b ,  K) i s  t h e  g r e a t e s t  

common d i v i s i o i  o f  a l l  p o s s i b l e  p o l y n o m i a l s

| A I  -  A -  bKC ( = 0 f o r  K £  X. .  ( 6 . 9 )

T h e  f i x e d  p o l y n o m i a l  i s  t h e r e f o r e  i n d e p e n d e n t  o f  K a n a  w i t h  

r e f e r e n c e  t o  L e f .  1 t n e  f i x e d  m o d e s  a r e  t h e  r o o t s  o f  t h e  

f i x e d  p o l y n o m i a l .

I h n  1 -  T o  s t a b i l i z e  e q .  ( 6 . 1 )  w i t h

r e q u i r e s  t h a t  t h e  f i x e d  m o d e s  o f  (A,  6 ,  C ,  K) b e  i n s i d e  t h e  

u n i t  c i r c l e .  I n i s  c l e a r l y  i s  b e c a u s e  t h e  f i x e d  m o d e s  a r e  

i n d e p e n d e n t  o l  K a n d  n o  K c a n  c h a n g e  t h e m .  I f  t h e y  a r e  

u n s t a b l e  m o d e s  t h e  s y s t e m  r e m a i n s  u n s t a b l e  w i t h  t h e  

f e e d b a c K  .

A r e s u l t  d u e  t o  b i a s c h  a n d  P e a r s o n  a n a  a p p l i e d  i n  Wang 

a n a  b u v i s o n  b u s i n g  t n e  K a l m a n  c a n o n i c a l  s t r u c t u r e  t h e o r e m  

s t a t e s  t h a t  t  h* f i x e d  e o l  y hui ;  i a  J e f

- i  0 V -



I M  - A ,  -  B„K,C7 | 

i s  t h e  same a s  t h e  f i x e d  p o l y n o m i a l  o f  

|X 1  -  A - BKC | .

The main r e s u l t  o f  bang and D a v i s o n  can t hen  be s t a t e d  i n

X h 111 . 2 m

ItllL • i*  For t h e  s y s t e m  i n  e q . ( 6 . 5 )  and f o r  t h e  h i n  e q .

( 6 .U) a n e c e s s a r y  and s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  a s y m p t o t i c  

s t a b i l i t y  i s  t h a t

_ A ( A .  B,  C, K) C  O  ( 6 . 1 0 )

i . e . ,  t h e  f i x e d  modes o f  (A,  B,  C, K) a r e  i n s i d e  t h e  u n i t  

c i r c l e .

bang and D a v i s o n  a h a ve  shown t h a t  t h e  f i x e d  modes are

t h e  t r a n s m i s s i o n  z e r o s  o f  t h e  s y s t e m  i n  e q .  ( 6 . 1 )  and K in

e q ■ ( 6 . 4 )  .  With

B -  ( t>t ,  b ^ , • « » ,  b^ )

and
t *rC -  ( c  ̂  ,  c z , • • .  , )

and d e t ( M  ) = 0  a lemma by A n de r s o n  and bong s t a t e s
A.  T

d e t  ( H  + ^  a * -  D- c • ) -  0 Vm ; £  Rc a x  '  *■
k -  l

i=  1 ,  . . . .  s  ( 6 . 1 1 )

where  a r e  r e a l  s c a l a r s  i f  t h e  f o l l o w i n g  h o l d s

-2 Oti -



” ,  
T  

C -
-s 

c T

i
0 .

o e t

i  . • * * # i_. ^ 1# 2 . * . .  . L
i ■*

t o r  a l l  d i s j o i n t  v a l u e s  o f  i ( , 

A p p l i e d  t o  e q .  ( 6 . 1 )

d e t  ( A  -  A I + 2 1  /**■ju , b
A =  i I *

'  1 #  ; t = 1 '

) = 0

¥ 6  Hi  K — 1 ,  . . . .  L

i f  A i s  a t r a n s m i s s i o n  z e r o  o f  a l l  s u b s y s t e m s  
TC ;

, A,  ( b

K — 1 .  . . . .  L * l - t

K ^  j ^ 1 # # ^ ^ 2 # . . . .  l

f o r  t  -  1 ,  2 .  . . . .  m i n ( i ,  m)

( 6 . 1 2 ) 

■ . >.  1 .

( 6 . 1 3 )

(6.1U)

-  i  0  '* -



I h e  m a t r i x  f t -  X I  e q u a t e s  w i t h  M a n d  t h e  c  * s  a n d  b * s  i n
°  t '  t  ">

e q . ( b * 1ft) a r e  t h e  s a m e  a s  t h o s e  i n  t h e  a u g m e n t e a  

d e t e r m i n a n t  a b o v e .

Wi t h  d e c e n t r a l i z e d  p o l e  p l a c e m e n t  r e s u l t s  e s t a b l i s h e d ,  

t h e s e  r e s u l t s  w i l l  now De r e l a t e d  t o  a n  a r b i t r a r y  s u b s y s t e m  

t h a t  h a s  u s e e  d e c e n t r a l i z e d  i d e n t i f i c a t i o n  r e s u l t s  t o  

i d e n t i f y  t h e  g l o b a l  s y s t e m .

T h e  d e c e n t r a l i z e d  i d e n t i f i c a t i o n  e q u a t i o n  h a s  b e e n  

d e r i v e d  f o r  a  s c a l a r  y .  i n  s e c t i o n  3 . 2 .  I h e  g e n e r a l  n t h
A

o r d e r  e q u a t i o n  i s  ( w i t h o u t  n o i s e )

y . (ft + n)  = P N y - t k + n - l )  ♦ . . .  ♦ P l y . ( k )
A  A  *

T  T
+ ESN y  (k + n - l )  ♦ . . .  ♦ y ( k )  . ( 6 . 1 5 )

D e c e n t r a l i z e d  c o n t r o l  t n e o r y  w i l l  now b e  a p p l i e d  f o r

. 1  0

i—
 

rOt™
4

1
L

A = b  =

\
I « M •

1

5 6

c  = ( 1 0 )
— i
c  -  ( 0 1 ) . ( 6 . 1 6 )
-  1

D e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t s  f r o m  T a b l e  3 . 1  a r e  c o m p u t e d

- 2 1  (i ■



u ( ( K ) :  PB1C1)  = b i ( a ( i  -  b „ a 22

* 0 -  ( - 1 )  ( 1 * 1 )  = 1 - 1

u t (K) : P 3 2  ( 2 )  « b „ a (1> -  b l t a 14

= 0 -  3 ( 1 . 1 )  = - 3 . 3  

u ( < k * l )  : E b i  (1)  = b (( = - 1

u ^ ( * * 1 )  : PE2 (2)  = b |2 = 3

a n a  A I  -  A = ( A -  . 1 )  ( A -  1 . 1 )  = X '  -  1 . 2  ♦ . 1 1

y (K * 1 )  : P2 = 1 . 2

y (K) : P I  = - . 1 1  ( 6 . 1 7 )

L q .  ( 6 . I S )  f o r  t h e  m o d e l  i n  e q .  ( 6 . 1 6 )  i s  

y ( ( * * 2 )  = 1 .  2y  ( (k + 1)  -  . l l y ( <k) -  u , ( M l )

♦ l . l u  ( <k) + l u ^ K  + i )  -  3 .  3 u  2 (K) . ( 6 . 1 6 )

A l l  c o e f f i c i e n t s  i n  e q .  ( 6 . 1 6 )  a r e  i d e n t i f i e a  t y  a n y  

a p p l i c a b l e  i d e n t i f i c a t i o n  a l g o r i t h m .  T h i s  s e c o n d  o r d e r  AhMA 

e q u a t i o n  c a n  b e  p u t  i n t o  s t a t e - s p a c e  f o r m  b y  d e f i n i n g  s t a t e s  

a s  f o l l o w s  l e t

x 2 ( k * l )  = y , (k + 2)  -  3 u 2 ( k * 1)  -  1 - 2 y ( (k *1)

♦ u f (k + 1)  = - . l l y  ( k )  ♦ l . l U j ( K )  -  3 . 3 u z ( k)  ( 6 . i y )

t  h e n

x ^ U )  -  y ( k * l )  -  3 u  ( k )  -  1 . 2 y  ( k )  ♦ u (k )  ( 6 . 2 0 )
2- i i  • *

a n o  l e t  
d.

x t ( k * l )  = y ( ( k * l )

t  n e n
d

x , ( M  = y , (k)  

f r o m  e q .  ( 6 . 2 0 )
oi d. d.

x ( k )  = x (k *1)  -  3 j  (k)  -  1 . 2 x  ( k )  ♦ u (k )
I t  2. > I

a fiU

- 2 1 1 -



x ^ ( k * l )  = 1 . 2 x * ( k )  ♦ x ^ ( k )  -  u , (K) ♦ 3 u ^ ( k )

F r o m  e q .  ( 6 . 1 9 )

x * ( k * l )  = - . l l x * ( k )  ♦ 1 > l u t (K) -  3 . 3 u r (K) 

t n e n

1" i . 2  i  t : - i  3

( 6 . 2 1 )

X («.+ ! )  =
* i * k r -i

x <k) ♦J a| _ " - H  C

T h e  f i r s t  o b s e r v a t i o n  t o  m a k e  i s  t h a t

) = . 1 ,  1 . 1  = A ( A ) .

1 . 1  - 3 . 3
u <k)

( 6 - 2 3 )

(6.2U)

S u p p o s e  t h e  s i n g l e  a v a i l a b l e  m e a s u r e m e n t  i s  f e e  t a c k  s o  

t h a t

u , ( K )  *= K t y , (k)  = k , x ( ( k )  = K , x , ( k )  

T h e n  e q .  ( 6 . 2 3 )  b e c o m e s

x < k + 1)  =
1 . 2 - K , 1 A 3

X (k)  ♦
- . 1 1 * 1 . I K , 0 - 3 . 3

u i (k )

w h e r e

A + E3KC =
1 . 2 

-.11
1

0

- 1  3

1 . 1  - 3 . 3

*S 0

( 6 . 2 5 )

( b .  26)

1 0

0 1

( 6 . 2 7 )

N o t i c e  t h a t  K i n  e q .  ( 6 . 2 7 )  i s  n o t  b l o c k  d i a g o n a l .  As 

m e n t i o n e d  a t  t h e  e n d  o f  t h e  1 9 7 3  p a p e r  by Wang a n a D a v i s o n  a 

t h e  K m a t r i x  c a n  t a k e  o n  o t h e r  s t r u c t u r e s  a n d  t h e  r e s u l t s  o f  

t h a t  p a p e r  s t i l l  h o l d .  I f  K i s  a  f u l l  m a t r i x  o f  a d j u s t a b l e  

e l e m e n t s  t n e  f i x e d  m o d e s  a r e  t h e  u n c c n t r o l l a t l e  a n d  

u n o b s e r v a b l e  p o l e s  o f  t h e  s y s t e m .  Some a u t h o r s  h a v e  a l r e a d y  

s t u d i e d  o t h e r  s t r u c t u r e s  f o x  N,  l o r  e x a m p l e ,  AoKi  u s e s

1 1 , '



b l o c k s  o f f  t h e  main d i a g o n a l  t o  model  c o m m u n i c a t i o n  be t ween  

s u b s y s t e m s .

C a l c u l a t i n g  t h e  new c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n

I A I -A-bXCI =
A - 1 . 2  + K, -1

. 1 1 - 1 . I K,  A

^  ♦ (K , -  1 . 2 )  ♦ . 1 1  -  1 . 1 k  ,

= < A -  1 . 1 )  { A ♦ K ( -  . 1 )  (6 . 2 8 )

t h e  f i r s t  f a c t o r  i s  r e c o g n i z e d  a s  a  f i x e d  p o l y n o m i a l ,

i n d e p e n d e n t  o f  a n y  p o s s i b l e  K ,  a n d  1 . 1  i s  a  f i x e d  m o d e .

S i n c e  i t  i s  o u t s i d e  t h e  u n i t  c i r c l e  t h i s  s y s t e m  c a n n o t  be

s t a b i l i z e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h i s  K i n  a c c o r d a n c e  w i t h  Thu, .  1 .

a n o t h e r  a p p r o a c h  i n  t h i s  s i m p l e  c a s e  i s  a  r o o t  l o c u s

a n a l y s i s .  A p p l y i n g  

u . ( k )  = K ( y ( ( k )  

t o  e q .  ( 6 . 1 3 )  g i v e s

y f (k ♦ 2) = 1 . 2 y ( (k + l) - -11 y , (K) - K . y ^ k + l )

♦ l . l K ( y ( {k) ♦ 3 u ^ ( k * l )  -  3 . 3 u 2 ( k )  ( 6 . 2 9 )

w i t h  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n

z 2 ♦ Kz -  1 . 2 z  ♦ . 1 1  -  1 . 1 K  = 0 . ( 6 . 3 0 )I I

O b t a i n i n g  r o o t  l o c u s  f o r m

K((z  -  1 . 1 )  K((z -  1 . 1 )

z  — I . a Z + . I I  (z  -  1 . 1 )  (z -  . 1 )

1 ♦  = 0
Z - . l  ( 6 . 3 1 )
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r e v e a l s  t h a t  1 - 1  i s  a  t r a n s m i s s i o n  z e r o .  S i n c e  p r e v i o u s l y  

t h i s  m o d e  was  s h o w n  t o  b e  a  f i x e d  m o d e ,  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  

t h e  r e s u l t s  o f  t h e  1 9 6 5  p a p e r  b y  Wang a n d  D a v i s o n  b ,  t h e  t w o  

a r e  i d e n t i c a l .

A s e c o n d  p o s s i b i l i t y  f o r  K a r i s e s  by  f e e d i n g  b a c *  x ( a n d  

i n  e q s .  ( 6 . 2 0 ) .  A l l  s i g n a l s  a r e  m e a s u r a b l e  s o  t h e  

d e c e n t r a l i z e d  s t a t e s  a r e  c o m p u t a b l e .  I n  c r d e i  t o  o b t a i n  t h e  

d e c e n t r a l i z e d  i d e n t i f i c a t i o n .  K n o w l e d g e  o f  t h e  v a l u e  o f  

u i (K) w a s  n e c e s s a r y .  T h i s  d o e s n ’ t  m e a n  u ^ ( K )  i s  a v a i l a b l e
at

t o  s y s t e m  1 b u t  i f  i t  i s  x (K) i s  a v a i l a b l e  a n d

u ( ( k ) = K , x *  ( k ) * Ki x ^ ( K ) ( 6 . 3 2 )

i s  a v a i l a b l e  f o r  f e e d b a c k .  I f  u i s  n o t  a v a i l a b l e  t h e n  fcz
t a k e s  t h e  f o r m  s h o w n  i n  e q .  ( 6 . 2 7 )  w i t h  t h e  new K e q .  ( 6 . 2 7 )

i  s

a. a  a
A * 6  KC =

1 . 2

- . 1 1

1

0

- 1  3

1 . 1  - 3 . 3

0

1

1 . 2 1 K , * l
*

- . 1 1 0 1 . 1 K  , l . l K ^

2 . 2  + K, 

1 . 1 K - . 1 1

1-K

1 . I K . ( 6 . 3 3 )

i h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  i s
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A A A  , X - 2 . 2 - K , K i _ 1
| X  I - A  -B KC | =

. 1 1 - 1 . IK,  A - l . l K i  

= A 2 ♦ ( - 2 . 2  -  K ,  -  l . l K ^ )  X ♦ 2 • U2K ♦ 1 . 1 k , K 2 

-  K . , . 1 1  ♦ 1 . 1 K ( K 2 + . 1 1  -  1 . 1 K ,

= X 2 * ( - 2 . 2  -  K ,  -  1 . 1 K Z ) A  -  1 . IK | ♦ 2 . 31K 2

+ 2 . 2 K K ♦ . 1 1  ( 6 . 3 9 )i l
o r  d e s i r e d  CE c a n  b e  e q u a t e d  t o  e q .  ( 6 * 3 9 )  r e s u l t i n g  i n  two  

( o n e  n o n l i n e a r )  e q u a t i o n s  i n  t w o  u n k n o w n s .  f o r  e x a m p l e ,  

s u p p o s e  t w o  s t a b l e  e i g e n v a l u e s  a t  . 5  a r e  d e s i r e d  w i t h  

d e s i r e d  CL

( X -  . 5 ) 2  = X 2 -  X * - 2 5  . (6 . 3 5 )

I w c  s o l u t i o n s  a r e  f o u n d

K ,  = - 2 . 0 3 0 0 8 9 ,  K ^ = , 7 5 9 6 2 b

a n o

K = - . 6 0 6 2 7 ,  k z  = - . 5 3 9 7 5 1  . ( 6 . 3b)

T h i s  c l e a r l y  f o l l o w s  f r o m  I h m .  1 s i n c e  t h e r e  a r e  n o  f i x e d  

m o o e s  t h a t  s a t i s f y  e q .  ( 6 . 3 0 ) .  T h i s  c a n  b e  s e e n  by  s o l v i n g

f o r  t h e  r o o t s  c f  e q .  ( 6 . 3 9 )  o r  u s i n g  t h e  f i x e d  mo d e  f i n d i n g  

a l g o r i t h m  g i v e r ,  i n  J a m s h i d i .

C o n t i n u i n g  t h e  l i n e  o f  r e a s o n i n g  o f  r a i s i n g  t h e  n u m b e r  of  

q a i n s  i n  K s u p p o s e  a  f u l l  K i s  a t t e m p t e d ,  i n  o t h e r  w o r d s ,  

c a n  c e n t r a l i z e o  s t a t e  f e e d b a c k  b e  u s e a  o n  t h e  d e c e n t r a l i z e e  

m o a e l  s i n c e  b o t h  Md u s t a t e s  a r e  a v a i l a b l e ?  T h e  e l e m e n t s  K
i 1

a n a  K I 2  a r e  p r e s e n t  m  K i f
A A

u ( k )  = K x ( k )  ♦ K X ( k )  . ( 6 . 3 7 )
Z 2 ) 1  2 1 2



S o  f a r  m e a s u r e m e n t  o f  u ( k )  w a s  n e c e s s a r y  f o r  t h e  

i d e n t i f i c a t i o n  a n d  s u b s y s t e m  1 m u s t  s u p p l y  u ^ i k )  t o  g e n e r a t e  

x ( k ) .  B u t  u ^ ( k )  i s  c o n t r o l l e d  a n d  d e t e r m i n e d  by s u b s y s t e m  

2 a n a  u n d e r  t h e  d e c e n t r a l i z e d  m o d e l  s t r u c t u r e  o p e r a t e s  

i n d e p e n d e n t  o f  a n y  a c t i o n s  b y  s u b s y s t e m  1 .  S i n c e  n o t  a l l  

b l o c k s  i n  K w i l l  b e  p r e s e n t  t h i s  m e a n s  s u b s y s t e m  i  c a n n o t  

u s e  c e n t r a l i z e d  f e e d b a c k  b a s e d  o n  t h e  d e c e n t r a l i z e d  

i d e n t i f i c a t i o n  m o d e l .

i f l  A d d l i i o r j a l  F u t u r e  R e s e a r ch

T h e  a r e a s  o f  f u t u r e  r e s e a r c h  c a n  b e  s u m m a r i z e d  i n t o  t w o  

p a r t s .  F i r s t  i s  t n e  i d e n t i f i c a t i o n  o f  t h e  d e c e n t r a l i z e d  

i d e n t i f i c a t i o n  p r o b l e m .  T h e  i n p u t / o u t p u t  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  

m o s t  g e n e r a l  s t a t e  m o d e l  i n  e q .  ( 3 . 1 2 )  h a s  u n k n o w n  

c o e f f i c i e n t s  m u l t i p l y i n g  u n m e a s u r a b l e  c o m p o n e n t s  o f  s t a t e  

n o i s e .  T h i s  m a k e s  t h e  p r o b l e m  n o n l i n e a r .  S e c o n d ,  t h e  

s o l u t i o n s  t o  t h e  d e c e n t r a l i z e d  p r o b l e m s  c f  p o l e  p l a c e m e n t ,  

s t a b i l i z a t i o n ,  o p t i m a l  c o n t r o l ,  t h e  s e r v o m e c h a n i s m  p r o b l e m ,  

a n c  o t h e r s  h a v e  a l l  b e e n  p u b l i s h e d  w i t h  c o m p l e t e  k n o w l e d g e  

o f  t h e  s y s t e m  p r e s u p p o s e d .  Now l e t  t h e  s y s t e m  b e  u n k n o w n  

a n o  a p p l y  t h e  r e s u l t s  o f  d e c e n t r a l i z e d  i d e n t i f i c a t i o n .  Do 

t h e s e  r e s u l t s  s t i l l  a p p l y  o r  a r e  m o d i f i c a t i o n s  n e c e s s a r y ?  

I n  s e c t i o n  6 . 1  s o m e  o f  t h e s e  i s s u e s  w e r e  d i s c u s s e d  t o r  t h e  

p o l e  p l a c e m e n t  p r o b l e m .  L a s t l y ,  t h e  r e l a t i o n  o f

d e c e n t r a l i z e d  i d e n t i f i c a t i o n  t o  s t a t e  e s t i m a t i o n  n e e d s  

f u r t h e r  r e s e a r c h .
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I n  s e c t i o n  4 . 2  t h e  s t o c h a s t i c  g r a d i e n t  a l g o r i t h m  of  

S a r i d i s  a n d  S t e i n  s o l v e d  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  o f  e q . ( 4 . 1 7 a )

w n e n  t h e  T m a t r i x  a n d  n o i s e  v a r i a n c e s  a r e  K no wn .  W i t h  I  

u n k n o w n  b u t  e c u a l  s t a t e  a n d  m e a s u r e m e n t  n o i s e  a n  a p p r o a c h  

g i v e n  i n  s e c t i o n  4 . 1  i d e n t i f i e d  t h e  m o d e l  u s i n g  a  r e c u r s i v e  

l e a s t  s q u a r e s  v a r i a t i o n  f r o m  P a n u s k a .  U s i n g  P i h u s k a ' s  

p r e d i c t o r  a p p r o a c h  i n  s e c t i o n  4 . 1  a n d  a  l i n e a r  e s t i m a t o r  

( s u c h  a s  t h e  s t o c h a s t i c  g r a d i e n t  a l g o r i t h m )  I r w i n  a n c  

R o b e r t s  s h o w e d  how t o  i d e n t i f y  t h e  m o d e l  i f  i t  c a n  b e  

r e p r e s e n t e d  i n  r ow c o m p a n i o n  f o r m .  U i t h  u n e q u a l  s t a t e  a n d  

m e a s u r e m e n t  n o i s e  a n d  u n k n o w n  I  m a t r i x  n o n l i n e a r  t e r m s  

a p p e a r  i n  t h e  i n p u t / o u t p u t  e q u a t i o n  m a k i n g  p r e v i o u s l y  

d i s c u s s e d  a p p r o a c h e s  i n a d e q u a t e .  F u r t h e r  r e s e a r c h  i n  t h e  

l i t e r a t u r e  o r  new r e s e a r c h  i s  n e e d e a  f o r  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  

m o s t  q e n e r a l  c a s e .

I n  t h e  1 9 7 3  p a p e r  by U a n g  a n d  D a v i s o n  b a l l  i n p u t s  f r o m  

a l l  s u b s y s t e m s  a r e  b r o u g h t  t o g e t h e r  t o  b e  a p p l i e d  t o  t h e  

q l o o a l  s y s t e m  a n d  s o l v e  t h e  d e c e n t r a l i z e d  p o l e  p l a c e m e n t  a n d  

s t a b i l l z a u i l i t y  p r o b l e m s .  T h i s  a p p r o a c h  c a n  d i r e c t l y  a p p l y  

t o  a  d e c e n t r a l i z e d  s y s t e m  w h e r e  t h e  g l o b a l  s y s t e m  i s  u n k n o w n  

b u t  o b s e r v a b l e  f r o m  m e a s u r e m e n t s  b y  e a c h  s u b s y s t e m  a n d  

s u b s e q u e n t l y  i o e n t i f i a u l e  w i t h  a n  a p p r o p r i a t e  a l g o r i t h m  a n d  

i f  e n o u q h  e x c i t a t i o n  o n  u n c o n t r o l l a b l e  m o o e s  e x i s t s  t o  

i d e n t i f y  p a r a m e t e r s  b e f o r e  t h e i r  r e s p o n s e s  d i e  o u t  ( o i ,  e v e n  

b e t t e r ,  t h e  q l o b a l  s y s t e m  i s  c o n t r o l l a b l e ) .  I n  g e n e r a l  some 

s u b s y s t e m s  may h a v e  m e a s u r e m e n t s  s u c h  t h a t  t h e  g l o b a l  s y s t e m

- 2 1 7 -



c a n n o t  b e  i d e n t i f i e d .  Some s u b s y s t e m s  may b e  a b l e  t o  

i d e n t i f y  t h e  g l o b a l  s y s t e m .  s o m e  may  n o t .  o r  t h e  g l o b a l  

s y s t e m  may e v e n  b e  u n i d e n t i f i a b l e  f r o m  a n y  o n e  s u b s y s t e m  by 

i t s e l f .  I t  i s  n o t  c l e a r  how t h e  Uang  a n d  D a v i s o n  p r o b l e m  i s  

s o l v e d  i f  s u b s y s t e m s  d o  n o t  Know t h e  w h o l e  g l o b a l  s y s t e i r  a n c  

q o  n o t  Know w h a t  i s  t h e  c o r r e c t  f e e d b a c k  t o  s o l v e  t h e  

d e c e n t r a l i z e d  p o l e  p l a c e m e n t  p r o b l e m  g l o b a l l y .  F u r t h e r  

e x a m i n a t i o n  o f  t h i s  p r e d i c a m e n t  i s  s u g g e s t e d .  I n i s  a l s o  

a p p l i e s  t o  a n y  o t h e r  d e c e n t r a l i z e d  c o n t r o l  p r o b l e m  a r e a  i n  

w h i c h  t h e  s y s t e m  m o d e l  i s  n o t  i d e n t i f i a b l e  f r o m  s o m e  o r  a l l  

s u b s y s t e m s .

S t a t e  e s t i m a t i o n  w i t h  p a r a m e t e r  i d e n t i f i c a t i o n  i s  a n o t h e r  

i m m e d i a t e  a r e a  o f  f u r t h e r  r e s e a r c h .  I r w i n  a n d  R o b e r t s  show 

t h a t  t n i s  i s  a n o n l i n e a r  p r o b l e m  i n  t h e  c e n t r a l i z e d  c a s e  a n d  

u e t e r m i n i s t i c a l l y , o r  w i t h  e q u a l  s t a t e  a n d  m e a s u r e m e n t  

n o i s e ,  c a n  o e  r e d u c e d  t o  t w o  l i n e a r  p r o b l e m s .  S p e c i f i c a l l y ,  

t o r  t h e  m o d e l

x (k *1)  = A £ ( k )  ♦ B u l k )  + T e { k )  

y<f t )  = c j f ( K )  + £ (k)  

a p p l y  a  K a l m a n  f i l t e r



k  t  *K + 1 > = I  r  <K> * ( * ; < * ♦ ! )  -  f l T ( ^ l )  i  1  (K> )

K . ( K * l ) = g . ( K ) g ( K « l ) (  a  (K*1)Q: ( k ) a ( k * l )
iL Jl  ™

* V jLZ ( k)  ) ~ l 

 ̂ . (K-* 1) -  { 1 -  K . ( k * l ) f l T(K*l )  ) y . ( K )^ ^ A

^  i  {^ ) = 2 Z<K + 1 > " a " ^ * 4 1 ) k  i  (k + i )

Q ( k > = < * T ( K ) ............. i ^ f k - q )  u T ( K ) ................... .. ( k - q )
A T  A T
£  ( k > ............... ...... ( k - q )  )

£  ( e 2 (K > ) -  <k)

w h e r e  t h e  a u g m e n t e d  p a r a m e t e r  a n a  m e a s u r e m e n t  v e c t o r s  I

a n d  9 ( K )  a r e  g i v e n  i n  e q s .  (4 . 33)  -  (M. 3 6 )  . T h e n  s i m u l t a n e o u s  

s t a t e  e s t i m a t e s  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m

£ ( k * l )  = A ( k ) x ( K )  ♦ B ( k ) u ( k )  ♦ K ( k )  ( z <k) * C x ( k )  ) ( f c . 38 )

T h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  i n p u t / o u t p u t  m o d e l  a r e  e s t i m a t e d  

f i r s t  w h i c h  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  s t a t e  m o d e l  s y s t e m  m a t r i c e s .

T h e n  t h e s e  e s t i m a t e d  m a t r i c e s  a r e  u s e d  i n  t h e  s t a t e

e s t i m a t o r .  A p p l i c a t i o n  t o  d e c e n t r a l i z e d  m e a s u r e m e n t s  o f  

t h i s  a p p r o a c h  s h o u l d  b e  m a d e  a n d  a  s c h e m e  f o r  t n e  m o r e  

q e n e r a l  s t a t e  o . o d e l  i n  e q .  ( 3 . 1 2 )  o b t a i n e d .

b a s t l y ,  i n  p r a c t i c e  s o m e  e l e m e n t s  o f  t h e * p h y s i c a l  s t a t e  

m o d e l  may b e  k n o w n .  S y s t e m s  i d e n t i f i e d  i n  c a n o n i c a l  f o r m  

a r e  n o t  e a s i l y  r e l a t e d  t o  t h e  p h y s i c a l  m o d e l  i n  t h a t  f o r i r .  

M o r e  r e s e a r c h  o f  t h i s  p r o b l e m  n e e d s  t o  b e  i n v e s t i g a t e d .
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APPENDIX A

I D E N I I F 1 A B I L I T Y  hESULTS

I n i s  A p p e n d i x  s u m m a r i z e s  s o m e  o f  t h e  w o r k  o f  f i . C . h .  L e e  

i n  r e g a r d  t o  i d e n t i f i a b i l i t y .  T h e  p r o b l e m  i s  how t o  

i d e n t i f y  t h e  c o n s t a n t  m a t r i x  A i n  t h e  l i n e a r  t i m e - i n v a r i a n t  

e q u a t i o n

a ( k * i >  = A * ( k )  .  < A . i )

S e c t i o n  A . l  d i s c u s s e s  how t o  o b t a i o  A when  a l l  s t a t e s  a r e  

m e a s u r a u l e .  T h i s  l e a d s  t o  t h e  p r o p e r t y  o f  n - i d e n t i f i a b i l i t y  

i n  w h i c h  n r e f e r s  t o  t h e  n u m b e r  o f  s t a t e s .  S e c t i o n  A . 2 

a l l o w s  f o r  o n l y  a  s i n g l e  m e a s u r e m e n t  o f  a  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  

o f  t h e  s t a t e s .  I t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  A m a t r i x  t r a n s f o r m e d  t o  

p h a s e - v a r i a b l e  f o r m  c a n  b e  i d e n t i f i e d  a n d  l e a d s  t o  t h e  

p r o p e r t y  o f  1 - i d e n t i f i a b i 1 i t y .

h * l  NzidgntiLiability



b e g i n n i n g  w i t h  k = 0  t h e  new s t a t e  i s  g e n e r a t e d  a c c o r d i n g  

t o  e q .  ( A . l )  a s  f o l l o w s :

J t ( l )  = Ait CO) 

i ( 2 )  = A i d )

£ ( n )  = A i ( n - l )  .  ( A . 2)

l a k e  t n e  n  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  s t a t e  a n d  c o n c a t e n a t e  t h e m  t o  

f o r m

[ n u i ; *<2> : • ; * < n ) ]

= [ a* ( 0)  { A* (1 )  ; : A i  ( n - 1 ) ]

= a [ * ( 0 )  ; i ( D  ; . . . ;  x < n - i ) ]  .

T h e  A m a t r i x  i s  t h e n  s o l v e d  f o r  by  

a = [ x ( i )  : i (2)  ; * ( n ) ]

x  [ * < 0 )  I ! • • •  1 i  ( n - l )  ]  - 1  .  ( A . b )

T h e r e f o r e ,  i f  a l l  n s t a t e s  a r e  m e a s u r a b l e  a n d  t h e  i n v e r s e  o f  

t h e  m a t r i x  i n  e q .  (A. A)  i s  n o n s i n g u l a r  t h e n  t h e  s y s t e m  i s  n -  

i d e n t i  f i a b l e .

A - 2  i z i d e n t i £ i & b i l i t j f

S u p p o s e  o n l y  o n e  n e i s u I e m e n t  i s  a v a i l a b l e  s o  t h a t  t n e  

s y s t e m  i s  d e s c r i b e d  by  

* ( k * l )  = Ax (k )

V (k)  = c i  (k)

_ ) ■ * - 
i i  1



w h e r e  r o w  v e c t o r  i s  a r b i t r a r y .  T h i s  s i n g l e  o u t p u t

s y s t e m  w n l  be  s h o w n  t o  b e  i d e n t i f i a b l e  i n  p h a s e - v a r i a b l e  

c a n o n i c a l  f o r m .

t o r  k = i  t o  r  t h e  f o l l o w i n g  o u t p u t s  a r e  g e n e r a t e d

V ( 1 )  = £  X (1> = c  Ax (0 )

Y ( 2 )  = c  x £2) -  £  A x ( l )  = c  A2 x ( 0 )

y ( n )  = £  *  (0)  ( A . 6)

a n c  c o n c a t e n a t e d  i n t o  t h e  m e a s u r e m e n t  v e c t o r

y (1) " cA
f

c

y (2)
X

cA cA

Y ( n )  = •

•

y (hi

r
O > 

• 
•

s
1

x (0) =

1 
i

i
■ 

.
u

1

= HAjj ( 0 )

i n  w h i c h  H i s  t h e  o b s e r v a b i l i t y  m a t r i x .  S t e p  up  X ( n )  t o  g e t



Y <0 ♦ ! >  =

“ y (2)  " ~cAx (1 )

y (3) c A * x  (1 )

* = •

• *

• •
n

y i n n ) cA x ( l )

c

cA

Ax ( 1 )  = HAX ( 1 )  = HA2 x ( 0 )  .

cA ( A . 6)

b y  i n d u c t i o n

l ( 2 n - l )  = H f T * ( 0 )  . ( A . 9)

b e f i n e  a  m e a s u r e m e n t  m a t r i x  by

S ( 2 n - l ) = { i ( n )  i l ( n  +1) ! . . .  ! X ( 2 n - 1 )

= ( HAjt(O) ! HA2 x (0)  ! . . .  HA^jctO)  )

= HA( a ( t )  J A*<0)  1 A*"”” ' j t  ( 0 )  )

= Hhb ( A . 10)

w h e r e  B i s  t h e  n - i d e n t i f l a b i l i t y  m a t r i x  r e q u i r e d  t o  be  

n o n s i n q u l a r  i n  e q .  { A . n )  f o r  n - i d e n t i f i a b i l i t y . h e t u r m n g  

t o  e q . ( A . 6 ) ,  i t  c a n  b e  w r i t t e n  a s

i  (n  +1)  = HA2 x ( 0 )  = rlAH~ 1 HAX (0)

o r  wi t n

A* = HAh-» 

t  h e n

J  (n + J ) = A=:} (n)  . (A . 11)



T h e  p r o d u c t  H A h - * a s  s h o w n  i r i  C h a p t e r  2 i s  t h e  A m a t r i x  i n  

p h a s e - v a r i a b l e  c a n o n i c a l  f o r m .  F o r  n * 2  

X ( n + 2 )  = H A 3 * ( 0 )  = HAH- * HA? jt ( 0 )

= A (n ♦ 1 )  (A . 1 2 )

a n d  s o  o n  u n t i l

X ( 2 n )  = A*X ( 2 n - l )  . ( A . 13)

S t e p p i n g  u p  S ( 2 n - 1 )

S ( 2 n )  = ( X ( n + 1 )  | X ( n * 2 )  J . . .  | X ( 2 n )  )

= < A * X ( n )  A * X < n * l )  | . . .  ! A * X ( 2 n - l )  )

= A * S ( 2 n - l )  . ( A . I d )

S o l v i n g  f o r  A*

A^ = S ( 2 n )  S - » ( 2 n - l )  . ( A . I S )

F r o m  e q .  ( A . 1 0 )

S~» < 2 n - l )  = ( H AB ) " »  = b ~  »A " » H~ » ( A . 1 6 )

s o  t h a t  i f  t h e  s y s t e m  i s  n - i d e n t i f i a b l e  a n d  o b s e r v a b l e  a n d  A

i s  n o n s i n g u l a r  a l l  t h r e e  i n v e r s e s  o n  t h e  r i g h t  o f  e q . ( A . 1 6 )

e x i s t  a n d  t n e  s y s t e m  i s  1 - i d e n t i f i a b l e .

- 2  i . U -



APPENDIX B

HIMO SYSTEM I D E N T I F I C A T I O N  I N  ROW 

COMPANION FORM

T h i s  A p p e n d i x  s u m m a r i z e s  s o m e  o f  t t e  w o r k  t  

p u b l i s h e d  o n  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  o f  l i n e a r  t i  

s y s t e m s  t h a t  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  i n  r o w  c o m p a n i  

f o r m .  D i f f e r e n t  p a r t s  o f  p a p e r s  by S n r i k h a n d e ,  

a n c  R o b e r t s ,  a n d  b o n i v e n t o  a n d  G u i d o r z i ,  a r e  

g i v e  a  s t r a i g h f o r w a r d  p r o c e d u r e  f o r  

i d e n t i f i c a t i o n .  Row c o m p a n i o n  f o r o  i s  a  

v a r i a t i o n  o f  L u e n o e r g e r  c a n o n i c a l  f o r m  a n d  i s  

C h a p t e r  2 .

G i v e n  t n e  g e n e r a l  l i n e a r  t i m e - i n v a r i a n t  

d e s c r i p t i o n  i n  r ow c o m p a n i o n  c a n o n i c a l  f o r m  

i ( x * l )  = Ax (k)  ♦ b u  (k )  * Tw (k)

Y ( k)  = C* <k) ♦ v (k )

a  n e a s u r e m e n t  e q u a t i o n ,  i r o m  w h i c h  p a r a m e t e r s  

e l e m e n t s  o f  t h e  s y s t e m  m a t r i c e s  a r e  i d e n t i f i e d ,  

g i v e n  t h a t  a l l  m e a s u r e m e n t s ,  y ( k ) ,  a r e  a v a i l a b l e  

o f  y ( p.) m u s t  ue knowii  t h i s  i s  a  c a s e  o f

h a t  h a s  b e e n  

i r e - i n v a r i a n t  

on  c a n o n i c a l  

e t a l . ,  I r w i n  

u s e d  h e r e  t o  

t h e  s y s t e m  

p a r t i c u l a r  

r e v i e w e d  i n

s t a t e - s p a c e

( D . l )  

r e l a t e d  t o  

i s  o e i i v e c  

S i n c t  ^11 

c e n t r a l  i z e u

-



p a r a m e t e r  i d e n t i f i c a t i o n .  I n  t h e  i n p u t - o u t p u t  m e a s u r e m e n t  

e q u a t i o n  d e r i v e d  b e l o w  c e n t r a l i z e d  s t a t e  a n d  i n p u t  

i n f o r m a t i o n  i s  r e q u i r e d .

f i r s t ,  a  s e r i e s  o f  m e a s u r e m e n t s  i s  c o n c a t e n a t e d  a n o  

1 o i m e d  i n t o  a  m a t r i x  e q u a t i o n  f r o m  w h i c h  t h e  s t a t e  v e c t o r  

c a n  b e  s o l v e d  f o r .  T h e n  o t h e r  m e a s u r e m e n t s  a r e  c h o s e n  f r o m  

w h i c h  t h e  s t a t e  i s  e l i m i n a t e d  r e s u l t i n g  i n  a n  i n p u t - o u t p u t  

e q u a t i o n .  D e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t s  a p p e a r  i n  t h i s  e q u a t i o n  

t h a t  a r e  l i n e a r l y  r e l a t e d  t o  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  i n  e q . 

( b . l ) .  W i t h  n o  n o i s e  a l l  e l e m e n t s  i n  A,  B ,  a n d  C a r e  t h e n  

f o u n d .  W i t h  s o m e  o r  a l l  n o i s e  p r e s e n t  d i f f e r e n t

i d e n t i f i c a t i o n  s c h e m e s  h a v e  b e e n  p r o p o s e d  a n d  a r e  s t i l l  

b e i n g  r e s e a r c h e d .

With

a n c

- ' i t. -



d e r i v e  t h e s e  s e t s  o f  e q u a t i o n s  

y . (k) = (k) ♦ v^ (k)

y . (k + 1) = c . A £ ( K )  ♦ c . b u ( k )  ♦ c - T w ( k )  + v . ( k * l )  
* a * *• A

r - t  * * . - 2.

y . ( K  + p,  - 1 )  = c . A *  * ( k )  * c - A  * B y ( k )
*. A  4, *

*  . . .  ♦ c ^ B u ( K * p ^ - 2 )  ♦ 2' T w ( k )

♦ . . .  ♦ c . Tw ( k*p .  - 2 )  ♦ v . (k + p,  - 1 )  ( B . 2)
.  _  A A. A

f o r  i = l , . . . . m  and p .  a r e  t h e  s t r u c t u r a l  i n v a r i a n t s  w h i c h  are  

t h e  s i z e s  o f  t h e  m a i n  d i a g o n a l  s u b - b l o c k s  o f  t h e  A n . a t r i x  a s  

d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  2 .  C o n c a t e n a t i n g  t h e  s e t s  c f  e q u a t i o n s  

g i v e s



y ,  ( M c 1

y ( ( K * D c . A

■ •

• •

• •

. 'F , '  *y ( ( K + p ( - 1 ) ”
c  i

• •

• m

• •

y ( MM CM

• •

• •

• •

1 P-  |
CKft

m •

m »

» •

y (K)
♦ V I

c
- w »

• *

• »

• •

■fD -  t
y ( K * p  - 1 ) c  A
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u  (K> 

u ( M l )



w ( K * l )



w h e r e  p = m a x ( i ) ,  i - 1 .  • • • *  m.  L a c h  c -  i s  a  u n i t  v e c t o r
M  *  A

w i t h  a  s i n g l e  M1 M a n d  d u e  t o  t h e  s t r u c t u r e  o i  A i t  

m u l t i p l i e s  a  **1H i n  a  r o w  o f  A g i v i n g  a  u n i t  v e c t o r  w i t h  a  

M1 M m o v e d  o n e  p l a c e  t o  t h e  r i g h t .  E a c h  m u l t i p l i c a t i o n  o f  

c - A p y  a n o t h e r  A r e s u l t s  i n  m o v i n g  t h e  " I "  o n e  m o r e  p l a c e  

t o  t h e  r i g h t .  T h i s  h o l d s  f o r  p o w e r s  o f  A l e s s  t h a n  o r  e q u a l  

t o  i . - 1 .  As  a  r e s u l t  t h e  m a t r i x  m u l t i p l y i n g  x ( K )  i s  t h e  

i d e n t i t y  m a t r i x  a n d  ( B . 3 )  i s  now c o m p a c t l y  w r i t t e n  a s  

y ( h >  = * ( k )  * M u ( k )  ♦ Nw (k)

♦ v (k )  .  ( B . 6 )

s t e p p i n g  u p  e q .  ( B . * 0

y ( k + l )  = * ( k  + l )  ♦ M u ( k + 1 )

+ Nw(k + 1)  + v ( k  + l )  ( B . S )

a n c  u s i n g  x ( k + l )  f r o m  e q .  ( b . l )

Y ( k + 1 )  = Au (k )  + By (it) + T w ( k )

♦ Mu (K + 1)  + Nw ( k *1)  ♦ v ( K  +1)  .  ( b . 6 )

T h e  s t a t e  v e c t o r  c a n  b e  s o l v e d  f o r  f r o m  e q .  (B. U)

* ( k )  = y ( k )  -  M u ( k )  -  Nw (k> -  v ( k )  

a n d  s u b s t i t u t i n g  i n t o  e q .  ( b . 6 )

y ( k + 1 )  = Ay ( k )  -  AMu (k)  -  ANw(k)

♦ f ay ( k )  + T w ( k )  ♦ Mu ( k + 1 )

♦ Nw (k + 1) -  Av ( k ) ♦ v (K + 1 )  . ( B . 7 )

b e f  i n i n g

-  j  .i .1 -



u ' ( K )  =

u (K)

u ( k + 1 )

u ( k >  

u (k + 1)

a n c

P ' ( k )  =

v (k)

w ( k + 1 )

a  >

t e e m s  i n  e q .  ( E . 7 )  a r e  c o m b i n e d  a s  f o l l o w s

u *K + p )
*• T*'

w ( k )  

w ( k + 1 )

Euu ( k )  ♦ Mu ( k + 1 )  = [ a  I m]

anc

I w ( K )  ♦ N w ( k + 1 )  = [ l  n ]

u ( K + 1 )

= B ' u  ■ (k)

= T • w * (k)

w ( k + 1 )

A u g m e n t i n g  t h e  t e r m s  -AMu(K)  a n d  -ANw"(k) w i t h  n u l l  

t o

-AMu ( k )  = -A ! 0 ] u ( k )

y  ( k + p „  )

-  -A (MO) u * (K)

a n c

( b . 6 a )

( b . 6 b )

( b . 9 )

( B . 9 )  

m a t r  i c e s

( b . l l )

-  2  j  j  -



- A N w ( k )  -  - A  [ n  | o ] * t K) = - A  ( NO)  w * ( k )

w (K+ p ) ( B . l l )*  r»i

t h e y  c a n  t h e n  b e  a d d e d  t o  ( b . 9 )  a n d  ( b . 1 0 )  t o  g i v e

(B * -  A < H O ) ) u ' ( K )  = i J " u ' ( K )

(T * -  A ( N 0 ) ) w * ( k )  = r " w * ( M  • ( b .  13 )

L q .  ( B . 7 )  i s  n e w  w r i t t e n  a s

Y(k. + 1)  = Ay ( k )  ♦ BHu ' ( K )  + I " w » ( k )

-  aV ( r ) ♦ v ( K  + l )  .  ( b . l U )

N e x t  d e f i n e  A * ,  B * ,  a n d  I *  a s  m a t r i c e s  w i t h  o n l y  t h e  p ( t h ,  

p t h  r o w s  o f  A,  B**, a n d  T "  a n d  d e f i n eP ^ t h ,

y * ( K + 1 )  =

y , ( k + P, )

y (K+p ) 
x z

a n d

v * ( K + 1 )  =

(K + P „  )

V, <K + p j ) 

v ^ K  + p ^ )

( b . 1 5 )

fcq.  ( b . 1 9 )  i s  " c o m p r e s s e d * 1 t o

y « ( k + l )  = A*y (K) + B$u* (K) + T - w ' ( K )  

-  A’ V ( k )  + v$  (K + 1)

( b . 16)

( b . 1 6 )

- 2  1  i -



L q .  ( b . l b )  i s  a n  i n p u t - o u t p u t  a e a s u r e a e n t  e q u a t i o n  t h a t  c a n  

h e  u s e d  i n  i d e n t i f i c a t i o n  a l g o r i t h m s *

I h e  r e s t  o f  t h i s  a p p e n d i x  w i l l  l o o k  a t  t h e  d e t e x m i n i s t i c  

c a s e  s o  t h a t  t h e  l a s t  t h r e e  t e r m s  i n  e q *  ( B . 1 6 )  a r e  z e r o .  

L q .  ( b . 1 6 )  i s  now w r i t t e n  a s

w i t h  N = n + r ( p  + 1 ) ,  t h e  n u m b e r  o f  u n k n o w n  p a r a m e t e r s ,  t h e  

p a r a m e t e r s  a r e  o b t a i n e d  b y  p o s t - m u l t i p l y i n g  e q *  ( B . l b )  by  

t h e  i n v e r s e  o f  t h e  NXN m e a s u r e m e n t  m a t r i x .  T h e  m a t r i x  A* ,  

t h e  s i g n i f i c a n t  r o w s  o f  A * i d e n t i f i e s  A i n  r o w  c o m p a n i o n  

f o r m  b u t  6 *  i s  a  m a t r i x  o f  d e p e n d e n c e  c o e f f i c i e n t s  l i n e a r l y  

r e l a t e d  t o  B .  B o n i v e n t o  a n d  G u i d o r z i  r e l a t e  B t o  B* t h r o u g h  

t h e  i n v e r s e  o f  a  c o m p l i c a t e d  l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x .  

I n  t h e  S I S O  c a s e  t h i s  m a t r i x  r e d u c e s  t o  e q  • ( 2 . A ) .  T h e

a p p r o a c h  t a k e n  h e r e  f r o m  S h r i k h a n d e ,  e t a l .  a v o i d s  i n v e r s e s  

a n a  i s  e a s i e r  t o  i m p l e m e n t .

h e t u r n i n q  t o  e q .  ( b . 1 3 )  a n d  r e t a i n i n g

p t h ,  p t h ,  t c  p t h  r o w s  g i v e sI X >ti

-  A '  (MO) = Bv ( f a . 19 )

u* (k ) (fa . 1 7 )

C o l l e c t i n g  N m e a s u r e m e n t s

y *  (k + 1 ) ................... y *  (k+N)

( B . 1 6 )

2 .-**4 -



w h e r e  s t a r r e d  m a t r i c e s  a r e  c o m p r e s s e d .  T h e  m a t i i c e s  B * * ,

MO, a n d  B* a r e  p a r t i t i o n e d  i n t o  s u b m a t r i c e s  r  c o l u m n s  w i d e

mo  -  t m ; o  j = < m u ) ; ; M ( p n  ) ; o  )

b'* = ( ac 1 MC ) = ( BC I MC (1) 1 . .  . ! MC (p ) )n

b *  = ( B C * (1 >  ! . . .  ! B O ( p m ♦ ! )  ) • ( b .  20)

E q .  ( B . 1 9 )  i s  e x p l i c i t l y  w r i t t e n  a s

i b c  i m c u ) : . . .  ; m c ( p m > > -  a * (  M ( D  ; . . .  j m ( p ^  » : o >

= < b c * ( i ) ; . . . :  a c * ( p M + i )  > .  ( b . 2 i )

b e g i n n i n g  a t  t h e  r i g h t  g i v e s

M C ( p M ) -  A* X 0 = t SC*( pM + 1 )  o r

KC ( p  ) = BC * (p  * 1 )  .
rn r * \

T h e  m a t r i x  o n  t h e  r i g h t  i s  k n o w n  a n d  M( pM ) c a n  b e

d e t e r m i n e d  f r o n .  M C ( pM ) ( s e e  M i n  e q .  E . a )  . S e c o n d  f r o m  t h e

r i q h t  i n  e q .  ( E . 2 1 )

M C ( p n  - 1 )  -  A*M ( p M ) = b C * ( p M ) .

T h i s  p r o c e d u r e  i s  r e p e a t e d  u n t i l  BC i s  f o u n d  w h i c h  h a s  t h e  p (

t h  t h r o u g h  p t n  r o w s  o f  b a n d  a l l  o f  b i s  k n o w n .
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