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1 .  INTRODUCTION

T h e  c h a r  a c  t  e  r  i  s  t  i c s  o f  a c o m m u n i c a t i o n  s y s t e m  

d e p e n d  s t r o n g l y  o n  t h e  k i n d  o f  t h e  c h a n n e l ,  e . g .  HF,  

t r o p o s p h e r i c  s c a t t e r ,  m i c r o w a v e ,  e t c .  Ma n y  o f  t h e  c h a n n e l s  

u s e d  f o r  s p r e a d - s p e c t r u r n  c o m m u n i c a t i o n s  h a v e  t i m e - v a r y i n g  

c h a r a c t e r i s t i c s .  The  c h a n n e l  c o n s i d e r e d  i n  t h i s  w o r k  i s  t h e  

HF i o n o s p h e r i c  c h a n n e l  , a n d  t h e  s p r e a d  s p e c t r u m  t e c h n i q u e  

c o n s i d e r e d  i s  f r e q u e n c y  h o p p i n g  s p r e a d - s p e c t r u m .  T h e  

c h a r a c t e r i s t i c s  o f  s u c h  a s p r e a d  s p e c t r u m  s y s t e m  a r e  

d e t e r m i n e d  a n d  l i m i t e d  b y  t h e  m u l t i p a t h  p r o p a g a t i o n  a n d  

f a d i n g  i n  t h e  HF c h a n n e l  a s  w e l l  a s  b y  a d d i t i v e  n o i s e .

A s i g n a l  t r a n s m i t t e d  a t  HF p r o p a g a t e s  t o  t h e  

r e c e i v e r  v i a  s e v e r a l  p a t h s  d e t e r m i n e d  h y  s i n g l e  a n d  m u l t i p l e  

r e f l e c t i o n  c o n d i t i o n s  o f  t h e  i o n o s p h e r i c  l a y e r s .  S i n c e  t h e  

p r o p a g a t i o n  t i m e  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  o f  t h e  p a t h s  i s  

d i f f e r e n t  d u e  t o  t h e i r  d i f f e r e n t  o p t i c a l  p a t h  l e n g t h s ,  t h e  

r e c e i v e d  s i g n a l  s u f f e r s  t i m e  s p r e a d  d i s t o r t i o n  t h a t  d e g r a d e s  

t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  c o m m u n i c a t i o n  s y s t e m .  The  h e i g h t s  o f  

t h e  r e f l e c t i n g  i o n o s p h e r i c  l a y e r s  a r e  t i m e  v a r i a b l e ,  a n d  

h e n c e  t h e  s i g n a l  i s  D o p p l e r  s h i f t e d  o n  r e f l e c t i o n ,  t h u s  

c a u s i n g  d i f f e r e n t  f r e q u e n c y  s h i f t s  on  t h e  v a r i o u s  m u l t i p a t h  

c o m p o n e n t s .  The  p r e s e n c e  o f  i o n i z a t i o n  I r r e g u l a r i t i e s  c a u s e s
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v a r i a b l e  d i f f r a c t i v e  f a d i n g s  o n  e a c h  o f  t h e  m u l t i p a t h  

c o m p o n e n t s  a n d  r e s u l t i n g  f a d i n g  o f  t h e  c o m p o s i t e  r e c e i v e d  

s i g n a l .  The  f r e q u e n c y  s h i f t  a n d  t h e  f a d i n g s  c o m b i n e  t o  c a u s e  

f r e q u e n c y - s p r e a d  d i s t o r t i o n  t h a t  d e g r a d e s  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  

t h e  s y s t e m .

c a n  d e s i g n  a s y s t e m  w h i c h  c a n  h o p  o v e r  a v e r y  l a r g e  b a n d  o f  

f r e q u e n c i e s .  As  a r e s u l t  o f  t h e  l a r g e  f r e q u e n c y  s e p a r a t i o n  

b e t w e e n  h o p p i n g  f r e q u e n c i e s  we  a s s u m e  t h a t  e a c h  h o p p i n g

i o n o s p h e r i c  c h a n n e l s .  F o r  a f r e q u e n c y - h o p p i n g  c o m m u n i c a t i o n  

s y s t e m  o p e r a t i n g  v i a  t h e  HF i o n o s p h e r i c  c h a n n e l  d e s c r i b e d  

a b o v e  we p r o p o s e  a n  o p t i m u m  r e c e i v e r  a n d  a c q u i s i t i o n  s c h e m e  

w h o s e  c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  a n a l y z e d .

To o b t a i n  i m m u n i t y  t o  i n t e n t i o n a l  i n t e r f e r e r s  o n e

f r e q u e n c y  p r o p a g a t e s  v i a i n d e p e n d e n t  HF

- 2 -



2 .  STATEMENT OF THE PROBLEM

I n  t h i s  w o r k  we  d e a l  w i t h  t h e  a n a l y s i s  o f  a 

f r e q u e n c y - h o p p e d  s p r e a d - s p e c t u m  c o m m u n i c a t i o n  s y s t e m  o v e r  a 

n o n  s p e c u l a r  R a y l i g h  f a d i n g  m u l t i p a t h  c h a n n e l .  We a s s u m e  

t h a t  t h e  f r e q u e n c y  s e p a r a t i o n  b e t w e e n  e a c h  h o p p i n g  f r e q u e n c y  

i s  l a r g e  e n o u g h  t o  e n s u r e  t h a t  t h e y  p r o p a g a t e  v i a  

s t a t i s t i c a l l y  i n d e p e n d e n t  c h a n n e l s .  T h i s  m e a n s  t h a t  e a c h  

t r a n s m i t t e d  s i g n a l ,  w i t h  d i f f e r e n t  h o p p i n g  ( c a r r i e r )  

f r e q u e n c y ,  w i l l  s u f f e r  s t a t i s t i c a l l y  i n d e p e n d e n t  t i m e  a n d  

f r e q u e n c y  s p r e a d i n g .

S u p p o s e  now t h a t  we t r a n s m i t  a s i g n a l  s ^ f t )  w h o s e  

h o p p i n g  f r e q u e n c y  i s  f  ̂ . T h i s  s i g n a l  w i l l  p r o p a g a t e  t o  t h e  

r e c e i v e r  v i a  s e v e r a l  p a t h s .  The  r e c e i v e r  r e c e i v e s  t h e  s i g n a l  

s . ( t )  a f t e r  t h e  t i m e  d e l a y  o f  s e c o n d s .  T h i s  d e l a y  i s  t h e  

p r o p a g a t i o n  d e l a y  a n d  d e p e n d s  o n  t h e  o p t i c a l  p a t h  l e n g t h s  

a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  p a t h .

T h e  s i g n a l  s ^ ( t )  w i t h  h o p p i n g  f r e q u e n c y  f ^ ,  

p r o p a g a t e s  t o  t h e  r e c e i v e r  v i a  s e v e r a l  p a t h s  w h o s e  l e n g t h s  

a r e  d i f f e r e n t  t h a n  t h e  l e n g t h s  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e .  T h u s  

t h e  p r o p a g a t i o n  d e l a y s  T i  a n d  Zj  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  s i g n a l s  

S j ( t )  a n d  S j ( t )  w i t h  c a r r i e r  f r e q u e n c i e s  f j  a n d  f ^  

r e s p e c t i v e l y ,  a r e  d i f f e r e n t .

L e t  u s  n o w  t r a n s m i t  S j ( t )  w i t h  c a r r i e r  f r e q u e n c y  

f j  a t  t   ̂ a n d  t ^ .  B e c a u s e  t h e  h e i g h t s  o f  t h e  r e f l e c t i n g  

l a y e r s  a r e  t i m e  v a r i a b l e ,  t h e  p a t h  l e n g t h s  a s s o c i a t e d  w i t h

- 3 -



S j ( t )  a t  t j  a n d  t 2 a r e  d i f f e r e n t .

I n  a f r e q u e n c y  h o p p i n g  s p r e a d  s p e c t r u m  s y s t e m  t h e  

t r a n s m i t t e r  c a r r i e r  f r e q u e n c y  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  o u t p u t  

s e q u e n c e  o f  a p s e u d o  r a n d o m  g e n e r a t o r .  T h e  n u m b e r  o f  

d i f f e r e n t  h o p p i n g  f r e q u e n c i e s  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  l e n g t h  o f  

t h e  p s e u d o  r a n d o m  s e q u e n c e .  I f  t h e  p s e u d o  r a n d o m  g e n e r a t o r  

i s  a maxi mum l e n g t h  l i n e a r  f e e d b a c k  s h i f t  r e g i s t e r  fLFSFt) 

g e n e r a t o r  t h e  l e n g t h  i s  g i v e n  a s

L=2n -1 ( 2 - 1 )

w h e r e  n i s  t h e  n u m b e r  o f  s t a g e s  i n  t h e  LFSR g e n e r a t o r .  S o ,  

e a c h  h o p p i n g  f r e q u e n c y  w i l l  b e  r e p e a t e d  a f t e r

T = t ? - t 1= ( 2 n - ] ) Th ( 7 - 7 )

w h e r e  i s  t h e  h o p p i n g  p e r i o d .  T h e r e f o r e  we c a n  a s s u m e  t h a t  

t h e  t i m e  d e l a y  b e t w e e n  t h e  s a m e  h o p p i n g  f r e q u e n c i e s  i s  

s u f f i c i e n t l y  l a r g e  t o  e n s u r e  t h a t  t h e r e  i s  n o  c o r r e l a t i o n  

b e t w e e n  p a t h  l e n g t h s  a t  t j  a n d  t ? .

A c c o r d i n g  t o  t h e s e  a s s u m p t i o n s  e a c h  h o p p i n g  

f r e q u e n c y  f ^  f l < i £ L )  w i l l  p r o p a g a t e  t o  t h e  r e c e i v e r  w i t h  

r a n d o m  d e l a y  t i m e  f i  . E a c h  T'L ( l < i < L )  i s  a r a n d o m  v a r i a b l e  

w i t h  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n

r i

P j . f i : )  =  <
2 4 t  nd nd

( 2 - 3 1

0 e l s e w h e r e

w h e r e  T . i s  t h e  n o m i n a l  o r  me an  d e l a y  t i m e ,  a n d  At  i s  t h e  nd
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m a x i m u m  d e v i a t i o n  f r o m  T n d * S i n c e  a n y  t w o  f r e q u e n c i e s  

p r o p a g a t e  v i a  s t a t i s t i c a l l y  i n d e p e n d e n t  c h a n n e l s ,  t h e  r a n d o m  

v a r i a b l e s  Zf a n d  a r e  u n c o r r e l a t e d  i . e .

E{ f TL -  Ti  ) f -  I f )  1=0 i + j ( 7 - 4 )

A l s o  t h e  r a n d o m  v a r i a b l e s  Zj a t  t ^  a n d  t ? a r e  u n c o r r e l a t e d  

i . e .

Ef  r ? j / t 1 ) -  t j f t j )  i r f y t 2 > n =0 r ? - 5 )

Th e  n o m i n a l  d e l a y  t i m e  T ^ , i n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  

i s  a f u n c t i o n  o f  f r e q u e n c y .  F i g .  2 - 1  g i v e s  t y p i c a l  c u r v e s  

f o r  T v e r s u s  f r e q u e n c y  f o r  t h r e e  d i f f e r e n t  p a t h s .

I n  F i g .  2 -  2 a , b , c  , d a n d  e a r e  s k e t c h e s  o f  

m e a s u r e m e n t  r e s u l t s  o f  t h e  t i m e  d e l a y  o f  a s i g n a l  

p r o p a g a t i n g  v i a  i o n o s p h e r i c  m u l t i p a t h  c h a n n e l .  As we c a n  s e e  

f r o m  F i g .  7 - ? c , d  a n d  e i t  i s  p o s s i b l e  t o  i d e n t i f y  t y p i c a l  

c u r v e s  f o r  n o m i n a l  d e l a y  t i m e  T ^ . Bu t  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  

r e c o g n i z e  t h e  t y p i c a l  c u r v e s  o f  t h e  n o m i n a l  d e l a y  t i m e  f r o m  

F i g .  2 - 2 a  a n d  b .  T h e  r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h a t  t h e  p a t h  

l e n g t h s  a r e  r a n d o m  v a r i a b l e s  a n d  t h e r e f o r e  t h e  d e l a y  t i m e  

a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  p a t h  i s  a r a n d o m  v a r i a b l e  w h o s e  me an  

v a l u e  i s  T ^ , w h i c h  o f  c o u r s e  i s  a f u n c t i o n  o f  f r e q u e n c y .

S u p p o s e  now t h a t  t h e  f r e q u e n c y  h o p p i n g  r a t e  i s  o f

t h e  s a m e  o r d e r  a s  f i t  { ma x i mu m d e v i a t i o n  o f  t h e  d e l a y  t i m e

f r o m  T . ) .  I n  s u c h  a c a s e  t h e r e  w i l l  b e  s i g n i f i c a n t  n ci
o v e r l a p p i n g  b e t w e e n  t w o ,  t h r e e  o r  m o r e  h o p p i n g  f r e q u e n c i e s  

a t  t h e  r e c e i v e r  s i d e .  W i t h  s u c h  o v e r l a p p i n g  o f  m u l t i p l e

- 5 -



a d j a c e n t  h o p p i n g  f r e q u e n c i e s ,  f a d i n g ,  a n d  w h i t e  a d d i t i v e  

G a u s s i a n  n o i s e ,  s t a n d a r d  FH r e c e i v e r s  w i l l  n e i t h e r  a c q u i r e  

o r  t r a c k  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l ,  n o r  w i l l  s u c h  a r e c e i v e r  

d e t e c t  t h e  d a t a  w i t h  a r e a s o n a b l e  e r r o r  r a t e .  The  p r o b l e m  o f  

o p t i m u m  d e t e c t i o n  a n d  a c q u i s i t i o n  I s  s o l v e d  i n  t h i s  w o r k .
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3 .  REVIEW OP PRIOR WORK

The  s y n c h r o n i z a t i o n  p r o b l e m  I s  e x t r e m e l y  i m p o r t a n t  

i n  a n y  s p r e a d - s p e c t r u r n  c o m m u n i c a t  i o n  s y s t e m .  T h e  i n i t i a l  

s y n c h r o n i z a t i o n  o r  a c q u i s i t i o n  i s  t h e  m o s t  d i f f i c u l t  o f  a l l .  

S p e c i f i c  s y n c h r o n i z a t i o n  r e q u i r e m e n t s  d e p e n d  m o s t l y  o n  t h e  

i n t e n d e d  a p p l i c a t i o n ,  a n d  o f t e n ,  t h e  s y n c h r o n i z i n g  s c h e m e  

h a s  t o  b e  d e s i g n e d  f o r  t h e  w o r s t  c a s e  c o n d i t i o n .  S u i t a b l e  

m e a s u r e s  o f  s y s t e m  p e r f o r m a n c e  a r e  t h e  m e a n  t i m e  o f  

a c q u i s i t i o n  a n d  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  s u c c e s s f u l l y  a c q u i r i n g  an  

a n t i c i p a t e d  s p r e a d - s p e c t r u r n  s i g n a l .  T h e  s c h e m e  t o  b e  

e m p l o y e d  g e n e r a l l y  d e p e n d s  o n  t h e  a p p l i c a t i o n ,  t h e  a m o u n t  o f  

t i m e  a l l o w e d ,  a n d  t h e  a m o u n t  o f  u n c e r t a i n t y  i n v o l v e d .  The  

p r o b a b i l i t y  o f  a c q u i s i t i o n  i s  a s u i t a b l e  p e r f o r m a n c e  m e a s u r e  

i n  s i t u a t i o n s  w h e r e  t h e  t r a n s m i t t e r  c o n t i n u o u s l y  e m i t s  t h e  

s p r e a d  s p e c t r u m  s i g n a l  t h a t  t h e  r e c e i v e r  m u s t  a c q u i r e .  The  

m e a n  t i m e  t o  a c q u i r e  i s  a g o o d  c r i t e r i o n  f o r  b u r s t  

s p r e a d - s p e c t r u m  s y s t e m s .

Many t e c h n i q u e s  f o r  a c h i e v i n g  s y n c h r o n i z a t i o n  h a v e  

e v o l v e d .  B e l o w ,  we  r e v i e w  s o m e  o f  t h e  f r e q u e n c y - h o p p i n g  

a c q u i s i t i o n  s c h e m e s .
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3 . 1  M a t c h e d  f i l t e r  s c h e m e

A n e a r - o p t i m u m  M a t c h e d  F i l t e r  f o r  d e t e c t i o n  o f  t h e

f r e q u e n c y - h o p p e d  s i g n a l  s e q u e n c e  i s  g i v e n  i n  F i g .  3 - l a .  E a c h

a r m  o f  t h e  f i l t e r  c o n t a i n s  a m i x e r ,  a b a n d p a s s  f i l t e r ,  a

s q u a r e  l a w  d e t e c t o r  a n d  d e l a y  l i n e .  A s s u m e  t h a t  t h e

s p r e a d - s p e c t r u r n  s i g n a l  h o p s  o v e r  M d i s t i n c t  f r e q u e n c i e s ,  a n d

t h a t  t h e  f r e q u e n c y  h o p p i n g  s e q u e n c e  i s  f  . ,  f f „  w h i c h1 /  “
r e p e a t s  i t s e l f .  T h e  a c q u i s i t i o n  s c h e m e  t h e n  c o n s i s t s  o f  M

m i x e r s  e a c h  f o l l o w e d  b y  a s q u a r e  l a w  d e t e c t o r  a n d  d e l a y

l i n e .  The  d e l a y  l i n e s  a r e  I n s e r t e d  s o  t h a t  when t h e  c o r r e c t

s e q u e n c e  a p p e a r s ,  t h e  max i mum o f  t h e  v o l t a g e s  V , , V - , . . . , V„1 2  M
w i l l  o c c u r  a t  t h e  s a m e  t i m e .  T h e r e f o r e ,  t h e  o u t p u t  v o l t a g e  

o f  t h e  a d d e r  w i l l  e x c e e d  t h e  t h r e s h o l d  l e v e l  w i t h  h i g h  

p r o b a b i l i t y ,  i n d i c a t i n g  s y n c h r o n i z a t i o n  o f  t h e  r e c e i v e r  t o  

t h e  s i g n a 1 .

3 . 2  S t e p p e d  s e r i a l  s e a r c h  s c h e m e

The  s t e p p e d  s e r i a l  s e a r c h  a c q u i s i t i o n  s c h e m e  i s  

g i v e n  i n  F i g .  3 - l b .  T h i s  s c h e m e  I s  u s e d  f o r  a c q u i s i t i o n  o f  

l o n g  p s e u d o  r a n d o m  c o d e s .  I n  a s t e p p e d  s e r i a l  a c q u i s i t i o n  

s c h e m e  t h e  l o c a l l y  g e n e r a t e d  p s e u d o  r a n d o m  f r e q u e n c y  h o p p e d  

s i g n a l  i s  c o r r e l a t e d  w i t h  t h e  i n c o m i n g  f r e q u e n c y - h o p p e d  

s i g n a l .  When  t h e  l o c a l  h o p p i n g  i s  a l i g n e d  w i t h  t h a t  o f  t h e  

i n c o m i n g  s i g n a l ,  t h e  i n p u t  t o  t h e  e n v e l o p e  d e t e c t o r  i s

- 12 -



INCOMING 
FH SIGNAL

Synch. 
Indication

BPF

F i g .  3 - l a  M a t c h e d  f i l t e r  s c h e m e

INCOMING 
FH SIGNAL

BESET

CLOCK

BPF ENV.
DET.

FREQ.
HOPPER

TOR

PN CODE 
GENER.

SEARCH
CONTROL

F i g .  3 - l b  S t e p p e d  s e r i a l  s e a r c h  s c h e m e

- 13 -



i d e a l l y  a s i n u s o i d  a t  t h e  i n t e r m e d i a t e  f r e q u e n c y ,  a n d  t h e  

o u t p u t  o f  t h e  i n t e g r a t o r  w i l l  e x c e e d  t h e  t h r e s h o l d  w i t h  h i g h  

p r o b a b i l i t y .

B o t h  s c h e m e s  a r e  a n a l y z e d  i n  T i l ,  a n d  t h e i r  

p e r f o r m a n c e s  a r e  q i v e n .  T h e  p e r f o r m a n c e  m e a s u r e  i s  t h e  

p r o b a b i l i t y  t h a t ,  a t  t h e  e n d  o f  t h e  e x a m i n a t i o n  i n t e r v a l ,  

t h e  d e s i r e d  s l a n a l  c o d e  s e q u e n c e  i s  n o t  d e t e c t e d .  The  m i s s  

p r o b a b i l i t i e s  v e r s u s  s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o  f o r  a R i c e a n  

f a d i n g  c h a n n e l  a r e  g i v e n .

T h e s e  t w o  a c q u i s i t i o n  s c h e m e s  a r e  b a s i c  

a c q u i s i t i o n  s c h e m e s  f o r  f r e q u e n c y - h o p p e d  s p r e a d  s p e c t r u m  

s i q n a l .  A t wo  l e v e l  t h r e s h o l d  s c h e m e  i s  a l s o  a n a l y z e d  i n  Ti l  

a n d  r ? l . I n  T31 a n d  M l  t h e  s e q u e n t i a l  e s t i m a t i o n  t e c h n i q u e  

i s  d e s c r i b e d .

T h e  c o m m o n a l i t y  a m o n g  t h e s e  a n a l y s i s  o f  

a c q u i s i t i o n  s c h e m e s  i s  t h a t  t h e y  u s e  t h e  s a m e  m o d e l  f o r  t h e  

HF c h a n n e l .  Tt  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  p r o p e a e t i o n  d e l a y  t i m e  i s  

c o n s t a n t  f o r  a l l  h o p p i n g  f r e q u e n c i e s  a n d  t h a t  t h e  s p r e a d i n g  

t i m e  i s  n o t  a f u n c t i o n  o f  t i m e  a n d  f r e q u e n c y .  T h i s  

a s s u m p t i o n  i s  a c c e p t a b l e  f o r  s l o w  f r e q u e n c y - h o p p e d  s i q n a l  

w h e r e  t h e  o v e r l a p p i n g  ( d u e  t o  d i f f e r e n c e  i n  d e l a y  t i m e )  

b e t w e e n  t wo  a d j a c e n t  f r e q u e n c i e s  c a n  b e  n e g l e c t e d .

N e x t  we d i s c u s s  t h e  m o d e l  o f  t h e  HF c h a n n e l  w i t h  

c o n s t a n t  d e l a y  t i m e .
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3.3 The channel model

L e t  u s  d e n o t e  t h e  c h a n n e l  i n p u t  a n d  o u t p u t  s i g n a l s  

b y  s ( t )  a n d  r ( t )  r e s p e c t i v e l y .  S u p p o s e  t h a t

s  ( t ) =Pef*u ( t ) e x p  ( j w Qt ) } ( 3 . 3 - 1 )

w h e r e  *u ( t ) i s  t h e  c o m p l e x  e n v e l o p e  o f  s ( t ) ,  Re d e n o t e s  " t h e  

r e a l  p a r t "  o f  t h e  i n d i c a t e d  q u a n t i t y ,  a n d  wq d e n o t e s  t h e  

c a r r i e r  f r e q u e n c y  i n  r a d i a n s  p e r  s e c o n d s .

To s i m u l a t e  R a y l e i g h  f a d i n g  m u l t i p a t h  c h a n n e l  t h e  

t a p p e d  d e l a y  l i n e  m o d e l  s h o w n  i n  F i g .  3 - 7  i s  u s e d .  As 

i l u s t r a t e d  i n  F i g .  3 - 2 ,  u f t i e x p f j w  t )  i s  f e d  i n t o  d e l a y  

l i n e ,  a n d  t h e  s i g n a l  e m e r g i n g  f r o m  e a c h  t a p  i s  m u l t i p l i e d  by  

a c o m p l e x  t a p - g a i n  f u n c t i o n  C ^ ( t ) . The  r e s u l t i n g  s i g n a l s  a r e  

t h e n  a d d e d  t o g e t h e r  a n d  t h e i r  r e a l  p a r t  i s  e x t r a c t e d  t o  

o b t a i n  t h e  c h a n n e l - o u t p u t  s i g n a l  r ( t ) .  A c c o r d i n g  t o  t h i s  

m o d e l  t h e  r e c e i v e d  p r o c e s s  c a n  be  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o r m

M

r ( t ) = R e {  C i ( t } u f t - A t i ) e x p r i w o ( t - A t i ) 1 } ( 3 . 3 - 2 )
t»i

w h e r e  C ^ f t )  a r e  c o m p l e x  f u n c t i o n s ,  a n d  N i s  t h e  n u m b e r  o f  

t a p s  .

F o r  f a d i n g  d i s p e r s i v e  c h a n n e l  we c a n  a s s u m e  t h a t  

r ( t )  a n d  C . ( t )  a r e  z e r o  mean  G a u s s i a n  r a n d o m  p r o c e s s e s .  T h i s  

i m p l i e s  t h a t  t h e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  o f  r f t )  a r e

- 15 -
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c o m p l e t e l y  s p e c i f i e d  b y  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  Rf ( t j , t ? ) .  

F u r t h e r m o r e  i t  c a n  b e  s h o w n  t h e t  t h e  t a p  g a i n  f u n c t i o n s  

a s s o c i a t e d  w i t h  d i f f e r e n t  t a p s  a r e  u n c o r r e l a t e d  s t a t i o n a r y  

r a n d o m  p r o c e s s e s .  A l s o  t h e  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  e a c h  

C . f t )  a r e  u n c o r r e l a t e d  G a u s s i a n  p r o c e s s e s  w i t h  t h e  s a m e  

c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  ( f o r  g e n e r a l  d i s c u s s i o n  s e e  d 3 1 ,  d ^ l  

a n d  r i 5 1 ) . T h i s  i m p l i e s  t h a t

E{Ci ( t j J C j  ( t ^ n - 0  ( 3 . 3 - 3 )

f o r  a l l  i , t j  a n d  t 2 *

U s i n g  t h e  p r e c e d i n g  a s s u m p t i o n s  a n d  ( 3 . 3 - 3 )  we c a n  

f i n d  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e  o u t p u t  s i g n a l  r f t )  a s

Rr ( t i , t ? ) = E f r ( t j ) r f t , , ) } ( 3 . 3 - 4 )

o r

n
tr  ( t  j , t ? ) = Ref  0 . S 2  Rc .( t j - t j )  u ( t 3 -  A t j ) I f t t g - A t j )  e x p r  j w Q ( t  j - t 2 > ) ) (3 . ?-*>)

w h e r e  P c ( t ^ - t j )  i s  t h e  i - t h  t a p - g a i n  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n ,  

t h a t  i s

R ( t . - t  _) = Ef C.  ( t . ) C * ( f c , ) > ( 3 . 3 - M] ? 1 j l  /

T h e  a v e r a g e  p o w e r  R ( t , t )  o f  t h e  o u t p u t  s i g n a l

r f t )  i s  g i v e n  a s

p a v  m Rr , t ' t ’ * 1 / 7  ^  Bc ' p '
I

N z

u f t -  t . ) ( 3 . 3 - 7 )

a n d  a s s u m i n g  t h a t
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.2
u f t - a t j i  -  i  n . 3 - p )

we h a v e
N

P a „ = 1 / 2  /  101 ( 3 . 3 - 9 )a v £ -   c i
(= I

Sii n e e  C . ( t )  a r e  G a u s s i a n  r a n d o m  p r o c e s s e s  w i t h  t h e

s a m e  v a r i a n c e ,  a n d  a s s u m i n g  t h a t  P = 1 we c a n  f i n d  t h e
£  ̂^

v a r i a n c e  o f  e a c h  C . f t ) ,  t h a t  i s ,

M

1 = I / 2 Z  f 3 .  3 - i n i
(■I

6 , % 2 / N T A P S  n . 3 - 1 1 )

w h e r e  NTAPR i s  t h e  n u m b e r  o f  t a p s .

The  D o p p l e r  s h i f t s  a r e  m o d e l e d  b y  t h e  b a n d w i d t h  o f

C  ̂ f t ) w h e r e  t h e  r a p i d i t y  o f  c h a n g e s  r e l a t e s  t o  t h e  D o p p l e r

s p r e a d ,  r t  c a n  be  s h o w n  t h a t  a  c l o s e  r e l a t i o n  e x i s t s  b e t w e e n

t h e  r a p i d i t y  o f  f a d i n g  a n d  t h e  D o p p l e r  s p r e a d .

S i n c e  t h e  f u n c t i o n s  C ^ f t )  a r e  r a n d o m  G a u s s i a n  

p r o c e s s e s ,  t h e y  a r e  g e n e r a t e d  b y  p a s s i n g  t h e  G a u s s i a n  w h i t e  

n o i s e  t h r o u g h  l o w  p a s s  f i l t e r  w h o s e  c u t o f f  f r e q u e n c y  i s  

e q u a l  t o  t h e  f a d i n g  r a t e  1 / B ^  ( B^  i s  t h e  D o p p l e r  s p r e a d ) .

T h e  v a r i a n c e  o f  t h e  G a u s s i a n  p r o c e s s  a t  t h e  o u t p u t  o f  t h e  

l o w  p a s s  f i l t e r  i s  a d j u s t e d  t o  t h e  v a l u e

? /NTAPS ( 3 . 3 - 1 2 )

D e f i n i n g  t h e  m u l t i p a t h  s p r e a d  f o r  a c h a n n e l  a s
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a n d  t h e  D o p p l e r  s p r e a d  a s  B ^ ,  a n o t h e r  i m p o r t a n t  

c h a r a c t e r i s t i c  o f  a f a d i n g  c h a n n e l  i s  t h e  s p r e a d  f a c t o r

L = T B , ( 3 . 9 - 1 3 )m (i

I f  o n e ,  f o r  e x a m p l e ,  a t t e m p t s  t o  d e t e r m i n e  t h e  s t a t e  o f  t h e  

me d i u m b y  s e n d i n q  a s o u n d i n g  p u l s e  p e r i o d i c a l l y ,  t h e  p e r i o d  

b e t w e e n  p u l s e s  m u s t  b e  a t  l e a s t  t o  a v o i d  a m b i g u i t i e s .  On 

t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  m e d i u m  c h a n g e s  s t a t e  i n  a t i m e  o f  t h e

o r d e r  l / B . .  He n c e  t h e  " i n s t a n t a n e o u s "  s t a t e  o f  t h e  me d i u m i sd
m e a s u r a b l e  u s i n g  p e r i o d i c  p u l s e s  o n l y  i f

1

i . e . ,  t h e  s p r e a d  f a c t o r  m u s t  b e  w e l l  b e l o w  u n i t y .  A n o t h e r  

i m p o r t a n t  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  s p r e a d  f a c t o r  i s  a s  f o l l o w s .  

I f  s i g n a l  p u l s e s  a r e  o f  l e n g t h  T,  o n e  m u s t  h a v e  T >•> Tm t o  

a v o i d  s i g n i f f i c a n t  i n t e r s y m b o l  i n t e r f e r e n c e ,  s i n c e  o n l y  t h e n  

w i l l  t h e  e n e r g y  a r r i v i n g  a t  a n y  i n s t a n t  a l l  p r i m a r i l y  r e l a t e  

t o  o n e  s i g n a l  p u l s e .  On t h e  o t h e r  h e n d  t o  a v o i d  s e v e r e  

t i m e - f a d i n g  d i s t o r t i o n  o f  t h e  p u l s e  f o r  e q u i v a l e n t l y ,  

d e s t r u c t i o n  o f  c o h e r e n c e  o v e r  t h e  p u l s e  o w i n g  t o  c h a n n e l  

p h a s e  f l u c t u a t i o n  w i t h i n  o n e  p u l s e  d u r a t i o n )  o n e  m u s t  a l s o  

h a v e  T << 1 / B ^ .  B o t h  c o n d i t i o n  c a n  b e  s a t i s f i e d  o n l y  i f

T << T < < 1 / B .  f 3 . 3 - 1 S)m a

w h i c h  a g a i n  r e q u i r e s  a s p r e a d  f a c t o r  w e l l  b e l o w  u n i t y .
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4 .  SUMMARY OP RESEARCH COMPLETED

r n  t h i s  w o r k  we p r o p o s e  an  a c q u i s i t i o n  s c h e m e  f o r  

a  f r e q u e n c y - h o p p e d  S S  s i g n a l  r e c e i v e d  o v e r  a R a y l i g h  f a d i n g  

m u l t i p a t h  c h a n n e l ,  w h o s e  d e l a y  t i m e  v e r s u s  f r e q u e n c y  i s  

g i v e n  i n  F i g .  2 - 2 .  We c o n s i d e r  r e l a t i v e l y  f a s t  FH w i t h  a 

h o p p i n g  r a t e  o f  ] K H z ,  a n d  3 2 7  d i f f e r e n t  h o p p i n g  

f r e q u e n c i e s .  We a s s u m e  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  

o f  t h e  c h a n n e l  d e l a y  t i m e  i s  g i v e n  b y  ( 2 - 3 ) ,  w i t h  t h e  

maxi mum d e v i a t i o n  f r o m T ^ o f  1 m s e c .  T h e  r e c e i v e d  s i a n a l  

i s  e m b e d d e d  i n  w h i t e  G a u s s i a n  n o i s e .  W h i l e  t h e  a b o v e  p r o b l e m  

a p p e a r s  t o  b e  s p e c i f i c  t h e  a p p r o a c h  g i v e n  b e l o w  i s  g e n e r a l  

a n d  c a n  b e  g e n e r a l i z e d  f u r t h e r .

Tn t h i s  c a s e ,  i g n o r i n g  t h e  s p r e a d i n g  e f f e c t ,  t h e r e  

w i l l  b e  a p o s s i b l e  o v e r l a p l n g  b e t w e e n  o n l y  t h r e e  a d j a c e n t  

f r e q u e n c i e s .  F o r  s u c h  a c a s e  we p r o p o s e  a n  o p t i m u m  r e c e i v e r  

a n d  a c q u i s i t i o n  s c h e m e  w h o s e  c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  a n a l y z e d  

m a t h e m a t i c a l y  a n d  b y  c o m p u t e r  s i m u l a t i o n .

We c h a r a c t e r i z e  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  a c q u i s i t i o n  

s c h e m e  by  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  d e t e c t i o n  f o r  g i v e n  p r o b a b i l i t y  

o f  f a l s e  a c q u i s i t i o n  when  t h e  i n p u t  s i g n a l  i s  w h i t e  G a u s s i a n  

n o i s e  o n l y .  The  p r o b a b i l i t y  o f  d e t e c t i o n  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  

t h a t ,  a t  t h e  e n d  o f  t h e  o b s e r v a t i o n  p e r i o d ,  t h e  d e s i r e d  

s i g n a l  c o d e  s e q u e n c e  i s  d e t e c t e d .
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5 .  RESEARCH

The  s y s t e m  we c o n s i d e r  i s  s h o wn  i n  F i g .  5 . 1 - 1 .  The  

t r a n s m i t t e r  c o n s i s t s  o f  a f r e q u e n c y  s y n t h e s i z e r  w h o s e  o u t p u t  

f r e q u e n c y  i s  d e t e r m i n e d  b y  n+m b i t s .  T h e  m - b i t s  a r e  d a t a  

b i t s  a n d  t h e  n - b i t s  a r e  b i t s  g e n e r a t e d  b y  t h e  L F S F  

g e n e r a t o r .  A c t u a l l y  t h i s  i s  a c a s e  o f  a n  m - a r y  F P K  

f r e q u e n c y - h o p p e d  FS s y s t e m .

When t h e r e  i s  no  i n p u t  d a t a  t h e  o u t p u t  f r e q u e n c y  

i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  L F S R  g e n e r a t o r  o n l y .  T h i s  c a s e  i s  

a s s u m e d  whe n  a c q u i s i t i o n  i s  t o  b e  p e r f o r m e d .

5 . 1  R e c e i v e r

L e t  u s  f o r  a mome nt  a s s u m e  t h a t  t h e  c h a n n e l  s h o w n

i n  F i g .  5 . 1 - 1  c o n s i s t s  o f  a v a r i a b l e  d e l a y  l i n e  o n l y ,  a n d

t h a t  t h e  n o m i n a l  d e l a y  t i m e  T . i s  n o t  a f u n c t i o n  o fn o
f r e q u e n c y .  A c t u a l l y  we a s s u m e  t h a t  t h e  c u r v e  T ^ v e r s u s  

f r e q u e n c y  i s  known ( F i g .  ? - ] ) .

The  t r a n s m i t t e d  s i q n a l  i s  g i v e n  by

s . f 1 1=A c o s f f W j + w^ ' f  I 1< L ; 1< ( 5 . 1 - 1 1

F o r  t h i s  c a s e  t h e  r e c e i v e d  s i q n a l  f o r  A t  = 0 i s  s h o wn  i n  F i g .

5 . 1 - 2 ( a l  a n d  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  f o r  - T ^ < A t < T j i i s  s h o wn  i n  

F i g .  5 . l - 2 ( b 1 .  I n  t h i s  f i g u r e  A m e a n s  t h a t  a f r e q u e n c y ,  s a y

f  j c a n  a r r i v e  a d v a n c e d  b y  a t i m e  a s  much a s  T^ a n d  D m e a n s
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t h a t  i t  c a n  b e  d e l a y e d  b y  a s  much a s  .

We c a n  s e e  f r o m  F i g .  5 . ] -  2 f b ) t h a t  t h e r e  i s

p o s s i b l e  o v e r l a p p i n g  b e t w e e n  t h r e e  a d j a c e n t  f r e q u e n c i e s  

o n l y .  I n  t h e  t i m e  i n t e r v a l  3T^ t o  , f o r  e x a m p l e ,  t h e r e  i s  

p o s s i b l e  o v e r l a p p i n g  b e t w e e n  f ^ _ p »  f ^  j  a n d  f . . So a t  t h e  

s a me  t i m e  we c a n  r e c e i v e  t h r e e  s i g n a l s  w i t h  t h r e e  d i f f e r e n t  

c a r r i e r  f r e q u e n c i e s .  Tn o r d e r  t o  r e c e i v e  c o m p l e t e  s i g n a l  

w i t h o u t  t h i s  o v e r l a p p i n g  we n e e d  t h r e e  r e c e i v e r s  F j  , F^ a n d  

F^ w h o s e  i n p u t  c i r c u i t s  a r e  a d j u s t e d  t o  en<  ̂ ^ j  + i

r e c p e c t i v e l y . A s s u m i n g  p e r f e c t  s y n c h r o n i z a t i o n  i . e .  a s s u m i n g  

t h a t  we know e x a c t  t i m e  o f  a r r i v a l ,  f o r  e a c h  f r e q u e n c y ,  f o r

A t = 0  f n o  v a r i a b l e  d e l a y l , t h e  r e c e i v e r  w h i c h  w i l l  d e t e c t  a l l

s i g n a l s  w i t h o u t  o v e r l a p p i n g  i s  s h o wn  i n  F i g .  S . 1 - 3 .

S y n t h e s i z e r s  1 , 2  a n d  3 w i l l  h o p  t o  t h e  n e w  

f r e q u e n c y  e a c h  3T^ s e c o n d s  f o l l o w i n g  t h e  s e q u e n c e  s h o w n  i n  

F i g  . * . i - ?  ( c )  .

N e x t  we c a l c u l a t e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  e r r o r  f o r  a 

r e c e i v e r  g i v e n  i n  F i g .  S . 1 - 3 ,  a s s u m i n g  p e r f e c t  

s i n c h r o n i z a t i o n  i . e .  a s s u m i n g  t h a t  we k n o w  e x a c t  t i m e  o f  

a r r i v a l ,  f o r  e a c h  f r e q u e n c y ,  f o r  A t  = P.
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5 . 2  P r o b a b i l i t y  o f  e r r o r

We c a l c u l a t e  t h e  b r o b e b i l i t y  o f  e r r o r  f o r  b i n a r y  

FSK f r e q u e n c y - h o p p e d  s p r e a d  s p e c t r u m  s y s t e m .

F i r s t  we c o n s i d e r  b i n a r y  FSK s i g n a l  w i t h  known 

t i m e  o f  a r r i v a l ,  f r e q u e n c y  a n d  a m p l i t u d e  b u t  w i t h  r a n d o m  

p h a s e .  B o t h  s i g n a l s

a r e  t r a n s m i t t e d  w i t h  e q u a l  p r o b a b i l i t y .  a n d  Q  a r e

r a n d o m  p h a s e s  w i t h  u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  i n t e r v a l  ( 0 , 2

The  o p t i m u m  r e c e i v e r  f o r  t h i s  c a s e  a c c o r d i n g  t o  t h e  t h e o r y

o f  o p t i m u m  d e t e c t i o n  T91 i s  g i v e n  i n  F i g .  5 . 2 - 1 .  T h e  o u t p u t

s i g n a l  i s  s a m p l e d  e a c h  Th s e c o n d s  a n d  c o m p a r e d  w i t h  z e r o .  I f

t h e  o u t p u t  v o l t a g e  a t  T^ i s  g r e a t e r  t h a n  z e r o  we a s s u m e  t h a t

S j ( t )  h a s  b e e n  s e n t ,  a n d  i f  t h e  o u t p u t  i s  l e s s  t h a n  z e r o  we

a s s u m e  t h a t  s  ( t )  wa s  s e n t ,  o
I n  o r d e r  t o  c a l c u l a t e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  e r r o r  we

c a n  a s s u m e  t h a t  s ^ f t )  wa s  s e n t .  C o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  o f

e r r o r  f o r  t h i s  c a s e  i s  g i v e n  a s

w h e r e  p ( q Q/ q 1 ) i s  t h e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  o f  q Q

s  ( t )  = A s i n ( w  t  + <> ) 0 < t < To o
S j ( t )  = A s i n f W j t  + 0 ) ( K t < T

h

h
( 5 . 2 - 1 1

P o (W d q o ( 5 . 2 - 2 )
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s ( t ) + n  < t >

(• ) d t

s m  (w,  t )

C O S ( W -  t )

V ^ ( * ) d t  
0

<- > 2/

s a m p l e  a t  T

( • d t

s i n ( w  t )o

{■ ) d t

C O S  ( W Q t )

F i g .  5 . 2 - 1
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when  s ^ f t )  i s  t r a n s m i t t e d .  A v e r a g i n q  o v e r  a l l  v a l u e s  f o r  

we g e t  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  e r r o r  a s

oo

■SP£ =  ̂ P f q j J P j  f q ^ d q j  ( 5 . 2 - 3 1

a r
oo <*>

J p] ,ql ’dql \ W V dqoP£ = I p ,  fq,  1 d q ,  \ f a _ / q ,  1 dq_ < 5 . ">-& )

0 %
S i n c e  i n  o u r  c a s e  t h e  f r e q u e n c y  s e p a r a t i o n  b e t w e e n  t w o  

a d j a c e n t  f r e q u e n c i e s  i s  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  we c a n  n e g l e c t  

t h e  s p i l l o v e r  a n d  we c a n  w r i t e  t h a t

P o ' W  "  P o ' V  f S - 2 - 5 ’

o r  s u b s t i t u t i n g  ( 5 , 2 - 5 )  i n t o  ( 5 * ? - 4 )  we h a v e  t h a t

oo

P£ = j p ^ q ^ r f q ^  j  P Q ( q o ) d q r  ( 5 . 2 - « )

0 i,
I t  c a n  b e  s h o wn  f91 t h a t

q i q ] ATh
Pl'qi' g-1 e x p r  _ ? J.J ’V  71

a n d

q o q2
p o ( q o ) = " T T "  e X P f  ? I “ ) ( 5 • 2 - R )t?T 2 oT

w h e r e
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1 N T .
Bt -  — 2_l !_ ( 5 . 2 - 9 )

i s  t h e  v a r i a n c e  o f  t h e  n o i s e  a t  t h e  o u t p u t  o f  t h e  

i n t e g r a t o r s  i n  F i g .  5 . 2 - 1 .

S u b s t i t u t i n g  ( 5 . 2 - 7 )  a n d  ( 5 . 2 - B )  i n  ( 5 . 2 - f i )  we 

f i n d  f o r  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  e r r o r

7 7 q o <?j q 2 + g 2 + (ATh / 2 ) ? q  ATh
1 = \ d q ,  \ — e x p T--------------------- ------- 2 I I  ( — ■ ) d q  ( 5 . 2 -
C J 6-'  - 2 F t2 °  2fi ,

o %  T

The  s o l u t i o n  o f  t h i s  i n t e g r a l  i s  g i v e n  i n  f91 a n d  i s

p = -----  e x p ( - E / 2 N  ) ( 5 . 7 - 1 1 )
(  7 °

w h e r e

7
A T

E = --------—  ( 5 . 2 - 1 2 )

i s  t h e  e n e r g y  o f  t h e  s i g n a l .

The  p r o b a b i l i t y  o f  e r r o r  Pe ( 5 . 2 - 1 1 )  v e r s u s  s i g n a l  

t o  n o i s e  r a t i o  i s  p l o t t e d  i n  F i g .  5 . 2 - 7 .

Now we c a l c u l a t e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  e r r o r  f o r  a 

s i g n a l  w i t h  known f r e q u e n c y  a n d  t i m e  o f  a r r i v a l  b u t  unkn o wn  

a m p l i t u d e  a n d  p h a s e .  Th e  r e c e i v e d  s i g n a l s  a r e

1 0 )
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s  f t )  = A s i n ( w  t +  ^  )
°  °  ( 5 . 7 - 1  3)

S j ( t )  = B s i n ( W j t +  8  1

w h e r e  4> a n d  6  a r e  a g a i n  r a n d o m  p h a s e s  u n i f o r m l y  

d i s t r i b u t e d  i n  t h e  i n t e r v a l  ( 0 , 7  7T ) . A a n d  B a r e  r a n d o m  

a m p l i t u d e s  w i t h  B a y l e i q h  d e n s i t y  f u n c t i o n s

A A?
P ( A) = — =—  e x p  ( -  ------=-

A o 2A o
( 5 .  7 - 1 * )

B
p f P )  = ---- —  e x p f -

Aq 2A o

T h e  o p t i m u m  r e c e i v e r  i s  t h e  s a m e  a s  i n  t h e  

p r e v i o u s  c a s e  ( F i g .  5 . 2 - 1 )  , a n d  t h e  d e c i s i o n  i s  ma d e  on  t h e  

s a me  wa y .

U s i n g  ( 5 . 7 - 1 1 )  we  c a n  f i n d  t h e  c o n d i t i o n a l  

p r o b a b i l i t y  o f  e r r o r  a s

1 E ] A? T,
P (A) = -----  e x p  f -  ---------- ) =-------  e x p  ( -  -------- - )  ( 5 . 2 - 1  5 '

2 2N 2 *No o

o r  a v e r a g i n g  o v e r  a l l  v a l u e s  o f  A we h a v e

P£ = \ Pc ( A l p ( A ) d A  ( 7 . 5 - l d )

The  s o l u t i o n  o f  t h i s  i n t e g r a l  i s

1
P = ---------------- ( 5 . 2 - 1 7 )

2  4 £
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whe r e

E
£  *

a v ( 5 . 7 - 1 B )
N No o

T h i s  p r o b a b i l i t y  o f  e r r o r  ( 5 . 2 - 1 7 )  i s  a l s o  p l o t t e d  i n

F i g » 5 . 7 - 2 .

s i g n a l  w i t h  known f r e q u e n c y  a n d  a m p l i t u d e  b u t  u n k n o w n  p h a s e  

a n d  t i m e  o f  a r r i v a l .  We d o  n o t  k n o w  t h e  e x a c t  t i m e  o f  

a r r i v a l  b u t  we know t h a t  s i g n a l  h a s  t o  c ome  i n  t h e  i n t e r v a l  

(0 , 7 T ^ ) . T h i s  w o u l d  b e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  e r r o r  f o r  a 

f r e q u e n c y - h o p p e d  s p r e a d  s p e c t r u m  s y s t e m  g i v e n  i n  F i g .  5 . 1 - 3 ,  

a s s u m i n g  t h a t  s y n c h r o n i z a t i o n  i s  p e r f e c t  a n d  t h a t  t h e  

c h a n n e l  c o n s i s t s  o n l y  o f  t h e  v a r i a b l e  d e l a y  l i n e .  T h e  n e a r  

o p t i m u m  r e c e i v e r  i s  g i v e n  i n  F i g .  5 . 2 - 1  w i t h  t h e  i n t e g r a t i o n  

p e r  i ori ( 0 , 3 T ^ ) .

s i g n a l  a s  i n  t h e  c a s e  w i t h  known t i m e  o f  a r r i v a l .  A l s o ,  t h e  

a v e r a g e  v a l u e  o f  t h e  s a m p l e  a t  t h e  e n d  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  

p e r i o d  i s  s a m e  a s  i n  t h e  c a s e  w i t h  k n o w n  t i m e  o f  a r r i v a l .  

The  o n l y  d i f f e r e n c e  i s  t h a t  t h e  v a r i a n c e  o f  t h i s  s a m p l e  w i l l  

b e  t h r e e  t i m e s  g r e a t e r ,  b e c a u s e  t h e  i n t e g r a t i o n  p e r i o d  i s  

3 T ^ .  T h u s ,  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  a l l  t h e s e  c h a n g e s  a n d  u s i n g  

( 5 . 2 - 1 1 )  we f i n d  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  e r r o r  f o r  t h i s  c a s e  i s

Now we c a l c u l a t e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  e r r o r  f o r  a

I n t e g r a t i n g  f r o m 0 t o  3T^ we w i l l  r e c e i v e  c o m p l e t e

1 E
P e x p  f - (5.2-1?)

2 o
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T h i s  c u r v e  < 5 . 2 - 1 9 )  i s  a l s o  p l o t t e d  i n  F i g .  5 . 2 - 2 .

U s i n g  s a me  r e a s o n i n g  we f i n d  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  

o f  e r r o r  f o r  u n k n o wn  t i m e  o f  a r r i v a l  a n d  R a y l e i g h  f a d i n g  i s  

g i v e n  a s

1
p = -------------------- ( 5 . 2 - 2 0 )

2 +

T h i s  c u r v e  ( 5 . 2 - 2 0 )  i s  a l s o  p l o t t e d  i n  F i q .  5 . 2 - 2 .

F r o m  F i g .  5 . 5 - 2  we c a n  s e e  t h e  e f f e c t  o f  u n k n o wn

t i m e  o f  a r r i v a l  f o r  a c h a n n e l  w i t h o u t  a n d  w i t h  R a y l e i g h

f a d i n g .  Tf  t h e  e x p e c t e d  t i m e  o f  a r r i v a l  i s  i n c r e a s e d  f r o m

3T,  t o  /IT, , 5T, . . .  t h a t  w i l l  r e s u l t  i n  f u r t h e r  d e c r e a s e  o fh h h
t h e  s y s t e m  p e r f o r m a n c e .
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SIGNAL TO NOI SE RATIO E. /N a n d  E /Nn o a v  o

F i g .  5 . 2 - 2 1 .  KNOWN TIME OF ARRIVAL -  NO FADING
2 .  UNKNOWN TIME OF ARRIVAL -  NO FADING
3 .  KNOWN TIME OF ARRIVAL -  WITH FADING
4 .  UNKNOWN TIME OF ARRIVAL -  WITH FADING
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5.? Acquisition scheme

Th e  b a s i c  f u n c t i o n  o f  a n  a c q u i s i t i o n  c i r c u i t  i s  t o  

b r i n g  t h e  i n c o m i n g  PN s e q u e n c e  a n d  t h e  l o c a l l y  g e n e r a t e d  

s e q u e n c e  i n t o  s u f f i c i e n t l y  c l o s e  a l i g n m e n t  s o  t h a t  t h e  

d i f f e r e n c e  i s  w i t h i n  t h e  p u l l - i n  r a n g e  o f  t h e  

f i n e - a c q u i s i t i o n  ( t r a c k i n g )  l o o p .

L e t  u s  a g a i n  a s s u m e  t h a t  t h e  c h a n n e l  s h o wn  i n  F i g .

5 .  1 - 1  c a n  b e  m o d e l e d  b y  a v a r i a b l e  d e l a y  l i n e .  We a l s o

a s s u m e  t h a t  d u r i n g  t h e  i n i t i a l  a c q u i s i t i o n  n o  d a t a  i s

t r a n s m i t t e d ,  i . e .  t h e  t r a n s m i t t e d  s i g n a l  i s

s - ( t ) = A  c o s ( w . t )  l ^ i ^ L  ( 5 . 3 - 1 )

I n  t h i s  c a s e ,  t h e  r e c e i v e r  d o e s  n o t  k n o w  t h e  e x a c t  t i m e  o f

a r r i v a l  o f  t h e  s i g n a l ,  b u t  t h e  r e c e i v e r  k n o w s  t h a t  t h e

s i g n a l  h a s  t o  a r r i v e  i n  t h e  t i m e  i n t e r v a l  f r o m  0 t o

( ? n - l ) T . + 2 T .  s e c o n d s .  A l s o  t h e  r e c e i v e r  k n o ws  t h e  s e q u e n c e  h n
o f  t h e  t r a n s m i t t e d  f r e q u e n c i e s .  T h u s  i f  we  a r e  a b l e  t o  

d e t e r m i n e  t h e  t i m e  o f  a r r i v a l  f o r  a n y  f r e q u e n c y  f o r  A ( = f l , 

t h e  s y n c h r o n i z a t i o n  w i l l  b e  p e r f e c t .

F o , we h a v e  a c a s e  o f  d e t e c t i o n  o f  a s i g n a l  w i t h  

u n k n o wn  t i m e  o f  a r r i v a l ,  a m p l i t i d e  a n d  p h a s e .  T h e  o p t i m u m  

r e c e i v e r  f o r  t h i s  c a s e  i s  s h o wn  i n  F i g .  5 . 3 - 1  f a ) .  T h e r e  a r e  

t h r e e  q u a d r a t u r e  r e c e i v e r s  b e c a u s e  t h e r e  i s  p o s s i b l e  

o v e r l a p p i n g  b e t w e e n  t h r e e  a d j a c e n t  f r e q u e n c i e s  o n l y .  F o r  t h e  

t r a n s m i t t e d  s e q u e n c e  g i v e n  i n  F i g .  ^ . 3 - 1 ( b ) , t h e  o u t p u t s
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F i g .  5 . 3 - 1
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U . , , U.  a n d  U . , ,  a r e  s h o wn  i n  F i g .  5 . 3 - 1 ( c l .  The  d e l a y  l i n e sl - l '  l l + l  ^
o f  a n d  ?T^  w i l l  e n s u r e  t h a t ,  f o r  a  n o i s e l e s s  c h a n n e l ,  t h e  

ma x i ma  o f  a n d  U^ + ̂  w i l l  o c c u r  i n  t h e  i n t e r v a l  3T^ t o

5 . 4  A c q u i s i t i o n  s t r a t e g y

D u r i n g  t h e  t i m e  i n t e r v a l  T = ( ? n - l ) T^ + 2 T^  t h e  o u t p u t  

s i g n a l s  x , U i a n d  l , i + i  a r e  ° t »s e r v e d  c o n t i n u o u s l y  a n d

c o m p a r e d  w i t h  t h e  t h r e s h o l d  TR.  I f  a n y  o u t p u t  s i g n a l  e x c e e d s

t h e  t h r e s h o l d  TR t h e  maxi mum i s  d e t e c t e d  a n d  t h e  t i m e  o f  i t s

o c c u r a n c e  T^ ( 1 = 1 , 7 , 3 1  i s  d e t e r m i n e d .

I f  o n l y  o n e  m a x i m u m  i s  d e t e r t e d  we a s s u m e  t h a t  

t h i s  maxi mum i s  d u e  t o  t h e  n o i s e  o n l y ,  a n d  we a s s u m e  t h a t  

a c q u i s i t i o n  h a s  n o t  o c c u r r e d .

I n  t h e  c a s e  whe n  t wo  ma x i ma  a r e  d e t e c t e d  a n d  when

t h e  t i m e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e m  i s  g r e a t e r  t h e n  ?T^  we a g a i n

d e c l a r e  t h a t  a c q u i s i t i o n  h a s  n o t  o c c u r r e d .  I f  t h i s  d i s t a n c e  

i s  l e s s  t h e n  3T^ we c a l c u l a t e  t h e  a c q u i s i t i o n  t i m e  a s

h

ACQUI SITION TIME ( 5 . 4 - 1 )
7

When a l l  t h r e e  m a x i m a  a r e  d e t e c t e d  a n d  when  t h e

t i m e  d i s t a n c e  b e t w e e n  T.l , m a x a n d  T .
i , max ( i * j l  i s  l e s s  t h e n

3T, we c a l c u l a t e  t h e  a c q u i s i t i o n  t i m e  a s  n

ACQUI SITION TIME ( 5 . 4 —? )
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I f  T.  -  T .  . i s  q r e a t e r  t h e n  3T.  a n d  i f  t h e r e  i s  n o1 i indx 5 rWin n
t i m e  d i s t a n c e  b e t w e e n  a n y  t w o  m a x i m a  l e s s  t h e n  3 7 ^ ,  we 

d e c l a r e  t h a t  a c q u i s i t i o n  h a s  n o t  o c c u r r e d .  I f  t h e r e  i s  s u c h  

a d i s t a n c e  t h e  a c q u i s i t i o n  t i m e  i s  c a l c u l a t e d  a s  i n  t h e  c a s e  

w i t h  t wo  m a x i m a .

5 . 5  F a l s e - a l a r m  p r o b a b i l i t y

T h e  p r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  a c q u i s i t i o n  P f a e n  i  s  t h e

p r o b a b i l i t y  t h a t  a c q u i s i t i o n  w i l l  o c c u r  i f  t h e  i n p u t  s i q n a l

t o  t h e  r e c e i v e r  o f  F i g .  5 . 3 - 1 ( a )  i s  t h e  n o i s e  o n l y .  B e f o r e

we c a l c u l a t e  we  h a v e  t o  f i n d  t h e  f a l s e  a l a r mt  a c n

p r o b a b i l i t y  f o r  a  s y s t e m  t h a t  o b s e r v e d  t h e  o u t p u t  q f t )  o f  a 

q u a d r a t u r e  r e c e i v e r  o v e r  a n  i n t e r v a l  o f  t i m e  P < t < T  w h i c h  i s  

much l o n g e r  t h a n  t h e  d u r a t i o n  o f  t h e  s i g n a l .  A f a l s e  a l a r m  

o c c u r s  i n  t h i s  s y s t e m  i f  t h e  o u t p u t  q f t l  e x c e e d s  t h e  

t h r e s h o l d  l e v e l  TR a t  a n y  t i m e  d u r i n g  t h e  o b s e r v a t i o n  

i n t e r v a l ,  w h e n  t h e  i n p u t  t o  t h e  s y s t e m  c o n s i s t s  o f  n o i s e  

a l o n e .  L e t  u s  d e n o t e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h i s  e v e n t  by  

S t a t e d  o t h e r w i s e  t h i s  p r o b a b i l i t y  I s  g i v e n  by

P f a  = 1 -  P m  ( 5 . 5 - 3 )

w h e r e

P( T )  -  P r { q f t ) < T R ,  0 < t < T *  ( 5 . 5 - ? )

i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  r e c e i v e r  o u t p u t  q f t )  d o e s  n o t

- 37 -



a p p e a r  a b o v e  t h e  t h r e s h o l d  TR a t  a l l  d u r i n g  t h e  I n t e r v a l  

0 < t < T . We c a n  a s s u m e  t h a t  a t  t » 0 ,  q ( 0 ) - 0 ,  i . e . ,  t h a t  t h e  

r e c e i v e r  o u t p u t  w i l l  s t a r t  f r o m  z e r o .  I n  t h i s  c a s e  f o r  TR>D , 

P ( 0 ) = 1  a n d  P f » ) * o .

Th e  n e g a t i v e  d e r i v a t i v e

p ( t )  = -  —----- 0 < t < o° ( S . 5 - 3 )
6 t

i s  t h e  s o  c a l l e d  " f i r s t  p a s s e q e - t i m e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  

f u n c t i o n " ;  p ( t ) d t  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  o u t p u t  q f t )  

c r o s s e s  t h e  t h r e s h o l d  TR f r o m  b e l o w  f o r  t h e  f i r s t  t i m e  i n  

t h e  i n t e r v a l  t  t o  t + d t .  T h e  p r o b l e m  i s  t o  c a l c u l a t e  t h e  

d e n s i t y  f u n c t i o n  p f t ) .  T h i s  p r o b l e m  c a n  b e  s o l v e d  f o r  o n l y  a 

f e w t y p e s  o f  s t o c h a s t i c  p r o c e s s e s .

T h e  f i r s t  p a s s a g e  t i m e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  

f u n c t i o n  c a n  b e  f o u n d  f o r  t h e  c a s e  o f  a o n e  d i m e n s i o n a l  

Ma r k o v  p r o c e s s .

I t  c a n  b e  s h o wn  t h a t  t h e  o u t p u t  o f  t h e  q u a d r a t u r e  

r e c e i v e r  q i v e n  i n  F i g .  5 . 5 - 1  i s  a M a r k o v  p r o c e s s  w h o s e  

t r a n s i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  i s

A . q . q r
p ( q r / q '  = — j -------- 1—  e x p r -  — - j -------- 5— u  f ----------

r  IT r 1 -  / I  ) ? G ( 1  -/I) ° n-fi )£

w h e r e  (T i s  t h e  v a r i a n c e  o f  t h e  n o i s e  a t  t h e  o u t p u t  o f  e a c h  

R C - f i l t e r ,  a n d ^ t = e x p f -  t  >.  I t  c a n  b e  s h o wn  f 7 1 , T 8 1  t h a t  f o r  

n o r m a l i z e d  v a r i a n c e  (T**1 , f 5 . 5 - 4 )  s a t i s f i e s  a F o k k e r - P l a n c k

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n
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a p a 1 a2  = -  -------- { K , ( q ) p ( q ) >  +-------  ------= - fK_ fq)  p ( q)  } f 5 . 5 - 5 »
i t  } q  J 2 i  q

wi t h

1

q
K:  fq)    q K? fq1 = 2

Th e  F o k k e r - P l a n c k  e q u a t i o n  c a n  b e  u s e d  t o  f i n d  t h e

p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  p f T R , t / q Qi o f  t h e  f i r s t  t i m e  t

t h a t  t h e  e n v e l o p e  q f t l  c r o s s e s  t h e  t h r e s h o l d  l e v e l  q = T F, 

g i v e n  t h e  v a l u e  q Q a t  t  = n .  Th e  f i r s t  p a s s a g e  p r o b l e m  c a n  be  

s o l v e d  b y  t h e  m e t h o d  o f  F i e g e r t  r 51 . A c c o r d i n g  t o  F i e g e r t ,  

t h e  L a p l a c e  t r a n s f o r m  o f  t h e  f i r s t - p a s s a g e - t i m e  p . d . f .  

p ( T P , t / q l  i s

S q I
Mi   f l ;   )

'■NO 2 2
p ( T R , t / q  ) } = ---------------------------=—  f S . S - 7 )

°  S TR
M f   ,*1,*  )

2 2

w h e r e  N f a ; b ; z ) i s  a c o n f l u e n t  h y p e r g e o m e t r i c  f u n c t i o n  a n d

a c c o r d i n g  t o  T61 i s  g i v e n  b y

a z  a f a + l )  z ? a ( a+1  )•• ■ ( a + n - 1 ) z n
M f a ; b ;  zl  -  + ---------------- -------- + ■ - - + -   + ■ * ■ {F

b h f b + l l  21 b f b + 1  • f b + n - _ n  n!

I n  o r d e r  t o  f i n d  t h e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  i t s e l f  we 

m u s t  f i n d  t h e  i n v e r s e  L a p l a c e  t r a n s f o r m  o f  f S . S — 7)  . By t h e

F - P l
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usual technique one can obtain a series of the form

p ( T R , t / q  1 « ! F * A e x p f S  t )  ( S . 5 - 9 )o ■ n nn

w h e r e  t h e  A a r e  t h e  r e s i d u e s  o f  ( 5 . 5 - 7 )  a t  t h e  r o o t s  R o f  n n

7
S TR

M( —  ; 1 ;  -------- ) « 0 ( 5 . 5 - 1 0 )

7
F o r  v a l u e s  o f  (TR / ? ) ^ 1  t h e  l a r g e s t  z e r o  o f

( 5 . 5 - 1 0 )  i s  g r e a t e r  t h a n  - 1  a n d  s u c h  t h a t

>> S ? ( 5 . 5 - ] 1 )

w h e r e  S 2 i s  t h e  s e c o n d  l a r g e s t  z e r o .  I n  t h i s  c a s e  t h e  

e q u a t i o n  ( 5 . 5 - 9 )  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  by

p ( T R , t / q Q) * A] e x p ( S ] t )  ( 5 . 5 - 1 ? )

F r o m  ( 5 . 5 - 9 )  a n d  ( 5 . 5 - 1 )  w e  c a n  f i n d  t h e

p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  o u t p u t  o f  a q u a d r a t u r e  r e c e i v e r  f r o m

F i g .  5 . 5 - 1  w i l l  n o t  c r o s s  t h e  t h r e s h o l d  l e v e l  TR d u r i n g  t h e

i n t e r v a l  0<t <r Tf w i l l  be

Z A
— —  e x p f S  T) ( 5 . 5 - 1 7 1

p  nA on n

o r  u s i n g  t h e  a p p r o x i m a t i o n  ( 5 . 5 - 1 ? )

*1P f T) = -  — —  e x p ( S . T )  ( 5 . 5 - 1 ^ )
S

a n d  f i n a l l y  u s i n g  ( 5 . 5 - 1 ) ,  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  a l a r m  i s
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g i v e n  a s

*1
P f a  “  1 + ---- e x p f S j T )  ( 5 . 5 - 1 5 )

S 1

U s u a l l y  we n e e d  t o  know t h e  v a l u e  o f  t h e  t h r e s h o l d  

f o r  a g i v e n  p r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  a l a r m .

5 . 5  C a l c u l a t i o n  o f  t h e  t h r e s h o l d  TR f o r  a g i v e n  P ^

U s i n g  ( 5 . 5 - 1 3 )  we c a n  e x p r e s s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  

f a l s e  a l a r m  a s

_  A
P f ?  * 1 + £ _ — —  e x p ( Rp T) ( 5 . 5 - 1 )

n Sn

w h e r e  A a r e  t h e  r e s i d u e s  o f  ( 5 . 5 - 7 )  a t  t h e  r o o t s  R o fn n
( 5 . 5 - 1 0 ) .  I n  t h i s  c a s e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  a l a r m  i s

g i v e n  a n d  t h e  p e r i o d  o f  o b s e r v a t i o n  T i s  k n o w n .  We a l s o

a s s u m e  t h a t  q = 0 .  i t  f o l l o w s  t h a t  i n  o r d e r  t o  f i n d  TR we o
h a v e  t o  d e t e r m i n e  N ( P / 2 ; 1 ; T R  / 2 )  s o  t h a t  t h e  r o o t s  o f  t h i s  

c o n f l u e n t  h y p e r g e o m e t r i c  f u n c t i o n  a n d  t h e  r e s i d u e s  o f

( 5 . 5 - 7 )  a t  t h e s e  r o o t s  s a t i s f y  ( 5 . 5 - 1 )  f o r  a g i v e n  P ^ a a n d

T.

T h i s  p r o b l e m  h a s  b e e n  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  s i n c e  i t  

i s  i m p o s s i b l e  t o  f i n d  a s o l u t i o n  i n  c l o s e d  f o r m .

F o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  P ^ a a n d  f o r  T * 1 29  m s e c  

t h e  n o r m a l i z e d  t h r e s h o l d

- 42 -



TR
TR » -------  ( 5 . 5 - 7 )

n c-

h a s  b e e n  c a l c u l a t e d  a n d  I s  g i v e n  I n  T a b l e  1 .  a n d  I s  p l o t t e d  

i n  F i g . 5 . 6 - 1 .

T a b l e  1

p c TR TRf a   _________ n _ ______________e g
0 . 9  3 . 6 6  3 . 4 6
0 . 5  4 . 0 2  3 . 9 4
0 . 2 5  4 . 26 4 . 1 0
0 . 1  4 . 5 2  4 . 3 7
0 . 0 7 5  4 . 6 0  4 . 4 4
0 . 0 5  4 . 7 0  4 , 5 4
0 . 0 2 5  4 . 0 5  4 . 7 1
0 . 0 1  6 . 0 7  4 . q ?
0 . 0 0 7 6  5 . 1 ?  4 . 9 9
0 . 0 0 5  6 . 2 1  6 . OP
O . n o ? 5  ^ . ^ 6  5 . 2 2
0 . 0 0 1  5 . 5 4  5 . 4 1
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5.7 Equivalent threshold

I n  o r d e r  t o  s i m u l a t e  t h e  f i r s t - p a s s a a e  p r o b l e m  

u s i n g  d i g i t a l  c o m p u t e r  a n d  t o  g e t  r e a s o n a b l e  r e s u l t s  we h a v e  

t o  i n t r o d u c e  t h e  e q u i v a l e n t  t h r e s h o l d  T R .

I n  d i g i t a l  s i m u l a t i o n s  we d e a l  w i t h  t h e  s a m p l e s  o f  

a n a l o g  s i g n a l s .  Th e  s a m p l i n g  r a t e  h a s  a f i n i t e  v a l u e  a n d  i n  

o u r  c a s e  t h e  s a m p l i n g  p e r i o d  i s

Th
T = ----—  ( 5 . 7 - 1 )

s  ] n

w h e r e  i s  h o p p i n g  p e r i o d .  So f o r  = 1 m s e c  t h e  s a m p l i n g  

r a t e  i s  10  KHz .  S u p p o s e  now t h a t  f o r  t h i s  s a m p l i n g  r a t e  we 

h a v e  j u s t  t h e  n o i s e  a t  t h e  i n p u t  a n d  t h a t  we w a n t  t o  f i n d  

^ f a  ^o r  ^ ^ v e n  TR T ( t h e  o b s e r v a t i o n  p e r i o d )  . We w i l l

o b s e r v e  t h e  o u t p u t  o f  o u r  r e c e i v e r  a n d  i f  t h e  o u t p u t  s i g n a l  

e x c e e d s  t h e  t h r e s h o l d  TR d u r i n g  t h e  i n t e r v a l  ( 0 , T )  we s a y  

t h a t  f i r s t  p a s s a g e  h a s  o c c u r r e d .  We ma ke  N s u c h  o b s e r v a t i o n s  

a n d  we c a l c u l a t e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  f i r s t  p a s s a q e  i . e .  

t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  a l a r m  a s

N,
P .  = — ( 5 . 7 - ? )

f a  n

w h e r e  N j p  i s  t h® n u m b e r  o f  t h e  f i r s t  p a s s a g e s  o c c u r r e d  i n  N 

o b s e r v a t i o n s .
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The  a c c u r a c y  o f  t h e  s i m u l a t i o n  d e p e n d s  o n  N a n d  

T . I f  T a p p r o a c h e s  t o  z e r o  t h e  d i g i t a l  a p p r o x i m a t i o n  o f  a n
S  0

a n a l o g  s i g n a l  i s  b e t e r  b u t  t h e  s i m u l a t i o n  t i m e  w i l l  g o  t o  

i n f i n i t y .  F o r  r e a s o n a b l e  v a l u e s  o f  Tg we w i l l  g e t  r e a s o n a b l e  

s i m u l a t i o n  t i m e ,  b u t  t h e  s i m u l a t e d  P f a  w i l l  b e  f a r  a w a y  f r o m  

t h e  c a l c u l a t e d  v a l u e .  The  r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h a t  we d o  n o t  

know a n y t h i n g  a b o u t  t h e  s i g n a l  b e t w e e n  t wo  s a m p l e s .

L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  e x a m p l e  g i v e n  i n  F i g .  5 , 7 - 1 .  

We c a n  s e e  t h a t  t h e  f i r s t  p a s s a q e  h a s  o c c u r r e d  b u t ,  b e c a u s e  

o f  t h e  f i n i t e  s a m p l i n g  r a t e ,  t h e  d i q i t a l  s i m u l a t i o n  w i l l  

m i s s  t h i s  f i r s t  p a s s a g e .  I n  o r d e r  t o  k e e p  t h e  s a m e  

r e l a t i v e l y  l o w  s a m p l i n g  r a t e  a n d  t o  b e  a b l e  t o  s i m u l a t e  t h e  

f i r s t  p a s s a q e  p r o b l e m  we i n t r o d u c e  t h e  e q u i v a l e n t  t h r e s h o l d .

L e t  u s  d e n o t e  t h e  s a m p l e d  v a l u e s  o f  a c o n t i n u o u s  

r a n d o m  p r o c e s  q f t )  b y  q f n T g ) . I f  s a m p l e d  v a l u e  o f  q f t )  a t  

kT i s  q f k T  ) a n d  i f  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  r a n d o m  p r o c e s3 3
w i l l  c r o s s  t h e  t h r e s h o l d  TR d u r i n g  t h e  t i m e  i n t e r v a l  

r kT , ( k + l ) T  1 i s  g r e a t e r  t h a n  0 . 5  we w i l l  a s s u m e  t h a t  t h e3 0
f i r s t  p a s s a q e  h a s  o c c u r r e d .  S i n c e  t h e  s a m p l i n g  p e r i o n  i s

c o n s t a n t  we c a n  f i n d  t h e  v a l u e  o f  TR s u c h  t h a t  i f  t h ep q

v a l u e  o f  a n y  s a m p l e  i s  g r e a t e r  t h a n  TR t h e  p r o b a b i l i t y  

t h a t  t h e  r a n d o m p r o c e s s  w i l l  c r o s s  t h e  t h r e s h o l d  T R ,  d u r i n q  

t h e  n e x t  s a m p l i n g  p e r i o d ,  i s  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  0 . 5 .

F r o m  F i g .  5 . 7 - 1 ( a )  we o b s e r v e  t h a t  we h a v e  m i s s e d  

t h e  f i r s t  p a s s a g e  b e c a u s e  o f  t h e  f i n i t e  s a m p l i n g  r a t e .  B u t ,  

i n t r o d u c i n g  t h e  e q u i v a l e n t  t h r e s h o l d  TR a s  we c a n  s e e  f r o m  

F i g .  ^ . 7 - 1 ( b)  t h e  f i r s t  p a s s a g e  w i l l  b e  d e t e c t e d .
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q(t)

TR

3T 6T 7T2T 4T 5T 8T 9T

( a )

q ( t )

TR

TRe q

5T 6T 7T 9T4T 8T3T2T

(b)

F i g .  5 * 7 - 1
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N e x t  we c a l c u l a t e  t h e  v a l u e  o f  t h e  e q u i v a l e n t  

t h r e s h o l d  f o r  g i v e n  p r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  a l a r m .  T h i s  v a l u e  

i s  u s e d  i n  t h e  s i m u l a t i o n  o f  t h e  f i r s t  p a s s a g e  a n d  t h e  

s i m u l a t i o n  o f  t h e  e n t i r e  s y s t e m .

5 . 8  C a l c u l a t i o n  o f  t h e  e q u i v a l e n t  t h r e s h o l d  T R ^

To f i n d  t h e  e q u i v a l e n t  t h r e s h o l d  TR we  u s ee q
( 5 . 8 - 1 )  on  t h e  f o l l o w i n g  way

Z A
— —  e x p ( S  T ) (5 . fi-1 1

S n Sn " n

o r  we c a n  w r i t e  t h i s  a s

Z A
— —  e x p ( S T  ) = - 0 . 5  ( 5 . P - ? )

c n s
" n

Now we h a v e  t o  s o l v e  t h i s  e q u a t i o n  s o  t h a t  A^ a r e  r e s i d u e s  

o f

S TR__
M ( — 2 -  j 1 ; ------

S TR
H ( — — f 1 ; --------

2 2

a n d  S a r e  t h e  r o o t s  o f  n
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?
S TR

; 1 ; ---------- ) ( 5 . R - 4 )
2 2

T h i s  h a s  b e e n  d o n e  n u m e r i c a l l y  a n d  n o r m a l i z e d  v a l u e  o f  TRe ^

f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  P ,  i s  q i v e n  i n  T a b l e  1 .  a n d  i sr a

p l o t t e d  i n  f i g .  5 . ^ - 1 .
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5 . 9  P r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  a c q u i s i t i o n  P f 3 c n

F a l s e  a c q u i s i t i o n  w i l l  o c r u r  i f  t h e  t i m e  d e l a y  

b e t w e e n  a n y  t wo  ma x i ma  e x c e e d i n g  t h e  t h r e s h o l d  i s  l e s s  t h e n  

o r  e q u a l  t o  3 T ^ , when t h e  i n p u t  s i g n a l  i s  n o i s e  a l o n e .  L e t  

u s  d e n o t e  b y  ^ ( t j )  ( i = l , 2 , 3 )  t h e  maxi mum d u e  t o  n o i s e  o n l y

o c c u r r i n g  a t  t j r  a n d  w i t h  M ^ r t ^ )  ( i  = ] , ? , 3 ; i £ ; i ) t h e  maxi mum 

d u e  t o  t h e  n o i s e  o n l y  o c c u r r i n g  a t  t ^ .  T h e  p r o b a b i l i t y  o f  

f a l s e  a c q u i s i t i o n  c a n  t h e n  b e  c a l c u l a t e d  a s

P f 0 c n = 3P{ | t 1 - t ? | < 3 T h ) P f M j f t j i V T R )  P( M2 ( t ? ) >TRl  ( 5 . 9 - 1 )  

whe r e

P f M. ( t  ) >TR} = P f M . ( t  _ ) >TR) = P_ ( 5 . 9 - ? '
1 1  J  Z T o

i s  a c t u a l l y  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  a l a r m .  F o r  TR=0 t h e  

p r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  a l a r m  i s  p j a = l  ant1 ( 5 . 9 - 1 )  b e c o m e s

p f . c n -

S i n c e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  a c q u i s i t i o n  p f a c n  

i s  u s u a l l y  g i v e n ,  we h a v e  t o  s e t  u p  t h e  t h r e s h o l d  TR s o  t h a t  

t h i s  g i v e n  c o n d i t i o n  i s  s a t i s f i e d .  Tn o r d e r  t o  c a l c u l a t e  t h e  

t h r e s h o l d  TR f o r  g i v e n  P f ? c n  we f i r s t  c a l c u l a t e  f r o m

( 5 . 9 - 1 ) .  The  r e s u l t  i s
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p f a (5.9-4)

f o r  a g i v e n  P t h e  n o r m a l i z e d  t h r e s h o l dWhen we h a v e  P

c a n  b e  f o u n d  f r o m  F i g .  5 . 5 - 1 ,  a n d  b y  u s i n a  ( 5 . 5 - 2 )  t h e  t r u e  

v a l u e  o f  t h e  t h r e s h o l d  c a n  b e  c a l c u l a t e d .

5 . 1 0  P r o b a b i l i t y  o f  d e t e c t i o n

Th e  i n p u t  s i g n a l  r f t )  t o  t h e  q u a d r a t u r e  r e c e i v e r  

o f  F i g .  5 . 5 - 1 ,  i s  g i v e n  by

w h e r e  © i s  a r a n d o m  p h a s e  w i t h  u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n  b e t w e e n  

0 a n d  2 JT a n d  T  i s  a r a n d o m  t i m e  o f  a r r i v a l  w i t h  

p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n

A c c o r d i n g  t o  t h e  t h e o r y  o f  o p t i m u m  d e t e c t i o n  o f  a 

s i q n a l  w i t h  r a n d o m  t i m e  o f  a r r i v a l  r o ]  we h a v e  t o  o b s e r v e  

t h e  o u t p u t  o f  a q u a d r a t u r e  r e c e i v e r  ( F i g .  5 . 5 - 3 )  f r o m  0 t o

r f t )  = s f t  - T ) + n f t ) ( 5 . 1 0 - 1 )

w h e r e  n f t )  i s  G a u s s i a n  w h i t e  n o i s e  a n d

s f t  -  T  1 = A c o s f w f t  -  t  ) + 0 1 0 < t< T h f 5 . ] 0  — 7)

n<r r <T
T

p r n  = •< ( 5 . 1 0 - 3 )

0 e l s e w h e r e



T,  t o  d e t e c t  t h e  maxi mum a n d  t h e  t i m e  o f  i t s  o c c u r r e n c e .  The  

maxi mum i s  t o  b e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  t h r e s h o l d  T P ,  a n d  I f  t h a t  

v a l u e  e x c e e d s  t h e  t h r e s h o l d  we  s a y  t h a t  s i g n a l  i s  p r e s e n t  

a n d  t h e  t i m e  a t  w h i c h  t h e  maxi mum h a s  o c c u r r e d  i s  t h e  t i m e  

o f  a r r i v a l .  T h e  v a l u e  o f  t h e  t h r e s h o l d  i s  t o  b e  c h o s e n  

a c c o r d i n g  t o  t h e  g i v e n  v a l u e  o f  f a l s e  a l a r m  p r o b a b i l i t y  P f a - 

I n  o r d e r  t o  m a k e  t h e  c a l c u l a t i o n  p o s s i b l e  we 

a s s u m e  t h a t  t h e  maxi mum d u e  t o  t h e  n o i s e  a n d  s i g n a l  o c c u r s  

a t  T  +T^  i . e .  T^ s e c o n d s  a f t e r  t h e  s i g n a l  a p p e a r s  a t  t h e  

i n p u t  o f  t h e  q u a d r a t u r e  r e c e i v e r .  T h e  v a l u e  o f  t h i s  maxi mum 

i s  a r a n d o m  v a r i a b l e  w i t h  a R i c e a n  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  

f u n c t  i o n

2 2 q q + A qA
p f q )  = _  e x p  ( ------ —— ----->1^ — ^ - )  ( 5 . 1 0 - 4 )

w h e r e  Aq i s  t h e  m a x i m u m  v a l u e  o f  t h e  s i g n a l  a t  t h e  o u t p u t
*.1

whe n  t h e r e  i s  n o  n o i s e  a t  t h e  i n p u t ;  a i s  t h e  v a r i a n c e  o f  

t h e  n o i s e  a t  t h e  o u t p u t  o f  t h e  RC f i l t e r .

The  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  s i g n a l  w i l l  b e  d e t e c t e d  

i s  g i v e n  a s

= P {s i g + n o  i s e >TR a n d  n o i s e c s i g + n o i s e 1 ( S . 3 f l - 5 )

T h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  n i o s e  w i l l  n o t  r e a c h  t h e  v a l u e  o f  

t h e  e n v e l o p e  a t  t*= Z  +T^ d u r i n g  t h e  t i m e  i n t e r v a l  0< t ^ T  i s

r  — A
P f q )  * - /  — —  e x p f S  T) f 5 . 1 0 - f i )

« sn n
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q -  i s  t h e  v a l u e  o f  t h e  s i g n a l  p l u s  n o i s e  a t  t - ^ + T ^  a n d  i s  

a r a n d o m  v a r i a b l e  w i t h  R i c e  d e n s i t y  f u n c t i o n  p f q ) .  A v e r a g i n g  

o v e r  a l l  v a l u e s  f o r  q g r e a t e r  t h a n  t h e  t h r e s h o l d  TP we g e t  

t h e  p r o b a b i l i t y  o f  d e t e c t i o n  a s

I n  t h i s  c a s e  A a n d  P a r e  f u n c t i o n s  o f  q .  E q u a t i o n  ( 5 . 1 0 - P )  n n

h a s  b e e n  s o l v e d  n u m e r i c a l l y , F o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  P ^ a t h e  

p r o b a b i l i t y  o f  d e t e c t i o n  h a s  b e e n  c a l c u l a t e d  a n d  t h e

c a l c u l a t e d  r e s u l t s  h a v e  b e e n  c o m p a r e d  w i t h  t h e  r e s u l t s  

o b t a i n e d  b y  c o m p u t e r  s i m u l a t i o n .  I n  t h e  s i m u l a t i o n  we h a v e  

a s s u m e d  t h a t  t h e  s i g n a l  a n d  i t s  t i m e  o f  a r r i v a l  a r e  d e t e c t e d  

i f  t h e  m a x i m u m  d u e  t o  b o t h  t h e  s i g n a l  a n d  t h e  n o i s e  i s  i n  

t h e  i n t e r v a l

I s  g r e a t e r  t h a n  a n y  maxi mum d u e  t o  t h e  n o i s e  o n l y .  S i m u l a t e d  

a n d  c a l c u l a t e d  r e s u l t s  a r e  g i v e n  i n  F i g .  S . 1 0 - 1 , 2 , 1  a n d  d .

5 . 1 1  P r o b a b i l i t y  o f  a c q u i s i t i o n

Pd “  ]  P p f q ) d q  
TK

( 5 . 1 0 - 7 )

o r

A

S
n

n
e x p ( S T ) p ( q ) d q ( 5 . 1 0 - P )

( 5 . 1 0 - 9 )

The  p r o b a b i l i t y  o f  a c q u i s i t i o n  P a c q  c a n  b e  s ho wn

t o  be

( 5 . 1 1 - 1 )
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C a l c u l a t e d  a n d  s i m u l a t e d  r e s u l t s  a r e  g i v e n  i n  F i g .  

S . 1 1 - 1 , 2  a n d  3 .

5 . 1 2  P r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  a c q u i s i t i o n ,  P f . , c

F a l s e  a c q u i s i t i o n  w i l l  o c c u r  i f  a t  l e a s t  t w o

d e t e c t e d  ma x i ma  a r e  d u e  t o  t h e  n o i s e  o n l y  when  t h e  s i g n a l  i s

p r e s e n t ,  a n d  t h e i r  t i m e  d i s t a n c e  i s  l e s s  t h a n  3 T ^ . I n  o r d e r

t o  c a l c u l a t e  P j a c  we h a v e  t o  f i n d  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e

n o i s e  i s  g r e a t e r  t h a n  t h r e s h o l d  a n d  g r e a t e r  t h a n  s i g n a l  p l u s

n o i s e  a t  t =  ?*+T. . We c a n  w r i t e  t h i s  a s  f o l l o w sh

P,  = P { s i q + n o i s e > T R  a n d  n o i s e 5 s i g + n o i s e 3  +
L ^  S

P I s i q + n o i s e < T R  a n d  n o i s e > T R )
f 5 . 1 2-11

T h i s  p r o b a b i l i t y  c a n  b e  c a l c u l a t e d  a s  
oo TR

P f a s = J f 1- P  fq > 1p f q ) d a  + P f g  ^ p f q l d q  ( 5 . 3  2 - 2 )

TR O

a n d  f i n a l l y  a f t e r  f e w  m a n i p u l a t i o n s  we h a v e
TR o»

P f a s = f P f a - 1 )  J P f q ) d q  + 1 "  J f 5 . 1 2 - ? )
0  TR

Now we  c a l c u l a t e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f a l s e

a c q u i s i t i o n  P f a c  a s

P f , c  -  ' " f . s '2 0 - ” 9 - 5 . 1 2 - 4 ,

w h e r e  0 , 3  39 i s  p.. f o r  TR=0 .r a c n
C a I c u l a t e d  a n d  s i m u l a t e d  r e s u l t s  f o r  P f a s  a n d  P f a c  

a r e  g i v e n  i n  F i g .  5 , 3 2 - 3 , 2  a n d  F i g .  5 . 1 3 - 1 , 2 , 3  r e s p e c t i v e l y .
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5 . 1 3  S i m u l a t i o n  r e s u l t s  f o r  a R a y l e i g h  f a d i n g  m u l t i p a t h  

c h a n n e l

F o r  a R a y l e i g h  f a d i n g  m u l t i p a t h  c h a n n e l  we d o  a 

s i m u l a t i o n  t o  e s t i m a t e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a c q u i s i t i o n  a n d  

t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  a c q u i s i t i o n  when  s i g n a l  i s  p r e s e n t .

T h e  c h a n n e l  m o d e l  o f  a R a y l e i g h  f a d i n g  m u l t i p a t h  

c h a n n e l  u s e d  i n  t h i s  s i m u l a t i o n  i s  g i v e n  i n  F i g .  5 . 1 3 - 1 .  

A f t e r  e a c h  d e l a y  l i n e  we i n s e r t  a v a r i a b l e  d e l a y  l i n e  o f  T  

s e c o n d s .  E a c h  ?"* i s  a r a n d o m  v a r i a b l e  w i t h  p r o b a b i l i t y  

d e n s i t y  f u n c t i o n  g i v e n  b y  ( 2 - 3 ) .

S i m u l a t e d  r e s u l t s  a r e  g i v e n  i n  F i g .  5 . 1 3 - 2 , 3  a n d  

4 ,  f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  P f a c n * we c o m p a r e  t h i s  r e s u l t s  

w i t h  t h e  r e s u l t s  g i v e n  i n  F i g .  5 . 1 1 - 1 , 2  a n d  3 we w i l l  s e e  

t h a t  t h e r e  i s  s m a l l  d i f f e r e n c e  f o r  s m a l l  s i g n a l  t o  n o i s e  

r a t i o ,  a n d  v e r y  b i g  d i f f e r e n c e  f o r  l a r g e  s i g n a l  t o  n o i s e  

r a t i o .  We c o u l d  e x p e c t  t h i s  d i f f e r e n c e ,  b e c a u s e  i t  i s  known 

t h a t  f e d i n q  a f f e c t s  t h e  s y s t e m  much  m o r e  a t  l a r g e  s i g n a l  t o  

n o i s e  r a t i o  t h a n  a t  s m a l l  s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o .  The  s a m e  

e f f e c t  c a n  b e  s e e n  i n  F i g .  5 . 2 - 2 .

- 64 -



u(t)exp(jwt)

Re

n d I ms I ms

F i g .  5 . 1 3 - 1

r  ( t )

-  6 5  -



99. 99

9 9 . 9
9 9 . 8

99
98

95

90

80

70
60
50
40
30

20
f  a c

cr

a c g

0 . 01
12 1593 6

SIGNAL-TO-NOISE RATIO E. /N  (dB>n  o

F i g .  5 . 1 3 - 2  P r o b a b i l i t y  o f  a c q u i s i t i o n  P a n d  p r o b a b i l i t y
ctCGf

o f  f a l s e  a c q u i s i t i o n  P ,  f o r  P -  = 1.
I d C  i d

-  6 6  -



99.99

9 9 . 9
9 9 . 8

99
98

95

90

80

70
60
50
40
30

20
f  a c

10

a c q

0 . 01
159 123 6

SI GNAL- TO- NOI S E RATIO E, / N (dB)n  o

F i g .  5 . 1 3 - 3  P r o b a b i l i t y  o f  a c q u i s i t i o n  p a c q  p r o b a b i l i t y

o f  f a l s e  a c q u i s i t i o n  P f a c  f o r  P f a c n = ° * 1

- 67 -



99.99

9 9 . 9
9 9 . 8

99
98

95

90

80

70
60
50
40
30

20

0 . 0 1
1512963

SIGNAL-TO-NOISE RATIO E. /N  (dB)n o

Fiq. 5.13-4 Probability of acquisition V and probability^ aC4
of false acquisition Pfac for Pfacn=

- 68 -



CONCLUSION

Th e  maxi mum p r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  a c q u i s i t i o n  P f f l cn  

i s  f o r  TR = D , a n d  t h i s  v a l u e  i s  0 . 1 3 9 ,  a n d  i s  s a m e  f o r  a l l  

v a l u e s  o f  s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o .

As we c a n  s e e  f r o m  t h e  d i a g r a m s  s h o w i n g  f o r  

g i v e n  p r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  a l a r m  P ^ ,  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  

s i m u l a t e d  a n d  c a l c u l a t e d  r e s u l t s  i s  a c c e p t a b l e  i n  t h e  e n t i r e  

r a n g e  o f  s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o .  T h e  d i f f e r e n c e  i s  l a r g e r  f o r  

l o w e r  s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o .  The  r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h a t  f o r  

s m a l l  s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o  t h e r e  i s  m o r e  p r o b a b i l i t y  t h a t  

t h e  m a x i m u m  d u e  t o  t h e  s i g n a l + n o i s e  w i l l  b e  s h i f t e d  t o  t h e  

l e f t  o r  t o  t h e  r i g h t  f r o m  t = £ " + T ^ .  F o r  h i a h  s i g n a l  t o  n o i s e  

r a t i o  t h e  d i f f e r e n c e  i s  a l m o s t  n e g l i g i b l e .

F o r  t h e  s a m e  r e a s o n ,  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n

c a l c u l a t e d  a n d  s i m u l a t e d  r e s u l t s  f o r  P _ _  i s  l a r g e r  f o ra c q

l o w e r  s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o .

F i n c e  f o r  a R a y l e i g h  f a d i n g  m u l t i p a t h  c h a n n e l  w i t h  

v a r i a b l e  d e l a y  t i m e  I t  i s  i m p o s s i b l e  t o  c a l c u l a t e  t h e  

p r o b a b i l i t y  o f  a c q u i s i t i o n  Pa c q  flnd  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f a l s e  

a c q u i s i t i o n  , c o m p u t e r  s i m u l a t i o n  h a s  b e e n  d o n e  a n d

s i m u l a t e d  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d .
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FUTURE WORK

S i n c e  i n  t h i s  w o r k  we  h a v e  a n a l y z e d  o n l y  t h e  

a c q u i s i t i o n  s c h e m e  f o r  a f r e q u e n c y - h o p p e d  SS s i g n a l  r e c e i v e d  

o v e r  a n  HF c h a n n e l  , t h e  f u t u r e  w o r k  s h o u l d  i n c l u d e  t h e  

d e v e l o p m e n t  a n d  a n a l y s i s  o f  a t r a c k i n g  s c h e m e .  B e c a u s e  o f  

t h e  o v e r l a p i n g  b e t w e e n  t w o ,  t h r e e  o r  m o r e  a d j a c e n t  

f r e q u e n c i e s ,  t h e  t r a c k i n g  p r o h l e m  i s  m u c h  m o r e  d i f f i c u l t  

t h a n  i n  t h e  c a s e  o f  c o n s t a n t  d e l a y  t i m e .

W i t h  t h e  s c h e m e  we h a v e  p r o p o s e d  t h e  m i n i m u m  

a c q u i s i t i o n  t i m e  i s  a p p r o x i m a t e 1 y e q u a l  t o  t h e  p e r i o d  o f  

p s e u d o r a n d o m  s e q u e n c e .  F o r  v e r y  l o n g  s e q u e n c e s  t h e  

a c q u i s i t i o n  t i m e  c a n  b e  u n a c c e p t a b l e . T h e r e f o r e ,  f u t u r e  w o r k  

s h o u l d  a l s o  i n c l u d e  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  r a p i d  a c q u i s i t i o n  

s c h e m e s .

I n  t h i s  w o r k  we h a v e  a n a l i z e d  t h e  a c q u i s i t i o n  

s c h e m e  f o r  p o s s i b l e  o v e r l a p p i n g  o f  a t  m o s t  t h r e e  a d j a c e n t  

f r e q u e n c i e s .  The  c a s e  w i t h  o v e r l a p p i n g  o f  m o r e  t h a n  t h r e e  

f r e q u e n c i e s  ( f a s t e r  f r e q u e n c y  h o p p i n g )  h a s  t o  b e  a n a l y z e d .

- 70 -



APPENDIX A

T h e  f i r s t  p a s s a g e  t i m e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y

f u n c t i o n  c a n  b e  f a u n d  f o r  t h e  c a s e  o f  o n e  d i m e n s i o n a l  Ma r k o v

p r o c e s s .  F o r  t h i s  c a s e  w e  d e r i v e  t h e  F o  k k e r - P 1 a n c k

d i f f e r n t i a l  e q u a t i o n .

L e t  x f t )  h e  a r a n d o m  p r o c e s s ,  a n d  l e t  x l t j )  ,

x ( t . )  . . . . , x  f t  ) b e  a s e t  o f  i t s  v a l u e s  a t  t h e  c o n s e c u t i v e  2 n
t i m e  i n s t a n t s  t ^ >t ^ > . . . > t  . C o n s i d e r  t h e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  

f u n c t i o n  o f  t h e  v a l u e  o f  x f t )  a t  t h e  m o s t  r e c e n t  t i m e  t ^

p f x ( t . )  , . . . , x  f t  )1
P v r x ( t .  ) / x  ( t  ) , . . . , x f t  ) 1=— =---------i---------------------- ----  ( A - 1)

x ^ p x r x f t ;!> , . . . f x f t n ) i

T h e  p r o c e s s  x f t ) i s  s a i d  t o  b e  M a r k o v  p r o c e s s  i f  t h e  

c o n d i t i o n a l  d e n s i t i  f u n c t i o n  ( A - l )  d e p e n d s  o n l y  o n  t h e  l a s t  

v a l u e  x f t j )  a n d  n o t  on  t h e  p r e c e d i n g  v a l u e s  x f t * • • • t x f t n ) 

w h e r e  t ? > t ^ > . . . > t n , a n d  h e n c e  f o r  a M a r k o v  p r o c e s s  we c a n  

wr  i t e

p Tx f t .  I , x f t  )1 
p r x f t .  ) / x  f t , )  , . . . , x f t  >1=—  --------------------- -------  f A- 2 )

p x f x r t ? n

L e t  u s  c o n s i d e r  now t h e  r e l a t i o n

p x f x l ' x 2 '  = Px fXl / x 2 ) M * 2) f A- 3 )

w h e r e  p x ( x ^ l  s t a n d s  f o r  Px F x f t . ) 1 .  I n t e g r a t i n g  f A- 3 )  o v e r  x ?
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we have

’x ' x i ’ "  ]  W ’V W ' ’’' ?  (* - 4)

To c o n v e r t e  ( A- d)  i n t o  a d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  we c h o s e

a n d  now we c a n  w r i t e  ( A - 4 )  i n  t h e  f o r m

Px f)V  =  ̂ Px fxr /x)Px fx)rix ( A - M

L e t  u s  i n t r o d u c e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  f u n c t i o n

W f w; x) = F{ e x p [  j w f x ^ - x )  1 )= ^ e x p  T j  w f x ^ - x ) 1 p y ( x^ . / X) d x r  (A-"7)

o f  t h e  r a n d o m  i n c r e m e n t  x ^ - x  w h i c h  o c c u r s  d u r i n g  t h e  t i m e  

i n t e r v a l  r t , t + i ' 1 ,  g i v e n  t h a t  x ( t ) » x .  S u b s t i t u t i n g  t h e  

i n v e r s e  t r a n s f o r m

—  (  27T )
p ^ f x ^ / x )  = ---------— I e x p r - j w f x ^ - x l W f w ; x ) d w  fA-fl )

i n t o  (A-41 we h a v e

S i

P ( l O  =   \ i e x p f - j w f x - . - x l  1 W( w; x)  p fx)  dwdx f A - ? l
x t  2 TT * ’

a n d  u s i n g  t h e  f o r m u l a  f o r  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  f u n c t i o n

©o n
Z ( T W)

  m f x l  ( A- 101

n!  nn= i
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w h e r e  m fx)  a r e  m o m e n t s  n

m fx)  * E f f x r - x ) n ) f A - l 1)n 1

o f  t h e  i n c r e m e n t  x ^ - x .  I t  f o l l o w s  t h a t

eo .  .

p fx«.) =  !-------  11 e x p  r -  j  w f x * , - x ) 1 f j w ) nm f x ) p  ( x ) d w d x  fA-1 2)
* t —  2 71 n ! JJ ' n xn*o

H o we v e r  s i n c e

 \  e x p  T j w f xr - x )  1 f j w)  ndw= f -  — — f  f   \  e x p f - j w f x . . - x )  l dw}
2 7T j  f  h r  2IT J

f A - 1 3)
n rj A  ( v — v\

Ai t -

we f i n d  t h a t

Z 3 A n
 T  f " T S *  flT' n , ^ , P , X f 11 f A - H )
  J _ , "

n .  "  in= |

o r  d i v i d i n q  b y  t  a n d  t a k i n q  t h e  l i m i t  £ ' - *  0  , we o b t a i n

d p  f x ) 1 \
- -  N ( -  —2— ) n f K ( x ) p f x ) 1 f A - l 5)-Itd t  £_  n!  i  n

n *  I
x t

w h e r e

m fx)
K fx)  *= l i m  — - -------- f A - l  5)

n f ^ O f

a r e  s o  c o l l e d  i n t e n s i t y  c o f f i c i e n t s .  E q u a t i o n  f A - l M  i s
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F o r  c o n t i n u o u s  M a r k o v  p r o c e s s e s  h i g h e i  

i n t e n s i t y  c o f f i c i e n t s  K ^ r . a r e  e q u a l  t o  z e r o ,

c a s e  e q u a t i o n  ( A - 1 5 )  t a k e s  f o r m

d P f x > I  ............................ I t

d t
—  F K . f x J p f x l l  + -----  ——x- FK f x ) p ( x )1
d x  2 d x  7

a n d  i s  c a l l e d  t h e  F o k k e r - P l a n c k  e q u a t i o n .

o r d e r  

I n  t h i s

( A- 171
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APPENDIX B

I n  t h i s  a p p e n d i x  we d e r i v e  t w o - d i m e n s i o n a l  

p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  o f  t h e  e n v e l o p e  o f  z e r o  mean  

n a r r o w b a n d  G a u s s i a n  n o i s e .

N a r r o w b a n d  n o i s e  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y

n f t )  = x f t ) c o s f w Q t )  -  y f t ) s i n f W Q t l  ( B - l )

w h e r e  x f t )  a n d  y f t i  a r e  q u a d r a t u r e  c o m p o n e n t s .  I t  c a n  b e  

s h o w n  t h a t  i f  t h e  s p e c t r u m  d e n s i t y  f u n c t i o n  o f  n f t )  i s  

s y m m e t r i c  a r o u n d  wq , t h e n  x f t i  a n d  y f t )  a r e  u n c o r r e l a t e d  

r a n d o m  p r o c e s s e s ,  i . e .

P x , y ' W  "  0 fB- 2)

f o r  a i l  v a l u e s  o f  t ^  a n d  t ^ .  A l s o  i t  c a n  b e  s h o wn  t h a t

w v  - v w  'B- 31
a n d

(T*= £»2 = G'y2 (B-«)

L e t  us  d e n o t e  b y  x ^ ,  x ^ ,  y^ a n d  y ? t h e  s a m p l e s  o f  

t h e  q u a d r a t u r e  c o m p o n e n t s  a t  t h e  t i m e  i n s t a n c e s  t ^  a n d  t  ? . 

A l s o  we d e n o t e  t h e  s a m p l e s  o f  t h e  e n v e l o p e  a t  a n d  t ? b y  

q x a n d  q 2 -

F i r s t  we f o r m  t h e  j o i n t  d e n s i t y  f u n c t i o n  o f  x ^ ,
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2 '  y ly  a n d  y.

p f X j , x ? f y 1 , y 2 )
( 2  ) n/2  | A | 1/2  e X p r ~ 2 ^  1x1 <B-5>

w h e r e

X  =

and the c o v a r i a n c e  matrix A  is given as follows

& 2 R 12 0 0

R 21 G* n n

0 0 f 2 R 12
0 0 R 21 c 1

; f o u n d a n d i s  g i v e n

A = < &
4

-  P 21 2

( B- 7 )

(B- Rl

a n d  i n v e r s e  m a t r i x  o f  A i s

A 1-
f -  R 12

Gl - R12 n 0

-R J 2 52 0 0

n 0 V 1 -R

0 n ” R] 7 G
12

(B-?>

P ( x 1 , x p , y 1 #y 2 )

S u b s t i t u t i n g  ( B - 6 ) a n d  ( B - 9 )  i n  ( B - J i  we f i n d

I , I . e t  2 . *
— j -------e x p f --------------t— =------[ f  x 2+ 6r2yt +{T y

( 27T) f & _ R j 2 { ff - R j  2 ) 1 2 ]

2 Z
2

(£
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Subst i tut ing

x = q . c o s 0 | y .  = q . s i n S ,

x 2 *= q ? r o s 02 y ? » q 2c o s 02

I n  ( B - 1 0 )  we f i n d

1
p f q .  , q 7 , 6 t r 02 ) = ---------- 5-----r-----j ------e x p f ----------- —---- r ------f & q ,  + G q 2f 2 i r r  ( G ' +r* -  ) 2 f ( T - R 1 ? )

X£ f B- 12)
- P R ^ q j q j C o s f  6 , -  Qt ) 1 } | j |

w h e r e  J  i s  t h e  J a c o b i a n  o f  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n  o f  v a r i a b l e s  

a n d  i s  f o u n d  t o  be

M =  q j q 2 fF-13>

I n  o r d e r  t o  f i n d  p f q ^ q ^ )  we p e r f o r m  t h e  n e x t  i n t e g r a t i o n

2F 2F

p f q l , q 2 '  = ^ ^  p , q l 'q 2 ' 8 , ,  82 ) d 0 , d 8 i f B- 14)

0 0
a n d  a f t e r  s i m p l e  c a l c u l a t i o n  we f i n d

q l q 2 &J f q ] + q 2 } R12q l q 2P ( q , , q ? ) =  . J t  e x p r ------------ i ---- §-------I l f  V  1 /  > f B - 1 5 i
1 ? Z f ^ + R ^ )  0

w h i c h  i s  t h e  r e s u l t  t h a t  we w e r e  l o o k i n g  f o r .

Now we f i n d  t h e  t r a n s i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  

f u n c t i o n  p f q ^ / q ^ )  o f  t h e  e n v e l o p e

p i q j  * q 2 )
p f q ^ / q , ) * --------------------  f B - i 6 )

p f p j )

U s i n g  ( B - 1 5 )  a n d  i n t r o d u c i n g  ^  a s
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( B - l 7 )

we g e t  f o r  t r a n s i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n

. , . q ] , qW l <4 , ,  , A q l q 2 ,pfq^/q^3 — j------ 7— expr- ------ 5------ 5— 11 r — 2-------- >— 1
2 1 fr r i - / t  ' 2 f U - / t  ) $ 2< i - / t 1

T h i s  r e s u l t  h a s  b e e n  u s e d  f o r  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  

f i r s t  p a s s a g e  t i n e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n .
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