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SECTION I . INTRODUCTION

L e t  C b e  a  c o m p a c t  m a n i f o l d  and  ft a  c o n n e c t e d  s i m p l y  

c o n n e c t e d  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p .  We s a y  t h a t  t h e  g r o u p  ft a c t s  

on C i f  t h e r e  e x i s t s  a m a p p in g

<$: C x ft -• C

w h i c h  d e p e n d s  c o n t i n u o u s l y  on b o t h  v a r i a b l e s  a n d ,  when  we 

d e n o t e  cp (c ,n )  by  c n  (c  € C, n  € h ) , s a t i s f i e s

( i )  ( c n ^ ) n 2  = c C n ^ ^ )  an(*

( i i )  c e  = c

w h e r e  c i s  a n  a r b i t r a r y  p o i n t  i n  C, n-^ and  n2  a r e  a r b i t r a r y  

e l e m e n t s  o f  n an d  e  i s  t h e  i d e n t i t y  o f  h-

The s e t  3 o f  e l e m e n t s  o f  h w h i c h  l e a v e  a l l  p o i n t s  o f  C 

f i x e d  ( i . e . ,  '3 = { f  € h:  c f  = c  f o r  a l l  c € C}) i s  a  c l o s e d  

n o r m a l  s u b g r o u p  o f  h .  I f  3 = {e} we s a y  t h a t  h a c t s  

e f f e c t i v e l y  on  C. We s a y  t h a t  h a c t s  t r a n s i t i v e l y  on  C i f ,  

f o r  a n y  two p o i n t s  c^  a n d  C2 o f  C, t h e r e  e x i s t s  an  e l e m e n t  

n  o f  a s u c h  t h a t  c ^ n  = C2«

L e t  u s  a s su m e  t h a t  ft a c t s  e f f e c t i v e l y  a n d  t r a n s i t i v e l y  

on  C. Then C i s  c a l l e d  a  n i l m a n i f o l d .

F o r  a  g i v e n  p o i n t  c  € C, t h e  s e t  r o f  e l e m e n t s  n  i n  n 

f o r  w h i c h  c n  = c i s  a  c l o s e d  s u b g r o u p  o f  ft a n d  i s  c a l l e d  t h e  

s t a b l e  s u b g r o u p  o f  h c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  p o i n t  c .  The  

n i l m a n i f o l d  C i s  i s o m o r p h i c  t o  t h e  s p a c e  o f  c o s e t s  o f  h b y  r.
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A. I .  M a l ' c e v ,  i n  [ 5 ] ,  showed t h a t  w i t h  t h e  a b o v e  

a s s u m p t i o n s  t h e  s t a b l e  s u b g r o u p s  r  o f  h a r e  d i s c r e t e .

The  l o w e r  c e n t r a l  s e r i e s  o f  ft i s  d e f i n e d  t o  b e  t h e  

s y s t e m  o f  n o r m a l  s u b g r o u p s

- I  2 . 3  wt + lft = ft => ft =3 h ^  • => n n) n = e

w h e r e  ft1 i s  g e n e r a t e d  b y  t h e  e l e m e n t s  g" h~ g h ,  g € h ,  

h  € ft1 " , f o r  i  = 2 , 3 , . . . , £ + 1 . L e t  N b e  t h e  L i e  a l g e b r a  

o f  ft* The l o w e r  c e n t r a l  s e r i e s  o f  N i s  d e f i n e d  t o  b e  t h e  

s y s t e m  o f  i d e a l s

N = N1 3  N2 3  . . .  3  N* r> N‘t+1  = 0

1 * 1 
w h e r e  N i s  g e n e r a t e d  b y  t h e  e l e m e n t s  [ a , b ] ,  a  € N,  b  € N1 ”

f o r  i  = 2 , 3 , .  . . , - t + l .  I f  t h e  l o w e r  c e n t r a l  s e r i e s  o f  ft ( a n d

h e n c e  a l s o  t h a t  o f  N) i s  o f  l e n g t h  t i . e .  c o n t a i n s  I

n o n - t r i v i a l  s u b g r o u p s  ( i d e a l s ) ,  t h e n  we s a y  t h a t  ft ( a n d

h e n c e  N) i s  { . - s t e p  n i l p o t e n t .

S i n c e  ft i s  s i m p l y  c o n n e c t e d ,  c o n n e c t e d  a n d  n i l p o t e n t ,  

t h e  e x p o n e n t i a l  m a p p i n g ,  d e n o t e d  b y  e x p ,  i s  a  hom eom orph ism  

o f  N o n t o  ft. I t s  i n v e r s e  m a p p in g  i s  c a l l e d  t h e  l o g a r i t h m  

m a p p i n g  a n d  i s  d e n o t e d  b y  l o g .  The  C a m p b e l l - H a u s d o r f f  

f o r m u l a  g i v e s  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  g r o u p  m u l t i p l i ­

c a t i o n  i n  ft a n d  t h e  L i e  a l g e b r a  o p e r a t i o n s  i n  N: I f  x ,  y

a n d  z a r e  e l e m e n t s  o f  N s u c h  t h a t

e x p ( x ) e x p ( y )  = e x p ( z )  ,
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t h e n

i = l

r
? !

r  "  ‘N

x ] , . . . , x ] , y ] , . . . , y l[ x , x ] y •  •  •  >

( c f .  [ 4 ] ,  p .  1 7 3 ). C o m p u t in g  t h e  f i r s t  f e w  t e r m s  we o b t a i n  

t h a t

S i n c e  N i s  n i l p o t e n t  t h e r e  a r e  f i n i t e l y  many  r e m a i n i n g  t e r m s .

I n  t h i s  p a p e r  we s h a l l  b e  c o n c e r n e d  w i t h  d i s c r e t e  

c o c o m p a c t  s u b g r o u p s  r o f  n h a v i n g  t h e  s p e c i a l  p r o p e r t y  t h a t  

l o g ( r )  i s  a n  a d d i t i v e  s u b g r o u p  o f  N. I f  i t  h a s  t h i s  

p r o p e r t y ,  r i s  c a l l e d  a  l a t t i c e  n i l p o t e n t  g r o u p .  I n  t h e  

c a s e  w h e r e  h i s  a b e l i a n ,  e v e r y  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  

i s  a  l a t t i c e  g r o u p .  I f  n i s  t h e  L i e  g r o u p  o f  t h r e e -  

d i m e n s i o n a l  m a t r i c e s  o f  t h e  fo rm

z -  x  + y +  % [ x ,y ]  +  Y ^ f x , [ x , y ] ] -  y j [ y , [ x , y ] ]  

-  ^ [ x , [ y , [ x , y ] ] ] + . . .

1 x  z

0 1 y , x , y , z  € F ,

0 0 1
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i t  c o n t a i n s  t h e  f o l l o w i n g  two d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p s :

1 n l n

0 1 n

0 0 1

: n 1 , n 2 , n 3 € Z

and

1 n l n 3 / 2  \ \

0 1 n 2 I : n p n 2 , n 3 € Z

0 0 i  / J
I n  t h i s  c a s e  N c o n s i s t s  o f  m a t r i c e s  o f  t h e  fo rm

0 X Z \
0 0

y
, x,y,z € R ,

0 0 0 /

a n d  l o g :  ft -• N i s  g i v e n  b y

log (M )  = M -  I  -  <M ~ ,

w h e r e  M i s  a  m a t r i x  i n  ft a n d  I  i s  t h e  i d e n t i t y  m a t r i x .  

U s i n g  t h i s  e q u a t i o n  i t  c a n  b e  shown t h a t  l o g ( r 2 ) i s  a  

l a t t i c e  i n  N, b u t  l o g ( r ^ )  i s  n o t .

We s h a l l  p r o d u c e  a  c o n d i t i o n  w h i c h  i s  n e c e s s a r y  and  

s u f f i c i e n t  f o r  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  r  o f  a 

c o n n e c t e d  s i m p l y  c o n n e c t e d  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p  ft t o  b e  a  

l a t t i c e  g r o u p ,  i n  b o t h  t h e  t w o - s t e p  a n d  t h r e e - s t e p  c a s e s .  

T h e s e  c o n d i t i o n s  e n a b l e  u s  t o  d e s c r i b e  a l l  t h e  l a t t i c e  

n i l p o t e n t  g r o u p s  o f  t h e  f r e e  t w o - s t e p  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p



a n d  t h e  f r e e  t h r e e - s t e p  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p .  We s h a l l  

p r o v e  t h a t  e v e r y  l a t t i c e  s u b g r o u p  o f  a  c o n n e c t e d  s i m p l y  

c o n n e c t e d  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p  ft i s  t h e  hom om orph ic  image  

o f  a  l a t t i c e  s u b g r o u p  o f  a  f r e e  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p ;  h e n c e  

we i n d i r e c t l y  d e s c r i b e  a l l  t h e  l a t t i c e  s u b g r o u p s  o f  h when 

h i s  two-  o r  t h r e e - s t e p  n i l p o t e n t .
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SECTION I I .  CONNECTED SIMPLY CONNECTED NILPOTENT LIE

GROUPS AND THEIR DISCRETE COCOMPACT SUBGROUPS

I n  t h i s  s e c t i o n  we g i v e  some d e f i n i t i o n s  an d  f a c t s  

c o n c e r n i n g  t h e  a b o v e  g r o u p s  w h i c h  r e v e a l  a g r e a t  d e a l  a b o u t  

t h e i r  s t r u c t u r e .  F u r t h e r  d e t a i l s  a s  w e l l  a s  p r o o f s  c a n  b e  

f o u n d  i n  [ 5 ] .

C a n o n i c a l  b a s e s . We d e f i n e  a  n i l p o t e n t  g r o u p  c a n o n i c a l  

b a s i s  o f  a n  a b s t r a c t  n i l p o t e n t  g r o u p  G t o  b e  a  f i n i t e  s e t  o f  

e l e m e n t s  gj_ , g2> • • • »gr  ° f  G s u c h  t h a t

( i )  e v e r y  e l e m e n t  g o f  G c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e
n i  n 2 n

f o rm  g = gl g 2 . . .  g r  w h e r e  n 1 , n 2 , . . . , n r

a r e  i n t e g e r s ;
n .  n • , i n

( i i )  G. = {g € G : g = g .  1g i + i + i  . . .  g r  r }

i s  a  n o r m a l  s u b g r o u p  o f  G, f o r  i  = l , 2 , . . . , r ;

a n d  i f  we s e t  Gr + ^ = {1} t h e n

( i i i )  G. /r i s  i n f i n i t e  c y c l i c  f o r  i  = l , 2 , . . . , r .  
i+ 1

We d e f i n e  a  n i l p o t e n t  L i e  a l g e b r a  c a n o n i c a l  b a s i s  t o

b e  a  b a s i s  e ^ , e 2 , . . . , e r  o f  a  n i l p o t e n t  L i e  a l g e b r a  N w h i c h

h a s  t h e  p r o p e r t y  t h a t  t h e  c o l l e c t i o n  o f  e l e m e n t s  s p a n n e d  

b y  e i > e £+ i , . . . , e r  i s  a n  i d e a l  o f  N f o r  i  = 1 , 2 , . . . , r .

We w i l l  s h o r t e n  t h e s e  t e r m s  t o  " c a n o n i c a l  b a s i s "  i n  

e a c h  c a s e  s o  l o n g  a s  n o  c o n f u s i o n  r e s u l t s .

C o o r d i n a t e  s y s t e m s . L e t  ft b e  a  c o n n e c t e d  s i m p l y  

c o n n e c t e d  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p  a n d  l e t  N b e  i t s  L i e  a l g e b r a .
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F o r  a  g i v e n  c a n o n i c a l  b a s i s  e ^ , e 2 , . . . , e r  o f  N, e v e r y
r

e l e m e n t  a i n  N h a s  a  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  f o r m  a = £ a . e .
i » l  1 1

w h e r e  a ^ , a 2 , . . . , a r  a r e  r e a l  n u m b e r s .  We s a y  t h a t

>e 2 > • • • > e r  i s  a  c o o r d i n a t e  s y s t e m  o f  t h e  f i r s t  t y p e  f o r  

h ,  a n d  a = e x p ( a )  h a s  c o o r d i n a t e s  a ^ , a 2 » . . . , a r  w i t h  r e s p e c t  

t o  t h i s  s y s t e m .

S u p p o s e  ft h a s  a s y s t e m  o f  o n e - p a r a m e t e r  s u b g r o u p s  

x ^ ( t ) , X 2 ( t ) , . . . , x  ( t )  s u c h  t h a t

( i )  e a c h  e l e m e n t  a  i n  h c a n  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e

f o r m  x-L( t 1) x 2 ( t 2 ) . . . x r ( t r ) w h e r e  t ^  , t 2 , . . . , t

a r e  r e a l  n u m b e r s ;

( i i )  = {a € h : a. c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s

x i ( t i > x i + i ( t i + i ) . . . x r ( t r ) } i s  a  c l o s e d  n o r m a l  

s u b g r o u p  o f  h ;  a n d  i f  we s e t  h r + ^ = {1} t h e n

( i i i )  a  o n e - p a r a m e t e r  v e c t o r  g r o u p

f o r  i  = 1 , 2 , . . . , r  .

Then  x ^ ( t ) , X 2 ( t ) , . . . , x r ( t )  a r e  s a i d  t o  b e  a  c o o r d i n a t e  s y s ­

tem  o f  t h e  s e c o n d  t y p e  f o r  n ,  a n d  i f  a  = x ^ ( t ^ ) x 2 ( 12)• • *xr ( t r )

we s a y  a  h a s  c o o r d i n a t e s  t ^ , t 2 , . . . , t r  w i t h  r e s p e c t  t o  t h i s  

s y s t e m .

A s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s e c o n d  t y p e  

x ^ ( t ) , X 2 ( t ) , . . . , x r ( t )  d e t e r m i n e s  a  c o r r e s p o n d i n g  s y s t e m  

o f  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  f i r s t  t y p e  e ^ , e 2 , . . . , e r  w h e r e  

x ^ ( l )  = e x p ( e ^ )  f o r  i  = l , 2 , . . . , r .  L i k e w i s e  a  s y s t e m  o f  

t h e  f i r s t  t y p e  d e t e r m i n e s  a  s y s t e m  o f  t h e  s e c o n d  t y p e .
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We c a n  now s t a t e  a  num ber  o f  r e s u l t s  w h i c h  we w i l l  

d raw  upon  l a t e r .

A l .  E v e r y  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  t o r s i o n - f r e e  n i l p o t e n t  g r o u p  

c a n  b e  embedded i n  a  s i m p l y  c o n n e c t e d  n i l p o t e n t  a n a l y t i c  

g r o u p  a s  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p .

A2 . E v e r y  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  o f  a  c o n n e c t e d  s i m p l y  

c o n n e c t e d  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p  c o n t a i n s  a t  l e a s t  o n e  c a n o n i c a l  

b a s i s .  (H ence  s u c h  a  s u b g r o u p  i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  and  

t o r s i o n - f r e e . )

A3 . I f  r x a n d  Ty a r e  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p s  o f  t h e  

c o n n e c t e d  s i m p l y  c o n n e c t e d  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p s  ft^ a n d  fry 
r e s p e c t i v e l y ,  t h e n  e v e r y  i s o m o r p h i s m  b e t w e e n  a n d  Vy c a n  

b e  e x t e n d e d  t o  a  t o p o l o g i c a l  i s o m o r p h i s m  b e t w e e n  ft-̂  and  fty.

A4 . S u p p o s e  ft i s  a  c o n n e c t e d ,  s i m p l y  c o n n e c t e d  n i l p o t e n t  

L i e  g r o u p  w i t h  L i e  a l g e b r a  N and  e ^ , . . . , e r  i s  a  c a n o n i c a l  

b a s i s  f o r  N. F u r t h e r m o r e ,  s u p p o s e  t h e  c o n s t a n t s  o f  s t r u c ­

t u r e  o f  N w i t h  r e s p e c t  t o  e ^ , . . . , e r  a r e  r a t i o n a l .  Then 

e x p ( e ^ ) , . . . , e x p ( e r ) g e n e r a t e  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  

o f  ft.

A5 . I f  x ^ ( t ) , X 2 ( t ) , . . . , x r ( t )  i s  a  c o o r d i n a t e  s y s t e m  o f  t h e  

s e c o n d  t y p e  f o r  ft a n d  G i s  a  s u b g r o u p  o f  ft c o n t a i n i n g  

x ^ ( l ) , X 2 ( 1 ) , . . . , x r ( l ) , t h e n  ft/G i s  c o m p a c t .
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A6. I f  Y^, Y2>***>Yr  i s  a  c a n o n i c a l  b a s i s  f o r  t h e  d i s c r e t e  

c o c o m p a c t  s u b g r o u p  T o f  h ,  t h e n  t h e  o n e - p a r a m e t e r  s u b g r o u p s  

t h r o u g h  Y^ » Y2 >• • • > Yr  fo rm  a  c o o r d i n a t e  s y s t e m  o f  t h e  s e c o n d  

t y p e  f o r  n. L o g (  y-^) , l o g ( Y 2 ) , —  , l o g ( Y r ) i s  t h e  c o r r e s p o n d ­

i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m  o f  t h e  f i r s t  t y p e ,  a n d  N h a s  r a t i o n a l  

c o n s t a n t s  o f  s t r u c t u r e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h i s  b a s i s .

A7 . I f  r i s  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  o f  ft a n d  

Y]_»Y2 > • • • »Yr  i s  a  c a n o n i c a l  b a s i s  f o r  r, t h e n  t h e  s u b ­

a l g e b r a  o f  N c o n s i s t i n g  o f  a l l  r a t i o n a l  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  

o f  l o g ( y ^ ) , l o g ( Y 2 ) j . . • , l o g ( y r ) i s  c a l l e d  t h e  r a t i o n a l  

a l g e b r a  o f  r a n d  i s  d e n o t e d  Q(r) . Q(l') i s  i n d e p e n d e n t  o f

t h e  c h o i c e  o f  c a n o n i c a l  b a s i s  f o r  p .

U n i p o t e n t  a l g e b r a i c  g r o u p s . The  L i e  g r o u p s  we a r e  

s t u d y i n g  may b e  l o o k e d  a t  f r o m  a n o t h e r  p o i n t  o f  v i e w ,  a n d  

i t  w i l l  b e  e x t r e m e l y  h e l p f u l  t o  do s o .  We r e f e r  t h e  

r e a d e r  t o  [ 7 ] f o r  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  t e r m s  u s e d  b e l o w  a n d  

f o r  p r o o f s  o f  ( 1 ) ,  ( 3 ) ,  a n d  (4 ) .

L e t  M(n) b e  t h e  c o l l e c t i o n  o f  a l l  n x n  r e a l  m a t r i c e s .  

L e t  T ( n )  b e  t h e  c o l l e c t i o n  o f  a l l  n i l  u p p e r  t r i a n g u l a r  

m a t r i c e s  i n  M ( n ) , a n d  U(n)  a l l  u n i p o t e n t  u p p e r  t r i a n g u l a r  

m a t r i c e s  i n  M ( n ) . L e t  ft b e  a  s i m p l y  c o n n e c t e d  n i l p o t e n t  

a n a l y t i c  g r o u p .

B l .  U (n )  i s  a n  a l g e b r a i c  g r o u p  w i t h  L i e  a l g e b r a  T ( n ) , a n d  

e x p :  T ( n )  -* U (n)  i s  a  hom eom orph ism  u n d e r  t h e  Z a r i s k i  

t o p o l o g y .



- 1 0 -

B2 . ( B i r k h o f f  e m b e d d in g  t h e o r e m .  C f .  [ 2 ] . )  T h e r e  e x i s t s  

a  f a i t h f u l  a n a l y t i c  g r o u p  r e p r e s e n t a t i o n  cp;ft U (n)  f o r  some 

p o s i t i v e  i n t e g e r  n .

B3 . An a l g e b r a i c  s u b g r o u p  o f  ft ( i . e .  o f  co(ft)) i s  c o n n e c t e d .  

C o n v e r s e l y  a  c o n n e c t e d  s u b g r o u p  o f  U (n )  i s  a l g e b r a i c .  I n  

p a r t i c u l a r ,  co(ft) i s  a n  a l g e b r a i c  g r o u p .

I f  S i s  a  s u b s e t  o f  a n  a l g e b r a i c  g r o u p ,  t h e n  t h e  

a l g e b r a i c  h u l l  o f  S i s  d e f i n e d  t o  b e  t h e  s m a l l e s t  a l g e b r a i c  

s u b g r o u p  c o n t a i n i n g  S an d  i s  d e n o t e d  c ( S ) .

B4 . L e t  C b e  a  c l o s e d  s u b g r o u p  o f  ft. T h e n  ft/C i s  c o m p a c t  

i f  a n d  o n l y  i f  G(C) = ft.

B5 . ( Cf .  [ 3 ] ,  p .  1 0 5 . )  L e t  b e  a  s u b g r o u p  o f  ft a n d  G2 

a  n o r m a l  s u b g r o u p  o f  G^. T h e n  G(G2) i s  a  n o r m a l  s u b g r o u p  

o f  G(G1 ) .
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T h eo rem  ( C . C. M o o r e ) :  L e t  r  b e  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b ­

g r o u p  o f  t h e  c o n n e c t e d  s i m p l y  c o n n e c t e d  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p  

ft. Then  t h e r e  e x i s t  l a t t i c e  n i l p o t e n t  g r o u p s  a n d  ^  o f  

ft s u c h  t h a t  3  F 3  T2 •

The  p r o o f  o f  t h i s  t h e o r e m  a p p e a r s  i n  [ 6 ] ,  p a g e s  1 5 5 - 1 5 8 .

Lemma 1 : L e t  r b e  a d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  o f  a  c o n ­

n e c t e d  s i m p l y  c o n n e c t e d  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p  n ,  a n d  K a  

n o r m a l  s u b g r o u p  o f  r s u c h  t h a t  r / K  i s  t o r s i o n - f r e e .  Then  

G(K) n T = K .

P r o o f :  We n o t e  t h a t  s i n c e  r  i s  d i s c r e t e ,  i t s  s u b g r o u p s

K a n d  G(K) n F a r e  d i s c r e t e .  By (B3 ) , G(K) i s  a  c o n n e c t e d  

s u b g r o u p  o f  ft; t h e r e f o r e  G(K) i s  s i m p l y  c o n n e c t e d .  T h u s  

G(K)/K m u s t  b e  c o m p a c t  b y  (BA) .  S i n c e  G(K) n T c o n t a i n s  K, 
G(K)/(G(K)nr) i s  a l s o  c o m p a c t .

S u p p o s e  y i s  a n  e l e m e n t  o f  t h e  g r o u p  G(K) 0 T b u t  y i s  

n o t  i n  K. L e t

n :  G(K) n r -  (G(K) n r)/K

b e  t h e  p r o j e c t i o n  m a p p i n g .  S i n c e  r/K i s  t o r s i o n - f r e e ,  i t s  

s u b g r o u p  (G(K) nr)/K i s  t o r s i o n - f r e e .  H ence  t h e  s e q u e n c e

tn(Yn ) :  n -  1 , 2 , . . .  )

i s  a n  i n f i n i t e  s u b s e t  o f  (G(K) n r)/K. B ut  s i n c e  G(K) n r
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a n d  K a r e  b o t h  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p s  o f  G( K) ,

(G(K) n r)/K m u s t  b e  d i s c r e t e  and  c o m p a c t ,  h e n c e  f i n i t e .

T h i s  c o n t r a d i c t i o n  i m p l i e s  t h a t  y m u s t  b e  a n  e l e m e n t  o f  K, 

a n d  t h e r e f o r e  G(K) n r  = K,

Th eo rem  A: L e t  r b e  a l a t t i c e  n i l p o t e n t  g r o u p  o f  ft, a n d

l e t  G b e  a  t o r s i o n - f r e e  hom om orph ic  im age  o f  r. Then  G 
i s  a  l a t t i c e  n i l p o t e n t  g r o u p .

P r o o f :  G i s  t h e  hom om orph ic  im age  o f  a  f i n i t e l y

g e n e r a t e d  n i l p o t e n t  g r o u p ,  h e n c e  i s  i t s e l f  f i n i t e l y  

g e n e r a t e d  an d  n i l p o t e n t .  S i n c e  G i s  a l s o  t o r s i o n - f r e e ,  i t  

c a n  b e  em bedded  i n  a  s i m p l y  c o n n e c t e d  n i l p o t e n t  a n a l y t i c  

g r o u p  11 a s  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p .

S u p p o s e  K i s  t h e  n o r m a l  s u b g r o u p  o f  r s u c h  t h a t  r/K 
i s  i s o m o r p h i c  t o  G, a n d  l e t  cp: r -• G b e  t h e  homomorphism 

w i t h  k e r n e l  K. S i n c e  K i s  n o r m a l  i n  p, G(K) i s  n o r m a l  i n  

G(r). B u t  G(r) = h; h e n c e  G(K) i s  n o r m a l  i n  n. M o r e o v e r ,  

G(K) i s  c o n n e c t e d ,  so  h/G(K) i s  a  s i m p l y  c o n n e c t e d  a n a l y t i c  

g r o u p .  L e t  ri: h-*h/G(K) b e  t h e  p r o j e c t i o n  m a p p i n g .  

n(r) = r-G(K)/G(K) 2= r/[G(K) n r ] .  T h e r e f o r e ,  b y  lemma 1 , 

n ( r )  i s  i s o m o r p h i c  t o  r/K. S i n c e  n(r) i s  c o c o m p a c t  an d  

d i s c r e t e  i n  h/G(K) a n d  r r ( r )  i s  i s o m o r p h i c  t o  G, we m u s t  

h a v e  to i s o m o r p h i c  t o  n / G (K) .
L e t  q : ft -• to b e  t h e  homomorphism w i t h  k e r n e l  G(K) .

N o te  t h a t  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  0 t o  r i s  t h e  homomorphism
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cp: r  -* G . I f  N a n d  M a r e  t h e  L i e  a l g e b r a ?  o f  n a n d  ft 

r e s p e c t i v e l y  a n d  d0 i s  t h e  d i f f e r e n t i a l  o f  0 ,  t h e  f o l l o w i n g  

d i a g r a m  i s  c o m m u t a t i v e :

N d0

exp

h

M

exp

to

d 0 ° l o g ( r )  = l o g  ° e(r) = l o g ( G ) . S i n c e  l o g ( r )  i s  a l a t t i c e  

an d  do i s  a  L i e  a l g e b r a  hom om orph ism ,  l o g ( G )  i s  a l s o  a 

l a t t i c e .

\
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L e t  x - p X 2 , . . . , x ^  b e  a  f i n i t e  s e t  o f  s y m b o l s .  We fo rm

t h e  f r e e  L i e  a l g e b r a  Lj. on  t h e s e  s y m b o ls  a s  f o l l o w s

( c f .  [ 1 ] ) :

L e t  W b e  t h e  s e t  o f  n o n - a s s o c i a t i v e  w o r d s  i n  

x ^ , X 2 , . . . , x ^  a n d  l e t  M(W) b e  t h e  s e t  o f  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  

o v e r  t h e  r e a l  n u m b e r s  o f  e l e m e n t s  o f  W. D e f i n e  a  b i l i n e a r

m a p p in g  M(W) x M(W) -• M(W) b y  ( u , v )  -• uv  a s  f o l l o w s :
n  n '

I f  u  = Z a . w .  a n d  v = Z b . w !  w h e r e  a .  and  b .  a r e
i = l  1 1 j = l  J J 1 J

r e a l  n u m b e r s  a n d  w^ a n d  wj a r e  e l e m e n t s  o f  W f o r

i  = l , 2 , . . . , n  a n d  j  = 1 , 2 , . . . , n '  , t h e n

n  n ' 
u v  = z Z a . b . w . w .  

i = l  j = l  1 J 1 J

w h e r e  w^w^ i s  t h e  w o r d  o b t a i n e d  b y  w r i t i n g  w^ a n d  w^ i n  

j u x t a p o s i t i o n .

I n  t h e  a l g e b r a  M(W) c o n s i d e r  t h e  i d e a l  I  g e n e r a t e d  by  

t h e  r e l a t i o n s

( i )  ( a n t i - s y m m e t r y )  u u  = 0 ;

( i i )  ( J a c o b i  i d e n t i t y )  u (v w )  +  v (w u )  +  w (u v )  = 0 

f o r  u , v , w  € M( W) .

We d e f i n e  L^ t o  b e  M ( W ) / l .

Now l e t  b e  t h e  i d e a l  i n  L^  g e n e r a t e d  b y  a l l  w o r d s  

o f  l e n g t h  g r e a t e r  t h a n  t. T h e n  L ^ / J ^  i s  c a l l e d  t h e  f r e e
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. ( , - s tep  n i l p o t e n t  L i e  a l g e b r a  on  k  s y m b o l s  a n d  i s  d e n o t e d

L e t  ^ b e  t h e  s i m p l y  c o n n e c t e d  a n a l y t i c  g r o u p  w hose  

L i e  a l g e b r a  i s  . *̂ k .{, c a H ec* t h e  f r e e  .{ ,-step  n i l -

p o t e n t  L i e  g ro u p  on  t h e  s y m b o l s  e x p ( x ^ ) , e x p ( x 2 ) , . . . , e x p ( x ^ ) . 

I f  M(W) i s  t a k e n  o v e r  t h e  r a t i o n a l  n u m b e r s  i n s t e a d  o f  t h e  

r e a l  n u m b e r s ,  we o b t a i n  t h e  f r e e  .{ ,-step  n i l p o t e n t  r a t i o n a l  

L i e  a l g e b r a  on  k  s y m b o l s .  The r a t i o n a l  g r o u p  c o r r e ­

s p o n d i n g  t o  n 9  i s  t h e  f r e e  .{ ,-s tep n i l p o t e n t  r a t i o n a l  g r o u p
j K*

h £  ^ on  t h e  sy m b o ls  e x p ( x ^ ) , e x p ( x 2 ) , . . . , e x p ( x ^ ) . ( F o r  a  

d i s c u s s i o n  o f  r a t i o n a l  g r o u p s  s e e  [ 7 ] . )

Lemma 2 : L e t  N b e  a  n i l p o t e n t  L i e  a l g e b r a .  A s u b s e t  S
2

g e n e r a t e s  N i f  an d  o n l y  i f  t h e  c o s e t s  s +  N , s 6 S,
2

g e n e r a t e  N/N .

2
P r o o f :  ( N e c e s s i t y . )  L e t  tt: N -• N/N b e  t h e  p r o j e c t i o n

m a p p i n g .  I f  S g e n e r a t e s  N t h e n  e v e r y  n  € N c a n  b e  w r i t t e n

a s  a  f i n i t e  p r o d u c t  o f  e l e m e n t s  o f  S.  I f  r r (n )  4 0 t h e n  
k  o o

T T ( n ) =  E s . + N  f o r  some s.  € S .  T h u s  {s +  N , s € S] 
i =  1 2

g e n e r a t e s  N/N .
2

( S u f f i c i e n c y . )  N/N i s  i s o m o r p h i c  t o  a  v e c t o r  s u b s p a c e
2

V o f  N s u c h  t h a t  N = V 0  N ( a s  v e c t o r  s p a c e s )  . W i t h o u t

l o s s  o f  g e n e r a l i t y  we may a s s u m e  S c  V. By h y p o t h e s i s  S
2

g e n e r a t e s  V, and  we w i l l  now show t h a t  V g e n e r a t e s  N .
2

E v e r y  n  €N c a n  b e  w r i t t e n  a s  a  f i n i t e  l i n e a r  c o m b i n a t i o n
k

o f  c o m m u t a t o r s  i . e .  n  = e  a * [ n . , m . ]  w h e r e  a -  i s  a  r e a l
i = l  1 1 1  1

n um ber  a n d  n^ and  m^ a r e  e l e m e n t s  o f  N. S u p p o s e  some n ^  o r
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Then

k '
n x = v 1 + t. aJ  [ n ! , m ! ]  ,

1 i = l

w h e r e  v^ € V, t h e  a |  a r e  r e a l  n u m b e r s  an d  n ^  a n d  m |  a r e  

e l e m e n t s  o f  N. Say  n j  i V. Then

k "
^  i _  . . i t  , 11 r ~ «» i i in ,  = v + j, a-  I n .  ,m. JI i = 1  1 1 1

e t c .  S i n c e  N i s  n i l p o t e n t  we m u s t  e v e n t u a l l y  o b t a i n  a n  

e x p r e s s i o n  f o r  n  a s  a  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  f i n i t e  p r o d u c t s  

o f  e l e m e n t s  o f  V. O t h e r w i s e  we w o u l d  h a v e  n a  p r o d u c t  o f  

i n f i n i t e  l e n g t h ,  a  c o n t r a d i c t i o n .
2I f  N i s  a n  .{ ,-step  n i l p o t e n t  L i e  a l g e b r a  a n d  N/N i s  

k - d i m e n s i o n a l , we c a n  d e f i n e  a  o n e - t o - o n e  l i n e a r  m a p p in g  

f ro m  N^ J (N^ ^  o n t o  N/N2 . I t  f o l l o w s  f r o m  lemma 2 t h a t  

we c a n  f i n d  a  homomorphism o f  N^ ^ o n t o  N. Hence  e v e r y  

n i l p o t e n t  L i e  g r o u p  i s  t h e  hom om orph ic  im ag e  o f  a  f r e e  n i l -  

p o t e n t  L i e  g r o u p .  I n  t h e  same way we s e e  t h a t  e v e r y  r a t i o n a l  

n i l p o t e n t  g r o u p  i s  t h e  hom om orph ic  im age  o f  a  f r e e  n i l p o t e n t  

r a t i o n a l  g r o u p .

Lemma 3 : A f i n i t e l y  g e n e r a t e d  s u b g r o u p  F o f  a  r a t i o n a l

n i l p o t e n t  g r o u p  i s  d i s c r e t e .

P r o o f :  We u s e  i n d u c t i o n  on  t h e  n i l p o t e n c y  c l a s s  o f  h ^ .

I n  t h e  a b e l i a n  c a s e ,  i s  a  v e c t o r  g r o u p  o v e r  t h e  r a t i o n a l



- 1 7 -

n u m b e r s ,  s a y  o f  d i m e n s i o n  k .  S u p p o s e  {f ^ , , . . . , f r } i s  a  

s e t  o f  g e n e r a t o r s  o f  F .  L e t  {f ^ , f 2 , . . . , f ^ j  b e  a  m a x im a l  

l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s u b s e t ,  r e - o r d e r i n g  i f  n e c e s s a r y .

Then  we c a n  e x p r e s s  t h e  r e m a i n i n g  g e n e r a t o r s  a s  r a t i o n a l  

l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  f ^ , f 2 , . . . , f ^  i . e .

Rf . = E q . . f . ,

w h e r e  j  = R +  1 ,R +  2 , . . . , r  a n d  € Q- Now F i s  a  s u b ­

g r o u p  o f  t h e  v e c t o r  Br o u p  V g e n e r a t e d  by

f  ̂  , f  2 ,  • • . , f  , {q j  ^ f  ̂  : j  — R +  l j R  +  2 , . . . , r

a n d  i  = 1 , 2 , . . . , R } .

S i n c e  f j , f £ , .  . . , f ^  a r e  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t ,  V i s  i s o m o r p h i c  

t o  Vx ® V2 e  . . .  © Vr  w h e r e  i s  t h e  s u b g r o u p  o f  Qf^  

g e n e r a t e d  b y

(A) » clR+2 , i f i  * * ‘ ‘ » q r , i f i  '

T h u s  i f  i s  d i s c r e t e  f o r  i  = 1 , 2 , . . . , R  t h e n  V ( a n d  h e n c e  

F) i s  d i s c r e t e .  B u t  i s  i n d e e d  d i s c r e t e ,  b e c a u s e  t h e  

e l e m e n t s  ( 4 ) g e n e r a t e  t h e  d i s c r e t e  g r o u p  {n/D f ^  : n  € Z}  

w h e r e  D i s  t h e  l e a s t  common d e n o m i n a t o r  o f  

^R+l  i ’ ^R+2  i ’ ’ * * ’ ^ r i  * T h i s  p r o v e s  t h e  t h e o r e m  f o r  t h e  

a b e l i a n  c a s e .

S u p p o s e  i s  - t - s t e p  n i l p o t e n t ,  a n d  l e t  h*  = h ^ /C h ^ ) * ' .  

I f  n :  -• h* i s  t h e  p r o j e c t i o n  m a p p i n g ,  t h e n  n ( F )  i s

f i n i t e l y  g e n e r a t e d ,  s i n c e  i t  i s  t h e  hom om orph ic  im ag e  o f  a
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f l n i t e l y  g e n e r a t e d  g r o u p .  By t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s ,  

tt(F) i s  d i s c r e t e  i n  h*  . Now t t ( F )  i s  i s o m o r p h i c  t o  t h e  

f a c t o r  g r o u p  F /F n (h ^ ) * '*  T h e r e f o r e  F i s  a  f i b r e  b u n d l e

o v e r  rr(F) w i t h  f i b r e  F^ = F D ( h ^ ) ^ -  B u t  F^ i s  a  s u b g r o u p

o f  t h e  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  n i l p o t e n t  g r o u p  F a n d  h e n c e  i s  

f i n i t e l y  g e n e r a t e d .  M o r e o v e r ,  F-  ̂ i s  a b e l i a n ,  so we h a v e  

F^ d i s c r e t e  b y  t h e  p r o o f  f o r  t h e  a b e l i a n  c a s e .  T h i s  g i v e s  

u s  a d i s c r e t e  b a s e  s p a c e  a n d  a  d i s c r e t e  f i b r e ,  w h i c h  i m p l i e s  

t h a t  t h e  b u n d l e  F i s  d i s c r e t e .

Lemma 4 . L e t  n b e  a  r a t i o n a l  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p ,  a n d  l e t
2

S b e  a  f i n i t e  s u b s e t  o f  h s u c h  t h a t  t h e  c o s e t s  sh  , s  € S ,
O

l i n e a r l y  s p a n  n/h • Then  S g e n e r a t e s  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  

s u b g r o u p  o f  n-

P r o o f :  By lemma 3 ,  S m u s t  g e n e r a t e  a  d i s c r e t e  s u b g r o u p

G. To show c o c o m p a c t n e s s  o f  G we u s e  i n d u c t i o n  on t h e  n i l -  

p o t e n c y  c l a s s  o f  ft.
O

I f  h i s  a b e l i a n  t h e n  h = n / h  an d  S m u s t  c o n t a i n  a  b a s i s  

B o f  h« B g e n e r a t e s  a  l a t t i c e  L i n  h ,  a n d  h / L  i s  a  t o r u s ,  

h e n c e  c o m p a c t .  h /G  i s  t h e  hom o m o rp h ic  im ag e  o f  h / L ,  a n d  

t h e  hom o m o rp h ic  im age  o f  a  c o m p a c t  s p a c e  i s  c o m p a c t .  T h e r e ­

f o r e  G i s  c o c o m p a c t  i n  h*

S u p p o s e  h h a s  c l a s s  l i . e .  h ^  i s  t h e  l a s t  n o n t r i v i a l  

s u b g r o u p  o f  t h e  l o w e r  c e n t r a l  s e r i e s  o f  h-  L e t  rr : h -  h / h ^  

b e  t h e  p r o j e c t i o n  m a p p i n g .  S i n c e  h *7 i s  a  n o r m a l  s u b g r o u p
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o f  h , t t  i n d u c e s  a n  i s o m o r p h i s m  o f  h / h  o n t o  ( h / h  ) / ( h  / h  )  •

T h e r e f o r e  t h e  c o s e t s  TT(s)h2 / h ‘t  l i n e a r l y  s p a n  ( h / h ^ ) / ( h 2 / h ^ )  •

By t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  rr(S) g e n e r a t e s  a  d i s c r e t e

c o c o m p a c t  s u b g r o u p  G* o f  h/h'*'.

L e t  G b e  t h e  s u b g r o u p  o f  h g e n e r a t e d  b y  S.  Then  

n (G )  = G*. L e t  e x p ( u ^ ) , . . . , e x p ( u t ) b e  a  c a n o n i c a l  b a s i s  

f o r  G*, a n d  c h o o s e  x ^ , . . . , x t  € l o g ( G )  so t h a t  

n ( e x p ( x ^ ) )  = e x p ( u ^ )  f o r  i  = l , 2 , . . . , t .  Now U p ^ , . . . , ^  

i s  a  c a n o n i c a l  b a s i s  f o r  t h e  L i e  a l g e b r a  N/N*" o f  h/h*'» 

w h e r e  N i s  t h e  L i e  a l g e b r a  o f  n .  We c o n s t r u c t  a  s e t  

T e  l o g ( G )  w h i c h  c o n t a i n s  a  c a n o n i c a l  b a s i s  o f  N a s  f o l l o w s :  

L e t  T c o n t a i n  x ^ , X 2 , . . . , x t  a n d  a l l  c o m m u t a t o r s  [ x ^ , X j ]  w h e r e  

i  a n d  j  a r e  i n  { l , 2 , . . . , t }  a n d  t h e  w e i g h t s  o f  x ^  a n d  x^ h a v e  

sum l. (The w e i g h t  o f  a n  e l e m e n t  x ,  d e n o t e d  w t ( x ) ,  i s  

d e f i n e d  t o  b e  m i f  x  € Nm b u t  x  ^Nm+^ . )  N o te  t h a t  T c o n t a i n s  

a  b a s i s  o f  N^ s i n c e  b y  d e f i n i t i o n  N^ i s  t h e  l i n e a r  s p a n  o f  

c o m m u t a t o r s  o f  t h e  fo rm  [m ,n ]  w h e r e  m € N a n d  n  € N^

M o r e o v e r ,  i f  w t ( x ^ )  +  w t ( x ^ )  = t h e n

e x p ( [ x ^ , X j ] ) = e x p ( x i ) " 1 e x p ( x j ) " 1 e x p ( x i ) e x p ( x j )  .

T h i s  e q u a t i o n  c a n  b e  v e r i f i e d  b y  a p p l y i n g  t h e  C a m p b e l l -  

H a u s d o r f f  f o r m u l a  t o  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e .  B u t  t h e n  

e x p ( [ x ^ , X j ] )  6 G. S i n c e  T c o n t a i n s  a  b a s i s  f o r  N^ a n d  a l s o  

c o n t a i n s  x ^ , . . . , x t  , i t  c o n t a i n s  a  c a n o n i c a l  b a s i s  C f o r  N. 

The o n e - p a r a m e t e r  s u b g r o u p s  t h r o u g h  t h e  e l e m e n t s  o f  e x p (C )  

f o r m  a  c o o r d i n a t e  s y s t e m  o f  t h e  s e c o n d  t y p e  f o r  ft. By (A5) 

t h e  s u b g r o u p  G g e n e r a t e d  b y  e x p ( T )  m u s t  b e  c o c o m p a c t .
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T heorem  B : Any two d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p s  a n d  ^

o f  t h e  f r e e  n i l p o t e n t  g r o u p  ft, a r e  c o m m e n s u r a b l e .

P r o o f :  S u p p o s e  , Y2 » • • •» Yr  i s  a  c a n o n i c a l  b a s i s  o f

a n d  6 -^,6 2 > • • • j&r  i s  a  c a n o n i c a l  b a s i s  o f  P2 * Then  t h e
2 2

l a t t i c e s  r ^ / ( l \ )  an d  r 2 ^ r 2  ̂ a r e  g e n e r a t e d  by  t h e  c o s e t s

Yl ( r l ) 2 ’ Y2 ( r l ) 2 ’ - * ' ’ Yk ( r l ) 2  a n d  6 i ( r 2 ) 2 >6 2 ( r 2 ) 2 ’ - * - ’ 6k ( r 2 ) 2 ’ 
r e s p e c t i v e l y .  Lemma 3 l e a d s  u s  t o  c o n c l u d e  t h a t

Y1 ’ Y2 ’ ' ' ' ’ Yk Se n e r a t e  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  o f

ft^ L i k e w i s e  6 ^ , 6 2 , . • • > 6 ^  g e n e r a t e  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t

s u b g r o u p  r 2  o f  ftk

I f  l o g ( y i ) = a n d  l o g C s ^  = d̂  ̂ f o r  i  = l , 2 , . . . , k  ,

t h e n  {8 1 NiC}<t/>g2 Nk > t> • • • »Sk Nk>^} a n d  ^d l Nk , ^ , d 2 Nk , ^ »  * * * , d kNk ,  0
2

a r e  b a s e s  f o r  t h e  v e c t o r  g r o u p  L e t  L b e  t h e

l i n e a r  m a p p i n g  f ro m  t h e  v e c t o r  s u b s p a c e  o f  ^ s p a n n e d  

fcy  6 J. . 8 2  8 k t o  t h e  v e c t o r  s u b s p a c e  V2  o f  Nk ^ s p a n n e d

b y  d ^ , d 2 » . . . , d ^  , d e f i n e d  b y  L ( g ^ )  = d^  f o r  i  = l , 2 , . . . , k .

By lemma 2 ,  a n d  V2  e a c h  g e n e r a t e  h e n c e  L e x t e n d s

t o  a n  a u t o m o r p h i s m  o f  N. . I f  X i s  t h e  c o r r e s p o n d i n g
v

a u t o m o r p h i s m  o f  ^ t h e n  X C f ^  = r 2  i « e * Tj_ a n d  f 2  a r e  

i s o m o r p h i c .  S i n c e  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  w h i c h  i s  

c o n t a i n e d  i n  a n o t h e r  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  m u s t  b e  

o f  f i n i t e  i n d e x  i n  t h e  l a t t e r ,  a n d  a r e  o f  f i n i t e  

i n d e x  i n  a n d  ^  r e s p e c t i v e l y .  T h e r e f o r e  a n d  ^  a r e  

c o m m e n s u r a b l e .



T h e o re m  C (A. I .  M a l ' c e v ) :  Two d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b ­

g r o u p s  rj_ a n d  j' 2  o f  a  s i m p l y  c o n n e c t e d  n i l p o t e n t  a n a l y t i c  

g r o u p  ft d e t e r m i n e  i s o m o r p h i c  r a t i o n a l  a l g e b r a s  i f  a n d  o n l y  

i f  t h e y  a r e  c o m m e n s u r a b l e .

P r o o f :  ( S u f f i c i e n c y . )  By h y p o t h e s i s  c o n t a i n s  a

s u b g r o u p  f x o f  f i n i t e  i n d e x  w h i c h  i s  i s o m o r p h i c  t o  a  s u b ­

g r o u p  f2 o f  f i n i t e  i n d e x  i n  r 2 . r L i s  c o c o m p a c t ,  f o r  b / r ^  

i s  i s o m o r p h i c  t o  ( b / r ^ ) / ( r ^ / f ^ )  i . e .  h / f ^  i s  a  f i b r e  

b u n d l e  o v e r  a  c o m p a c t  s p a c e  w i t h  a  f i n i t e  f i b r e .  S i m i l a r l y  

f2 i s  c o c o m p a c t .

L e t  yj_ , y2 > . . ., Yr b e  a  c a n o n i c a l  b a s i s  o f  r ^ .  S i n c e  

Tl i s  o f  f i n i t e  i n d e x  i n  r ^ ,  f o r  e a c h  y* t h e r e  e x i s t s  a
n i  .  1

p o s i t i v e  i n t e g e r  n ^  s u c h  t h a t  Hence

n ^ l o g ^ ) ]  € l o g ( r ^ ) , w h i c h  i m p l i e s  t h a t  l o g  ( y^)  € Q C ^ )  • 

B u t  t h e n  Q(f^) = Q(r^), f o r  b o t h  a r e  t h e  r a t i o n a l  s p a n  o f  

logCY]^) , l o g ( Y 2 ) , . . .  , l o g ( Y r ) . S i m i l a r l y  Q( I'2) - Q(r2) . 
T h e r e f o r e ,  s i n c e  a n d  f2 a r e  i s o m o r p h i c ,  Q ( r ^ )  i s

i s o m o r p h i c  t o  Q(r2) .

( N e c e s s i t y . )  S u p p o s e  a :  Q(r^) -• Q(r2) i s  a n  i s o ­

m o r p h i s m .  The  L i e  a l g e b r a  N o f  n i s  t h e  r e a l  e x t e n s i o n  o f  

b o t h  t h e s e  a l g e b r a s ,  so  we c a n  e x t e n d  a  t o  a n  a u t o m o r p h i s m  

A : N -• N. L e t  a  b e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  a u t o m o r p h i s m  o f  ft*

Now a  m aps  i n t o  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  a ( r ^ )
0

o f  h* Log o a ( r ^ )  = A o i o g ( r 1 ) i s  c o n t a i n e d  i n  Q(r2) . I f  

Y l *Y2 > *• •> Yr  i s  a  c a n o n i c a l  b a s i s  o f  a n d  oXy^) = y |  f o r  

i  = 1 , 2 , . . . , r ,  t h e n  y{>Y2 »*--,y^ i s  a  c a n o n i c a l  b a s i s  o f
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a(r^). I f  6j_,62 , •. . ,6r i s  a c a n o n i c a l  b a s i s  o f  P2 , t h e n  

iogCSj^) , l o g ( 6 2 ) , • • • , l o g ( 6 r ) a n d  l o g ( y j )  , l o g (  y p  , • • • > l o g ( Y p  

a r e  b o t h  b a s e s  o f  Q(r2) •

L e t  r = a(r^)H r2 - We c l a i m  t h a t  r i s  o f  f i n i t e  i n d e x  

i n  b o t h  a ( F ^ )  a n d  r 2 - ( T h i s  i s  p r o v e d  e x a c t l y  a s  d o n e  b y  

M a l ' c e v  i n  h i s  v e r s i o n  o f  t h e  t h e o r e m .  C f .  [ 5 ] ,  p .  3 0 4 . )

B u t  t h e n  p^ a n d  r 2 a r e  c o m m e n s u r a b l e ,  s i n c e  a  ^ ( r )  c: an d

i s  i s o m o r p h i c  t o  r.

C o r o l l a r y  1 : Any two d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p s  o f  a  f r e e

n i l p o t e n t  g r o u p  h a v e  i s o m o r p h i c  r a t i o n a l  a l g e b r a s .

P r o o f :  T h i s  f o l l o w s  i m m e d i a t e l y  f rom  t h e o r e m s  B a n d  C.

C o r o l l a r y  2 : A f r e e  n i l p o t e n t  L i e  a l g e b r a  ^ c o n t a i n s

o n l y  o n e  r a t i o n a l  s u b a l g e b r a  w h o se  d i m e n s i o n  e q u a l s  t h a t  

o f  u p  t o  i s o m o r p h i s m .

P r o o f :  E v e r y  r a t i o n a l  s u b a l g e b r a  R o f  a  r e a l  n i l p o t e n t

L i e  a l g e b r a  N i s  t h e  r a t i o n a l  a l g e b r a  Q(r) o f  some d i s c r e t e  

c o c o m p a c t  s u b g r o u p  r o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  L i e  g r o u p  h .  

(C h o o s e  a  c a n o n i c a l  b a s i s  f o r  R a n d  a p p l y  f a c t  ( A 4 ) . )  I f  h 

i s  f r e e ,  Q(P^) i s  i s o m o r p h i c  t o  Q(r2) f o r  a n y  two d i s c r e t e  

c o c o m p a c t  s u b g r o u p s  p^ a n d  r 2  o f  ft, b y  c o r o l l a r y  1 .  T h e r e ­

f o r e  a l l  Q(r) i n  N a r e  i s o m o r p h i c .

Lemma 5 : L e t  G b e  a  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p  w i t h  a  s i m p l y -

c o n n e c t e d ,  r a t i o n a l  i d e n t i t y  c o m p o n e n t  GQ. S u p p o s e  p = G/Gq



- 2 3 -

i s  a l a t t i c e  n i l p o t e n t  g r o u p .  Then  t h e r e  e x i s t s  a  l a t t i c e  

n i l p o t e n t  g r o u p  Ac G s u c h  t h a t  a /A  0  Gq i s  i s o m o r p h i c  t o  r .

P r o o f :  L e t  y ^ ,Y 2 >-**>Yr  b e  g e n e r a t o r s  o f  r a n d  l e t

8 ]_»g2 > • • • >8 r  b e  e l e m e n t s  i n  t h e  p r e - i m a g e s  o f  Yj_, Y2 » • • • , Yr  > 

r e s p e c t i v e l y ,  i n  G. g ^ , . . . , g r  g e n e r a t e  a d i s c r e t e  s u b g r o u p  

D o f  t h e  r a t i o n a l  n i l p o t e n t  g r o u p  G, b y  lemma 3 .  L e t  CQ 

b e  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  o f  G . (Any c a n o n i c a l  

b a s i s  o f  t h e  L i e  a l g e b r a  o f  GQ d e t e r m i n e s  a  d i s c r e t e  c o ­

c o m p a c t  s u b g r o u p  o f  Gq , b y  ( A 4 ) . )

L e t  D = D'Cq . Now, Cq i s  t o r s i o n - f r e e ,  b y  ( A 2 ) . D 

m u s t  b e  t o r s i o n - f r e e  a l s o ,  f o r  i f  i t  c o n t a i n e d  a n  e l e m e n t  

o f  f i n i t e  o r d e r  s o  w o u l d  r .  Hence  D i s  a  f i n i t e l y  g e n e r a t e d ,  

t o r s i o n - f r e e  n i l p o t e n t  g r o u p ,  a n d  b y  (A l )  c a n  b e  em bedded  i n  

a  c o n n e c t e d  s i m p l y  c o n n e c t e d  r a t i o n a l  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p  

h a s  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p .

By ( B 2 ) , ft a n d  GQ a r e  u n i p o t e n t  a l g e b r a i c  g r o u p s ;  an d  

i t  f o l l o w s  f ro m  (B4) t h a t

( i )  G(D) = n , a n d

( i i )  G(Co ) = Gq .

S i n c e  C i s  c o n t a i n e d  i n  D, we m u s t  h a v e  G „ c u .  F u r t h e r -  o o
m o r e ,  s i n c e  G i s  g e n e r a t e d  b y  GQ a n d  D, we h a v e  D c G c n .

Hence G(G) = ft. S i n c e  GQ i s  a  n o r m a l  s u b g r o u p  o f  G,

G(Gq ) = Gq i s  a  n o r m a l  s u b g r o u p  o f  G(G) = ft, b y  ( B 5 ) .
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By M o o r e ' s  t h e o r e m ,  D i s  c o n t a i n e d  i n  a  l a t t i c e  s u b ­

g r o u p  H o f  L e t  H = HD Gq . L e t  A b e  t h e  s u b g r o u p  o f  H

g e n e r a t e d  b y  D an d  H. N o te  t h a t  A c G .  A o D ;  t h e r e f o r e  A

i s  c o c o m p a c t  i n  ft. S i n c e  i t  i s  a  s u b g r o u p  o f  t h e  d i s c r e t e  

g r o u p  H, A i s  d i s c r e t e .

L e t  cp b e  t h e  p r o j e c t i o n  homomorphism ft -• h /G Q, an d  l e t

dcp b e  t h e  d i f f e r e n t i a l  o f  4>. N o te  t h a t  h / G Q c o n t a i n s  

r  = G/G0  a s  a  l a t t i c e  s u b g r o u p .

L e t  g € G .  Then g = dgQ f o r  some d  eD  a n d  gQ e Gq . Now,

l o g ( g )  = l o g ( d )  +  l o g ( g o ) +  . . .

w h e r e  t h e  r e m a i n i n g  t e r m s  a r e  f i n i t e l y  many r a t i o n a l  

m u l t i p l e s  o f  b r a c k e t s  o f  l o g ( d )  a n d  l o g ( g Q) , b y  t h e  

C a m p b e l l - H a u s d o r f f  f o r m u l a .  B u t  s i n c e  l o g ( g Q) i s  i n  t h e  

i d e a l  l o g ( G Q) ,

l o g ( g )  = l o g ( d )  +  l o g ( g Q) 

f o r  some gQ € GQ . Hence

(1 )  l o g ( G )  £ l o g ( D )  +  l o g ( G 0 ) .

Now, c o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  c o m m u t a t i v e  d i a g r a m :

l o g ( n )  d2  l o g ( h / G Q) = l o g ( h ) / l o g ( G o )

( 2 )  T l o g  t l o g
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S i n c e

l o g ( G )  = lo g (c p " 1 ( r ) )  

l o g ( G )  +  l o g ( G Q) = d Cp“ 1 ( l o g ( r > )

a n d  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e s  a r e  e q u a l  b y  t h e  c o m m u t a t i v i t y  

o f  ( 2 ) ,  we m u s t  h a v e

( 3 )  l o g ( G )  = l o g ( G )  +  l o g ( G Q) .

B u t  l o g ( D )  +  l o g ( G Q) c  l o g ( G )  +  l o g ( G Q) = l o g ( G ) , a n d  t h i s  

t o g e t h e r  w i t h  ( 1 ) i m p l i e s  t h a t

( 4 )  l o g ( G )  = log(D G Q) = l o g ( D )  + l o g ( G 0 ) .

L e t  6 € A. By ( 4 ) ,

l o g ( 6 ) = l o g ( d )  +  l o g ( g o )

f o r  some d  a n d  gQ e GQ. B u t  l o g ( 6 ) - l o g ( d )  = l o g ( g Q) i s  

i n  t h e  l a t t i c e  l o g ( H ) . T h e r e f o r e  gQ € GQ fl H = H and

( 5 )  l o g ( A )  c l o g ( D )  +  l o g ( H ) .

Now i f  d  € D a n d  h  € H t h e n

l o g ( d )  +  l o g ( h )  ^ l o g ( D )  +  l o g ( G Q) = log(DG0 ) 

b y  ( 4 ) .  B u t  a l s o

l o g ( d )  +  l o g ( h )  6 l o g ( H ) .
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Thus

( 6 ) l o g ( D )  +  l o g ( H )  c  log (D G c ) 0  l o g ( H )  = l o g ( A ) .

E q u a t i o n s  ( 5 )  an d  ( 6 ) i m p l y  t h a t  l o g ( A )  = l o g ( D )  +  l o g ( H ) .

F i n a l l y  we show t h a t  l o g ( D ) + l o g ( H )  i s  a  l a t t i c e :  L e t

l o g ^ )  = l o g ( d ^ )  +  l o g ( h 1) , a n d  l o g ( 6 2 ) = l o g ( d 2 ) +  l o g ( h 2 ) . 

Then

( 7 )  l o g ^ )  +  l o g  ( 6  2 ) = l ° g ( d ^ )  +  l o g ( d 2 ) +  l o g ( h 3 )

f o r  some h^  € H, s i n c e  l o g ( H )  i s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a  

l a t t i c e  an d  a n  i d e a l ,  t h u s  a  l a t t i c e  i t s e l f .  B u t

( 8 ) l o g ( d 1 ) +  l o g ( d 2 ) = l o g ( d 3 ) +  l o g ( k )

f o r  some d 3  e D an d  k  £ G , s i n c e  l o g ( G )  i s  a  l a t t i c e  m o d u lo  

l o g ( G Q) a n d ,  b y  ( 4 ) ,  l o g ( G )  = l o g ( D )  +  l o g ( G o ) . F u r t h e r m o r e ,

( 9 )  l o g ( d ^ )  +  l o g ( d 2 ) -  l o g ( d 3 ) ■ l o g ( k )  € l o g ( H )

s i n c e  D c H .  Hence  i n  e q u a t i o n  ( 8 ) ,  k € H .  E q u a t i o n  ( 7 )  may

now b e  w r i t t e n

( 1 0 ) l o g ( 6 1 ) +  l o g ( s 2 ) = l o g ( d 3 ) +  l o g ( k )  +  l o g ( h 3 )

« l o g ( d 3 ) +  l o g ( h 4 )

f o r  some h^  6 H. H ence  l o g ( A )  = l o g ( D )  +  l o g ( H )  i s  a  l a t t i c e .

S i n c e  A c o n t a i n s  D, A*G0 = G .  T h u s  A/AnGQ i s  i s o m o r p h i c  

t o  G/Gq , a n d  t h e  lemma i s  p r o v e d .
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Th eo rem  D : L e t  r b e  a  l a t t i c e  n i l p o t e n t  g r o u p  o f  t h e  c o n ­

n e c t e d  s i m p l y  c o n n e c t e d  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p  h .  Then  r  i s  

t h e  hom om orph ic  im age  o f  a  l a t t i c e  s u b g r o u p  o f  a  f r e e  n i l -  

p o t e n t  L i e  g r o u p .

P r o o f :  L e t  Yj_» Y2 > • • ■ »Yr  b e  a  c a n o n i c a l  b a s i s  o f  r .
2S u p p o s e  t h e  d i m e n s i o n  o f  n/h i s  k, and  ft i s  - t - s t e p  n i l -  

p o t e n t .  L e t  b e  t h e  f r e e  n i l p o t e n t  r a t i o n a l  L i e  g r o u pK j  v
f r e e l y  g e n e r a t e d  b y  x ^ , X 2 >. . . , x ^ .  L e t  9: h ^  f -  e x p ( Q ( r ) )  

b e  t h e  hom om orphism  d e t e r m i n e d  b y  t h e  m a p p in g  x^  -• y^

( i  = l , 2 , . . . , k ) .  F i n a l l y ,  l e t  K b e  t h e  k e r n e l  o f  0 .

9 1 ( r )  i s  a  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p  w i t h  s i m p l y  c o n n e c t e d ,  

r a t i o n a l  i d e n t i t y  c o m p o n en t  K. By lemma 5 ,  t h e r e  e x i s t s  a 

l a t t i c e  n i l p o t e n t  g r o u p  A c q  ^ ( r )  s u c h  t h a t  i/an K i s  

i s o m o r p h i c  t o  9 ^(r)/K. H ence  9(A) = T.
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SECTION V. LATTICE NILPOTENT GROUPS OF CONNECTED

SIMPLY CONNECTED TWO-STEP AND THREE-STEP 

NILPOTENT LIE  GROUPS

L e t  h b e  a  c o n n e c t e d  s i m p l y  c o n n e c t e d  t w o - s t e p  n i l -  

p o t e n t  L i e  g r o u p ,  an d  l e t  r  b e  a  l a t t i c e  n i l p o t e n c  g r o u p  

o f  h* S u p p o s e  Y^,Y2 >*-*>Yr  i s  a  c a n o n i c a l  b a s i s  f o r  r .

D e n o t e  l o g ( Y ^ )  b y  c ^ ,  f o r  i  = l , 2 , . . . , r .  I f  i  a n d  j  

a r e  i n  { 1 , 2 , . . . , r } ,  t h e n  b y  t h e  C a m p b e l l - H a u s d o r f f  f o r m u l a

Yi Yj  = e x P ( c i  + c j  + ^ c i > c j ] )  = e x p ( c i  +  C j ) e x p ( % [ c i , c ^ ] )  .

S i n c e  l o g ( r )  i s  a l a t t i c e ,  e x p ( c ^  +  c ^ )  € r .  T h i s  i m p l i e s  

t h a t  r m u s t  c o n t a i n  e x p ( % [ c ^ , C j ] ) .  We s h a l l  p r o v e  t h a t  

t h i s  i s  a l s o  a  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o i i  i . e .  we s h a l l  p r o v e

T heorem  E : L e t  r  b e  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  o f  a

c o n n e c t e d  s i m p l y  c o n n e c t e d  t w o - s t e p  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p  ft. 

L e t  Y^ > Y2 > • • • » Yr  a  c a n o n i c a l  b a s i s  f o r  r .  Then  r  i s  a  

l a t t i c e  n i l p o t e n t  g r o u p  i f  a n d  o n l y  i f  i t  c o n t a i n s

e x p ( M  l o g ( Y i) , l o g (  Yj ) ] ) 

f o r  i , j  = 1 , 2 , . . . , r .

P r o o f :  N e c e s s i t y  i s  p r o v e d  a b o v e .  S u p p o s e  a  a n d  3

a r e  e l e m e n t s  o f  r* T hen  f o r  some i n t e g e r s  n , , m ^ , . . . , n r ,mr  
n i  n r  m, mr

we h a v e  a  = Y^ • • •  Yr  a n d  3 = y^ • • •  Yr  • N°w l e t

log(Yj_) = f o r  i  = l , 2 , . . . , r .  Then



- 2 9 -

a3 = e x p ( l o g ( a )  +  l o g ( p )  +  h[l o g ( a ) , l o g ( e ) ] )  = 

e x p ( l o g ( a )  +  l o g ( p )

+  % [n^c^  + . . .  +  + . . . ,m^c^  +  . . .  +  m ^ k  +  . . . ] )

w h e r e  t h e  t e r m s  f o l l o w i n g  a n d  a r e  c e n t r a l . Hence

1c Ic
cx3 = e x p ( l o g ( a )  +  l o g ( 3 ) +  h T. T. i ^ m .  [ c . , c . ] ) .

i = l  j = l  J J

We a s s u m e  t h a t  e x p ( ^ [ c ^ , C j ] )  € P f o r  i , j  = l , 2 , . . . , r .  B u t

t h e n

r
% [ c . , c . ]  = E p £ . c  ( p £ .  6  Z )  .

1  J 1=k+ 1  1J 1 1J

T h e r e f o r e  a3 = e x p ( l o g ( a )  +  l ° g ( 3 )  +  X Q) w h e r e  X i s  anOtp CLp
i n t e g r a l  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  c jc+ i »'  • • »c r  ’ C l e a r l y  

Xa p € l o g ( p  ) .  We t h e n  h a v e  a3 = e x p ( l o g ( a ) +  l o g ( 3 ) ) e x p ( X a ^ ) . 

T h u s  l o g ( a )  +  l o g ( 3 ) = l o g ( a 3  e x P ( x a p ) _ 1 ) € i o g C r ) ,  and  l o g ( r )  

i s  a l a t t i c e .

I t  f o l l o w s  f ro m  t h i s  t h e o r e m  t h a t  e v e r y  d i s c r e t e  

c o c o m p a c t  s u b g r o u p  r  o f  2  w i t h  c a n o n i c a l  b a s i s

e x p ( x 1 ) , e x p ( x 2 ) , . . . , e x p ( x g)

w h e r e  x ^ , . . . ^ ^  a r e  f r e e  g e n e r a t o r s  o f  2  ailt* s  = k ( k + l ) / 2 , 

i s  a  l a t t i c e  g r o u p  i f  a n d  o n l y  i f  x k + i > • • • >x s a d d i t i v e l y  

g e n e r a t e  ^ [ x ^ , X j ] ,  i , j  = l , 2 , . . . , k .  I n  p a r t i c u l a r ,  we c a n  

d e s c r i b e  an  i n f i n i t e  n u m b e r  o f  l a t t i c e  s u b g r o u p s  o f  2  

a s  f o l l o w s :  T h e i r  c a n o n i c a l  b a s e s  a r e  o f  t h e  f o r m
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(* )  exp(xj_)  , .  . . , e x p ( x k ) e x p ( ^ [ x 1 , x 2 ] )  , e x p ( — ^ [ x 1 , x 3 ] )

• • • , e x p ( — - f x k - l » x k J ) ’

w h e r e  x ^ , . . . , x k a r e  f r e e  g e n e r a t o r s  o f  Nk 2  anc* 

a r e  n o n z e r o  i n t e g e r s .  We s e e  t h a t  ( * )  i s  i n d e e d  t h e  c a n o n i ­

c a l  b a s i s  o f  a  g r o u p  b y  n o t i n g  t h a t

( i )  t h e  l a s t  s - k  e l e m e n t s  a r e  c e n t r a l ,  a n d
n . n .

( i i )  t h e  r e l a t i o n  e x p ( x j )  -*exp(x^)  1

n .  n .  - n . n .
= exp(x^) xexp(Xj) Jexp([xi}Xj]) J

shows t h a t  we c a n  i n t e r c h a n g e  f a c t o r s  
n . n .

e x p ( x j )   ̂ ancj e x p ( x ^ )  m odu lo  a  c e n t r a l

e l e m e n t ;

h e n c e  e v e r y  p r o d u c t

n l  1 n s mle x p C x j )  . . .  expC-^j-— - [ x k . l t x k ] )  e x p ( x x )

1 n s
. . .  e x P ( 2 L T fc[ x k - l , x d )

w h e r e  n ^ , m ^ , . . . , n g ,mg € Z , c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  fo rm

P 1 1 ,  p s
e x p ( x ^ )  . . .  e x p  — — l x k - l » x k ^

s —k

f o r  some p ] _ , . . . , p  6 Z .

L e t  u s  d e n o t e  b y  £ k 2  t h e  c o l l e c t i o n  o f  s u b g r o u p s  w i t h  

c a n o n i c a l  b a s e s  d e s c r i b e d  b y  ( * ) .  A d i s c r e t e  c o c o m p a c t  

s u b g r o u p  o f  nk  2 i s  l a t t i c e  i f  a n d  o n l y  i f  i t  c o n t a i n s  a  

member o f  £ k  2  .
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The q u e s t i o n  a r i s e s  w h e t h e r  e v e r y  l a t t i c e  s u b g r o u p  o f  

h k  2  i s i n 2 * ^  c o u n t e r e x a m p l e  f o l l o w s :

L e t  r  b e  t h e  l a t t i c e  s u b g r o u p  o f  ft4  2 w i t h  c a n o n i c a l  

b a s i s :

( 1 ) e x p C x ^  , e x p ( x 2 ) , e x p ( x 3 ) , e x p ( x 4 ) ^ x p C ^ X j ^ , x 2 ] +  %[x3 , x 4 J )  ,

e x p ( ^ [ x 1 , x 3 ] ) , e x p ( ^ [ x 1 , x ^ ] ) , e x p ( % [ x 2 , x 3 ] ) ,  

e x p ( % [ x 2 , x 4 ] ) , e x p ( ^ [ x 3 , x 4 ] )

w h e r e  e x p ( x ^ ) , . . . , e x p ( x 4 ) f r e e l y  g e n e r a t e  n 4  2 « r c l e a r l y  

s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n s  o f  t h e o r e m  E. S u p p o s e  t h a t  r h a s  

a s  a n o t h e r  c a n o n i c a l  b a s i s :

( 2 ) e x p ( y L) , . . . , e x p ( y 4 ) j e x p C ^ - [ y 1 , y 2 ] ) > e x P ( 2 j ^  t ?  1 » y 3  ̂  ) »

. . . , e x p ( s i - [ y 3 , y 4 ) )

w h e r e  e x p ( y ^ ) , . . . , e x p ( y 4 ) f r e e l y  g e n e r a t e  h4  2 a n d

L i 2 , L i 3 >. . . , L 3 4  a r e  i n t e g e r s .  T h e  l a s t  s i x  e l e m e n t s  o f  (2 )

g e n e r a t e  t h e  l a t t i c e  r , a n d  so do  t h e  l a s t  s i x  e l e m e n t s  o f

( 1 ) .  H ence  o r -  [ y . , y . ]  m u s t  b e  a n  i n t e g r a l  l i n e a r  c o m b i n a -  
i j  J

t i o n  o f  t h e  l a s t  s i x  e l e m e n t s  o f  ( 1 ) f o r  i , j  = 1 , 2 , 3 , 4  a n d  

i < j .  F u r t h e r m o r e  e a c h  % [ x ^ ,x ^ ]  m u s t  a p p e a r  w i t h  n o n z e r o  

c o e f f i c i e n t  i n  t h e  e x p r e s s i o n  o f  a t  l e a s t  o n e  o f  

^2L T !^y i ’ yj ^  : i < c j » = 1 , 2 , 3 , 4 } .  I n  p a r t i c u l a r  t h e r e

a r e  i n t e g e r s  i Q a n d  j Q i n  { 1 , 2 , 3 , 4 }  s u c h  t h a t  i 0 < J 0  an<*
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1 k 1 k o
2LT ".~  ^y i  »yj J = -z r ( ^ x l , x 2^ +  f x 3»x4 ^  +  "2" [ x i »x 3 1

1 o^o  °  °
k 6

■+■ . . .  "I- 2  [ * x /i ̂  * 

w h e r e  k - p k ^ , . . . , ! ^  € Z a n d  k^ ^ 0 .  B u t

{yx +  l o g ( r 2 ) , . .  . , y 4  +  l o g ( r 2) } a n d  {x-j  ̂+  l o g ( r 2 ) , . . . , x 4 +  l o g ( r 2 ) }

a r e  b o t h  g e n e r a t i n g  s e t s  o f  t h e  l a t t i c e  l o g ( r ) / l o g ( r  ) .

Hence  f o r  some i n t e g e r s  n ^ , . . . , n ^  a n d  m - ^ , . . . , m ^  we h a v e

4 4
'i " •?, "jXj + zi and yj = J, V k  + zj -o j  = l J J  o J o k = l  J o

2
w h e r e  z^  an d  z .  a r e  i n  l o g ( r  ) .  E q u a t i o n  ( 3 )  b eco m es  

o -’o

5lT— t njxj + zi > s V k  + zj )
V o  J=1 °  k=1 °

1 4  4jj  [ E n . x .  , j: m .x ,  ]
ZLi j j=l J J k=l k ko J o  J

k l  k 2 k5
= T~ I x i > x 2 -* +  ~T t x l » x 3^ +  * * *+  ~T t x 2 , x 4^

2 k ,  +  k,
+  (------- 5  ) [ x 3 »x2+1

= %(k1 [ x 1 , x 2 J + 2 k 2 [ x 1 }x 2 ] +  . . .  +  2 k 5 [ x 2 , x 4 ] 

+  ( 2 k 6  +  k 1 ) [ x 3 , x 4 ] )  .
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E x p a n d i n g  [ £ n . x . ,  £ m, x, ] we o b t a i n  t h e  e q u a t i o n s :
j = l  J 3 k = l  k k

a )  n ^ n ^  -  m - j ^  = a / 2
o J o

b )  n i m3 “ mi n 3 = ^ 2 ^ i  i
o-’o

c )  n ,m ,  -  m ,n ,  = k 0L. .' 1 4  1 4  3 i io J o

d )  n 2m3 " m2n 3 = ^ 4 ^ i  i
o~*o

e )  n 0m, -  n u n ,  = k cL. .2 4 2 4 5 i / io-’o

f )  n 3m^ -  m3 n 4  = ( 2 k & +  k 1 ) L i   ̂ / 2

Now e q u a t i o n  ( a )  i m p l i e s  t h a t  e i t h e r  k^ o r  • i s
o-’o

d i v i s i b l e  b y  2 .  M o r e o v e r ,  m3 ( e q u a t i o n  ( a ) )  -  n ^ e q u a t i o n  ( b ) )  

i m p l i e s  t h a t

m3^1^—  " m2 k 2 ) = -  m ^ ^ n ^  -  n ^ n O  = -  m^k^L^ . 
o - 'o  0*^0

H ence  e i t h e r  k-  ̂ o r  m3  i s  d i v i s i b l e  b y  2 .  S i m i l a r l y ,

( e q u a t i o n  ( a ) )  -  m2 ( e q u a t i o n  ( c ) )  i m p l i e s  t h a t  e i t h e r  k^

o r  m^ i s  d i v i s i b l e  b y  2 .

B u t  t h e n  we s e e  f r o m  e q u a t i o n  ( f )  t h a t  k^ m u s t  b e

d i v i s i b l e  b y  2 , f o r  i f  . , m3  a n d  m^ h a v e  t h i s  p r o p e r t y
o-*o

t h e n  ( 2 k ^  +  k ^ ) / 2  i s  a n  i n t e g e r .

Now i f  n o  e x p r e s s i o n  ( 3 )  h a s  k-  ̂ o d d ,  t h e  e l e m e n t s  

l T T  c a n n o t  g e n e r a t e  t h e  v e c t o r  % ([ x ^ ^ 2 ] +  [ x 3 , x ^ ] ) .

T h i s  c o n t r a d i c t s  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  c a n o n i c a l  b a s i s  ( 2 ) .
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T h e o re m  F : L e t  n b e  a  c o n n e c t e d  s i m p l y  c o n n e c t e d  t h r e e -

s t e p  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p  a n d  r a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b ­

g r o u p  o f  ft. S u p p o s e  > Y2 >• • • >  Yr  i s  a  c a n o n i c a l  b a s i s  

o f  r .  L e t  l o g ( y ^ )  = c £ ( i  = Then r  i s  a

l a t t i c e  s u b g r o u p  i f  a n d  o n l y  i f  l o g ( r )  c o n t a i n s

( i )  % [c i , C j ]  ,

( i i )  \[[ c i , C j ] , c k ] an d

( i i i )  J2 >

f o r  i , j , k  = 1 , 2 , . . . , r .

P r o o f :  a )  N e c e s s i t y .  L e t  N b e  t h e  L i e  a l g e b r a  o f  n*
3 3L e t  n : h  h / h  b e  t h e  p r o j e c t i o n  hom om orph ism ,  w h e r e  n i s

t h e  l a s t  t e r m  o f  t h e  l o w e r  c e n t r a l  s e r i e s  o f  n ,  a n d
O

drr:N -• N/N t h e  d i f f e r e n t i a l  o f  tt. T h e n  r r ( r )  i s  t h e  homo­

m o r p h i c  im a g e  o f  t h e  l a t t i c e  n i l p o t e n t  g r o u p  r a n d  s o ,  b y

t h e o r e m  A, i s  i t s e l f  a  l a t t i c e  n i l p o t e n t  g r o u p .  L e t  b e
2  3t h e  d i m e n s i o n  o f  n/h a n d  k 2  t h e  d i m e n s i o n  o f  h / n  . N o te

t h a t  tt(y]_) , t t ( y 2 ) »• • • ^ ( y ^  ) i s  a  c a n o n i c a l  b a s i s  f o r  n(r) .
By t h e o r e m  E, %[dTT(c^) , d n ( C j )  ] i s  i n  d r r ° l o g ( r )  f o r

i , j  = l , 2 , . . . , k 2 > I t  f o l l o w s  t h a t

%[ci ,Cj ]  + z ±  = c

O
f o r  some c  € l o g ( r ) , € N a n d  i , j  = l , 2 , . . . , k 2 . I f

i  o r  j  i s  g r e a t e r  t h a n  k 2  t h e  t e r m  \[c ^ , C j ]  i s  z e r o ,  h e n c e  

t r i v i a l l y  a n  e l e m e n t  o f  l o g ( r ) 1 a n d  z^^  may b e  t a k e n  t o  b e  

z e r o .
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Now, f o r  i , j , k  = 1 , 2 , . . . , r  ,

e x p ( % [ c i ,Cj] +  z .j) expCc^)

= e x p ( ^ [ c i , C j ]  +  Z;Lj  +  c k +  \[ [ c i 5C j]  , c k ] )

= exp(^[ c£, Cj ] + z ^  + ck)exp(^f [ci ,cj] ,ck]) .

S i n c e  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  a n d  t h e  f i r s t  t e r m  on t h e  r i g h t  

h a n d  s i d e  a r e  e l e m e n t s  o f  r> we m u s t  h a v e  

e x p ( % [ [ 0 ^ , 0 ^ ] . c k ] ) £ p .

S i n c e  l o g ( r )  c o n t a i n s  % [ c ^ , C j ]  +  z^j a n d  i s  a  l a t t i c e ,  

i t  m u s t  c o n t a i n  - % [ c ^ , C j ]  -  z ^ j , f o r  i , j  = l , . . . , r .  The 

e q u a t i o n s

ViYj = (exp(ci)exp(Cj) =)exp(ci+ c^ + %[c± ,c^ ] + z ^ )  

exp(y^  [ c i , [ c i ,Cj ] ]  - j2  [ c j , t ] -  z ^ )

and

Yi lyj = (exP("ci)exP(cj) =)exP(“ci + cj - “ zij)

exP(TJ [ci»[ci»cj]] + XI fcj »Cci»cj 1 + zij>

im p l y  t h a t

XX I c j_ > f ^ j  J J “ X I   ̂e j  * f ^ j   ̂  ̂ ” z i j

an d

XX t Ci > [ Ci » C j ] >  +  [ C j . f c ^ C j ] ]  +  Z - j

a r e  e l e m e n t s  o f  l o g ( r ) . T h e r e f o r e  t h e i r  sum, ^  [ c ^ , [ c ^ , C j ] ]  

i s  i n  l o g ( r ) • S i n c e  we h a v e  shown t h a t  l o g ( r )  a l s o  c o n t a i n s



^ [ c i } [ c i } C j ] ] we h a v e

(£ - I n c . A o ^ c . ) )  = ~  [ c i , [ c i , c j ]} c log(r) .

We h a v e  so  f a r  shown t h a t  i f  l o g ( r )  i s  a  l a t t i c e  i t

m u s t  c o n t a i n  % [ c . , c . ]  +  z.. , %[[ c . , c . ] , c,  ] a n d
1 J 1 J K

1 3
1 2  l c i , [ c i , C j ] ]  f o r  i , j , k  e { 1 , 2 , . . . , r )  and  z ^  € N .
S i n c e  c ^  a n d  c^ a r e  i n  l o g ( r ) ,

d = c i +  c j + ^ t c i , c j ]  +  z i j +  T^ICjL, [ c ^ C j ]  ] -  i ^ - [ C j ,  [ c i , c ^ ]  ]

i s  i n  l o g ( r )  . B u t  d = l o g ( y ^ Y j )  +  ziy  Hence

= d -  l o g ( y ^ Y j )  € l o g ( r ) • We may t h e r e f o r e  c o n c l u d e  

t h a t  k[ci,ĉ ] € l o g ( r )  f o r  i , j  = l , 2 , . . . , r .

b )  S u f f i c i e n c y .  We i n t r o d u c e  t h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n :  

Ei j  = ^  [ c i » c j ]

F i j k  = 4  f f c i > c j ) > c k>

— ^ 2  [ c -ĵ » [ »c j  ] ]

Tin Tin n  nii nin m
L e t  e x p ( a )  = Yĵ  Y2  • • • Yr  a n d  e x p ( b )  = Yĵ  Y2  • • • Yr  

b e  e l e m e n t s  o f  r, a n d  l e t  a n d  k 2 b e  a s  i n  ( a ) . Then  we 

c a n  a p p l y  t h e  C a m p b e l l - H a u s d o r f f  f o r m u l a  r  t i m e s  t o  e x p ( a )  

a n d  e x p ( b )  t o  f i n d  t h e i r  e x p r e s s i o n s  i n  t e r m s  o f  c ^ , C 2 » . . .  

( a n d  b r a c k e t  p r o d u c t s  o f  t h e s e ) . A d d i n g ,  we o b t a i n
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a  +  b = (n

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+  m ^ ) c ^  +  ( n 9 + m9 ) c 9 +  (n - ,n9 +  m-,m0 )E2 '  2 1 2 T “2 /1J1 2

2 2 2 2 
n l n 2  +  m^m2 ) ^ 1 2  +  ( n i n 2  + ml m2  ̂̂ 2 1

n 9 +  +  ( n - |n 9 + m1 in9 ) E 1 9  +  ( n 9n 9  +  m9m9 )E ,1 3 1 3  13 2 3 *2m3 '  23
2 2

+  ml m2m3 ^ E 123 + ^n l n 3 +  ml m3 ^ 1 3
2 2 2 2 

n 2n 3 +  m2m3 ^ 2 3  +  ^n l n 3  + ml m3 ^ 3 1
2 2

n 2n 3 +  m2m3 ^ 3 2  ■*■••• +  ( n k + mk ) c k2 3 32

" i " ^  +  n i ,”k 1 ) E i k  +  • • •

+  mk 1 - l mk i :iEk 1 - l  , k x 

n l rl2 " k 1 +  ml rn2 mk 1 *F 1 2 k 1 

n i n 3t,k 1 +  mr 3 n,k 1 ) F i 3 k 1  +  • • •  

n k 1 - 2 n k1 - l n k 1 +  mk 1 - 2 Ink ;L- l mk 1 ) I ’k 1 - 2 , k 1 - l , k 1 

n 2 „ k i  +  +  . . .

,n k 1 - l n k 1  +  mk 1 - l mk 1 )Gk 1 - l , k 1

" l " ^  +  ml mk 1 ^Gk 1 , l  +  • • •  

n k j - l n k j  +  mk 1 - l mk 1 )Gk 1 , k 1- l

n k j + l  +  “H ^ + l ^ k j + l +  ^ l ^ + l + m l mk 1+ l  ̂ 1 , ^ + 1

. .  +  (n , ,  n
1 " 1k.,“ k . ,+ l  + mk 1mk 1+ l )E k 1 , ^ + 1  +

n k  +  m k  ) c k  +  ( n l n k  +  m l m k  ) E i k  +  . . .i^2 2  2  2  2 2

n k i n k 2  +  mki mk2 ) Ek 1 k 2  +  ^n k 2 + 1  +  mk2+ 1 ^Ck2 + 1  

. .  +  ( n r  +  mr ) c r  .
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S i n c e  G . . ,  F.  a n d  E.  a r e  e l e m e n t s  o f  l o g ( r )  b y  h y p o t h e s i s  
r j

a n d  a r e  c e n t r a l ,  f o r  i , j , k  = 1 , 2 , . . . , r  a n d  i = k ^ + l , . . . , r  , 

i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  show t h a t  t h e  f o l l o w i n g  sum i s  i n

l o g ( r ) :

S = ( n j + m - ^ c ^  +  ( n 2+m2 ) c 2 + . . .  +  ( n r +mr ) c r

+  ( n ^ n 2 +m^m2 ) E ^ 2  +  (n^n^+m ^m ^E - j^  +  ( n 2n 3+m2m3 ^ E23

+  . . .  +  ( n k i . 1n k i -Hnk i . 1mk i ) E k i . 1 ( k i  .

n-,-hn, n~+m~ n  +m
Now l e t  y = Yl Y2 • . • Yr  • Then

l o g ( y )  = e  = ( n j + m ^ ) c ^  +  ( n 2 +m2 ) c 2 +  . . .  +  ( n r +mr ) c r  

+  ( n ^ + m ^ ) ( n 2 +m2 ) E ^ 2  + ( n ^ + m ^ ) ( n 3+m3 ) E ^ 3

+ ( n 2+m2 ) ( n 3+m3 ) E 2 3  + . . .

+  +  f

w h e r e  f  i s  a  sum o f  i n t e g r a l  m u l t i p l e s  o f  j , an<*

Ei-t  J >k  = l » 2 , . . . , r  a n d  t = k ^ +  1 , .  . .  , r )  , h e n c e

f  € l o g ( r )  • T h e r e f o r e  e  -  f  i s  i n  l o g ( r ) ,  s i n c e  f  i s  

c e n t r a l .  Now,

S = e  -  f  -  (n^m2+m-^n2 ) E ^ 2 -  ( n ^ n ^ + m ^ n ^ E ^

( n 2m3+m2 n 3 ) E 2 3  -  . . .  -  ^  •
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D e n o t e  (n^m. +  b y  Ej. j . S i n c e  e  -  f  a n d  a r e  i n

log(r),

6 = e x p ( e  -  f ) e x p ( - E 1 2 ) e x p ( - E 13) . . .  e x p ( - E k j  ^k )

i s  i n  r. B u t  l o g ( 6 ) = S + g ,  w h e r e  g i s  a  sum o f  i n t e g r a l  

m u l t i p l e s  o f  F ^ ^ ' s .  S i n c e  t h e  a r e  i n  l o g ( r )  a n d

a r e  c e n t r a l ,  S i t s e l f  m u s t  b e  i n  l o g ( r ) , a n d  we a r e  d o n e .

L e t  £ k 3  b e  t h e  c o l l e c t i o n  o f  l a t t i c e  s u b g r o u p s  o f  

n k 3  d e s c r i b e d  a s  f o l l o w s :

I f  XjL, . . . , x k a r e  f r e e  g e n e r a t o r s  o f  Nk 3  t h e n  a  

c a n o n i c a l  b a s i s  f o r  Nk 3 i s

•  »xk > [ x i , Xj ]  . [X j^JX jL .X j ]  ] , [ X j , [ x i } Xj ]  ] , [ x ^ , [ x i } Xj ] ]

w h e r e  i < j ,  ( , < i  o r  j  a n d  i  4 K t j  a n d  i , j , - t  € {1 , 2 , . . . , k } .  

T h e r e  a r e  k ( k - l ) ( k - 2 ) / 3  t e r m s  o f  t h e  f o r m  [ x  , [ x . , x . ] ]  a n d
V  ^  J

k ( k - l )  t e r m s  o f  t h e  f o r m s  [ x ^ , [ x ^ , X j ] ]  a n d  [ x ^ , [ x ^ , X j ] ] .
j

N o t e  t h a t  t h e  J a c o b i  i d e n t i t y  f o r c e s  u s  t o  e x c l u d e  f ro m  

t h e  b a s i s  o n e  t h i r d  o f  t h e  t e r m s  [ x^ , [ xp ,Xq ] ]  w h e r e  

N, P ,Q = 1 , .  . . , k  a n d  N ^ P ,  N ^ Q ,  P ^ Q ,  s i n c e

f XN> I x p>x qJ 1 ~ [ x p > [ Xjq >XQ J 1 “ [ XQ> [ Xjq »Xp] ] •

I f  N < P < Q ,  t h e n  [ x N, [ x p ,X q ] ]  a n d  [ x p , [ xn ,Xq ] ]  s a t i s f y  t h e  

a b o v e  c o n d i t i o n s  b u t  [ x ^ , [ x ^ , x p ] ] d o e s  n o t .  Thus  t h e  a b o v e  

c o n d i t i o n s  a s s u r e  u s  o f  a  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s e t .



- 4 0 -

Now, a  c a n o n i c a l  b a s i s  B o f  g d e t e r m i n e s  a  d i s c r e t e  

c o c o m p a c t  s u b g r o u p  r o f  ^ b y  ( A 4 ) . r i s  g e n e r a t e d  by  

e x p ( B ) .  S u p p o s e  B i s  o f  t h e  f o l l o w i n g  f o r m ,  w h e r e  

x ^ , . . . , x k a r e  f r e e  g e n e r a t o r s  o*:

( * * )  x 1 , . . . , x k , [ x i } x . ] ,  -j-2 r i .   t x ± , [ x ± , x .  ] ] ,i j  j  i j  j

[ X j . U j . X j ] ] ,  2 ^ —  [ x t , I x 1 >x j ] ]

w h e r e  i < j ,  i<t  o r  j ,  ij j, i ,  j  , {, € { 1 , 2 , . . . , k} a n d  

L . . ,  M . . ,  P . .  a n d  Q . . a r e  i n t e g e r s .  C o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n sI J  J-J J-J J-J (/

n n n-,2 1(i) exp(^[x. ,x . ]) exp(^[x. x. ])
x 2 J 2 i l  J 1

n, n 9
'N  n v r »  T v  v  1  ^exp(£[x,x. ]) exp(^[x. ,x.

1  J 1 x2 J
] )  * ;

(ii) exp(^[x^,Xj]) ^  exp(x;) 1 =
n . . n ..n

exp(-|J- [xi ,xj] + n^x^ + ■ j ^  [ [x.,,Xj] , x j ) =
n n . . - n

exp(x^) ^ e x p ^ x ^ X j ] )  Jexp(%[x^, [ x ^ x ^ ] ])
n .  n .

(iii) exp(xj) JexpCxj^)
nin i n in iexp(n^x^ + n i x i + - y - J -  [x^ . x j  + - j y -  [ x ^ J x ^ x . J ]

_ 2 _  

i i
— v r  [ x i > f x j » x i i J )  =

n. n. -2n.n.
exp(xi) exp(xj) Jexp(%[xi,Xj]) J

2 2
n in i n in iexp(— j" 1- [xi} [xj^.Xj] ])exp(— ^—  [x^ , [x^x^] ]) .
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A c c o r d i n g  t o  t h e s e  e q u a t i o n s  we may c h a n g e  t h e  o r d e r  o f  t h e
n .  n .

f a c t o r s  i n  t h e  p r o d u c t  e x p ( x . ) 1 e x p ( x . )  m o d u lo  
-  2 n . n .

e x p ( % [ x ^ , X j ] )  1  ^ a n d  c e n t r a l  t e r m s  i n  r  a n d  we may

c h a n g e  t h e  o r d e r  o f  t h e  f a c t o r s  i n  t h e  p r o d u c t

exp(Mx.,x,]) i J e x p ( x , )  1 m o d u l °  terms i n  r, f o r  

= l , 2 , . . . , k .  T h e r e f o r e  a n y  e l e m e n t  o f  r may b e

w r i t t e n  i n  t h e  fo rm

/ xn l  , Nn k ,  1 r i ^ k + 1e x p ( x 1 ) . . .  e x p ( x k ) e x p ( j —  [ x ]L, x 2 ] )

1 n 
e x p ( l i i P k . l j k  t x k ’ ! x k - i - x k 1 1 > s  •

T h i s  t e l l s  u s  t h a t  e x p ( B )  i s  a  c a n o n i c a l  b a s i s  o f  t h e

d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  r  w h i c h  i t  g e n e r a t e s .  We s e e

f r o m  t h e o r e m  F t h a t  r  i s  a  l a t t i c e  g r o u p  f o r  an y  c h o i c e  o f

i n t e g e r s  L . . ,  M. . ,  P . .  a n d  Q . . , .  We d e f i n e  £ ,  ~ t o  b e  t h e  ■*-J ij ij i J L K,J
c o l l e c t i o n  o f  l a t t i c e  n i l p o t e n t  g r o u p s  w i t h  c a n o n i c a l  b a s e s  

o f  t h e  fo rm  e x p ( B ) . A d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  o f  h k  ^ 

i s  a  l a t t i c e  i f  a n d  o n l y  i f  i t  c o n t a i n s  a member  o f  £ k 

As i n  t h e  t w o - s t e p  c a s e ,  i t  c a n  b e  shown t h a t  hk  ^ c o n t a i n s  

l a t t i c e  s u b g r o u p s  w h i c h  a r e  n o t  i n  £ k

From t h e  r e s u l t s  s t a t e d  i n  t h e o r e m s  E a n d  F o n e  w o u l d  

g u e s s  t h a t  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  t h e  c o n n e c t e d  s i m p l y  

c o n n e c t e d  t - s t e p  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p ,  t h e r e  e x i s t  n e c e s s a r y  

a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  

t o  b e  l a t t i c e ,  a n d  t h a t  t h e s e  a r i s e  f ro m  t h e  C a m p b e l l -  

H a u s d o r f f  f o r m u l a .  H o w ev e r ,  a t t e m p t s  t o  p r o v e  t h i s



e n c o u n t e r  t h e  d i f f i c u l t y  t h a t  t h e  c e n t r a l  t e r m s  a n a l o g o u s

t o  i n  t h e  p r o o f  o f  t h e o r e m  F do n o t  d r o p  o u t  so  r e a d i l y

when i i s  g r e a t e r  t h a n  3 .  M o r e o v e r ,  t h e  e x p a n s i o n  o f  a +  b

b e co m e s  c o n s i d e r a b l y  m o re  i n v o l v e d ,  t h e r e b y  c o m p l i c a t i n g

t h e  s u f f i c i e n c y  a r g u m e n t .

L e t  q .  ( n  = l , 2 , . . . , n . )  b e  t h e  r a t i o n a l  c o e f f i c i e n t s  
J J

o f  t h e  n j  t e r m s  o f  l e n g t h  j  i n  t h e  C a m p b e l l - H a u s d o r f f  f o r ­

m u l a .  L e t  q j  = ^  w h e r e  N i s  t h e  g r e a t e s t  common d e n o m i n a t o r

o f  q .  ^ . , q  . . N o t e  t h a t  q-  ̂= 1 . L e t  Q. = q^q?  • * *
J ) J j ̂  j  J J

We c o n j e c t u r e  t h e  f o l l o w i n g :

S u p p o s e  r  i s  a  d i s c r e t e  c o c o m p a c t  s u b g r o u p  o f  a  

c o n n e c t e d  s i m p l y  c o n n e c t e d  - t - s t e p  n i l p o t e n t  L i e  g r o u p  ft.

L e t  e x p ( c ^ ) , . . . , e x p ( c r ) b e  a  c a n o n i c a l  b a s i s  f o r  r. Then  

T i s  a  l a t t i c e  n i l p o t e n t  g r o u p  i f  l o g ( r )  c o n t a i n s
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