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ABSTRACT

The r e s u l t s  o f  c e r t a i n  t h e o r e t i c a l  a n d  e x p e r i m e n t a l  

i n v e s t i g a t i o n s  i n  t h e  f i e l d  o f  f o r c e  b a l a n c i n g  o f  p l a n a r  

m e c h a n i s m s ,  w h ic h  i n t r o d u c e  n o v e l  c o m p u t e r - a i d e d  d e s i g n  

m e t h o d s ,  a r e  p r e s e n t e d .

E x p e r i m e n t a t i o n  sh o w ed  t h a t  a  m e c h a n is m  d e s i g n e d  t o  

b e  f u l l /  f o r c e  b a l a n c e d  e x h i b i t s  a  r e s i d u a l  i m b a l a n c e ,  

b r o u g h t  a b o u t  b y  u n a v o i d a b l e  m a n u f a c t u r i n g  t o l e r a n c e s  a n d  

m a t e r i a l  n o n h o m o g e n e i t i e s .  A new t h e o r y  f o r  a  g r o u p  o f  

d e v i c e s  w h ic h  a l l o w  t h e  c o m p l e t e  r e m o v a l  o f  t h e s e  r e s i d u a l  

s h a k i n g  f o r c e s  o f  a  f o u r - b a r  l i n k a g e  a n d  o t h e r  b a l a n c e a b l e  

m e c h a n i s m s ,  i s  sh o w n .

T h i s  t h e o r y  w as s u b s e q u e n t l y  a p p l i e d  t o  t h e  a c t u a l  

d e s i g n  o f  a  b a l a n c i n g  d e v i c e  f o r  a  f o u r - b a r  l i n k a g e .  I t  

w as fo u n d  t h a t  t h e  g o a l  o f  c o m p l e t e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  

r e s i d u a l  s h a k i n g  f o r c e s  w as n o t  a t t a i n a b l e  a n d  t h a t  i t  

w as n e c e s s a r y  t o  m o d i f y  t h e  t h e o r y  s u c h  t h a t  t h e  b e s t  

p o s s i b l e  r e d u c t i o n  i n  t h e s e  f o r c e s  c o u l d  b e  o b t a i n e d .  

S u b s e q u e n t  e x p e r i m e n t s ,  w h ic h  u s e  m in im a x  a s  w e l l  a s  l e a s t  

s q u a r e s  a p p r o a c h e s  a n d  h a d  m o s t  s u c c e s s f u l  o u t c o m e s ,  a r e  

d e s c r i b e d .

F u r t h e r ,  a  new t w o - c o u n t e r w e i g h t  m e th o d  o f  p a r t i a l
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f o r c e  b a l a n c i n g  w h ic h  m akes  i t  p o s s i b l e , b y  w ay  o f  w h a t  

h a s  b e e n  c a l l e d  t h e  e q u i p o l l e n t  c i r c l e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n ,  

t o  p r e s c r i b e  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e  o f  a  c o n s t a n t  i n p u t  

s p e e d  f o u r - b a r  l i n k a g e  b y  w ay  o f  a  w id e  r a n g e  o f  p r a c t i c a l  

c o u n t e r w e i g h t  c o n f i g u r a t i o n s ,  i s  g i v e n .

F i n a l l y ,  a  n o v e l  n o n l i n e a r  o p t i m i z a t i o n  f o r m u l a t i o n  

w h ic h  m ak es  i t  p o s s i b l e  t o  s i m u l t a n e o u s l y  m in i m iz e  t h e  

maximum v a l u e s  o f  t h e  v a r i o u s  d y n a m ic  r e a c t i o n s  o f  a  

f o u r - b a r  l i n k a g e  w h i l e  m a i n t a i n i n g  t h e  a b i l i t y  t o  p r e s c r i b e  

t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e ,  i s  i n t r o d u c e d .  T h i s  c o m p u t e r -  

a i d e d  d e s i g n  t e c h n i q u e ,  w h ic h  e m p lo y s  c o u n t e r w e i g h t s  on 

a l l  l i n k s ,  w as  a p p l i e d  t o  b o t h  p a r t i a l  a s  w e l l  a s  f u l l  

f o r c e  b a l a n c i n g  a n d  p r o d u c e d  g r a t i f y i n g  r e s u l t s .
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I .  INTRODUCTION

The e l i m i n a t i o n  o r  r e d u c t i o n  o f  d i s t u r b a n c e *  t r a n s m i t t e d  

b y  h i g h  s p e e d  o r  h e a v y  d u t y  m a c h i n e r y  t o  t h e i r  s u r r o u n d i n g s  

i s  o f  g r e a t  i m p o r t a n c e .  T h e s e  d i s t u r b a n c e s  a r e  o b j e c t i o n a b l e  

b e c a u s e  o f  t h e i r  n e g a t i v e  e f f e c t s  on  t h e  p r o d u c t i v i t y  o f  

t h e s e  m a c h i n e s .  The r e s u l t i n g  v i b r a t i o n ,  w e a r  a n d  f a t i g u e  

p r o b l e m s  l i m i t  t h e i r  s p e e d s  a n d ,  w i t h  t h a t ,  t h e i r  f u l l  

p o t e n t i a l .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  a s s o c i a t e d  n o i s e  may r e p r e s e n t  

a  s e r i o u s  t h r e a t  t o  t h e  h e a l t h  o f  t h e  o p e r a t o r .

T he p r e s e n t  w o rk  r e p r e s e n t s  a n  a t t e m p t  t o  a n s w e r  same 

o f  t h e  u n r e s o l v e d  q u e s t i o n s  i n  t h i s  f i e l d .

E x p e r i m e n t a t i o n  h a d  show n t h a t  i f  a  m e c h a n ism  w as 

d e s i g n e d  t o  b e  f u l l y  f o r c e  b a l a n c e d ,  i t  d i d  n o t  n e c e s s a r i l y  

im p ly  t h a t  a l l  t h e  s h a k i n g  f o r c e s  w e r e  r e m o v e d .  T h i s  

r e s i d u a l  i m b a l a n c e  i s  d u e  t o  u n a v o i d a b l e  m a n u f a c t u r i n g  

t o l e r a n c e s  a n d  t h e  u n p r e d i c t a b l e  n o n h o m o g e n e i ty  o f  t h e  

m a t e r i a l s  u s e d .  T h u s ,  c l e a r l y  t h e r e  w as a  n e e d  t o  d e v i s e  

some p r o c e d u r e  b y  w h ic h  t h i s  r e s i d u a l  i m b a l a n c e  c o u l d  b e  

t o t a l l y  re m o v e d  o r ,  a t  l e a s t ,  c o n s i d e r a b l y  r e d u c e d .  To 

t h i s  e n d ,  a  t h e o r y  f o r  a  g r o u p  o f  d e v i c e s  w h ic h  w o u ld  a l l o w  

t h e  c o m p l e t e  r e m o v a l  o f  t h e  r e s i d u a l  s h a k i n g  f o r c e s  o f  a  

f o u r - b a r  l i n k a g e  a n d  o t h e r  b a l a n c e a b l e  m e c h a n i s m s ,  was
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d e v e l o p e d .

When t h i s  t h e o r y  w as  a p p l i e d  t o  a  s p e c i f i c  d e s i g n  o f  

a  b a l a n c i n g  d e v i c e  f o r  a  f o u r —b a r  l i n k a g e ,  i t  w as  f o u n d  

t h a t  t h i s  g o a l  o f  c o m p l e t e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  r e s i d u a l  

s h a k i n g  f o r c e s  w as n o t  a t t a i n a b l e  a n d  t h a t  i t  w as  n e c e s s a r y  

t o  m o d i f y  t h e  t h e o r y  s u c h  t h a t  t h e  b e s t  p o s s i b l e  r e d u c t i o n  

i n  t h e s e  f o r c e s  c o u l d  b e  a c h i e v e d .  An e x p e r i m e n t  w h ic h  u s e s  

t h i s  new a p p r o x i m a t i n g  m e th o d  w as  m o s t  s u c c e s s f u l  a n d  a  

r e d u c t i o n  o f  a s  m uch a s  65  p e r c e n t  o f  t h e  r e s i d u a l  s h a k i n g  

f o r c e  c o u l d  b e  o b t a i n e d .

S e c o n d l y ,  s i n c e  a t  t h e  t i m e  o f  t h e  i n c e p t i o n  o f  t h i s  

w o rk  G. G. Lowen a n d  F . R. T e p p e r  h a d  j u s t  c o m p l e t e d  a  s i n g l e  

c o u n t e r w e i g h t  m e th o d  o f  p r e s c r i b i n g  t h e  RMS s h a k i n g  f o r c e  o f  

a  f o u r - b a r  l i n k a g e  ^80 J , i t  w as f e l t  t h a t  i t  w o u ld  b e  d e s i r a b l e  

t o  d e v e l o p  a  t e c h n i q u e  o f  p a r t i a l  f o r c e  b a l a n c i n g  w h ic h  a l l o w s  

t h e  l i m i t a t i o n  o f  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e  o f  s u c h  a  m e c h a n is m .  

T h i s  g o a l  w as  r e a l i z e d  b y  t h e  a d a p t a t i o n  o f  a  C h e b y s h e v - t y p e  

p a r t i a l  b a l a n c i n g  p r o c e d u r e  d e v i s e d  b y  Y a. L . G h e ro n im u s  ^ 2 s J  . 

The r e s u l t i n g  new t w o - c o u n t e r w e i g h t  m e th o d  m akes  i t  p o s s i b l e ,  

w i t h  t h e  h e l p  o f  w h a t  h a s  b e e n  c a l l e d  t h e  e q u i p o l l e n t  c i r c l e  

c o n s t r a i n t  e q u a t i o n ,  t o  a t t a i n  t h e  i d e n t i c a l  p r e s c r i b e d  

maximum s h a k i n g  f o r c e  b y  w ay o f  a  c o n s i d e r a b l e  r a n g e  o f  

p r a c t i c a l  c o u n t e r w e i g h t  c o n f i g u r a t i o n s .
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W h ile  t h i s  w o rk  p r o c e e d e d ,  a n d  w i t h  some i n s i g h t s  

p r o v i d e d  b y  p r e v i o u s  w o rk  o f  G. G. Low en, F .  R. T a p p e r  

a n d  R. S .  B a r k o f  [ s i ] ,  i t  b e c a m e  c l e a r  t h a t  i f  o n e  e x t e n d s  

t h e  a b o v e  a p p r o a c h  b y  i n t r o d u c i n g  a n  a d d i t i o n a l  c o u p l e r  

c o u n t e r w e i g h t ,  i t  b e c o m e s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  s i g n i f i c a n t  

r e d u c t i o n s  i n  s u c h  d y n a m ic  r e a c t i o n s  a s  t h e  maximum b e a r i n g  

f o r c e s ,  t h e  maximum i n p u t  m om ent a n d  t h e  maximum s h a k i n g  

m om ent o f  a  f o u r - b a r  l i n k a g e ,  w h i l e  m a i n t a i n i n g  t h e  a b i l i t y  

t o  p r e s c r i b e  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e .  P r o f e s s o r  D o n a ld  

G o l d f a r b ,  o f  t h e  C o m p u te r  S c i e n c e  D e p a r t m e n t  o f  t h e  C i t y  

C o l l e g e  o f  New Y o rk ,  s u g g e s t e d  t h a t  a  s i m u l t a n e o u s  

o p t i m i z a t i o n  o f  t h e s e  r e a c t i o n s  may b e  o b t a i n e d  b y  t h e  

u s e  o f  a n  o p t i m i z a t i o n  m e th o d  p r e v i o u s l y  u s e d  t o  s o l v e  

l i n e a r  m in im a x  p r o b l e m s .  I n  t h i s  f o r m u l a t i o n ,  t h e  i n c r e a s e s  

i n  t h e  d y n a m ic  r e a c t i o n s ,  d u e  t o  b a l a n c i n g ,  a r e  c o n t r o l l e d  

b y  a  common m i n i m i z a t i o n  p a r a m e t e r  w h ic h  r e p r e s e n t s  t h e  

o b j e c t i v e  f u n c t i o n  o f  t h e  p r o b l e m .  T h i s  new a p p r o a c h  w as 

i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e  H a r w e l l  A u g m e n te d  L a g r a n g i a n  o p t i m i z a t i o n  

c o d e 1  a n d  i t  w as  f o u n d  t h a t  i t  l e d  t o  m o s t  g r a t i f y i n g

1
I t  w as  f o u n d  t h a t  t h i s  c o d e  c o u l d  a l s o  b e  u s e d  t o  e x c e l l e n t  
a d v a n t a g e  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  b a l a n c i n g  m a c h in e  a s  w e l l  
a s  t h e  m e th o d  f o r  p r e s c r i b i n g  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e  o f  
a  m e c h a n is m .  A p p e n d ix  C s e r v e s  a s  a  g u i d e  f o r  t h e  u s e  o f  
t h i s  p r o g r a m .
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r e s u l t s .  I t  w as  p o s s i b l e  t o  k e e p  t h e  i n c r e a s e s  i n  t h e  

v a r i o u s  d y n a m ic  r e a c t i o n s  o f  b o t h  p a r t i a l l y  a n d  f u l l y  

f o r c e  b a l a n c e d  m e c h a n i s m s ,  w hen  c o m p a re d  t o  t h o s e  o f  t h e  

u n b a l a n c e d  l i n k a g e ,  t o  v a l u e s  t h a t  p r e v i o u s l y  h a d  n o t  b e e n  

a t t a i n e d .



A. B ackground

S i n c e  t h e  m e c h a n is m  b a l a n c i n g  l i t e r a t u r e  w as r e v i e w e d  

b y  G, G. Lowen a n d  R. S .  B e r k o f  i n  1968  [ 4 9 ^  a n d  a g a i n  b y  

t h e  sam e a u t h o r s ,  t o g e t h e r  w i t h  P .  R. T e p p e r ,  i n  1977  [ l o ] , 

o n l y  t h o s e  r e f e r e n c e s  w h ic h  a r e  o f  i m p o r t a n c e  t o  t h e  p r e s e n t  

w o rk ,  a n d  w h ic h  h a v e  n o t  b e e n  m e n t i o n e d  i n  t h e  p r e v i o u s  

s e c t i o n ,  w i l l  b e  b r i e f l y  d i s c u s s e d .

The M ethod  o f  L i n e a r l y  I n d e p e n d e n t  V e c t o r s ,  f i r s t  

g i v e n  b y  R. S .  B e r k o f  a n d  G. G. L o w e n £ 8  j ,  r e p r e s e n t s  

t h e  p o i n t  o f  d e p a r t u r e  f o r  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  a  f o u r - b a r  

l i n k a g e  b a l a n c i n g  d e v i c e .  T h i s  m e th o d  w as l a t e r  g e n e r a l i z e d  

b y  F .  R. T e p p e r  a n d  G. G. Lowen ^ 7 6 J ,  The l a t t e r  w ork  a l s o  

g a v e  a  b a l a n c e a b i l i t y  c r i t e r i o n  w h ic h  i s  u s e d  t o  g o o d  

a d v a n t a g e  i n  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  t h e o r y  o f  f u l l  f o r c e  

b a l a n c i n g  m a c h i n e s .

I n  t h e  f i e l d  o f  m e c h a n ism  o p t i m i z a t i o n ,  J .  P .  S a d l e r  

a n d  R. W. Mayne j^63 J i n t r o d u c e d  t h e  u s e  o f  n o n l i n e a r  

p ro g ra m m in g  t e c h n i q u e s  f o r  t h e  m i n i m i z a t i o n  o f  t h e  maximum 

v a l u e s  o f  c e r t a i n  r e a c t i o n s  i n  a  c o n s t a n t  i n p u t  s p e e d  

g e n e r a l  f o u r - b a r  l i n k a g e .  T h e y  m in im iz e d  t h e  maximum s h a k i n g  

f o r c e  w h i l e  l i m i t i n g  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  s h a k i n g  m om ent.

T h i s  o p t i m i z a t i o n  w as r e p e a t e d  w i t h  a n  a d d i t i o n a l  c o n s t r a i n t  

on t h e  maximum v a l u e  o f  t h e  l a r g e s t  b e a r i n g  f o r c e .  A l l
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s o l u t i o n s  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  t r a d e - o f f  c h a r t s .  T h e s e  

o p t i m i z a t i o n s  w e re  a c c o m p l i s h e d  w i t h  p o i n t  m ass  c o u n t e r w e i g h t s  

w h ic h  a r e  a t t a c h e d  t o  t h e  i n p u t  a n d  o u t p u t  l i n k s .  (W h i le  t h e  

n e g l e c t  o f  t h e  c o u n t e r w e i g h t  m om ents  o f  i n e r t i a  i s  o f  no  

c o n s e q u e n c e  a s  f a r  a s  t h e  s h a k i n g  f o r c e  i s  c o n c e r n e d ,  i t  

m a t t e r s  t o  v a r y i n g  d e g r e e s  w hen  i t  com es t o  t h e  s h a k i n g  

m om ent, t h e  i n p u t  moment a n d  t h e  v a r i o u s  b e a r i n g  f o r c e s . )

The m a t h e m a t i c a l  t e c h n i q u e  c o n s i s t e d  o f  c o n v e r t i n g  c o n s t r a i n e d  

o p t i m i z a t i o n  p r o b le m s  t o  u n c o n s t r a i n e d  o n e s  b y  u s i n g  t h e  

e x t e r i o r  p e n a l t y  f u n c t i o n  a p p r o a c h .  The s u b s e q u e n t  o p t im a  

w e r e  t h e n  d e t e r m i n e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  a  v a r i a b l e  m e t r i c  

p r o c e d u r e .

J .  P .  S a d l e r  [ 64 ^  a p p l i e d  t h e  a b o v e  o p t i m i z a t i o n  

p r o c e d u r e  t o  s i x - b a r  l i n k a g e s  a n d  i n d i v i d u a l l y  m in im iz e d  

t h e  maximum v a l u e s  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e ,  t h e  s h a k i n g  m om ent, 

t h e  i n p u t  t o r q u e  f l u c t u a t i o n  a s  w e l l  a s  a  b e a r i n g  f o r c e  b y  

b o t h  one  a n d  tw o  p o i n t  m a s s e s  o f  p r e s c r i b e d  m a g n i t u d e .  A 

t r a d e - o f f  b e tw e e n  maximum s h a k i n g  f o r c e  a n d  i n p u t  t o r q u e  

f l u c t u a t i o n  w as a l s o  u n d e r t a k e n ,  u s i n g  e i t h e r  tw o o r  t h r e e  

b a l a n c i n g  m a s s e s .  F o r  t h e  tw o  b a l a n c i n g  m ass  c a s e ,  t h i s  w as 

a c c o m p l i s h e d  b o t h  w i t h  a n d  w i t h o u t  a n  a d d i t i o n a l  b e a r i n g  

f o r c e  c o n s t r a i n t .  F i n a l l y ,  a  40  p e r c e n t  r e d u c t i o n  i n  b o t h  

maximum s h a k i n g  f o r c e  a n d  s h a k i n g  moment w as a c c o m p l i s h e d
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f o r  a  s i x - b a r  s t o n e  c r u s h e r  m e c h a n i s m  w i t h  t h e  h e l p  o f  a  

c o m p o s i t e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n .  The  e f f i c i e n c y  o f  n o n l i n e a r  

p r o g r a m m i n g ,  w h e n  a p p l i e d  t o  l i n k a g e  b a l a n c i n g ,  w a s  d e m o n s t r a t e d  

b y  d u p l i c a t i n g  t h e  a n a l y t i c a l l y  o b t a i n a b l e  f u l l  f o r c e  b a l a n c e  

r e s u l t s  f o r  b o t h  f o u r - b a r  a n d  s i x - b a r  l i n k a g e s .

I n  a  u n i q u e  s t u d y ,  c o m b i n i n g  k i n e m a t i c  s y n t h e s i s  a n d  

t h e  d y n a m i c  d e s i g n  o f  f o u r - b a r  l i n k a g e s ,  F .  L .  C o n t e ,

G. R. G e o r g e ,  R. W. Mayne a n d  J .  P .  S a d l e r ^ 1 4 j  s h o w e d  

t h a t  n o n l i n e a r  p r o g r a m m i n g  c a n  b e  s u c c e s s f u l l y  a p p l i e d  f o r  

t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h a t  l i n k a g e  w h i c h  n o t  o n l y  s a t i s f i e s  

t h e  k i n e m a t i c  o b j e c t i v e s ,  b u t  a l s o  p r o v i d e s  o p t im u m  d y n a m i c  

c h a r a c t e r i s t i c s .

B. P o r t e r  a n d  D. J .  S a n g e r  [ ^ 9 ^  a l s o  sh o w e d  t h e  

a p p l i c a t i o n  o f  n o n l i n e a r  p r o g r a m m i n g  t e c h n i q u e s  t o  t h e  

o p t i m i z a t i o n  o f  c e r t a i n  d y n a m i c  r e a c t i o n s  o f  a n  i n l i n e  

f o u r - b a r  l i n k a g e  w i t h  l i n k s  o f  c o n s t a n t  c r o s s - s e c t i o n .  To 

t h i s  e n d ,  a n  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  c o n s i s t i n g  o f  t h e  sum o f  

t h e  w e i g h t e d  m ean  s q u a r e  v a l u e s  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e ,  t h e  

s h a k i n g  m om en t ,  t h e  i n p u t  t o r q u e  a n d  t h e  b e a r i n g  f o r c e s  was  

i n t r o d u c e d .  The  m i n i m i z a t i o n  o f  t h i s  f u n c t i o n  i s  s u b j e c t  t o  

c o n s t r a i n t s  on t h e  tw o  d e s i g n  v a r i a b l e s  w h i c h  a r e  r e p r e s e n t e d  

b y  t h e  i n l i n e  l o c a t i o n  a s  w e l l  a s  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  r a d i u s  

o f  a  c i r c u l a r  c o u n t e r w e i g h t  a t t a c h e d  t o  t h e  i n p u t  l i n k .  (The
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i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  w a s  d e s i g n e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  

M e th o d  o f  L i n e a r l y  I n d e p e n d e n t  V e c t o r s  a n d  was c h o s e n  t o  

h a v e  a  minimum moment o f  i n e r t i a . ) The a u t h o r s  s e l e c t e d  

t h e  w e i g h t i n g  f a c t o r s  i n  s u c h  a  w ay  t h a t  t h e y  o n l y  p e r f o r m e d  

t h e  s i m u l t a n e o u s  o p t i m i z a t i o n  o f  tw o  r e a c t i o n s .  T h e i r  

s u c c e s s  was g r e a t e r  f o r  f o r c e s  t h a n  f o r  m o m e n t s .

S .  S c h o n f e l d  [  r e p o r t e d  on a  c o m p u t e r  p r o g r a m  

w h i c h  c o m b i n e s  t h e  a b i l i t y  t o  g e n e r a t e  t h e  v a r i o u s  r e a c t i o n s  

o f  p l a n a r  l i n k a g e s  t o g e t h e r  w i t h  t h e i r  o p t i m i z a t i o n  b y  m eans  

o f  n o n l i n e a r  p r o g r a m m in g  t e c h n i q u e s .  A s u c c e s s f u l  e x a m p le  o f  

a  w e i g h t e d  o p t i m i z a t i o n  o f  t h e  s h a k i n g  moment a n d  t h e  i n p u t  

t o r q u e  o f  a  s i x - b a r  l i n k a g e  i s  s h o w n .  The same a u t h o r  

t o g e t h e r  w i t h  H. D r e s i g  d i s c u s s e d ,  w i t h o u t  e x a m p l e ,

t h e  s i m u l t a n e o u s  o p t i m i z a t i o n  o f  a l l  l i n k a g e  r e a c t i o n s  b y  

t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  u s u a l  t e c h n i q u e s  o f  l i n e a r  a n a l y s i s .
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B. R e s u l t s  Of I n v e s t i g a t i o n

The p r e s e n t  s e c t i o n  r e p o r t s  b r i e f l y  o n  t h e  r e s u l t s  o f  

t h e  I n v e s t i g a t i o n  w h i c h  c o n s i s t s  o f  t h e  f o l l o w i n g  p a r t s :

1 .  T h e o r y  Of P u l l  F o r c e  B a l a n c i n g  M a c h i n e s  F o r  

R e c i p r o c a t i n g  M e c h a n i sm s

2 .  A P r a c t i c a l  B a l a n c i n g  M a c h in e  F o r  F o u r - B a r  L i n k a g e s

3 .  A New M e th o d  F o r  P r e s c r i b i n g  The Maximum S h a k i n g  

F o r c e  Of A F o u r - B a r  L i n k a g e  W i th  F l e x i b i l i t y  I n  

C o u n t e r w e i g h t  D e s i g n

4 .  S i m u l t a n e o u s  O p t i m i z a t i o n  Of D ynam ic  R e a c t i o n s  

Of  A F o u r - B a r  L i n k a g e  W ith  P r e s c r i b e d  Maximum 

S h a k i n g  F o r c e

1 .  T h e o r y  Of F u l l  F o r c e  B a l a n c i n g  M a c h i n e s  F o r  

R e c i p r o c a t i n g  M e c h a n ism s

The t h e o r e t i c a l  b a s i s  f o r  new b a l a n c i n g  f i x t u r e s  

c a p a b l e  o f  r e m o v i n g  t h e  u n a v o i d a b l e  r e s i d u a l  s h a k i n g  f o r c e  

f o u n d  i n  t h e o r e t i c a l l y  b a l a n c e d  m e c h a n i s m s  i s  p r e s e n t e d .

T h i s  new a p p r o a c h  i s  f i r s t  a p p l i e d  t o  a  f o u r - b a r  l i n k a g e  

w i t h  a  g e n e r a l  m a s s  d i s t r i b u t i o n .  S u b s e q u e n t l y ,  i t  i s  

g e n e r a l i z e d  t o  i n c l u d e  a l l  b a l a n c e a b l e  p l a n a r  m e c h a n i s m s .

I n  b o t h  i n s t a n c e s ,  s e t s  o f  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t
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e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  f o r  c e r t a i n  g e n e r a l  m a s s - d i s t a n c e  

p r o d u c t s .  To o b t a i n  t h e s e  p a r a m e t e r s ,  w h i c h  f o r m  t h e  b a s i s  

f o r  t h e  d e s i g n  o f  t h e  r e q u i r e d  c o r r e c t i o n  m a s s e s ,  t h e  v a l u e s  

o f  t h e  r e s i d u a l  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t s  a n d  o f  a l l  k i n e m a t i c  

p r o p e r t i e s  m u s t  b e  known f r o m  e x p e r i m e n t a t i o n  f o r  c e r t a i n  

p o s i t i o n s  o f  t h e  m e c h a n i s m .

2 .  A P r a c t i c a l  B a l a n c i n g  M a c h in e  F o r  F o u r - B a r  L i n k a g e s

The d e v e l o p m e n t  o f  a n  a c t u a l  f o r c e  b a l a n c i n g  m a c h i n e  

a l o n g  t h e  l i n e s  o f  t h e  new t h e o r y  a n d  c a p a b l e  o f  r e m o v i n g  

a  l a r g e  p o r t i o n  o f  t h e  r e s i d u a l  s h a k i n g  f o r c e  f o u n d  i n  a  

t h e o r e t i c a l l y  f u l l y  f o r c e  b a l a n c e d  f o u r - b a r  l i n k a g e ,  i s  

d e s c r i b e d .

W h i l e  i t  w as  n o t  p o s s i b l e ,  b e c a u s e  o f  e x p e r i m e n t a l  e r r o r ,  

t o  o b t a i n  u n i q u e  a n s w e r s  f o r  t h e  d e s i r e d  c o r r e c t i o n  m a s s e s  

f r o m  v a r i o u s  s e t s  o f  b a l a n c i n g  e q u a t i o n s ,  a  m e th o d  was 

d e v i s e d  w h i c h  m ak e s  u s e  o f  many s e t s  o f  s u c h  e x p r e s s i o n s .

The p r o b l e m  was  i n t e r p r e t e d  a s  o n e  o f  f i n d i n g  t h e  b e s t  

p o s s i b l e  s o l u t i o n  t o  a n  o v e r d e t e r m i n e d  s y s t e m  o f  b a l a n c i n g  

e q u a t i o n s .  B o th  a  l e a s t  s q u a r e s  a n d  a  m in im a x  a p p r o a c h  

w e r e  d e v e l o p e d .

A l t h o u g h  i t  was  n o t  p o s s i b l e  t o  r e m o v e  a l l  r e s i d u a l  

i m b a l a n c e ,  b o t h  m e t h o d s  f u r n i s h e d  c o n s i d e r a b l e  r e d u c t i o n s
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o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t s .  The m ln im a x  m e t h o d  was 

f o u n d  t o  g i v e  a  so m e w h a t  g r e a t e r  r e d u c t i o n  t h a n  t h e  l e a s t  

s q u a r e s  a p p r o a c h .

3 .  A New M etho d  F o r  P r e s c r i b i n g  The Maximum S h a k i n g  

F o r c e  Of A F o u r - B a r  L i n k a g e  W i th  F l e x i b i l i t y  I n  

C o u n t e r w e i g h t  D e s i g n

T h i s  n o v e l  t w o - c o u n t e r w e i g h t  m e t h o d  o f  p a r t i a l  f o r c e  

b a l a n c i n g  o f  a  f o u r - b a r  l i n k a g e ,  w h i c h  f o r m s  t h e  b a s i s  f o r  

a  c o m p r e h e n s i v e  o p t i m i z a t i o n  m e t h o d  d i s c u s s e d  l a t e r ,  a l l o w s  

t h e  d e s i g n e r  t o  r e a l i z e  a  p r e s c r i b e d  v a l u e  f o r  t h e  maximum 

s h a k i n g  f o r c e  a n y w h e r e  b e t w e e n  z e r o  a n d  a n  i n h e r e n t  u p p e r  

l i m i t .  I n  a d d i t i o n ,  b y  t a k i n g  a d v a n t a g e  o f  a  c e r t a i n  

m a t h e m a t i c a l  p r o p e r t y ,  w h i c h  h a s  b e e n  c a l l e d  t h e  e q u i p o l l e n t  

c i r c l e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n ,  i t  b e c o m e s  p o s s i b l e  t o  a t t a i n  

t h e  i d e n t i c a l  p r e s c r i b e d  maximum s h a k i n g  f o r c e  f o r  a  w i d e  

r a n g e  o f  o u t p u t  a n d  a s s o c i a t e d  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  

c o n f i g u r a t i o n s .

T h i s  t e c h n i q u e ,  w h i c h  i s  g e n e r a l l y  o n l y  a p p l i c a b l e  t o  

c o n s t a n t  s p e e d  m e c h a n i s m s ,  b u i l d s  u p o n  a  C h e b y s h e v - t y p e  

p a r t i a l  b a l a n c i n g  m e t h o d ,  f i r s t  g i v e n  b y  Ya. L.  G h e r o n i m u s ,  

w h i c h  o n l y  u s e s  a n  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t .  The e q u i p o l l e n t  

c i r c l e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n ,  w h i c h  a l l o w s  f l e x i b i l i t y  i n
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c o u n t e r w e i g h t  d e s i g n  f o r  a  p r e s c r i b e d  maximum s h a k i n g  f o r c e ,  

r e p r e s e n t s  a n  a d a p t a t i o n  o f  a  p a r a l l e l  c o n c e p t ,  u s e d  b y  

G. G. Lowen a n d  F .  R. T e p p e r  t o  p r e s c r i b e  t h e  RMS s h a k i n g  

f o r c e .

E x a m p le s  i n v o l v i n g  b o t h  a  50 a n d  a  75 p e r c e n t  r e d u c t i o n  

i n  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e  a r e  g i v e n  a n d  t h e  a s s o c i a t e d  

r a n g e s  o f  p o s s i b l e  c o u n t e r w e i g h t  d e s i g n s  a r e  d e t e r m i n e d .

The m a g n i t u d e s  o f  s u c h  maximum d y n a m i c  r e a c t i o n s  a s  b e a r i n g  

f o r c e s ,  i n p u t  moment a n d  s h a k i n g  moment h a v e  b e e n  c o m p u t e d  

f o r  e a c h  o f  t h e  a b o v e  r e d u c t i o n s  i n  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e  

f o r  a  f u l l  r a n g e  o f  c o u n t e r w e i g h t  d e s i g n s .  T h e s e  r e a c t i o n s  

show  l i t t l e  v a r i a t i o n  i n  m a g n i t u d e  o v e r  a  s u b s t a n t i a l  p o r t i o n  

o f  t h i s  r a n g e .  I n  l i g h t  o f  t h e  a b o v e ,  t h i s  f l e x i b i l i t y  i n  

c o u n t e r w e i g h t  c o n f i g u r a t i o n  o f f e r s  a d v a n t a g e s  when  c e r t a i n  

s p a c e  l i m i t a t i o n s  h a v e  t o  b e  o b s e r v e d .

4 .  S i m u l t a n e o u s  O p t i m i z a t i o n  Of Dynamic R e a c t i o n s  

Of A F o u r - B a r  L i n k a g e  W ith  P r e s c r i b e d  Maximum 

S h a k i n g  F o r c e

T h i s  e x t e n s i o n  o f  t h e  p r e v i o u s l y  d e s c r i b e d  new p a r t i a l  

b a l a n c i n g  m e th o d  m akes  i t  p o s s i b l e  t o  s i m u l t a n e o u s l y  m i n i m i z e  

t h e  maximum d y n a m i c  r e a c t i o n s  o f  a  c o n s t a n t  s p e e d  f o u r - b a r  

l i n k a g e  w h i l e  m a i n t a i n i n g  t h e  a b i l i t y  t o  p r e s c r i b e  t h e
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maximum s h a k i n g  f o r c e .  The g e n e r a l  r e d u c t i o n  o f  t h e  v a l u e s  

o f  t h e s e  r e a c t i o n s ,  when c o m p a r e d  t o  t h o s e  o b t a i n e d  b y  t h e  

p r e v i o u s  m e t h o d ,  i s  b a s e d  on  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  a  c o u p l e r  

c o u n t e r w e i g h t  i n  a d d i t i o n  t o  t h o s e  l o c a t e d  on t h e  i n p u t  a n d  

o u t p u t  l i n k s .  The r e s u l t i n g  i n c r e a s e  i n  t h e  num b er  o f  d e s i g n  

v a r i a b l e s  i s  r e f l e c t e d  i n  w h a t  h a s  now b e e n  c a l l e d  t h e  g e n e r a l  

e q u i p o l l e n t  c i r c l e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n .  The s i m u l t a n e o u s  

o p t im um  r e d u c t i o n  o f  t h e  maximum b e a r i n g  f o r c e s ,  t h e  maximum 

i n p u t  moment a n d  t h e  maximum s h a k i n g  moment now b e c o m e s  a  

f u n c t i o n  o f  t h e  p r o p e r  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  c o u p l e r  a n d  o u t p u t  

l i n k  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s .

To t h i s  e n d ,  a n  o p t i m i z a t i o n  p r o c e d u r e  was  d e v i s e d  

w h i c h  a l l o w s  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e s e  c o u n t e r w e i g h t  

p a r a m e t e r s .  T h i s  p r o c e d u r e  s a t i s f i e s  t h e  g e n e r a l  e q u i p o l l e n t  

c i r c l e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n  w h i l e  i t  i m p o s e s  c o n s t r a i n t s  on 

t h e  maximum d y n a m ic  r e a c t i o n s .  The l a t t e r  i n e q u a l i t y  

c o n s t r a i n t s  a r e  c o n t r o l l e d  b y  a  m i n i m i z a t i o n  p a r a m e t e r  z 

w h i c h  s e r v e s  a s  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  o f  t h e  o p t i m i z a t i o n .

The a b o v e  o p t i m i z a t i o n  p r o c e d u r e  was i n c o r p o r a t e d  i n t o  

t h e  H a r w e l l  A u g m en ted  L a g r a n g i a n  o p t i m i z a t i o n  c o d e  w h i c h  was 

u s e d  t o  o b t a i n  o p t im u m  c o u n t e r w e i g h t  d e s i g n s  f o r  a  50 a n d  a 

75 p e r c e n t  r e d u c t i o n  i n  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e .  I t  was 

f o u n d  t h a t  t h e  b e n e f i t s  o f  t h i s  o p t i m i z a t i o n  w e r e  m o s t
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p r o n o u n c e d  f o r  t h e  l a r g e r  r e d u c t i o n  i n  t h e  maximum s h a k i n g  

f o r c e .

T h i s  t h r e e - c o u n t e r w e i g h t  m e t h o d  w a s  a l s o  a d a p t e d  t o  a  

f u l l y  f o r c e  b a l a n c e d  m e c h a n i s m .  The  a s s o c i a t e d  r e d u c t i o n s  

i n  t h e  d y n a m i c  r e a c t i o n s ,  w hen  c o m p a r e d  t o  t h o s e  a s s o c i a t e d  

w i t h  t h e  t w o - c o u n t e r w e i g h t  M e th o d  o f  L i n e a r l y  I n d e p e n d e n t  

V e c t o r s ,  was  f o u n d  t o  b e  e s p e c i a l l y  g r a t i f y i n g .

F i n a l l y ,  t h e  o p t i m i z a t i o n  p r o c e d u r e  w as  m o d i f i e d  f o r  

a n  i n p u t  moment m i n i m i z a t i o n  o f  a  f u l l y  f o r c e  b a l a n c e d  

m e c h a n i s m .  A g a i n ,  a  c o m p a r i s o n  o f  t h e  r e s u l t i n g  maximum 

i n p u t  moment  w i t h  t h a t  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  a b o v e  t w o -  

c o u n t e r w e i g h t  m e t h o d  sh o w s  a  c o n s i d e r a b l e  r e d u c t i o n .
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I I .  THEORY OF FULL FORCE BALANCING MACHINES FOR

RECIPROCATING MECHANISMS

A. I n t r o d u c t i o n

W h i le  i t  i s  t h e o r e t i c a l l y  p o s s i b l e  t o  d e s i g n  l i n k a g e s  

w h i c h  a r e  f u l l y  f o r c e  b a l a n c e d ,  t h e r e  a r e  p r a c t i c a l  

d i f f i c u l t i e s  i n  a t t a i n i n g  t h i s  a i m .  Due t o  u n a v o i d a b l e  

m a n u f a c t u r i n g  t o l e r a n c e s  a n d  t h e  u n p r e d i c t a b l e  n o n h o m o g e n e i t y  

o f  t h e  m a t e r i a l s  u s e d ,  t h e  s h a k i n g  f o r c e  o f  a n  a c t u a l  

m e c h a n i s m ,  b u i l t  t o  be  t h e o r e t i c a l l y  f o r c e  b a l a n c e d ,  g e n e r a l l y  

d o e s  n o t  v a n i s h  c o m p l e t e l y .  F u r t h e r m o r e ,  t h i s  r e s i d u a l  

i m b a l a n c e  may b e  a m p l i f i e d  b y  a n y  v a r i a t i o n  i n  t h e  i n p u t  

v e l o c i t y .

The f o l l o w i n g  d e s c r i b e s  t h e  f i r s t  t h e o r e t i c a l  a p p r o a c h  

t o  f u l l  f o r c e  b a l a n c i n g  m a c h i n e s  f o r  r e c i p r o c a t i n g  m e c h a n i s m s .  

I t  i s  f e l t  t o  b e  u n i q u e  b e c a u s e  i t  r e p r e s e n t s  t h e  f i r s t  a t t e m p t  

a t  s u c h  m a c h i n e s  f o r  m e c h a n i s m s  i n  w h i c h  t h e  c o u n t e r w e i g h t s  

d o  n o t  a l l  r o t a t e  a t  t h e  s p e e d  o f  a  s i n g l e  s h a f t ,  a s  i s  t h e  

c a s e  i n  a u t o m o t i v e  e n g i n e s .

The new t h e o r y  i s  f i r s t  a p p l i e d  t o  a  f o u r - b a r  l i n k a g e  

w i t h  a  g e n e r a l  m ass  d i s t r i b u t i o n .  S u b s e q u e n t l y ,  i t  i s  

g e n e r a l i z e d  t o  i n c l u d e  a l l  b a l a n c e a b l e  p l a n a r  m e c h a n i s m s  76 .
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I n  b o t h  I n s t a n c e s , s e t s  o f  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  

e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  f o r  c e r t a i n  g e n e r a l  m a s s - d l s t a n c e  

p r o d u c t s .  To o b t a i n  t h e s e  p a r a m e t e r s ,  w h i c h  fo rm  t h e  

b a s i s  f o r  t h e  d e s i g n  o f  t h e  r e q u i r e d  c o r r e c t i o n  m a s s e s ,  

t h e  v a l u e s  o f  t h e  r e s i d u a l  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t s  a n d  o f  

a l l  k i n e m a t i c  p r o p e r t i e s  m u s t  b e  known f r o m  e x p e r i m e n t a t i o n  

f o r  c e r t a i n  p o s i t i o n s  o f  t h e  m e c h a n i s m .
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B. T h e o r y  Of  F o u r - B a r  L i n k a g e  B a l a n c i n g  M a c h in e

To u n d e r s t a n d  t h e  c o n c e p t 1  o f  t h e  b a l a n c i n g  m a c h i n e

f o r  a  f o u r - b a r  l i n k a g e  w i t h  a  g e n e r a l  m ass  d i s t r i b u t i o n ,  a s  

shown i n  F i g u r e  2 . 1 ,  c o n s i d e r  f i r s t  t h e  f o l l o w i n g  c o m p a c t  

fo r m  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  e x p r e s s i o n ,  a s  g i v e n  b y  e q u a t i o n  ( A . 7 )  

o f  A p p e n d i x  A:

l i n k a g e s , i t  b e ca m e  e v i d e n t  t h a t  t h e  p r e s e n t  a p p r o a c h  
r e p r e s e n t s  t h e  o n l y  f e a s i b l e  o n e .  A p p e n d i x  B . l  p r o v e s  t h i s  
b y  s h o w i n g  t h a t  o ne  may n o t  u n i q u e l y  d e t e r m i n e  t h e  i n d i v i d u a l  
l i n k  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  Rijp j  a n d  n i jq j  ( j « l , 2 , 3 )  W hich  
c o u l d  p o s s i b l y  b e  m o d i f i e d  b y  s u i t a b l e  c o r r e c t i o n  m a s s e s .

f M/G “  (Px + iQ x )K x « ^  1  + ( P 3  + 1 0 3 )1 ( 3 6  ^ ( 2 . 1 )

Where

Q3 »  m3 q 3  + —  m2 q 2

2

> j  -  1 , 3

1 I n  t h e  s e a r c h  f o r  a  f o r c e  b a l a n c i n g  m a c h i n e  f o r  f o u r - b a r



F I G .  a . 1  G E N E R A L  F O U R - B A R  L I N K A G E
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F o r  a  f u l l y  f o r c e  b a l a n c e d  m e c h a n i s m ,  t h e  s h a k i n g  f o r c e

F , v a n i s h e s  b e c a u s e  t h e  g e n e r a l  m a s s - d i s t a n c e  t e r m s  P .
M/G 13 3

a n d  Qj h a v e  b e e n  m ade  t o  v a n i s h .  F o r  t h e  a l m o s t  b a l a n c e d  

m e c h a n i s m ,  t h e s e  f a c t o r s  a r e  n o t  e q u a l  t o  z e r o  b e c a u s e  o f  

t h e  v a r i o u s  p r e v i o u s l y  m e n t i o n e d  u n c e r t a i n t i e s .  I f  t h e i r  

a c t u a l  m a g n i t u d e s  f o r  a  g i v e n  m e c h a n i s m  c a n  b e  f o u n d  

e x p e r i m e n t a l l y ,  t h e y  c a n  b e  made t o  v a n i s h  b y  a  s u i t a b l e  

a d j u s t m e n t  o f  t h e  m a s s  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  l i n k s  i n v o l v e d .

F o r  e x a m p l e ,  w i t h

Px ^  0 ,

o n e  may t h e n  f i n d  a  c o r r e c t i o n  q u a n t i t y  d e f i n e d  a s

- - i p V

s u c h  t h a t

Px + APX -  0 . ( 2 . 2 )

T h i s  c o r r e c t i v e  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t  AP^ may b e  p o s i t i v e  

o r  n e g a t i v e ,  d e p e n d i n g  on  t h e  s i g n  o f  P ^ . I t  c a n  b e

p h y s i c a l l y  r e a l i z e d  b y  a d d i n g  o r  s u b t r a c t i n g  a  c o r r e c t i o n

c  c
m a s s  n ^ p  a t  a  d i s t a n c e  p^ a l o n g  t h e  b o d y - f i x e d  x - a x i s

o f  l i n k  1 .  S i m i l a r  c o r r e c t i o n s  t o  t h e  r e m a i n i n g  m a s s - d i s t a n c e
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p r o d u c t s  c a n  b e  d e f i n e d  a s  f o l l o w s i

AQx .  ( 2 , 3 )

A P j  "  —P 3  *  n»3 p  P 3  ( 2 , 4 )

c  c
4 Q 3 *  - Q 3  *  ni3 q  q 3  ( 2 . 5 )

A p p e n d i x  B .2  p r o v e s  t h a t  i f  o n e  a p p l i e s  t h e  c o m p o n e n t  

f o r m s  ( A . 1 7 )  a n d  ( A . 1 6 )  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  e q u a t i o n  ( 2 . 1 )

a t  tw o  m e c h a n i s m  p o s i t i o n s  f o r  w h i c h  a l l  k i n e m a t i c  v a l u e s  a n d

s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t s  a r e  kn o w n  f r o m  e x p e r i m e n t a t i o n ,  o n e  

m ay s o l v e  u n i q u e l y  f o r  t h e  f o u r  g e n e r a l  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  

P j  a n d  0 ^  ( j - 1 , 3 ) .  When g i v e n  i n  m a t r i x  f o r m ,  t h i s  s e t  o f  

e x p r e s s i o n s  b e c o m e s  ( s e e  e q u a t i o n  ( B . 9 ) ) :
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m m • “

K1 1 C0S Y1 1 “ Kl l s i n Y l l K31c o s r 31 - K 3 1 s i n y 3 1 P 1 FM/Gj q

K ^ s i n  y ^ K j ^ c o s  y ^ K31s i n r 31 k 31cos  y31 Q 1 m pm /g y 1

k 1 2 c o s  y 1 2 ” K1 2 a i 'n Y 1 2 K32g o s y 32 -K 3 2 s i n y 3 2 P 3 PH/Gx 2

K1 2 s i n Y 1 2 K1 2 c o s , 1 2 K32s ^ nY32 k 32c o s y 32 Q3 PM/GY 2

{2 . 6 )

w h e r e Kj V 4  ” 2
* i j  + * i j ( T h e s e  t e r m s  a r e  

a l w a y s  p o s i t i v e . )

i  -
>

J =
y . . a  A . . -  A . . 'i :

»«

j  1 - 1  j.  t a n  j -
i j

(The s e c o n d  s u b s c r i p t  i n  t h e s e  t e r m s  i n d i c a t e  a t  w h i c h  

p o s i t i o n  t h e  q u a n t i t y  i s  e v a l u a t e d . )

T h i s  p r o c e d u r e  f u r n i s h e s  t h e  i d e n t i c a l  r e s u l t s  w h e t h e r  

o r  n o t  f r i c t i o n  i n  t h e  j o i n t s  i s  c o n s i d e r e d .  T h i s  may b e  

show n b y  t h e  f o l l o w i n g  r e a s o n i n g :  W h en ev er  t h e r e  i s  a  

r e s i d u a l  s h a k i n g  f o r c e ,  t h e  f o r c e  e q u a l  a n d  o p p o s i t e  t o  i t  

h a s ,  a c c o r d i n g  t o  N e w t o n ' s  l a w  f o r  s y s t e m s  o f  r i g i d  b o d i e s ,

1 , 3

1 , 2

The r e q u i r e d  k i n e m a t i c  r e l a t i o n s h i p s  a r e  r e p r o d u c e d  i n  
A p p e n d i x  I .



t h e  sam e  m a g n i t u d e  a a  t h e  v e c t o r  w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  

p r o d u c t  o f  t h e  t o t a l  m ass  o f  t h e  m e c h a n i s m  a n d  t h e  v e c t o r i a l  

a c c e l e r a t i o n  o f  i t s  t o t a l  c e n t e r  o f  m a s s .  T h i s  n e t  f o r c e  

o f  t h e  g r o u n d  on t h e  m e c h a n i s m  r e m a i n s  t h e  same W h e t h e r  o r  

n o t  f r i c t i o n  i s  p r e s e n t .  (O f  c o u r s e ,  t h e  i n d i v i d u a l  g r o u n d  

p i v o t  f o r c e s  a r e  c h a n g e d  w h en  c o g n i z a n c e  i s  t a k e n  o f  b e a r i n g  

f r i c t i o n  i n  a  m e c h a n i s m . )
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C. G e n e r a l i z a t i o n  O f  T h e o r y  Of F u l l  F o r c e  B a l a n c i n g  M a c h in e s

The f o l l o w i n g  show s t h a t  t h e  p r i n c i p l e  o f  t h e  f o u r - b a r  

l i n k a g e  b a l a n c i n g  m a c h i n e  may b e  e x t e n d e d  t o  a l l  p l a n a r  

s i n g l e  d e g r e e  o f  f r e e d o m  l i n k a g e s  i n  w h i c h  n o  g r o u p  o f  l i n k s  

p r o d u c e  i d e n t i c a l  k i n e m a t i c  t e r m s  a t  a l l  t i m e s  a n d  w h i c h  

m e e t  t h e  b a l a n c i n g  c r i t e r i o n  g i v e n  b y  P .  R. T e p p e r  a n d  

G. G. Lowen T h i s  c r i t e r i o n  s t a t e s  t h a t  "A p l a n a r

m e c h a n i s m  w i t h o u t  a x i s y m m e t r i c  l i n k  g r o u p i n g s  c a n  b e  f u l l y  

f o r c e  b a l a n c e d  b y  i n t e r n a l  m a s s  r e d i s t r i b u t i o n  i f ,  a n d  o n l y  

i f ,  f r o m  e a c h  l i n k  t h e r e  i s  a  c o n t o u r  t o  t h e  g r o u n d  b y  way  

o f  r e v o l u t e s  o n l y " .

The f o l l o w i n g  g e n e r a l i z a t i o n  w i l l  f o l l o w  t h e  same l i n e  

o f  r e a s o n i n g  a s  u s e d  i n  A p p e n d i x  B w h e r e  i t  w as  shown t h a t  

t h e  g e n e r a l  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  P j  a n d  c a n  b e  f o u n d  

f r o m  t h e  r e p e a t e d  a p p l i c a t i o n  o f  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  

e q u a t i o n s  w h i c h  a r e  made u p  o f  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  t e r m s .  

T h i s  l i n e a r  i n d e p e n d e n c e  i s  a g a i n  a s s u r e d  b y  t h e  u s e  o f  

c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s  w h i c h  h a v e  t h e i r  o r i g i n  i n  t h e  d o u b l e  

d i f f e r e n t i a t i o n  o f  t h e  a p p l i c a b l e  m e c h a n i s m  l o o p  e q u a t i o n s .

As b e f o r e ,  t h e  v a l u e s  o f  t h e  k i n e m a t i c  t e r m s  a n d  t h e  s h a k i n g  

f o r c e  c o m p o n e n t s  m u s t  b e  known f ro n t  e x p e r i m e n t a t i o n  a t  t h e  

a p p l i c a b l e  m e c h a n i s m  p o s i t i o n s .
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The g e n e r a l i z a t i o n  o f  b a l a n c i n g  m a c h i n e s  w i l l  f i r s t  

b e  show n  f o r  l i n k a g e s  w h i c h  c o n t a i n  o n l y  r e v o l u t e s .

S u b s e q u e n t l y ,  i t  i s  e x t e n d e d  t o  m e c h a n i s m s  w h i c h  a l s o  

c o n t a i n  s l i d e r s .

1 .  G e n e r a l i z a t i o n  F o r  M e c h a n i sm s  C o n t a i n i n g  R e v o l u t e s  O n ly

I n  o r d e r  t o  d e r i v e  t h e  s h a k i n g  f o r c e  e q u a t i o n  f o r  a n  

n - l i n k e d  m e c h a n i s m  c o n t a i n i n g  r e v o l u t e s  o n l y  ( f o r  a  t y p i c a l  

c a s e ,  s e e  l o o p  0^AB02  o f  F i g u r e  2 . 2 ) ,  F .  R. T e p p e r  a n d  

G. G. Lowen j  sh o w e d  t h a t  t h e  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t  

a s s o c i a t e d  w i t h  i t s  c e n t e r  o f  m a s s  i s  g i v e n  b y :

I n  t h e  f o r e g o i n g ,  t h e r e  w i l l  a l w a y s  b e  n - 1  t e r m s  o f  
i  9.

t h e  t y p e  t t i j r j e  3 , w h i c h  r e f e r  t o  t h e  m a s s - d i s t a n c e

p r o d u c t s  o f  t h e  i n d i v i d u a l  l i n k  c e n t e r s  o f  m ass  w i t h  r e s p e c t  

t o  t h e i r  b o d y - f i x e d  o r i g i n s .  The  k* t e r m s  c o n t a i n i n g

m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  w h i c h  i n v o l v e  t h e  f i x e d  p i v o t - t o - p i v o t

o c c u r  o n l y  w hen  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  c e n t e r  o f  m ass  

t r a j e c t o r y  o f  a  s p e c i f i c  l i n k  i n c l u d e s  t h e  f i x e d  p i v o t - t o - p i v o t  

d i s t a n c e s  o f  a n o t h e r  l i n k  ( f o r  e x a m p l e ,  w hen  t h e  c e n t e r

e 1 * :  + d ( 2 . 7 )

i a
t h e  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s  (mhe r e p r e s e n t  t h e  k*

v e c t o r s  he*" ( s u c h  a s  Tt^e*"^ i n  F i g u r e  2 . 2 ) .  T h e y
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o f  m ass  t r a j e c t o r y  r s i s  d e f i n e d  b y  w ay  o f  t h e  c o n t o u r
2

0 2 &AS2 ) .  F i n a l l y ,  d  i s  a  c o n s t a n t  m a s s - d i s t a n c e  v e c t o r .

D o u b le  d i f f e r e n t i a t i o n ,  c h a n g e  o f  s i g n  a n d  r e a r r a n g e m e n t  

o f  t h e  a b o v e  f u r n i s h e s ,  a c c o r d i n g  t o  N e w to n ’ s  l a w ,  t h e  

f o l l o w i n g  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  e q u a t i o n s 1 : 

n - 1

^ E [ ( KjCOSYj )Aj  -  ( K j S i n V j O B j ]  -  - M r g x  ̂ -  PM/GX  ̂ < 2 . 8 )

a n d
n - 1

s i n  Vj )A j  + ( K j c o s y j ) B j ]  -  - M r a y  » p M/Gy  ( 2 . 9 )  
j * l  j  Yj

k*
w h e r e  Aj -  m jT jC o s t f j  + £  ( i r i h ) ^ j c o s a ^ j

k * l

k*
Bj  * m j T j S i n t f j  + £  ( m h j s i n a t - ^ j

k - 1

I • 4 ""I
K j  *  V  ^3 + 3

yj  * ■*

•  #

a ■ - i  *39a m t a n  —-=L

E q u a t i o n s  ( 2 . 8 )  a n d  ( 2 . 9 )  h o l d  r e g a r d l e s s  o f  w h e t h e r  o r  n o t  
f r i c t i o n  i n  t h e  v a r i o u s  b e a r i n g s  i s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .
See  p a g e  2 1 .



E a c h  o f  t h e  c o m p o n e n t  e q u a t i o n s  c o n s i s t s  o f  a  sum o f  

2 ( n  -  x ) t e r m s  w i t h  c o n s t a n t  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s .  Many 

o f  t h e s e  t e r m s  a r e  p r o p o r t i o n a l  t o  e a c h  o t h e r .  I t  w i l l  now 

b e  show n  t h a t  t h i s  p r o p o r t i o n a l i t y  c a n  b e  e l i m i n a t e d  b y  

m a k i n g  u s e  o f  t h e  d o u b l y  d i f f e r e n t i a t e d  c o m p o n e n t  fo rm s  o f  

t h e  T  "  *■ i n d e p e n d e n t  l o o p  e q u a t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  a n
a

n - l i n k e d  m e c h a n i s m  £ 5 7 j .

T he  r  i n d e p e n d e n t  l o o p  e q u a t i o n  o f  s u c h  a  m e c h a n i s m  

c o n t a i n i n g  r e v o l u t e s  o n l y  may b e  r e s o l v e d  i n t o  t h e  f o l l o w i n g  

c o m p o n e n t  f o r m :

n
£ h  j c o s f a  . + ) « 0 ( 2 . 1 0 )
j * l  J J J

a n d
n
£ h  j s i n ( *  . + ̂ . )  * 0 , ( r = l , 2 , . . . ,  2 . - 1 )

1 * 1  J -> J 2

( 2 . 1 1 )

D o u b l e  d i f f e r e n t i a t i o n  o f  t h e  a b o v e  r e s u l t s  i n  t h e  

f o l l o w i n g  c o m p o n e n t  f o r m :
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W ith  ( j  -  1 )  l o o p  e q u a t i o n s  t h e r e  w i l l  b e  2{ 2. -  1 )  

c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s  o f  t h e  a b o v e  t y p e .  The s i m u l t a n e o u s  

a p p l i c a t i o n  o f  t h e s e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s  t o  e a c h  o f  t h e  

s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  e x p r e s s i o n s  r e d u c e s  t h e  n u m b er  o f  

t e r m s  i n  t h e s e  e x p r e s s i o n s  t o  n  , i . e .

n  -  2 ( n  -  1 ) -  2 ( j  -  1 ) ( 2 . 1 4 )

a n d

The r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n s  a r e

( 2 . 1 5 )

( 2 . 1 6 )

I n  t h e  a b o v e ,  t h e  g e n e r a l  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  P j  

a n d  Q ^ , w h i c h  a g a i n  m u s t  b e  d e t e r m i n e d  t o  o b t a i n  t h e  

c o r r e c t i v e  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  d P j  a n d  AQj , a r e  

o f  t h e  f o l l o w i n g  f o r m i
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n -1
Pj -  m j P j  +  £  f ^ n ^ r w c o s t ^ j  + 9 W )

w™v■n +1

+ k^L [ ( l r ihcos* )^ j  + ^  f w j t m h J k w C o s ^ w j  + « k w > ]
w«— + 12 X ( 2 . 1 7 )

a n d

n - 1

0 ] -  n i j q j  + ■£ + * „ )

w»— + 1

+ v ' [ ( m h s i n « ) k j  + X  f w j ^ J k w S ^ ^ w j  + a k w > ]
K" 1  n

v ~ 7 * 1 ( 2 . 1 8 )

The f wj  a n d  »w^ t e r m s  r e p r e s e n t  c o n s t a n t s  w h i c h  r e s u l t  

f r o m  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  l i n e a r  d e p e n d e n c e .

B e c a u s e  o f  t h e  u s e  o f  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s ,  e a c h  o f  

t h e  a b o v e  f o r c e  c o m p o n e n t  e x p r e s s i o n s  i s  made u p  o f  a  sum 

o f  n  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  t e r m s .  B o th  e x p r e s s i o n s  a r e  

l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  o f  e a c h  o t h e r  s i n c e  t h e y  r e p r e s e n t  t h e  

o r t h o g o n a l  c o m p o n e n t s  o f  a  s i n g l e  v e c t o r .

I n  o r d e r  t o  s o l v e  f o r  t h e  n  c o r r e c t i v e  m a s s - d i s t a n c e  

p r o d u c t s ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  u s e  ^  p a i r s  o f  s h a k i n g  f o r c e  

c o m p o n e n t  e q u a t i o n s ,  o f  t h e  fo rm  o f  e q u a t i o n s  ( 2 . 1 5 )  a n d  ( 2 . 1 6 ) ,  

f o r  2 . m e c h a n i s m  p o s i t i o n s  f o r  w h i c h  a l l  k i n e m a t i c  a n d
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s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  v a l u e s  a r e  known f r o m  e x p e r i m e n t a t i o n .  

The r e s u l t i n g  s e t  o f  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  t a k e s  t h e  

f o l l o w i n g  m a t r i x  f o r m :

Kl l c 0 s y l l " Kl l ® i n V1 1  • • ■ k q i c 0 8  ya i  
2  2

" Ka i s i n y a i  
2  2

P 1 V o * !

R ^ s i n  Y u

e

•

e

K j^ C O S Y ^  • . .  KQ1 s i n Y n i  
2  2

K ^ C O S Y ^
2  2  

*

e

e

Q 1

e

*

•

FM/Oy l
•

*

■

•

•

Ki n c o ® yi n
J  2

~Ki n 8 ^n y i n  * 
2  2

* * KQnc o s y QQ 
2 2  2 2

e

•

- Ka a s i n Y QQ 
2 2  2 2

e

e

pn
2

•

«

FM/Gx n
2

K^n s i n  ^ n  
2  2

Ki n c o a  y i Q  * 
2  2

*  *  K a a 9 i n y n Q  

2 2  2 2

K j j n C O S Y n g  

2 2  2 2
° D

2
FM/GYn

2 _

( 2 . 1 9 )

The s e c o n d  s u b s c r i p t  i n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  r e f e r s  t o  t h e

E  m e c h a n i s m  p o s i t i o n s .

E ach  o f  t h e  r e s u l t i n g  n r o w  v e c t o r s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t

m a t r i x  i s  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  a s  l o n g  a s  n o  g r o u p s  o f  t h e

E l i n k s  p r o d u c e  i d e n t i c a l  k i n e m a t i c  t e r m s  f o r  a l l  E 
2  2

p o s i t i o n s  o f  t h e  m e c h a n i s m .  T h u s ,  t h e  m a t r i x  h a s  r a n k  n 

a n d  may b e  s o l v e d  u n i q u e l y  f o r  t h e  n  g e n e r a l  m a s s - d i s t a n c e  

p r o d u c t s  P j  a n d  Q ^ .
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W ith  t h e  P j  a n d  Qj  t e r m s  now a v a i l a b l e ,  t h e  c o r r e c t i v e  

m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  a P j  a n d  &Qj ( a n d  t h e r e f o r e  t h e  

c o r r e c t i v e  m a s s e s  mjC ) r e q u i r e d  t o  e l i m i n a t e  t h e  r e s i d u a l  

i m b a l a n c e  a r e  f o u n d  f r o m :

P j  + APj -  0 I ( 2 . 2 0 )

j  -  1 , 2 .............. |
and Q-t + aQj « 0 I ( 2 . 2 1 )

2 .  G e n e r a l i z a t i o n  F o r  M e c h a n i sm s  C o n t a i n i n g  B o t h  

R e v o l u t e B  And S l i d e r s

F o r  a n  n - l i n k e d  m e c h a n i s m  w h i c h  c o n t a i n s  s  s l i d e r s  

i n  a d d i t i o n  t o  r e v o l u t e s  ( s e e  F i g u r e  2 . 2 ) ,  t h e  m a s s - d i s t a n c e  

p r o d u c t  a s s o c i a t e d  w i t h  i t s  c e n t e r  o f  m ass  i s  g i v e n  b y :

M r s  -  £  [ ( m a r - i e 1  *3 + £  ( m h e * * ) ^ j  J e ^ j
j - 1  k - 1

g

+ £  ( m a ' ( t ) e i | 8 ) u j e ^ ^ ^  J  + d  ( 2 . 2 2 )
u - 1

The s t i m e  d e p e n d e n t  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  (ma' ( t ) e ^ ) y j  

a r e  d u e  t o  t h e  v a r i a b l e  " l i n k  l e n g t h s "  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  sI
I A *

s l i d e r s  ( f o r  e x a m p l e ,  s e e  a 2 ' ( t ) e  i n  F i g u r e  2 . 2 ) .  A l l  

o t h e r  t e r m s  a r e  i d e n t i c a l  t o  t h o s e  g i v e n  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 7 ) .
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F o r  e a c h  o f  t h e  s s l i d e r s  i n  a  b a l a n c e a b l e  m e c h a n i s m  

t h e r e  i s  a  l o o p  e q u a t i o n  w h i c h  c o n t a i n s  o n l y  one  t i m e  

d e p e n d e n t  t e r m ,  i . e . :

n
i ( f l  + _  i (» . + £ . )

a r ' ( t ) e  r  r  + 2  h r j®  ̂ 3 - 0 ,  ( r « l , 2 , . . . , s )
j - 1  ( 2 . 2 3 )

T h e s e  s  l o o p  e q u a t i o n s  a r e  now u s e d  t o  e l i m i n a t e  t h e  

t i m e  d e p e n d e n t  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 2 2 ) .

T h i s  r e s u l t s  i n  a n  e x p r e s s i o n  s i m i l a r  t o  e q u a t i o n  ( 2 . 7 )  

c o n t a i n i n g  ( n - 1  -  s )  t e r m s  w i t h  c o n s t a n t  m a s s - d i s t a n c e  

p r o d u c t s  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  c o n s t a n t :

n —1  —s ^ j  ^  ""I i  £
M r s -  J ]  [ mj r j e   ̂ + 2  ("fre  > k j j e   ̂ + ^  ( 2 . 2 4 )

j - 1  k - 1

( N o t e  t h a t  t h e  u s e  o f  t h e  l o o p  e q u a t i o n s  l e a d s  t o  a  g r e a t e r  

num ber  o f  t e r m s  o f  t h e  t y p e  m he^*  . )

A g a i n ,  f o l l o w i n g  t h e  p r o c e d u r e  o u t l i n e d  i n  t h e  p r e v i o u s  

s e c t i o n ,  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  i s  d o u b l y  d i f f e r e n t i a t e d  a n d  

p u t  i n t o  c o m p o n e n t  f o r m .  E a c h  o f  t h e s e  c o m p o n e n t  e x p r e s s i o n s  

now c o n s i s t s  o f  a  sum o f  2 (n  -  1  -  s )  l i n e a r l y  d e p e n d e n t  

t e r m s .  T h e s e  a r e  made l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  w i t h  t h e  h e l p  

o f  2 ( y  -  1  -  s )  c o m p o n e n t  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s  o f  t h e  t y p e
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o f  e q u a t i o n s  ( 2 . 1 2 )  -  ( 2 . 1 3 )  w h i c h  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  

r e m a i n i n g  (jj- -  1 -  s ) i n d e p e n d e n t  l o o p  e q u a t i o n s .  The 

r e s u l t i n g  n u m b e r  o f  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  t e r m s  i n  t h e  

s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  e q u a t i o n s  w i l l  a g a i n  b e  n ,  s i n c e

n -  2 (n  -  1  -  s) -  2 ( -  -  1  -  s )
2

T h e s e  f i n a l  e x p r e s s i o n s  a r e  i d e n t i c a l  w i t h  e q u a t i o n s

( 2 . 1 5 )  a n d  ( 2 . 1 6 )  a n d  t h e  n c o r r e c t i v e  m a s s - d i s t a n c e  

p r o d u c t s  may a g a i n  b e  o b t a i n e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  e q u a t i o n  ( 2 . 1 9 )  

w i t h  i t s  a s s o c i a t e d  m a t r i x  o f  r a n k  n .
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I I I .  A PRACTICAL BALANCING MACHINE FOR FOUR-BAR LINKAGES

A. I n t r o d u c t i o n

T he  f o l l o w i n g  r e p o r t s  on  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a n  a c t u a l  

f o r c e  b a l a n c i n g  m a c h i n e  c a p a b l e  o f  f i n e  b a l a n c i n g  a  f o u r -  

b a r  l i n k a g e .

B e c a u s e  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  e r r o r s  i n h e r e n t  i n  t h e  

d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t s  a n d  t h e  v a r i o u s  

n e c e s s a r y  k i n e m a t i c  q u a n t i t i e s ,  i t  was  n o t  p o s s i b l e  t o  p r o c e e d  

c o m p l e t e l y  a l o n g  t h e  l i n e s  o f  t h e  t h e o r y  g i v e n  i n  S e c t i o n  I I - B .  

W henever  t h e  g e n e r a l  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  P j  a n d  Qj ( j = l , 3 ) 

w e r e  e v a l u a t e d  f o r  a  g i v e n  s e t  o f  tw o  a n g u l a r  p o s i t i o n s ,  

a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n s  ( 2 . 6 ) ,  t h e  r e s u l t s  d i f f e r e d  f r o m  t h o s e  

o b t a i n e d  f o r  a n y  o t h e r  s e t  o f  tw o  a n g u l a r  p o s i t i o n s .  T h u s ,  i t  

b ecam e  c l e a r  t h a t  a  m e th o d  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e s e  q u a n t i t i e s ,  

w h i c h  m akes  u s e  o f  many s e t s  o f  o b s e r v a t i o n s ,  h a d  t o  b e  

d e v e l o p e d .

S e c t i o n  B show s t h a t  t h i s  p r o b l e m  may b e  i n t e r p r e t e d  a s  

one  o f  f i n d i n g  t h e  b e s t  p o s s i b l e  s o l u t i o n  t o  a n  o v e r d e t e r m i n e d  

s y s t e m  o f  b a l a n c i n g  e q u a t i o n s .  I t  f u r t h e r  o u t l i n e s  how 

s o l u t i o n s  may b e  o b t a i n e d  b y  b o t h  a  m in im a x  a n d  a  l e a s t  

s q u a r e s  a p p r o a c h 1 .

^ T h i s  w a s  a c c o m p l i s h e d  f o r  b o t h  c a s e s  w i t h  t h e  h e l p  o f  a n  
e x i s t i n g  A u g m e n te d  L a g r a n g i a n  o p t i m i z a t i o n  p r o g r a m  ( H a r w e l l  
S u b r o u t i n e  L i b r a r y ,  VF01AD). W h i l e  m ore  c o n v e n t i o n a l  p r o g r a m s  
c o u l d  h a v e  b e e n  u s e d  f o r  t h e s e  s o l u t i o n s ,  i t  was  f o u n d  m o s t  
c o n v e n i e n t  t o  f o r m u l a t e  t h e s e  p r o b l e m s  f o r  t h e  a b o v e  p r o g r a m  
s i n c e  i t  was u s e d  i n  o t h e r  p a r t s  o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n .
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S e c t i o n  C g i v e s  a  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  

a p p a r a t u s  a n d  e x p l a i n s  t h e  m e t h o d s  b y  w h i c h  d a t a  a r e  

o b t a i n e d .

S e c t i o n  D sh o w s  e x a m p l e s  o f  b o t h  m in im a x  a n d  l e a s t  

s q u a r e s  f i n e  b a l a n c i n g  p r o c e d u r e s .  W h i l e  b o t h  a p p r o a c h e s  

f u r n i s h e d  c o n s i d e r a b l e  r e d u c t i o n s  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  

c o m p o n e n t s  o f  a  t h e o r e t i c a l l y  f u l l y  f o r c e  b a l a n c e d  m e c h a n i s m ,  

t h e  m in im a x  m e th o d  l e d  t o  t h e  g r e a t e r  r e d u c t i o n  o f  t h e s e  

c o m p o n e n t s .

S e c t i o n  E g i v e s  a  d e t a i l e d  d i s c u s s i o n  o f  t h e  s o u r c e s  

o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  e r r o r s  a n d  c o n c l u d e s  t h a t  t h e r e  i s  

g o o d  r e a s o n  why t h e  m in im a x  m e th o d  f u r n i s h e s  t h e  m ore  

d e s i r a b l e  r e s u l t s .

A p p e n d i x  C sh o w s  t h e  u s e  o f  t h e  H a r w e l l  c o d e  a s  w e l l  

a s  i t s  a d a p t a t i o n  t o  t h e  m in im a x  a p p r o a c h  o f  f i n d i n g  t h e  

b e s t  p o s s i b l e  s o l u t i o n  t o  t h e  o v e r d e t e r m i n e d  s y s t e m  o f  

b a l a n c i n g  e q u a t i o n s .

A p p e n d i x  D show s t h e  a d a p t a t i o n  o f  t h e  same p r o g r a m  

t o  t h e  l e a s t  s q u a r e s  a p p r o a c h .
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B. A d a p t a t i o n  Of B a l a n c i n g  M a c h in e  T h e o r y

S i n c e ,  a s  s t a t e d  e a r l i e r ,  d u e  t o  e x p e r i m e n t a l  e r r o r s ,  

m ore  t h a n  t w o  s e t s  o f  d a t a  m u s t  b e  e m p l o y e d  f o r  t h e  

d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  g e n e r a l  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  P j  a n d  

Qj ( j - 1 , 3 ) ,  t h e  f o l l o w i n g  o v e r d e t e r m i n e d  s y s t e m  o f  b a l a n c i n g  

e q u a t i o n s ,  b a s e d  on  e q u a t i o n  ( 2 . 6 ) ,  r e s u l t s :

K u c o s _Kl l B i n r l l K3 1 COS y3 1 - K 3 1 s i n r 3 1 . 
—

, 

*0
 

H 
1

P^ GX1

Kl l s i n y l l K i i c o s K3 i s i n 7 3 1 K3 1 c o s y 3 1 Q 1 pM/GY 1

•

«

*

e

•

•

*

*

*
P3

*

*

e

KW = OB ylm

Klma i n , lm

- Klm s i n Y lm

Klm c o s r l m

e

•

*

K3mc o s  y3m 

K3ms i n l '3m

•

•

*

- K 3 n ^ i n y 3rti 

K3nf°®  y3m

03
*

PM/ Qx m

_ F^ GYm

w h e r e  m r e p r e s e n t s  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  p a i r s  ( i . e .  a n g u l a r  

p o s i t i o n s )  o f  d a t a  c h o s e n .

The s o l u t i o n s  o f  t h e  a b o v e  s y s t e m  w i l l  f u r n i s h  v a l u e s  

f o r  t h e  P j  a n d  Qj t e r m s  s u c h  t h a t  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  

t h e  m a t r i x  e q u a t i o n s  a p p r o x i m a t e s  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  

e i t h e r  i n  a  m in im a x  o r  a  l e a s t  s q u a r e s  s e n s e  a t  a l l  c h o s e n  

p o s i t i o n s .
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F i g u r e  3 .1  sh o w s t h e  a b o v e  f ro m  a  d i f f e r e n t  p o i n t  o f

v i e w .  The s o l i d  c u r v e s  r e p r e s e n t  p u r e l y  e x p e r i m e n t a l  v a l u e s

o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  p m/ q x a n d  PM/Gy a s

p l o t t e d  a g a i n s t  t h e  c r a n k  a n g l e  T h e  d a s h e d  c u r v e s

s t a n d  f o r  c o m p u te d  v a l u e s  o f  t h e s e  f o r c e s .  T h e y  a r e

o b t a i n e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  e x p e r i m e n t a l l y  d e t e r m i n e d  a n g l e s ,

a n g u l a r  v e l o c i t i e s  a n d  a c c e l e r a t i o n s  o f  t h e  i n p u t  l i n k .

The P j  a n d  Qj t e r m s  i n  t h e s e  e x p r e s s i o n s  a r e  c h o s e n  s u c h

t h a t  t h e  d i f f e r e n c e s  A F„ a n d  A F „  b e tw e e n  t h e  tw o  s e t sx y

o f  c u r v e s  a r e  m in i m iz e d  a c c o r d i n g  t o  a  m in im a x  o r  a  l e a s t  

s q u a r e s  c r i t e r i o n .

B o th  o f  t h e s e  a p p r o a c h e s  w i l l  now b e  d i s c u s s e d .  The 

r e s u l t s  o f  t h e i r  a c t u a l  i m p l e m e n t a t i o n  a r e  show n i n  S e c t i o n  D. 

(The u s e  o f  t h e  H a r w e l l  p r o g r a m  f o r  t h i s  p u r p o s e  i s  show n 

i n  A p p e n d ic e s  C a n d  D . )

1 .  M in im ax  B a l a n c i n g  O p t i m i z a t i o n

The maximum v a l u e  o f  t h e  d i f f e r e n c e s  AFX a n d  AFy 

b e tw e e n  t h e  s e t s  o f  s h a k i n g  f o r c e  c u r v e s  i s  m in i m iz e d  i n  

t h i s  a p p r o a c h .

To a c c o m p l i s h  t h i s  b y  w ay  o f  t h e  A u g m e n te d  L a g r a n g i a n
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p r o g r a m ,  t h e  s q u a r e  o f  t h e  d i f f e r e n c e s 1 a Fx a n d  AFy  

a r e  c o n s t r a i n e d  a t  m v a l u e s  o f  t h e  i n p u t  a n g l e  t o

b e  l a s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  a  new v a r i a b l e  z .  T h i s  v a r i a b l e  

r e p r e s e n t s  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  w h ic h  i s  t o  b e  m i n i m i z e d .

I n  e q u a t i o n  fo rm ,  t h e  a b o v e  b e co m es

m in im iz e  z ( 3 * 2 )

b y  t h e  o p t i m a l  c h o i c e  o f  Pj^, , P3 a n d  Q3 , s u b j e c t  t o

t h e  f o l l o w i n g  i n e q u a l i t y  c o n s t r a i n t s :

( * F X i ) 2 < z 

(  A F y i >2  £  Z

( i - 1 , 2  m) ( 3 . 3 )

w h e re  A F ^  » FCXi -

a n d

4 F y i  *  FCYi -  FEYi

FCXi “  c o m p u te d  v a l u e  o f  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t

* i  c o m p u te d  v a l u e  o f  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  F m / g

The r e a s o n  f o r  c o n s t r a i n i n g  t h e  s q u a r e s  o f  t h e s e  d i f f e r e n c e s  
b e tw e e n  t h e  c u r v e s ,  r a t h e r  t h a n  t h e  a c t u a l  d i f f e r e n c e s  o r  
t h e  a b s o l u t e  v a l u e s  o f  t h e  d i f f e r e n c e s  d i r e c t l y ,  l i e s  i n  t h e  
n a t u r e  o f  t h e  o p t i m i z a t i o n  p r o g r a m .  I n  e s s e n c e ,  t h e  
a b s o l u t e  v a l u e s  o f  t h e  d i f f e r e n c e s  a r e  c o n s t r a i n e d .
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i t h  e x p e r i m e n t a l  v a l u e  o f  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  P^ / q

i t h  e x p e r i m e n t a l  v a l u e  o f  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  Fj^/g

The s u b s c r i p t  i  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  c o n s t r a i n t s  a r e  e v a l u a t e d  

a t  t h e  m m e c h a n is m  p o s i t i o n s .

2 .  L e a s t  S q u a r e s  B a l a n c i n g  O p t i m i z a t i o n

I n  t h e  l e a s t  s q u a r e s  a p p r o a c h , t h e  sum  o f  t h e  s q u a r e s  

o f  t h e  d i f f e r e n c e s  AFX a n d  AFy a r e  m i n i m i z e d  a t  t h e  m

m e c h a n is m  p o s i t i o n s .  T h i s  sum a l s o  r e p r e s e n t s  t h e  o b j e c t i v e  

f u n c t i o n .  T h u s  f o r m a l l y .

m in i m iz e
i - i

( 3 . 4 )
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C. B a l a n c i n g  M a ch in e  D e s i g n  And I n s t r u m e n t a t i o n

The f o l l o w i n g  d e s c r i b e s  t h e  d e s i g n  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  

b a l a n c i n g  m a c h in e  a s  w e l l  a s  t h e  m a n n e r  i n  w h ic h  t h e  

r e q u i r e d  t e s t  d a t a  a r e  o b t a i n e d .

1 .  B a s i c  C o n f i g u r a t i o n  O f B a l a n c i n g  M a c h in e

F i g u r e  3 . 2  sh ow s a n  o v e r a l l  v i e w  a s  w e l l  a s  a  s c h e m a t i c  

o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  b a l a n c i n g  s e t u p  w h i l e  F i g u r e  3 .3  g i v e s  

p h o t o g r a p h s  o f  t h e  f i n a l  c o n f i g u r a t i o n .  A l l  c o m p o n e n ts  

a r e  l i s t e d  i n  T a b l e  3 . 1 .

T he  v a r i a b l e  s p e e d  DC m o t o r , w h o se  a r m a t u r e  b e co m es  

p a r t  o f  t h e  i n p u t  l i n k  o f  t h e  m e c h a n is m ,  i s  m o u n te d  on  one 

o f  t h e  f o r c e  p l a t f o r m s  w h i l e  t h e  o u t p u t  l i n k  g r o u n d  b e a r i n g  

s u p p o r t  i s  m o u n te d  on  t h e  o t h e r .  T he  c o u p l e r  l i n k  i s  

a t t a c h e d  t o  t h e  f l y w h e e l  p o r t i o n  o f  t h e  i n p u t  l i n k .  B o th  

i n p u t  a n d  o u t p u t  l i n k s  c a r r y  c i r c u l a r  c o u n t e r w e i g h t s  w h ic h  

a r e  d e s i g n e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  M e th o d  o f  L i n e a r l y  I n d e p e n d e n t  

V e c t o r s  I n  a d d i t i o n ,  e a c h  o f  t h e s e  l i n k s  c o n t a i n s

f o u r  s y m m e t r i c a l  b a l a n c i n g  h o l e s  a t  know n d i s t a n c e s  f rom  

t h e i r  a x e s  o f  r e v o l u t i o n .  T h e s e  s e r v e ,  d e p e n d i n g  on n e e d ,  

t o  r e c e i v e  t h e  c o r r e c t i o n  m a s s e s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  m a s s -  

d i s t a n c e  p r o d u c t s  APj a n d  a Q j ( j * l , 3 ) .
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F i g u r e  3 .3 *  P h o t o g r a p h *  o f  B a l a n c i n g  S e t u p
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M o to r

M o to r  S p e e d  
C o n t r o l

F o r c e  P l a t f o r m s

A m p l i f i e r s

F i b e r  O p t i c  P ro b e

A n g u l a r  E n c o d e r

E l e c t r o n i c  C o u n t e r

E l e c t r o n i c  F i l t e r s

O s c i l l o s c o p e

W e s t i n g h o u s e  
DC Type FK, 1 / 6  HP

B o s to n  G e a r
R a d i o t r o l  1 / 3  HP M o to r  S p e e d  
C o n t r o l

K i s t l e r  I n s t r u m e n t e ,  A .G .
T h r e e  C om pon en t M e a s u r in g  P l a t f o r m  
T ype  9257A

K i s t l e r  I n s t r u m e n t e , A .G . 
C h a r g e  A m p l i f i e r ,  Type 5001

MTI I n s t r u m e n t s  D i v i s i o n  
F o t o n i c  S e n s o r  
M odel KD-38

T h a t a  I n s t r u m e n t s
O p t i c a l  I n c r e m e n t a l  S h a f t  E n c o d e r
M odel 0 5 - 7 2 0 - 3

H e w l e t t - P a c k a r d  
T ime r - C o u n t e r  
M odel 5 326  A

K r o h n - H i t e  C o r p o r a t i o n  
E l e c t r o n i c  F i l t e r  
M odel 3750

T e k t r o n i x
D u a l  T r a c e  S t o r a g e  D i s p l a y  
M odel 5103N/D11

T a b l e  3 . 1 :  E q u ip m e n t  U sed  I n  E x p e r i m e n t
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The p i e z o e l e c t r i c  f o r c e  p l a t f o r m s  f u r n i s h  t h e  X 

a n d  Y c o m p o n e n ts  o f  t h e  g r o u n d  b e a r i n g  f o r c e s  o f  t h e  

i n p u t  a n d  o u t p u t  l i n k s .

T he f i b e r  o p t i c  p r o b e  t o g e t h e r  w i t h  t h e  r e f l e c t i n g  

s t r i p s  on  t h e  f l y w h e e l  a r e  u s e d  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  

t h e  a n g u l a r  p o s i t i o n  o f  t h e  i n p u t  l i n k .

The a n g u l a r  e n c o d e r /  w h ic h  i s  d r i v e n  d i r e c t l y  b y  t h e  

a r m a t u r e  s h a f t  o f  t h e  m o t o r /  s u p p l i e s  t h e  s i g n a l  f o r  t h e  

i n s t a n t a n e o u s  a n g u l a r  v e l o c i t y  m e a s u r e m e n t  o f  t h e  i n p u t  l i n k .  

I t  i s  a l s o  u s e d  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  a n  e l e c t r o n i c  c o u n t e r  

t o  o b t a i n  t h e  a v e r a g e  a n g u l a r  v e l o c i t y  f o r  on e  m e c h a n ism  

c y c l e .

F i g u r e  3 . 4  show s t h e  i m p o r t a n t  d i m e n s i o n s  o f  t h e  

l i n k a g e ,  i n c l u d i n g  t h e  l o c a t i o n s  o f  t h e  b a l a n c i n g  h o l e s  

a n d  o f  t h e  c e n t e r s  o f  t h e  c i r c u l a r  c o u n t e r w e i g h t s .  I n  

a d d i t i o n /  i t  i n d i c a t e s  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  e d g e  o f  t h e  

”z e r o - d e g r e e "  r e f l e c t i n g  s t r i p  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  a x i s  

AqAi  ( s e e  S e c t i o n  2b  b e l o w ) .  T a b l e  3 .2  l i s t s  a l l  l i n k  

m ass  p a r a m e t e r s  b e f o r e  a n d  a f t e r  t h e  t h e o r e t i c a l  f u l l  f o r c e  

b a l a n c e .

I n  o r d e r  t o  s o l v e  f o r  th e  c o r r e c t i o n  m a s s e s ,  i t  i s  

n e c e s s a r y  t o  k now , i n  a d d i t i o n  t o  l i n k  d i m e n s i o n s ,  t h e  

m a g n i t u d e s  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  t o g e t h e r  w i t h  

t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s  o f  t h e  i n p u t  l i n k  a n g u l a r  v e l o c i t y
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T ab le  3 .2 :  E x p erim e n ta l M echanism D ata

B e f o r e  T h e o r e t i c a l  B a l a n c e A f t e r  T h e o r e t i c a l  B a l a n c e

L i n k  1 L i n k  2 L i n k  3 L i n k  1 L i n k  3

P j ° “  . 0 4 6  i n 4 . 9 5 0  i n P j O =  . 1 4 2  i n p 1 * = - 2 . 7 0 2  i n P j —  . 1 0 5  i n p 3 * — 1 . 8 1 3  i n p - j - -  . 5 4 5  i n

q j ° =  0 . 0  i n q 2 ° “ q 2 =  0 - 6 4 7  i n q 3°  = . 0 0 1  i n 0 . 3 4 6  i n q 3 “  0 . 0 1 9  i n q 3 * « = - 0 . 2 0 4  i n q 3 * -  . 0 7 1  i n

« 1 ° “

2 7 4 . 0 4 1 X 1 0 “ *  

l b - s e c 2 / i n

* 2 0 = n l2 =

3 6 . S 0 3 X 1 0 - 4

l b - s e e 2 / i n

» 3 ° =

7 5 . 8 5 5 X 1 0 " 4

l b - s e c 2 / i n

" 1 *  =

1 S . 9 3 3 X 1 0 - 4

l b - s e c 2 / i n

" 1 =

2 8 9 . 9 6 4 X 1 0 - 4

l b - s e c 2 / i n

» 3 * =

4 1 . O 8 B X I 0 - 4

l b - s e e 2 / i n

“ 3 =

1 1 6 . 9 4  3 X 1 0 ” 4 

l b - s e c 2 / i n
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a n d  a c c e l e r a t i o n  a s  f u n c t i o n s  o f  t h e  i n p u t  l i n k  a n g l e .

The m e th o d  o f  m e a s u r i n g  t h e s e  q u a n t i t i e s  w i l l  now 

b e  d i s c u s s e d .

2 .  I n s t r u m e n t a t i o n  And D a ta  E v a l u a t i o n

a . S h a k i n g  F o r c e  C o m p o n en ts

T he  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  p m/G x a n d  FiH/G a r e  

o b t a i n e d  b y  a d d i n g  t h e  r e s p e c t i v e  X a n d  Y c o m p o n e n ts  

o f  t h e  g r o u n d  b e a r i n g  f o r c e s .  T h e s e  s i g n a l s ,  o n c e  p r o c e s s e d  

t h r o u g h  c h a r g e  a m p l i f i e r s ,  a r e  f e d  d i r e c t l y  i n t o  t h e  d u a l  

t r a c e  o s c i l l o s c o p e .  When f i l t e r e d  t r a c e s  a r e  d e s i r e d ,  a  

lo w  p a s s  e l e c t r o n i c  f i l t e r ,  a d j u s t e d  t o  e l i m i n a t e  s i g n a l s  

a b o v e  30 Hz, i s  u s e d .  {F or t y p i c a l  u n f i l t e r e d  a n d  f i l t e r e d  

t r a c e s ,  s e e  F i g u r e  3 . 7 . )

b .  I n p u t  L in k  A n g le

The f l y w h e e l  c a r r i e s  72 e q u a l l y  s p a c e d  r e f l e c t i n g  

s t r i p s  w h ic h  r e t u r n  t h e  l i g h t  o f  t h e  f o t o n i c  s e n s o r .  The 

l i g h t  beam  i s  o f  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  d i a m e t e r  s o  t h a t  t h e  

p r o b e  i s  c a p a b l e  o f  f u r n i s h i n g  a  c l e a r l y  d e f i n e d  s i g n a l  on  

t h e  o s c i l l o s c o p e  a s  s o o n  a s  t h e  l e a d i n g  e d g e  o f  t h e  r e f l e c t i n g  

t a p e  c r o s s e s  t h e  b e a m . (S e e  t h e  s p i k e d  s i g n a l s  o n  t h e  

b o t t o m  o f  t h e  p h o t o g r a p h s  i n  F i g u r e s  3 . 6 a  a n d  3 . 6 b . )  The
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a l i g n m e n t  o f  t h e  r e f l e c t i n g  s t r i p s  w as g u i d e d  b y  r a d i a l l y  

e n g r a v e d  l i n e s  on t h e  f l y w h e e l .  The f i r s t  o f  t h e s e  a c c u r a t e l y  

p l a c e d  5 d e g r e e  l i n e s  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  a x i s  AqA^ w h ic h  

i s  u s e d  t o  d e f i n e  t h e  i n p u t  a n g l e  4 ^  .

When ^  e q u a l s  z e r o ,  t h e  l e a d i n g  e d g e  o f  t h e  

" z e r o - d e g r e e ” r e f l e c t i n g  s t r i p  c o i n c i d e s  w i t h  a  v e r t i c a l  

l i n e  t h r o u g h  t h e  c e n t e r  p o i n t  Aq . F i g u r e  3 . 4  sh o w s t h i s  

r e f l e c t i n g  s t r i p  l o c a t e d  t o  t h e  l e f t  o f  t h i s  l i n e  w h ic h  i s  a t  

90  d e g r e e s  t o  t h e  a x i s  AQA ^ . T h i s  c o n f i g u r a t i o n  i s  n e c e s s i t a t e d  

b y  t h e  c o u n t e r c l o c k w i s e  r o t a t i o n  o f  t h e  l i n k .  I n  o r d e r  t o  

make s u r e  t h a t  t h e  s i g n a l  i n d i c a t i n g  t h e  z e r o  p o s i t i o n  i s  

i n i t i a t e d  a t  t h e  c o r r e c t  p o i n t ,  t h e  p r o b e  i s  a d j u s t e d  

w h i l e  t h e  m e c h a n ism  i s  c la m p e d  t o  make l i n e  AqA^ h o r i z o n t a l .

The a n g u l a r  e n c o d e r  c o u l d  n o t  b e  u s e d  f o r  t h i s  p u r p o s e  

s i n c e  n o  s i m p l e  a l i g n m e n t  f o r  t h e  z e r o  p o s i t i o n  c o u l d  b e  

d e v i s e d .

c . I n s t a n t a n e o u s  I n p u t  L in k  A n g u l a r  V e l o c i t y

The i n s t a n t a n e o u s  i n p u t  l i n k  a n g u l a r  v e l o c i t y  i s  

o b t a i n e d  b y  d e t e r m i n i n g  t h e  t i m e  i n t e r v a l s  b e tw e e n  t h e  

o n e - h a l f  d e g r e e  s i g n a l s  f ro m  t h e  a n g u l a r  e n c o d e r  w i t h  t h e  

h e l p  o f  a  d i g i t a l  c o u n t e r .  S u b s e q u e n t l y ,  t h i s  c o u n t  i s  

c o n v e r t e d  t o  a n  a n a l o g  v o l t a g e .  T h u s ,  t h e  s h o r t e r  t h e  t i m e .
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t h e  l o w e r  t h e  v o l t a g e .  B e c a u s e  o f  t h e  n a t u r e  o f  t h e  c o u n t e r  

a n d  t h e  d i g i t a l - t o - a n a l o g  c o n v e r t e r ,  i t  w as n e c e s s a r y  t o  

c o r r e l a t e  t h e  v o l t a g e  r a n g e  t o  a  g i v e n  i n t e r v a l  o f  a n g u l a r  

v e l o c i t i e s .  S i n c e  t h e  m e c h a n is m  w as r u n  a t  s p e e d s  b e tw e e n  

100  a n d  150  RPM, t h e  10  v o l t  r a n g e  h a d  t o  c o r r e s p o n d  t o  

t im e  i n t e r v a l s  o f  b e tw e e n  1 / 1 2 0 0  t o  1 / 1 8 0 0  o f  a  se co n d ^ - .
t

F i g u r e  3 . 5  i l l u s t r a t e s  t h e  a p p e a r a n c e  o f  t h e  v e l o c i t y - v o l t a g e  

t r a c e  on  t h e  o s c i l l o s c o p e  s c r e e n  i n  r e l a t i o n  t o  t h e  i n p u t  

l i n h  a n g u l a r  p o s i t i o n  s i g n a l s .  T he z e r o  v o l t a g e  l i n e  

c o r r e s p o n d i n g  t o  150  RPM i s  on  t o p  o f  t h e  f i g u r e ,  w h i l e ,  

d u e  t o  a n  i n v e r t e d  v o l t a g e  s c a l e ,  l o w e r  s p e e d s ,  a s  e x p r e s s e d  

b y  h i g h e r  v o l t a g e s ,  a p p e a r  f u r t h e r  dow n .

The d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  a t  p o i n t  A 

o f  t h e  a b o v e  f i g u r e  now s e r v e s  a s  a n  e x a m p le  o f  t h e  c o n v e r s i o n  

o f  v o l t a g e  t o  a n g u l a r  v e l o c i t y :

a .  M e a s u re  t h e  v o l t a g e  VA w i t h  t h e  h e l p  o f  t h e  

o s c i l l o s c o p e  s c a l e .

b .  C o n v e r t  t h i s  v o l t a g e  t o  t i m e :

18 00 12 00  1800

1
The t im e  f o r  e a c h  o f  t h e  720 o n e - h a l f  d e g r e e  i n t e r v a l s  i s

g i v e n  b y  t  - 1 ( s e c ) .
12XRPM
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c .  T he  a n g u l a r  v e l o c i t y  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  

t  im e i n t e  r v a 1 b e  tw e e n  o n e - h a 1 f  d e g r e e  s i g n a I s  

i s  g i v e n  b y :

7 2 0 t

• 2 7T
o r  ^  ( r a d / s e c )  ( 3 . 6 )

d . I n s t a n t a n e o u s  I n p u t  L i n k  A n g u l a r  A c c e l e r a t i o n

*

O nce t h e  i n s t a n t a n e o u s  a n g u l a r  v e l o c i t y  ^  o f  t h e  

i n p u t  l i n k  h a s  b e e n  d e t e r m i n e d  e x p e r i m e n t a l l y  f o r  a l l  o f  

t h e  72 f i v e  d e g r e e  p o s i t i o n s  i t  i s  e x p r e s s e d  i n  t h e

f o rm  o f  t h e  F o u r i e r  s e r i e s  ^  ■ f ( ^ ^ )  . T h i s  s e r i e s  i s  

d i f f e r e n t i a t e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t im e  t o  o b t a i n  t h e  i n s t a n t a n e o u s
i t

i n p u t  l i n k  a n g u l a r  a c c e l e r a t i o n  ^  , i . e .

d f ( * , )
* L -  -------------- . * ( 3 . 7 )

d ^ .

T h e  v a l u e  f o r  ^  i s  t a k e n  f r o m  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .

T h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  b y  c o m p u t e r  p r o g r a m  F0UR3E w h ic h  

i s  r e p r o d u c e d  i n  A p p e n d ix  C a l o n g  w i t h  t h e  A u g m e n te d  

L a g r a n g i a n  p a c k a g e .
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D, E x p e r i m e n t  And A p p l i c a t i o n  Of B a l a n c i n g  O p t i m i z a t i o n  

T e c h n i q u e s

The f o l l o w i n g  s e c t i o n  sh o w s how t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  

o b t a i n e d  f ro m  t h e  t h e o r e t i c a l l y  b a l a n c e d  m e c h a n is m , a r e  

u s e d  i n  b o t h  t h e  m in im ax  a n d  l e a s t  s q u a r e s  f i n e  b a l a n c i n g  

a p p r o a c h e s .  I t  f u r t h e r  i l l u s t r a t e s  t h a t  t h e  r e s u l t s  o f  b o t h  

m e th o d s  l e a d  t o  c o n s i d e r a b l e  s h a k i n g  f o r c e  r e d u c t i o n s  b y  

w ay o f  t h e  a s s o c i a t e d  c o r r e c t i o n  m a s s e s .  The c o m p u t a t i o n a l  

d e t a i l s  o f  t h e  m in im a x  o p t i m i z a t i o n  a r e  d e s c r i b e d  i n  A p p e n d ix  C . 

( T h i s  a p p e n d i x  a l s o  s e r v e s  a s  a n  e x a m p le  o f  t h e  u s e  o f  t h e  

A u g m en ted  L a g r a n g i a n  o p t i m i z a t i o n  p r o g r a m . ) A p p e n d ix  D 

show s t h e  d e t a i l s  o f  t h e  p r o g r a m  m o d i f i c a t i o n s  f o r  t h e  

l e a s t  s q u a r e s  b a l a n c i n g  o p t i m i z a t i o n .

To p u t  c e r t a i n  e x p e r i m e n t a l  p r o c e d u r e s  i n t o  p r o p e r  

p e r s p e c t i v e ,  t h e  e x p e r i e n c e  g a i n e d  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  

u n b a l a n c e d  m e c h a n ism  i s  d i s c u s s e d  f i r s t .

1 .  E x p e r i e n c e  W ith  U n b a la n c e d  M e ch a n ism : M o to r

V i b r a t i o n s  And S p e e d  V a r i a t i o n s

F i g u r e  3 .6  show s o s c i l l o g r a m s  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  

c o m p o n e n ts  o f  t h e  u n b a l a n c e d  m e c h a n ism  r u n n i n g  a t  a n  a v e r a g e  

s p e e d  o f  120  RPM, t o g e t h e r  w i t h  t h e  a s s o c i a t e d  a n g u l a r
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0 °  9 0 °  1 8 0 °  2 7 0 °  3 6 0 3

I n p u t  L i n k  A n g l e

a . X - C o m p o n e n t

E x p e r i m e n t * 1

- I  -

C o m p u t e d  f o r  o
G on ata nt  1 2 0  RPM \

1

1 8 0 °  2 ? 0 3

I n p u t  L i n k  A n g l e  

f  S h a k i n g  F o r c e  ( ? y i /G  )

C o m p u t e d  f o r  
c o n s t a n t  1 2 0  RPM

9 0  1 8 0  2 7 0 '

I n p u t  L i n k  A n g l e  6.

9 0  L 8 0  2 7 0  3 6 0

I n p u t  L i n k  A n g l e  ♦ .

b . Y - C o m p o n e n t  o f  S h a k i n g  F o r c e

F i g u r e  3 . 6 *  C o m p a r i a o n  o f  E x p e r i m e n t a l  a n d  C o m p u t e d  V a l u e *  o f  S h a k i n g  F o r c e
C o m p o n e n t *  o f  U n b a l a n c e d  M e c h a n i s m  { A v e r a g e  I n p u t  S p e e d ■ 1 2 0  R P M )
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p o s i t i o n  s i g n a l s  o f  t h e  i n p u t  l i n k .  (N o te  t h a t  i n  a l l  

s h a k i n g  f o r c e  o s c i l l o g r a m s ,  t h e  dow nw ard  d i r e c t i o n  i s  

p o s i t i v e . )

T he s u p e r p o s e d  120  c p s  w ave i s  d u e  t o  t h e  v i b r a t i o n s  

o f  t h e  DC m o to r  w h ic h  r u n s  on  a  r e c t i f i e d  60  c p s  AC c u r r e n t .

T h i s  e f f e c t ,  w h ic h  i s  d u e  t o  t h e  m a g n e t i c  c o n t r a c t i o n  o f  t h e  

m o to r  h o u s i n g ,  b e c o m e s  m ore  p r o n o u n c e d  a s  t h e  f o r c e  s i g n a l s  

r e q u i r e  g r e a t e r  a m p l i f i c a t i o n  w i t h  im p r o v e d  f o r c e  b a l a n c e .

S i n c e  t h i s  " n o i s e "  c o u l d  n o t  b e  e x c l u d e d  w i t h o u t  t o t a l l y  

c h a n g i n g  t h e  e x p e r i m e n t a l  s e t u p  a n d  s i n c e  e l e c t r i c a l  

f i l t e r i n g  d i s t o r t s  t h e  o u t p u t ,  i t  w as  d e c i d e d  t o  u s e  

g r a p h i c a l l y  f a i r e d  v e r s i o n s  o f  t h e s e  e x p e r i m e n t a l  c u r v e s  f o r  

c o m p u t a t i o n a l  p u r p o s e s .

F i g u r e s  3 . 6 a  a n d  3 . 6 b  a l s o  show  c o m p a r i s o n s  o f  s u c h  

f a i r e d  e x p e r i m e n t a l  a n d  c o m p u te d  f o r c e  c o m p o n e n t  c u r v e s  o f  

t h e  u n b a l a n c e d  m e c h a n is m .  (T h e  c o m p u t a t i o n s  w e r e  made w i t h  

t h e  p a r a m e t e r s  o f  T a b l e  3 . 2  f o r  a  c o n s t a n t  s p e e d  o f  120 RPM.) 

T h e s e  c o m p a r i s o n s  i n d i c a t e  t h a t  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  o f  

t h e  f o r c e s  e x c e e d  t h e  c o m p u te d  o n e s  b y  a s  much a s  25 and  34 

p e r c e n t  f o r  t h e  X a n d  Y c o m p o n e n t s ,  r e s p e c t i v e l y .  I n v e s t i g a t i o n  

sh ow ed  t h a t  a  g o o d  p a r t  o f  t h i s  d i f f e r e n c e  may b e  a t t r i b u t e d  

t o  t h e  v a r i a t i o n  o f  a n g u l a r  v e l o c i t y  d u r i n g  o ne  m e c h a n ism  

c y c l e .  T h i s  v a r i a t i o n  i s  e v e n  m ore p r o n o u n c e d  f o r  t h e



t h e o r e t i c a l l y  b a l a n c e d  m e c h a n is m ,  a n d  i t  b e ca m e  c l e a r  e a r l y  

i n  t h e  i n v e s t i g a t i o n  t h a t  t h i s  c h a n g e  i n  a n g u l a r  v e l o c i t y  

h a d  t o  b e  d e t e r m i n e d  a n d  i n c l u d e d  i n  t h e  c o m p u t a t i o n s .

( S e e  S e c t i o n  C - 2 - c  f o r  t h e  a c t u a l  e x p e r i m e n t a l  d e t e r m i n a t i o n  

o f  t h e  i n s t a n t a n e o u s  v e l o c i t y . )

2 .  T h e o r e t i c a l l y  B a l a n c e d  M ech an ism

F i g u r e  3 . 7  show s o r i g i n a l ,  f i l t e r e d  a s  w e l l  a s  f a i r e d  

t r a c e s  o f  t h e  t h e o r e t i c a l l y  b a l a n c e d  m e c h a n is m  w hen  r u n  a t  

a n  a v e r a g e  v e l o c i t y  o f  120  RPM. (S e e  T a b l e  3 . 2  a n d  F i g u r e  3 .  

f o r  d e s i g n  d a t a . )

T he maximum s h a k i n g  f o r c e s  a r e  0 .4 8 0  p o u n d s  a n d  

- 0 . 5 9 0  p o u n d s  i n  t h e  X a n d  Y d i r e c t i o n ,  r e s p e c t i v e l y .

T h e s e  s u r p r i s i n g l y  l a r g e  r e s i d u a l  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  

f u r n i s h  t h e  j u s t i f i c a t i o n  f o r  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n .

I n  a d d i t i o n  t o  t h e  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t s .  F i g u r e  3 . 7  

g i v e s  s i m u l t a n e o u s  f i v e  d e g r e e  a n g u l a r  p o s i t i o n  s i g n a l s  o f  

t h e  i n p u t  l i n k  a s  w e l l  a s  t h e  a s s o c i a t e d  v o l t a g e - v e l o c i t y  

t r a c e .  (N o te  t h e  i n t e n t i o n a l  e n l a r g e m e n t s  o f  t h e  a n g u l a r  

p o s i t i o n  s i g n a l s  a t  0 ,  9 0 ,  180  a n d  270 d e g r e e s . )

T a b l e  3 . 3  l i s t s  f o r c e ,  a n g u l a r  v e l o c i t y  a n d  a n g u l a r  

a c c e l e r a t i o n  v a l u e s  f o r  e a c h  f i v e  d e g r e e  i n t e r v a l  o f  t h e  

i n p u t  l i n k  a n g l e  ^  . The v a l u e s  f o r  a n g u l a r  v e l o c i t y
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Ck,-

0 ..-

M ''GX 
( 0 . 5  l b / d i v )

M / G y  
( 0 . 5  l b / d i v )

V e l o c i t y - v o l t a g e  
( 1 . 0  v o l t ' d i v )

9 0  1 8 0 °  2 7 0 °
I n p u t  L i n k  A n g l e

3 6 0

a .  ( J n f i l t e r e d

- 0 . 5 -
K / G y

0 . 5 -

00 o
9 0 2 7 0 3 6 C

0
1
2

3

4

5

6 

7

V e l o c i  t y - V o l t a g s  
( v o l  t s )

is. P a i r e d

I n p u t  L i n k  A n g l e

H

M / G y  

1 0 . 5  l b / d i v )

M/Gy 
( 0 . 5  l b / d i v )

c -  f i l t e r e d

I n p u t  L i n k  A n g l e  ^
3 6 0 '

F i g u r e  3 . 7 i  S h a k i n g  F o r c e  C o m p o n e n t s  a n d  A n g u l a r  V e l o c i t y  o f  T h e o r e t i c a l l y  
B a l a n c e d  M e c h a n i s m  ( A v e r a g e  I n p u t  S p e e d *  1 2 0  R P M )
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i n p u t  l i n k
ANCLE 

*1 < S E C . )

INPUT 1 iNn 
ANGULAR 

.VELOCITY 
*j(RAD/SEC)

INPUT LIMA 
ANGULAR 

ACCELERATION 
»1<RA5 / SSC)

X COMPONENT
o r

SHAKING FORCE 
f m/ G x ‘ l b * - 1

OF
SHAKING FORCE 

? m / T y f l b « . )

0 1 2 . 7 3 1 2 7 . 1 3 6 . 479 - . 5 7 0
3 1 2 . 9 4 0 1 9 . 5 3 1 . 4 8 0 - . 5 9 0

10 1 2 . 9 6 5 -  7 . 4 7 7 . 4 4 9 - . 5 3 1
13 1 2 . 9 1 1 -  8 . 2 9 3 . 384 - . 4 6 8
20 1 2 . 9 2 2 - 1 4 . 2 6 9 . 2 5 9 - . 3 7 4
23 1 2 . 7 4 6 - 1 0 . 4 8 0 . 2 0 2 - . 2 8 2
30 1 2 . 6 7 0 • 1 1 . 8 6 3 . 115 - . 2 1 3
33 1 2 . 3 9 7 -  3 . 8 4 3 . 060 - . 1 7 3
40 1 2 . 3 3 7 •  9 . 2 3 4 . 0  30 - . 1 2 1
43 1 2 . 4 7 6 -  ’ . 3 7 6 . 109 - . 0 1 7
50 1 2 . 4 3 3 -  5 . 3 8 2 - . 0 1 3 -  . 0 6 6
35 1 2 . 3 9 8 -  4 . 3 3 9 - . 1 1 5 - . 0 5 4
SO 1 2 . 3 7 0 -  3 . 1 5 2 - . 0 2 6 - . 0  39
63 1 2 .  352 -  2 . 5 5 4 - . 1 2 9 -  . 0 2 9
70 1 2 . 3 3 7 -  L . 7 3 4 - . 1 3 1 - . 0 2 4
73 1 2 . 3 2 7 -  1 . 0 6 0 - . 0 3 4 - . 3 1 3
30 1 2 . 3 2 1 -  0 . 6 8 4 - . 0 3 5 - . 0 1 2
33 1 2 . 3 1 7 -  0 . 1 9 0 - . 0 3 4 - . 0 0 9
90 1 2 . 3 2 0 0 . 7 6 3 - . 1 3 1 - . 0 0 6
95 1 2 . 3 2 3 0 . 6 0 3 - . 1 2 9 0 . 0

100 1 2 . 3 3 1 l . 3 6 a - . 0 2 1 . 0 0 6
LOS 1 2 . 3 4 1 L . 4 0 3 - . 0 2 7 . 009
LID 1 2 . 3 5 3 2 . 3 5 7 - . 1 2 4 . 1 1 3
113 1 2 . 3 7 1 2 . 1 2 0 - . 0 2 3 . 023
120 1 2 . 3 9 0 3 . 7 2 6 - . 0 2 0 . 026
123 1 2 . 4 1 3 0 . 5 8 9 - . 0 1 5 . 0 3 0
130 1 2 . 4 4 2 3 . 9 5 2 - . 0 1 2 . 1 3 9
133 1 2 .4"M 4 . 9 0 3 - . 1 1 2 . 043
140 1 2 . 5 1 1 5 . 3 9 6 - . 0 1 5 . 0 5 3
145 1 2 . 3 5 2 4 . 1 8 2 - . 1 1 7 . 3 6 5
130 1 2 . 5 0 0 7 , 7 4 7 - . 1 1 9 . 0 7 5
153 1 2 . 5 5 4 7 . 4 0 8 - . 0 2 1 . 0 8 3
16 0 1 2 . 7 0 6 9 . 6  31 - . 0 2 4 . 0 9 3
165 1 2 . 7 7 0 3 . 9 4 9 - . 0 2 ’ . 0 9 9
170 1 2 . 9 2 6 ’ . 9 9 0 - . 0 3 1 . 1 1 6
175 1 2 . 3 9 1 7 . 7 7 0 331 . 1 2 2
130 1 2 . 9 2 9 6 . 3 0 3 - . 0 3 2 . 1 2 9
135 1 2 . 9 6 8 5 . 3 0 9 - . 0 3 3 . 132
190 1 2 , 9 9 7 3 . 5 4 9 - . 0 3 ’ . 1 4 1
195 1 3 . 0 1 9 2 . 9 7 3 038 . 1 4 4
300 1 3 . 0 3 4 1 . 6 3  3 - . 0 3 1 . 1 * 1
205 1 3 . 3 4 3 0 . 9 0 5 - . 0  38 . 1 5 3
210 1 2 . 0 4 7 0 . 4 3 5 - . 0 3 9 . 1 5 5
315 i ;  . 049 3 . 1 9 2 - .  141 . 1 5 6
220 1 0 . 0 4 6 -  1 , 0 3 6 - .  046 . 15  3
225 13,  I OS -  1 . 4 1 7 - . 0 5 1 . 1 3 9
230 1 3 . 0 2 5 -  1 . 4 3 4 - . 1 5 3 . 1 5 0
225 1 J . 0 C 4 -  3 . 1 1 2 - .  056 . 1 8 0
240 1 2 . 9 9 0 -  5 . 0 1 2 - . 0 6 1 . 16 1
243 1 2 . 9 3 9 -  6 , 1 0 5 - .  06 2 . 14 1
250 1 2 . 9 9 1 -  * . 3 5 1 - .  0T2 . 161
235 1 2 . 5 3 5 -  9 . 2 7 7 - . 0 7 7 . 1 4 1
250 1 2 . 7 6 0 - 1 1 . 5 0 0 - . 1 8 4 . 1 6 1
265 1 2 . 6 8 2 - 1 2 . 1 0 6 - . 0 9 1 . 1 5 9
270 1 2 . 3 9 8 - 1 2 . 3 9 2 - . 0 9 4 . 1 5 5
273 1 2 . 3 1 2 - 1 2 . 1 8 6 - . 1 1 1 . 1 3 4
230 1 2 . 4 2 5 - 1 2 . 1 2 4 - . 1 1 3 . 1 5 *
29! 1 2 . 0 0 9 - 1 1 . 2 3 - - . 1 1 ? ! 15 3
290 1 2 . 2 6 1 - 1 1 . 5 6 8 - . 1 2 4 . 151
293 1 2 . 1 * 3 - 1 1 . 2 1 9 - . - 3 4 , 14,"
200 1 2 . 1 9 6 -  0 . 9 9 2 - . 1 4 3 . 1 4 4
205 1 2 . 0 3 7 -  9 . 1 9 - - . 1 4 7 . 1 : 4
31C 1 1 . 9 7 7 -  5 . 3 6 7 - . 1 3 1 . 12’
315 1 1 , 9 1 3 -  7 . 4 1 9 - . 1 4 4 . 11 f5
320 1 1 . 9 9 0 0 . 3 9 5 - . 1 2 3 . 0 7 6
32! 1 1 , 8 9 4 1 . 4 4 4 - . 1 1 0 , 1 ’  4
330 1 1 . 9 3 0 7 . 6 4 8 - . O I L . 044
3 35 1 1 . 9 8 9 8 . 6 1 6 - . 1 3 2 - . 3 2 3
340 1 2 . 0 7 7 1 3 . 5 9 1 , 0 3 6 - . 1 1 1
345 12 . 1 9 9 1 9 . 4 0 1 . 1 2 2 - . 2 0 6
ISO 1 2 . 3 9 0 3 3 . - 0 5 , 2 3 3 - . 3 4 $
355 1 2 . 6 0 0 2 2 . 5 3 4 . 156 - . 4 * 4
360 1 2 . " 5 1 2 7 . 1 3 * . 4“ ? * . 3 " ~

TABLE 3 .3  t EXPERIMENTAL CATA ? 0 *  THEORETICALLY 
BALANCES MECHANISM
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a n d  a c c e l e r a t i o n  w e r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  m e th o d s  o f  S e c t i o n  C - 2 - c  

a n d  C - 2 - d ,  r e s p e c t i v e l y .  (S e e  a l s o  p ro g r a m  FOURIE i n  

A p p e n d ix  C - 3 - b . )  T h i s  t a b l e  f u r n i s h e s  t h e  d a t a  f o r  t h e  

m in im a x  a s  w e l l  a s  t h e  l e a s t  s q u a r e s  b a l a n c i n g  o p t i m i z a t i o n s .

3 .  R e s u l t s  Of M in im ax  B a l a n c i n g  O p t i m i z a t i o n

T h i s  s e c t i o n  g i v e s  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  m in im a x  b a l a n c i n g  

o p t i m i z a t i o n .  E q u a t i o n s  ( C . 9 )  i n  S e c t i o n  3 - d  o f  A p p e n d ix  C 

g i v e s  t h e  f o l l o w i n g  v a l u e s  f o r  t h e  " m in im a x "  m a s s - d i s t a n c e  

p r o d u c t s  P j  a n d  Qj ( j - 1 , 3 ) :

PL * - 5 0 . 8 5  x  1 0 ~ 5 l b - s e c 2

( 3 . 8 )

Qx -  - 5 7 . 5 6  x 1 0 “ 5 l b - s e c 2

P3 -  1 8 1 .9 8  x 1 0 " 5 l b - s e c 2

Q3 * 2 1 .9 5  x 1 0 “ 5 l b - s e c 2

A c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n s  ( 2 . 2 )  -  ( 2 . 5 ) ,  t h e  m a s s - d i s t a n c e

p r o d u c t s  o f  t h e  c o r r e c t i o n  m a s s e s  t h e n  b e c o m e :

c  c  - 5  2
AP^ * m^p ( p i  ) *  5 0 .8 5  x  10 l b - s e c

AQ1 ■ * 5 7 .5 6  x 1 0 ~ 5 l b - s e c 2

AP3 -  m3pC (P3C > “ “ 1 8 1 .9 8  x 1 0 ” 5 l b - s e c 2

AQ3 *  rn3 q C ^ 3 C  ̂ * - 2 1 . 9 5  x 1 0 ~ 5 l b - s e c 2

( 3 . 9 )
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W ith  t h e  v a l u e s  f o r  p ^  a n d  q ^  ( i - 1 , 3 )  a s  g i v e n  

i n  F i g u r e  3 . 4  t h e  f o u r  c o r r e c t i o n  m a s s e s  a r e  c o m p u te d  t o  b e :

c
m 4 P i  _  5 0 . 8 5 X 1 0 - 5 .  1 4 . 5 3 x l 0 - 5 11}»-»«■£!)

i p  D c  3 .5 0 0  i n
c

a t  t h e  p o s i t i v e  p^ l o c a t i o n

c  AQl 5 7 .5 6 x 1 0 ~ 5 ^  , rt- 5  , l b - s e c 2 ,
m, ~ ------  *    * 1 6 .4 5 x 1 0  (   ---------- )

1<5 a  c  3 . 5 0 0  i n
“ l  c

a t  t h e  p o s i t i v e  l o c a t i o n
( 3 . 1 0 )

o  .  . - 1 8 1 . 9 8 X 1 0 - 5 .  13 2 .35x10™ ^
3P c  1 . 3 7 5  i n

P3 a t  t h e  n e g a t i v e  p j C l o c a t i o n

c  - 2 1 . 9 5 x l 0 “ 5 - 5  l b - s e c 2
”3q -  ~ -m s  ■ 1 5 - 9 6 x 1 0  (—IK— >

q 3
a t  t h e  n e g a t i v e  q ^ 0 l o c a t i o n

F i g u r e  3 . 8  show s a  p h o t o g r a p h  o f  t h e  i n s t a l l e d  c o r r e c t i o n

m a s s e s  a s  t h e y  a p p e a r  i n  b o t h  t h e  i n p u t  a n d  o u t p u t  l i n k s .

F i g u r e  3 . 9  g i v e s  a  c o m p a r i s o n  o f  t h e  f i l t e r e d  s h a k i n g  f o r c e

c o m p o n e n ts  b e f o r e  a n d  a f t e r  m in im a x  f i n e  b a l a n c i n g  a t  t h e

sam e a v e r a g e  i n p u t  v e l o c i t y  o f  120  RPM.

The maximum s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  a r e  now

PM/GV » .1 7 4  l b  a n d  “  - . 2 1 5  l b .  T h i s  r e p r e s e n t s
x  y

a  r e d u c t i o n  o f  a p p r o x i m a t e l y  65 p e r c e n t  f o r  e a c h  o f  t h e  

c o m p o n e n ts  w hen c o m p a re d  t o  t h e  t h e o r e t i c a l l y  f o r c e  b a l a n c e d  

c a s e .  (S e e  S e c t i o n  2 a b o v e . )
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F i g u r e  3 . 8 t P h o t o g r a p h  o f  M inim ax F i n e - B a l a n c e d
E x p e r i m e n t a l  M ech an ism  S h o w in g  C o r r e c t i o n  
M a ss e s  I n s t a l l e d



V g x ° x

?m/ g y ° y

360
I n p u t  L in k  A n g le  ^ I n p u t  L in k  A n g le  ^

f m/ g ,

M/G,

a .  T h e o r e t i c a l l y  B a la n c e d  
M echan ism

b .  M inim ax F i n e - B a l a n c e d  
M echan ism

( A l l  F o rc e  S c a l e s :  0 . 5  l b / d i v )

F i g u r e  3 . 9 :  C o m p a r is o n  o f  F i l t e r e d  S h a k in g  F o r c e  C om p onen ts  B e f o r e  a n d  A f t e r  F in e
B a l a n c i n g  By M inim ax O p t i m i z a t i o n  M ethod (A v e ra g e  I n p u t  S p e e d :  120  RPM)

<y>
N)
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4 .  R e s u l t s  Of L e a s t  S q u a r e s  B a l a n c i n g  O p t i m i z a t i o n

T h i s  s e c t i o n  r e p o r t s  on  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  l e a s t  

s q u a r e s  b a l a n c i n g  o p t i m i z a t i o n .  E q u a t i o n s  ( D . 6 )  i n  S e c t i o n  3 

o f  A p p e n d ix  D g i v e  t h e  f o l l o w i n g  v a l u e s  f o r  t h e  " l e a s t  s q u a r e s "  

m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  P j  a n d  Qj ( j * l , 3 ) :

Px * - 5 6 . 2 5  x  1 0 - 5  l b - s e c 2

» - 5 1 . S I  x  1 0 - 5  l b - s e c 2

( 3 . 1 1 )
P3 -  1 5 8 .4 2  x 1 0 " 5 l b - s e c 2

Q3 -  0 . 3 6  x 1 0 - 5  l b - s e c 2

A c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n s  ( 2 . 2 ) - ( 2 . 5 ) ,  t h e  m a s s - d i s t a n c e  

p r o d u c t s  o f  t h e  c o r r e c t i o n  m a s s e s  t h e n  b e c o m e :

AP^ * m^pC ( p ^ ° )  * 5 6 . 2 5  x 10 ^ l b - s e c ^

AQ^ » ml q C ^ i ° ^  *  5 1 .8 1  x 10 ^ l b - s e c ^

( 3 . 1 2 )
c  c  —5 2

aP 3 * m^p ( p 3 ) * - 1 5 8 . 4 2  x 10  l b - s e c

c  c  —5 2
4Q3 * m3q ( q 3 ) *  - 0 . 3 6  x 10 l b - s e c

W ith  t h e  v a l u e s  f o r  p ^ 0 a n d  qj_c ( 1 * 1 , 3 )  a s  g i v e n  i n  

F i g u r e  3 . 4 ,  t h e  f o u r  c o r r e c t i o n  m a s s e s  a r e  c o m p u te d  t o  b e :
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c  APX 5 6 .2 5 x 1 0  , ,  „  , » - 5  , l b - s e c  ,
m. -  — — -  ---------------------- »  1 6 .0 7 x 1 0  ( -----   )

l p  _ C 3 . 5 0 0  i n
P i

P 3C

q 3

3 .5 0 0

-55 1 .8 1 x 1 0
3 .5 0 0

- 5
■158.42x10

1 . 3 7 5

- 5- 0 .3 6 x 1 0

1 . 3 7 5

ca t  t h e  p o s i t i v e  p^  l o c a t i o n

c  4 ^ 1  5 1 .8 1 x 1 0  3 - 5  . l b - s e c 2 .
m. * — - »  ---------------------- »  1 4 .8 0 x 1 0 -----------— ---------)
l c l a  c  3 . 5 0 0  i n

q l  c
a t  t h e  p o s i t i v e  l o c a t i o n

( 3 . 1 3 )
c  4 P 3 - 1 5 8 . 4 2 x 1 0  “ , ,  - 5  . l b - s e c 2 ,m- ■ ------  -    *  1 1 5 .2 1 x 1 0 --------- ( — ;--------)

‘ i n
(2

a t  t h e  n e g a t i v e  p j  l o c a t i o n

c  AQ3 - 0 .3 6 x 1 0  3 - 5  l b - s e c 2
m3a  * — F  "    "  0 .2 6 x 1 0 ---------(— :-------- )3<5 « c  1 . 3 7 5  i n

Q
a t  t h e  n e g a t i v e  l o c a t i o n

F i g u r e  3 .1 0  g i v e s  a  c o m p a r i s o n  o f  t h e  f i l t e r e d  s h a k i n g

f o r c e  c o m p o n e n ts  b e f o r e  a n d  a f t e r  l e a s t  s q u a r e s  f i n e

b a l a n c i n g  a t  t h e  same a v e r a g e  i n p u t  v e l o c i t y  o f  120 RPM.

T he  maximum s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  a r e  now

FM/G “  *241 l b  a n d  F ĵ / q  ® - . 2 4 3  l b .  T h i s  r e p r e s e n t s  
x  y

a  r e d u c t i o n  o f  a p p r o x i m a t e l y  50 a n d  60  p e r c e n t ,  r e s p e c t i v e l y ,  

f o r  e a c h  o f  t h e  c o m p o n e n ts  w hen c o m p a re d  t o  t h e  t h e o r e t i c a l l y  

f o r c e  b a l a n c e d  c a s e .



I n p u t  L in k  A n g le

M/Gx  UX 9 I R 3  p,

M/Gv  Y

I n p u t  L in k  A n g le

M/Gx

M/Gy

a .  T h e o r e t i c a l l y  B a la n c e d  
M echan ism

b .  L e a s t  S q u a r e s  F in e -  
B a la n c e d  M echan ism

( A l l  F o r c e  S c a l e s :  0 . 5  l b / d i v )

F i g u r e  3 . 1 0 :  C o m p a r iso n  o f  F i l t e r e d  S h a k in g  F o r c e  C o m ponen ts  B e f o r e  a n d  A f t e r  F in e
B a l a n c i n g  By L e a s t  S q u a r e s  O p t i m i z a t i o n  M ethod (A v e ra g e  I n p u t  S p e e d :  120 RPM)

<y>
Ul
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E . D i s c u s s i o n  Of R e s u l t s

T he  f o l l o w i n g  s e c t i o n s  f i r s t  d i s c u s s  t h e  s o u r c e s  o f  a  

n u m b er  o f  e x p e r i m e n t a l  i n a c c u r a c i e s  a s  w e l l  a s  t h e i r  i n f l u e n c e  

on  t h e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  r e a d o u t s .  S u b s e q u e n t l y ,  

t h e  tw o  o p t i m i z a t i o n  a p p r o a c h e s  a r e  c o m p a re d  i n  t h e  l i g h t  

o f  t h e s e  e x p e r i m e n t a l  i n a c c u r a c i e s  a n d  i t  i s  c o n c l u d e d  t h a t  

t h e  m in im a x  m e th o d  i s  t o  b e  p r e f e r r e d  s i n c e  I t  f u r n i s h e s  t h e  

l o w e s t  r e s i d u a l  s h a k i n g  f o r c e s  a f t e r  f i n e  b a l a n c i n g .

1 .  S o u r c e s  Of E x p e r i m e n t a l  I n a c c u r a c i e s

a .  M o to r  V i b r a t i o n

As d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  D - l , a  120  c p s  v i b r a t i o n  o f  

t h e  m o to r  w as r e s p o n s i b l e  f o r  t h e  s u p e r p o s e d  w av e  o f  

a p p r o x i m a t e l y  0 . 1  l b .  i n  a m p l i t u d e  i n  t h e  s h a k i n g  f o r c e  

r e a d o u t s * 1. The n e c e s s a r y  u s e  o f  f a i r e d  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  

c u r v e s  c l e a r l y  r e p r e s e n t s  a  s o u r c e  o f  i n a c c u r a c y .

The d i r e c t  m o u n t in g  o f  t h e  m o to r  on  one  o f  t h e  f o r c e  

p l a t f o r m s  i s  t h e  r e s u l t  o f  a  d e s i g n  c o m p r o m is e .  I n  a n  

e a r l i e r  v e r s i o n  o f  t h e  s e t u p ,  t h e  m o to r  w as m o u n te d  s e p a r a t e l y  

a n d  i t s  m om ent w as t r a n s m i t t e d  t o  t h e  i n p u t  s h a f t  o f  t h e

* T h i s  m o to r  v i b r a t i o n  d u e  t o  t h e  r e c t i f i e d  AC c u r r e n t  w as 
a l s o  f o u n d  i n  a n o t h e r  m o to r  o f  h i g h e r  h o r s e p o w e r .



m e c h a n is m  b y  w ay o f  tw o  u n i v e r s a l  j o i n t s .  T he  i n p u t  s h a f t  

b e a r i n g  a s s e m b l y  w as m o u n te d  on  t h e  f o r c e  p l a t f o r m  i n  t h e  

m a n n e r  o f  t h e  p r e s e n t  o u t p u t  s h a f t  b e a r i n g  a s s e m b l y  ( s e e  

F i g u r e  3 . 2 ) .  B e c a u s e  o f  t h e  i n a c c u r a c i e s  o f  t h e  u n i v e r s a l  

j o i n t s , c e r t a i n  f o r c e s , i n  a d d i t i o n  t o  t h e  m om ent, w e r e  

t r a n s m i t t e d .  T h e s e  f o r c e s ,  w h ic h  w e r e  t h e n  p i c k e d  u p  b y  

f o r c e  p l a t f o r m ,  w e r e  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  t o  o b l i t e r a t e  t h e  

s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  r e a d i n g s .

An im p r o v e d  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  m ig h t  h a v e  b e e n  

o b t a i n e d  i f  o n e  c o u l d  h a v e  r u n  t h e  m e c h a n ism  a t  h i g h e r  

s p e e d s .  T he c l e a r a n c e  i n  t h e  m o to r  b e a r i n g s  made s p e e d s  

much a b o v e  1 20  RPM i m p o s s i b l e  s i n c e  t h e  r e s u l t i n g  i m p a c t s  

a t  t h e  c r a n k  r e v e r s a l  p o i n t s  d i s t o r t e d  t h e  f o r c e  t r a c e s  

e v e n  m ore  t h a n  t h e  m o to r  v i b r a t i o n s .

I n  o r d e r  t o  e x c l u d e  t h e  m o to r  v i b r a t i o n  a s  w e l l  a s  

t h e  u n w a n te d  f o r c e  t r a n s m i s s i o n  f ro m  t h e  m o t o r ,  i t  w o u ld  

b e  b e s t  t o  r e d e s i g n  t h e  s e t u p  s u c h  t h a t  t h e  m o to r  i s  m o u n te d  

o f f  t h e  f o r c e  p l a t f o r m  a n d  t h a t  i t  i s  u n c o u p l e d  f ro m  t h e  

m e c h a n ism  w h i l e  t h e  f o r c e  r e a d i n g s  a r e  t a k e n .

b .  C r o s s  T a l k  I n  F o r c e  P l a t f o r m s

A c c o r d i n g  t o  t h e  m a n u f a c t u r e r ,  t h e  c o m p o n e n t  c h a r g e  

o u t p u t s  o f  t h e  i n d i v i d u a l  f o r c e  p l a t f o r m s  a r e  s u b j e c t  t o
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c r o s s  t a l k ,  I . e .  t h e  o u t p u t  d u e  t o  t h e  f o r c e  i n  o n e  d i r e c t i o n  

i s  i n f l u e n c e d  b y  t h a t  i n  t h e  o t h e r .  The s p e c i f i c a t i o n  

s h e e t  sh o w s t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p s :

“  .0 0 3 F ^ 4 y  ( 3 . 1 4 )

FLY * F14Y "  ' ^ ^ F ^ x  ( 3 . 1 5 )

FRX “  P34X + . OO2 F3 4 Y ( 3 . 1 6 )

FRY “  F34Y + *0 0 9 F34X ( 3 . 1 7 )

w h e re
F ^x  » X c o m p o n e n t  o u t p u t  o f  l e f t  f o r c e  p l a t f o r m

F *  Y c o m p o n e n t  o u t p u t  o f  l e f t  f o r c e  p l a t f o r m  
LY

F ^  *  X c o m p o n e n t  o u t p u t  o f  r i g h t  f o r c e  p l a t f o r m

Fry  * Y c o m p o n e n t  o u t p u t  o f  r i g h t  f o r c e  p l a t f o r m

T h i s  t y p e  o f  e r r o r  may becom e s i g n i f i c a n t  w i t h  t h e  

p r e s e n t  t w o - p l a t f o r m  d e s i g n  s i n c e ,  a t  c e r t a i n  p o i n t s  i n  

t h e  c y c l e ,  t h e  b e a r i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  becom e  q u i t e  l a r g e .  

I t  m i g h t  b e  r e d u c e d  b y  m o u n t i n g  t h e  e n t i r e  m e c h a n is m  on a  

s i n g l e  f o r c e  p l a t f o r m .  I n  s u c h  a n  a r r a n g e m e n t ,  t h e  sum s o f  

t h e  b e a r i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  w o u ld  b e  m e a s u r e d  d i r e c t l y .
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S i n c e  t h e s e  suina a r e  much s m a l l e r  t h a n  t h e  i n d i v i d u a l  

c o m p o n e n t s ,  t h e  e f f e c t  o f  t h e  c r o s s  t a l k  w i l l  a l s o  b e  

c o n s i d e r a b l y  r e d u c e d .

c . G ro u n d  B e a r i n g  F o r c e  A d d i t i o n

The s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  w e r e  o b t a i n e d  b y  t h e  

a d d i t i o n  o f  t h e  a p p r o p r i a t e  i n d i v i d u a l  f o r c e  p l a t f o r m  

c h a r g e  o u t p u t s .  B e c a u s e  o n l y  tw o  c h a r g e  a m p l i f i e r s  w e re  

a v a i l a b l e ,  i t  w as n e c e s s a r y  t o  a d d  t h e  r e s p e c t i v e  c o m p o n e n t  

s i g n a l s  b e f o r e  t h e y  e n t e r e d  t h e s e  a m p l i f i e r s .  S i n c e  e a c h  

c o m p o n e n t  f o r c e  p i c k u p  o f  a  g i v e n  p l a t f o r m  r e q u i r e s  a  u n i q u e  

p r e d e t e r m i n e d  c h a r g e  a m p l i f i e r  s e t t i n g ,  t h e  a d d i t i o n  o f  t h e  

s i g n a l s  m ak es  i t  i m p o s s i b l e  t o  o b t a i n  t h e  c o r r e c t  s e t t i n g  f o r  

b o t h  f o r c e  g a u g e s  s i m u l t a n e o u s l y .  On t h e  s u g g e s t i o n  o f  t h e  

m a n u f a c t u r e r ,  a n  a v e r a g e  s e t t i n g  w as c h o s e n ,  e v e n  t h o u g h  

t h i s  c a u s e s  t h e  c o m p o n e n t  o u t p u t s  o f  t h e  l e f t  ( i n p u t  l i n k )  

p l a t f o r m  t o  r e a d  so m ew h a t  h i g h e r  t h a n  t h e  a c t u a l  v a l u e .  The 

o p p o s i t e  e f f e c t  o c c u r s  f o r  t h e  o u t p u t  o f  t h e  r i g h t  ( o u t p u t  l i n k )  

p l a t f o r m .

I t  w i l l  now b e  show n t h a t  t h i s  c o n d i t i o n  l e a d s  t o  a n  

e r r o r  w h ic h  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  sum o f  t h e  a b s o l u t e  

v a l u e s  o f  t h e  i n d i v i d u a l  g r o u n d  b e a r i n g  f o r c e  c o m p o n e n t s .
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F o r  t h i s  p u r p o s e ,  l e t

Fl  = o u t p u t  o f  l e f t  f o r c e  p l a t f o r m  (X o r  Y 

c o m p o n e n t  f o r c e )

Fr ® o u t p u t  o f  r i g h t  f o r c e  p l a t f o r m  (X o r  Y 

c o m p o n e n t  f o r c e )

a n d  K =* p e r c e n t a g e  e r r o r  o f  i n d i v i d u a l  b e a r i n g  f o r c e

T he  r e s u l t i n g  r e a d i n g ,  F<pOT' t h e  sum o f  t l i e  b e a r i n 9 

f o r c e  c o m p o n e n ts  i n  a  g i v e n  d i r e c t i o n  i s  t h e n  g i v e n  b y :

S i n c e ,  n e a r  o r  a t  f u l l  f o r c e  b a l a n c e ,  FL w i l l  a lw a y s  

h a v e  a  s i g n  o p p o s i t e  t o  t h a t  o f  FR, t h e  a b o v e  c l e a r l y  show s

c o m p o n e n t  r e a d i n g s ,  a s s u m e d  t o  b e  common t o

b o t h  p l a t f o r m s

f tor “ (1 + k)fl  + “ k)fr ( 3 . 1 3 )

I f  t h e  a c t u a l  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  i s

r e p r e s e n t e d  b y

( 3 . 1 9 )

e q u a t i o n  ( 3 . 1 8 )  b e c o m e s :

PT0T -  R + K (P l  -  PR ) ( 3 . 2 0 )
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t h a t  t h e  a b s o l u t e  m a g n i t u d e  o f  t h e  e r r o r  t e r m  K (FL -  FR ) 

b e c o m e s  l a r g e s t  w hen t h e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  b e a r i n g  f o r c e  

c o m p o n e n ts  a r e  a t  t h e i r  m ax im a . T h u s ,  t h e  r e a d i n g  a t  

^  -  0  d e g r e e s  b e c o m e s  m o re  d i s t o r t e d  t h a n  a t  a l l  o t h e r  

p o s i t i o n s .

To a v o i d  t h i s  d i s t o r t i o n ,  i t  w o u ld  a g a i n  b e  b e s t  t o  

u s e  o n l y  a  s i n g l e  f o r c e  p l a t f o r m .

2 .  I n f l u e n c e  O f C r o s s  T a l k  And A d d i t i o n  E r r o r s  On

M a g n i tu d e s  Of E x p e r i m e n t a l  S h a k i n g  F o r c e  R e a d o u t s

E v i d e n c e  ( n o t  show n h e r e )  f ro m  c e r t a i n  c o m p u t e r  r u n s ,  

i n  w h ic h  t h e  j u d i c i o u s  v a r i a t i o n s  o f  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  

w e re  m ad e , i n d i c a t e s  t h a t  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  n e a r  

^  *  0  d e g r e e s  a r e  m ore e x a g g e r a t e d  t h a n  a t  a l l  o t h e r  

p o s i t i o n s .  (S e e  F i g u r e  3 . 6  f o r  u n b a l a n c e d  m e c h a n ism  a n d  

F i g u r e  3 . 1 1 ,  w h ic h  i s  u s e d  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  f i n e  

b a l a n c i n g  o p t i m i z a t i o n s . )  I t  w i l l  now b e  show n how a 

c o m b i n a t i o n  o f  c r o s s  t a l k  a n d  a d d i t i o n  e r r o r s  c o n t r i b u t e s  

t o  t h i s  e x a g g e r a t i o n .

The a p p r o x i m a t e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  g r o u n d  b e a r i n g  f o r c e  

c o m p o n e n ts  o f  t h e  t h e o r e t i c a l l y  b a l a n c e d  m e c h a n is m , a t  

^  ■ 0  d e g r e e s ,  a r e :



P1 ^ x a l 0 . 2  l b  F3 4 X ^ " 9 *® 8 0  t h a t  PM/G “X

F1 4 y  “  2 , 0  l b  P3 4 Y a r “ 2 * 5  l b  a n d  PM/GYa , " ° * 5  l b

The a b s o l u t e  v a l u e s  o f  t h e  a b o v e  c o m p o n e n ts  r e p r e s e n t  

m axim a f o r  t h e  c y c l e .

Due t o  c r o s s  t a l k  a l o n e  one  o b t a i n s ,  a c c o r d i n g  t o  

e q u a t i o n s  ( 3 . 1 4 ) - ( 3 . 1 7 ) :

PLX “  1 0 , 2  “  *0 0 3 ( 2 * ° )  “  1 0 .1 9 4  l b  ( 3 . 2 1 )

PL y  -  2 . 0  -  . 0 0 2 ( 1 0 . 2 ) * 1 . 9 8 0  l b  ( 3 . 2 2 )

PRX “  " 9 *8  + *0 0 2 f - 2 *5 ) ■ “ 9 .8 0 5  l b  ( 3 . 2 3 )

Fry  -  - 2 . 5  + . 0 0 9 ( - 9 . 8 )  -  - 2 . 5 8 8  l b  ( 3 . 2 4 )

W ith  t h e s e  v a l u e s ,  t h e  c r o s s  e r r o r  c o m p o n e n t s ,  Cx  

a n d  Cy , b e c o m e :

CX * (P LX + PRX* "  PM/GX

* ( 1 0 .1 9 4  -  9 . 8 0 5 )  -  .4 0 0  -  - . 0 1 1  l b  ( 3 . 2 5 )

a n d  Cy  * (FL y  + FRy) -  PM/Gy

-  ( 1 .9 8 0  -  2 . 5 8 8 )  + .5 0 0  -  - . 1 0 8  l b  ( 3 . 2 6 )

T h u s ,  t h e  c r o s s  t a l k  e r r o r  i s  l a r g e r  f o r  t h e  Y c o m p o n e n t  

o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  t h a n  f o r  t h e  X c o m p o n e n t .
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Now c o n s i d e r  how t h e  a d d i t i o n  e r r o r  f u r t h e r  i n f l u e n c e s  

t h e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  f i n a l  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t s .  W ith  

t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  p e r c e n t a g e  e r r o r  o f  t h e  i n d i v i d u a l  

b e a r i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  r e a d i n g s  i s  r e p r e s e n t e d  b y  K - . 0 0 5 ,  

s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  r e s u l t s  show n i n  e q u a t i o n s  ( 3 . 2 1 ) - ( 3 .2 4 )  

i n t o  e q u a t i o n  ( 3 . 1 8 )  y i e l d s  t h e  f o l l o w i n g  v a l u e s  f o r  t h e  

s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  r e a d i n g s :

FTCyr "  1 - 0 0 5 ( 1 0 - 1 9 4 > + .9 9 5  ( - 9 . 8 0 5 )  * .4 8 9  l b  
X

PTOT * 1 - 0 0 5<L *98 0 )  + . 9 9 5 ( - 2 . 5 8 8 )  = - . 5 8 5  l b

T h u s ,  t h e  X c o m p o n e n t  r e a d s  t o o  h i g h  b y  .0 8 9  l b  ( . 4 8 9  l b  v s .

.4 0 0  l b )  w h i l e  t h e  Y c o m p o n e n t  i s  t o o  n e g a t i v e  b y  .0 8 5  l b  

( - . 5 8 5  l b  v s .  - . 5 0 0  l b ) 1 .

I n v e s t i g a t i o n ,  u s i n g  e q u a t i o n  ( 3 . 2 0 ) ,  show ed  t h a t  a f t e r  

t h e  a d d i t i o n  o f  c o r r e c t i o n  m a s s e s ,  i . e .  a t  o r  v e r y  n e a r  t o  

f u l l  f o r c e  b a l a n c e ,  t h e r e  w i l l  b e  a  r e a d i n g  e r r o r  o f  

e s s e n t i a l l y  t h e  sam e m a g n i t u d e  a s  l o n g  a s  t h e  sam e i n s t r u m e n t a t i o n  

i s  u s e d  ( i . e .  K r e m a i n s  u n c h a n g e d ) .

1
F o r  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  o s c i l l o g r a m s ,  r e c a l l  t h a t  t h e  
d i r e c t i o n  o f  t h e  p o s i t i v e  a x e s  i s  d o w n w ard .
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3 .  C o m p a r i s o n  Of O p t i m i z a t i o n  M e th o d s

I n  o r d e r  t o  c o m p a re  t h e  r e l a t i v e  a d v a n t a g e s  o f  t h e  

m in im a x  a n d  l e a s t  s q u a r e s  m e th o d s ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  

c o n s i d e r  how w e l l  t h e  c u r v e s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  o f  t h e s e  

m e t h o d s ,  a n d  w h ic h  a r e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  c o r r e c t i o n  

m a s s e s ,  a p p r o x i m a t e  t h o s e  o b t a i n e d  f ro m  e x p e r i m e n t a t i o n .  

F u r t h e r ,  i t  m u s t  b e  k e p t  i n  m in d  t h a t  t h e  e x p e r i m e n t a l  

v a l u e s  a r e  m o s t  e x a g g e r a t e d  a t  ^  ■ 0  d e g r e e s ,  a s  h a s  b e e n  

d i s c u s s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n .  F i g u r e  3 .1 1  show s 

s u c h  c o m p a r i s o n s  f o r  b o t h  m e t h o d s .

The m in im a x  m e th o d ,  a s  m ig h t  b e  e x p e c t e d ,  m akes  t h e  

d i f f e r e n c e s  b e tw e e n  t h e  e x p e r i m e n t a l  a n d  o p t i m i z e d  c u r v e s  

e s s e n t i a l l y  e q u a l .  F o r  t h e  l e a s t  s q u a r e s  a p p r o a c h ,  t h e s e  

d i f f e r e n c e s  i n  e a c h  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  a r e  

l a r g e s t  n e a r  4^  -  0 d e g r e e s .  I n  a d d i t i o n ,  when c o m p a re d  

t o  t h e  m in im ax  c a s e ,  t h e  a b s o l u t e  m a g n i t u d e s  o f  t h e s e  

d i f f e r e n c e s  a r e  g r e a t e r  n e a r  ^  *  0  d e g r e e s  a n d  so m e w h a t  

s m a l l e r  n e a r  *  90 a n d  180  d e g r e e s .

T h e s e  r e s u l t s  a r e  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  f a c t  t h a t  t h e  

e x a g g e r a t i o n  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e a d i n g s  a r e  m o s t  p r o n o u n c e d  

n e a r  ^  *  0 d e g r e e s .  T he  m in im a x  a p p r o a c h  w o u ld  g i v e  e q u a l  

w e i g h t  t o  a l l  t h e  d a t a  a n d  a t t e m p t  t o  e q u a l i z e  t h e  d i f f e r e n c e s
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b e tw e e n  t h e  c u r v e s .  The l e a s t  s q u a r e s  a p p r o a c h  p u t s  l e s s  

w e i g h t  on  a  s i n g l e  a r e a  o f  e x a g g e r a t e d  r e a d i n g s  a n d  t h u s  

f u r n i s h e s  a  so m e w h a t  b e t t e r  m a tc h  a t  t h e  r e m a i n i n g  p o r t i o n s  

o f  t h e  c u r v e s ^ - .

E ven  t h o u g h  t h e  m in im a x  m e th o d  may so m e w h a t  o v e r c o m p e n s a t e  

a t  ^  -  0  d e g r e e s  d u e  t o  t h e  g r e a t e r  e x a g g e r a t i o n  o f  t h e  

e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h i s  p o s i t i o n  o f  maximum 

s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t s ,  i t  n e v e r t h e l e s s  r e d u c e s  t h e  

m a g n i t u d e  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  m ore  t h a n  t h e  

l e a s t  s q u a r e s  m e th o d .  I n  v i e w  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e s e  

d e s i r a b l e  d e c r e a s e s  i n  t h e  maximum v a l u e s  a r e  n o t  a c c o m p a n ie d  

b y  s u b s t a n t i a l  i n c r e a s e s  i n  t h e  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  

a t  o t h e r  l o c a t i o n s  d u r i n g  t h e  c y c l e ,  o n e  may c o n c l u d e  t h a t  

t h e  m in im ax  m e th o d  i s  t o  b e  p r e f e r r e d .  T h i s  l a t t e r  p o i n t  

e s p e c i a l l y  h o l d s  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  m i d - c y c l e  r e s u l t s  

o f  th e  l e a s t  s q u a r e s  m e th o d .  (T he  a b o v e  may b e s t  b e  s e e n  

b y  c o m p a r in g  t h e  o s c i l l o g r a m s  o f  F i g u r e s  3 .9  a n d  3 . 1 0 . )

F i n a l l y ,  i t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t ,  b e c a u s e  o f  t h e  

v a r i o u s  e x p e r i m e n t a l  e r r o r s ,  n o  im p r o v e m e n t  c o u l d  b e  o b t a i n e d  

b y  a  s e c o n d  f i n e  b a l a n c i n g  r u n .

N o t w i t h s t a n d i n g  a l l  o f  t h e  a b o v e  l i m i t a t i o n s ,  t h e

C o m p u ta t i o n s  w h ic h  a t t e m p t e d  t o  c o m p e n s a t e  f o r  t h e  e r r o r s  
a t  ^  •  0  d e g r e e s  a l o n e  r e s u l t e d  i n  a  s m a l l  im p r o v e m e n t  i n  
t h e  m a t c h i n g  o f  t h e s e  c u r v e s .
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r e d u c t i o n s  i n  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e  a s  o b t a i n e d  b y  

b o t h  m e th o d s  a r e  m o s t  g r a t i f y i n g .



IV . A NEW METHOD FOR PRESCRIBING THE MAXIMUM SHAKING 

FORCE OF A FOUR-BAR LINKAGE WITH FLEXIBILITY IN  

COUNTERWEIGHT DESIGN

A. I n t r o d u c t i o n

T h i s  s e c t i o n  p r e s e n t s  a  new t w o - c o u n t e r w e i g h t  m e th o d  

o f  p a r t i a l  f o r c e  b a l a n c i n g  o f  a  f o u r - b a r  l i n k a g e  w h ic h  

a l l o w s  t h e  d e s i g n e r  t o  r e a l i z e  a  p r e s c r i b e d  v a l u e  f o r  t h e  

maximum s h a k i n g  f o r c e  a n y w h e re  b e tw e e n  z e r o  a n d  a n  i n h e r e n t  

u p p e r  l i m i t .  By t a k i n g  a d v a n t a g e  o f  a  c e r t a i n  m a t h e m a t i c a l  

p r o p e r t y ,  w h ic h  h a s  b e e n  c a l l e d  t h e  e q u i p o l l e n t  c i r c l e  

c o n s t r a i n t  e q u a t i o n ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  a t t a i n  t h e  i d e n t i c a l  

p r e s c r i b e d  maximum s h a k i n g  f o r c e  f o r  a  w id e  r a n g e  o f  o u t p u t  

a n d  a s s o c i a t e d  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  c o n f i g u r a t i o n s .

T h i s  t e c h n i q u e ,  w h ic h  i s  g e n e r a l l y  o n l y  a p p l i c a b l e  t o  

c o n s t a n t  s p e e d  m e c h a n i s m s ,  b u i l d s  u p o n  a  C h e b y s h e v - t y p e  

p a r t i a l  b a l a n c i n g  m e th o d ,  f i r s t  g i v e n  b y  Ya. L . G h e ro n im u s  £2 5 

w h ic h  o n l y  u s e s  a n  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t .  ( F o r  a  b r i e f  

r e v i e w  o f  t h i s  w o rk  o f  G h e r o n im u s ,  s e e  A p p e n d ix  E . )  The 

e q u i p o l l e n t  c i r c l e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n ,  w h ic h  a l l o w s  

f l e x i b i l i t y  i n  c o u n t e r w e i g h t  d e s i g n  f o r  a  p r e s c r i b e d  

maximum s h a k i n g  f o r c e ,  r e p r e s e n t s  a n  a d a p t a t i o n  o f  a  

p a r a l l e l  c o n c e p t ,  u s e d  b y  G. G. Lowen a n d  F . R. T e p p e r  52
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t o  p r e s c r i b e  t h e  RMS s h a k i n g  f o r c e .

I n  t h e  m e th o d  o f  G h e ro n im u s .  t h e  s h a k i n g  f o r c e  e x p r e s s i o n  

i s  d i v i d e d  b y  t h e  i n s t a n t a n e o u s  i n p u t  a n g l e ,  w h ic h  h a s  t h e  

e f f e c t  o f  p r o j e c t i n g  t h e  s h a k i n g  f o r c e  h o d o g r a p h  o n t o  t h e  

i n p u t  l i n k .  T he  r e s u l t i n g  h o d o g r a p h  now c o n s i s t s  o f  a  c o n s t a n t  

v e c t o r  w h ic h  r e p r e s e n t s  t h e  s h a k i n g  f o r c e  c o n t r i b u t i o n s  

p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s q u a r e  o f  t h e  i n p u t  l i n k  s p e e d ,  w h i l e  

t h e  c o n t r i b u t i o n s  o f  t h e  c o u p l e r  a n d  o u t p u t  l i n k s  a r e  

r e p r e s e n t e d  b y  a  r o t a t i n g  v e c t o r  o f  v a r i a b l e  l e n g t h .  I n  

o r d e r  t o  r e d u c e  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e ,  a  c o u n t e r w e i g h t  

i s  a d d e d  t o  t h e  i n p u t  l i n k  W hich  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  

d i s t a n c e  f ro m  t h e  o r i g i n  t o  t h e  " c e n t e r "  o f  t h e  h o d o g r a p h .

To t h i s  e n d ,  t h e  s m a l l e s t  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e  t o  t h e  

h o d o g r a p h  i s  d e t e r m i n e d .  I t s  c e n t e r  r e p r e s e n t s  t h e  C h e b y s h e v ,  

o r  b e s t  u n i f o r m ,  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  g i v e n  h o d o g r a p h  b y  

a  p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  z e r o ,  i . e .  a  c o n s t a n t .  The r e s u l t i n g  

maximum s h a k i n g  f o r c e  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  r a d i u s  o f  t h e  

s m a l l e s t  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e .

The p r e s e n t  e x t e n s i o n  o f  t h i s  m e th o d  a d d r e s s e s  i t s e l f  

t o  t h a t  p o r t i o n  o f  t h e  o r i g i n a l  h o d o g r a p h  w h ic h  i s  d u e  t o  

t h e  c o n t r i b u t i o n s  o f  t h e  c o u p l e r  a n d  t h e  o u t p u t  l i n k s .  I t  

i s  r e a s o n e d  t h a t  i f  t h e  i n c l u s i o n  o f  a n  o u t p u t  l i n k  

c o u n t e r w e i g h t  c a n  r e d u c e  t h e  s i z e  o f  t h e  s m a l l e s t  c i r c u m s c r i b i n g
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c i r c l e ,  t h e  r e s u l t i n g  s h a k i n g  f o r c e  c a n  a l s o  b e  d e c r e a s e d  

a n d ,  w i t h  t h a t ,  l i m i t e d  i n  m a g n i t u d e  t o  a  p r e s c r i b e d  v a l u e .

S u c h  a  l i m i t i n g  p r o c e d u r e ,  w h ic h  g i v e s  u n i q u e  i n p u t  

a n d  o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t s  b y  t h e  d i r e c t  r e d u c t i o n  o f  

t h e  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e ,  i s  f i r s t  sh o w n .

S u b s e q u e n t l y ,  t h e  e q u i p o l l e n t  c i r c l e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n  

i s  i n t r o d u c e d .  By o f f e r i n g  a n  i n v a r i a n t  r e l a t i o n s h i p  

b e tw e e n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t ,  

i t  p r e s e n t s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  a c c o m p l i s h i n g  t h e  i d e n t i c a l  

r e d u c t i o n  i n  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e  b y  a  w h o le  r a n g e  o f  

c o u n t e r w e i g h t  d e s i g n s .

The d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  s m a l l e s t  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e  

a s  w e l l  a s  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  i t s  c e n t e r  h a v e  b e e n  m e c h a n i z e d  

w i t h  t h e  h e l p  o f  t h e  H a r w e l l  A u g m en ted  L a g r a n g i a n  o p t i m i z a t i o n  

r o u t i n e .  O t h e r  c o m p u t e r  p r o g r a m s  w h ic h  a r e  b a s e d  on t h e  

a p p r o p r i a t e  d e s i g n  e q u a t i o n s  f u r n i s h  t h e  c o u n t e r w e i g h t  

d i m e n s i o n s  f o r  b o t h  o f  t h e  a f o r e m e n t i o n e d  m e t h o d s .

E x a m p le s  i n v o l v i n g  b o t h  a  50 a n d  a  7 5 p e r c e n t  r e d u c t i o n  

i n  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e  a r e  g i v e n  a n d  t h e  a s s o c i a t e d  

r a n g e s  o f  p o s s i b l e  c o u n t e r w e i g h t  d e s i g n s  a r e  d e t e r m i n e d .  The 

m a g n i t u d e s  o f  s u c h  maximum d y n a m ic  r e a c t i o n s  a s  b e a r i n g  

f o r c e s ,  i n p u t  moment a n d  s h a k i n g  m om ent h a v e  b e e n  c o m p u te d  f o r  

e a c h  o f  t h e  a b o v e  r e d u c t i o n s  i n  maximum s h a k i n g  f o r c e  f o r  a
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f u l l  rang®  o f  c o u n t e r w e i g h t  d e s i g n s .  W h ile  i t  i s  c l e a r  t h a t  

f o r  some o f  t h e  c o u n t e r w e i g h t  d e s i g n s  t h e r e  a r e  u n r e a s o n a b l e  

i n c r e a s e s  i n  t h e s e  d y n a m ic  r e a c t i o n s ,  t h e r e  i s  a  s u b s t a n t i a l  

r a n g e  o f  c o u n t e r w e i g h t  c o n f i g u r a t i o n s  f o r  W hich  t h e  v a r i a t i o n  

i n  t h e s e  r e a c t i o n s  i s  n o t  v e r y  l a r g e .  I n  l i g h t  o f  t h e  a b o v e ,  

t h i s  f l e x i b i l i t y  i n  c o u n t e r w e i g h t  c o n f i g u r a t i o n  o f f e r s  

a d v a n t a g e s  w hen c e r t a i n  s p a c e  l i m i t a t i o n s  h a v e  t o  b e  o b s e r v e d .

The p r e s e n t  w o rk  f u r n i s h e s  t h e  b a s i s  f o r  t h e  e f f o r t  

i n  t h e  n e x t  s e c t i o n  w h e r e ,  i n  a d d i t i o n  t o  p r e s c r i b i n g  t h e  

maximum s h a k i n g  f o r c e ,  a  s i m u l t a n e o u s  o p t i m i z a t i o n  o f  t h e  

maximum d y n a m ic  r e a c t i o n s  i s  a c c o m p l i s h e d .
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B. H o d o g ra p h  And S t a t e m e n t  Of P ro b le m

E q u a t i o n  ( A . 2 6 )  i n  A p p e n d ix  A, w hen m o d i f i e d  f o r  a  

c o n s t a n t  i n p u t  s p e e d ,  g i v e s  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  f o r  

t h e  s h a k i n g  f o r c e  o f  a n  u n b a l a n c e d  f o u r - b a r  l i n k a g e  

( s e e  F i g u r e  2 . 1 J1 !

— o  i  ( ^, + a ° )  o  i  ( Y- + 5 ° )
PM/G "  A Kl *  + B K3 e  3 ( 4 . 1 )

w h e re  A° *  ^  ( P ^ ) ^  + (Q1 ° ) 2  (S e e  e q u a t i o n  ( A .2 7 ) . )

B° * ^  ( P , ° ) ^  + (Q? ° ) 2  (S e e  e q u a t i o n  ( A .2 9 ) , )

w h e re  t h e  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  P j  a n d  Q j ( j » l , 3 ) a r e  

g i v e n  b y  e q u a t i o n s  ( A .3 1 ) —( A .3 4 )  a n d

• 2
Kj_ -  ^  (S e e  e q u a t i o n  ( A .3 ) . )

k 3 -  y
' 4 **2

$ 3  + ^ 3  (S e e  e q u a t i o n  ( A . 3 ) . )

-1
r 3  m ^ 3  “  t a n  ~ r^  (S e e  e q u a t i o n  ( A . 3 ) . )

*3

o - 1  Q i °
* * t a n  —i — (S e e  e q u a t i o n  ( A .2 8 ) . )

p i

o
o —1  Q iP ■ t a n  —i — (S e e  e q u a t i o n  ( A .3 0 ) . )

P3

( 4 . 2 )

1The n o t a t i o n  f o r  p a r a m e t e r s  o f  b a l a n c e d  a n d  u n b a l a n c e d  
l i n k a g e s ,  a s  g i v e n  i n  A p p e n d ix  A - 3 ,  i s  u s e d .
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The v e c t o r  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  f i r s t  t e r m  o f  t h e  a b o v e

e x p r e s s i o n  i s  o f  c o n s t a n t  m a g n i t u d e  a n d  r o t a t e s  w i t h  t h e
#

c o n s t a n t  a n g u l a r  v e l o c i t y  . T he  v e c t o r  c o r r e s p o n d i n g

t o  t h e  s e c o n d  t e r m  h a s  a  t i m e - d e p e n d e n t  m a g n i tu d e  a n d  

r o t a t e s  w i t h  a  t i m e - d e p e n d e n t  a n g u l a r  v e l o c i t y .

I f  one now d i v i d e s  b o t h  t e r m s  o f  e q u a t i o n  ( 4 . 1 )  b y  t h e  

u n i t  v e c t o r  e ^ l  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  i n p u t  l i n k ,  one  

o b t a i n s :

o o
5 k° v  j. n ° v  *-(y3 + 0 "  *FM/Ge * A K^e + B K^e J  A ( 4 . 3 )

T h i s  o p e r a t i o n  l e a v e s  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  s h a k i n g  

f o r c e  v e c t o r  c o r r e s p o n d i n g  t o  a n y  m e c h a n ism  p o s i t i o n  i n t a c t ,  

w h i l e  i t s  i n s t a n t a n e o u s  d i r e c t i o n  i s  r o t a t e d  t h r o u g h  t h e  

a n g l e  . (S e e  a l s o  A p p e n d ix  E . )

F i g u r e  4 . 1  show s a  h o d o g r a p h  c o r r e s p o n d i n g  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 3 ) .  

The c o n s t a n t  v e c t o r  OD° r e p r e s e n t s  t h e  f i r s t  t e r m  on t h e  

r i g h t  h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 4 . 3 ) ,  w h i l e  v e c t o r  D °E° s t a n d s  

f o r  t h e  s e c o n d  t e r m .  The m a g n i t u d e  o f  t h e  maximum s h a k i n g  

f o r c e  o f  t h e  u n b a l a n c e d  m e c h a n ism  i s  g i v e n  b y  r °max* Rg i s  

t h e  r a d i u s  o f  t h e  s m a l l e s t  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e  t o  t h e  

h o d o g r a p h .  I t s  c e n t e r  i s  l o c a t e d  b y  t h e  v e c t o r  0 C g a t  

a n g l e  4g w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  X - a x i s .  As show n i n  A p p e n d ix  E, 

t h e  r a d i u s  R g r e p r e s e n t s  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e  w h ic h
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r e s u l t s  f ro m  a  C h e b y s h e v - t y p e  o p t i m i s a t i o n  i n v o l v i n g  a  s i n g l e  

c o u n t e r w e i g h t  a t t a c h e d  t o  t h e  i n p u t  l i n k ^ .

I f  o n e  now i n t r o d u c e s  a n  a d d i t i o n a l  o u t p u t  l i n k  

c o u n t e r w e i g h t ,  one  may r e d u c e  t h e  maximum r e s u l t i n g  s h a k i n g  

f o r c e  f u r t h e r  t o  a  v a l u e  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  r a d i u s  R , W hich  

i s  s m a l l e r  t h a n  Rg . S u c h  a  r e d u c t i o n  m ay b e  r e l a t e d  t o  t h e  

maximum u n b a l a n c e d  s h a k i n g  f o r c e  b y  w ay o f  r e d u c t i o n  

f a c t o r  n » i . e .

V -  — - —  ( 4 . 4 )
H MAX

The f o l l o w i n g  s e c t i o n s  show  t h e  r e a l i z a t i o n  o f  t h i s  

g o a l .  F o r  t h e  s a k e  o f  c l a r i t y ,  a  s p e c i a l  c a s e  o f  t h e  m ore  

g e n e r a l  a p p r o a c h  w i l l  b e  d i s c u s s e d  f i r s t .  I t  i n v o l v e s  

a  p r o p o r t i o n a l  r e d u c t i o n  o f  t h e  h o d o g r a p h  w h ic h  l e a d s  t o  

u n i q u e  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s .

The m o re  g e n e r a l  a p p r o a c h  show s t h a t  a  w h o le  r a n g e  o f  

c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  w i l l  s a t i s f y  t h e  i d e n t i c a l  p r e s c r i b e d  

maximum s h a k i n g  f o r c e .  T h i s  m e th o d  i n v o l v e s  a  r o t a t i o n  o f  

t h e  h o d o g r a p h ,  i n  a d d i t i o n  t o  i t s  p r o p o r t i o n a l  r e d u c t i o n .

I n  e i t h e r  c a s e ,  t h e  r a d i u s  Rg o f  t h e  s m a l l e s t  

c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e  t o  t h e  h o d o g r a p h  o f  t h e  u n b a l a n c e d

1
T h i s  s i n g l e  c o u n t e r w e i g h t  m e th o d  a l o n e  c a u s e s  a n  a p p r o x i m a t e  
3 5  p e r c e n t  r e d u c t i o n  i n  maximum s h a k i n g  f o r c e  w hen a p p l i e d  
t o  a  f o u r - b a r  l i n k a g e .
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m e c h a n is m ,  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 3 ) ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  

l o c a t i o n  o f  t h e  c e n t e r  Cg o f  t h i s  c i r c l e  m u s t  f i r s t  b e  

f o u n d .

The r e q u i r e d  C h e b y s h e v  c r i t e r i o n  i s  s a t i s f i e d  b y  t h e  

s o l u t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  m i n i m i z a t i o n  p r o b le m  w i t h  i n e q u a l i t y  

c o n s t r a i n t s :

m in im iz e  Rg1 ( 4 . 5 )

s u b j e c t  t o  t h e  i n e q u a l i t y  c o n s t r a i n t s

<PX± -  C ' s x ) 2 +  <PY i  *  C * S y ) 2 <  < * s '  >2 < 4 . 6 )

w h e r e  1̂  *  t h e  " t r i a l  r a d i u s "  d u r i n g  t h e  o p t i m i z a t i o n

( w i t h  u n i t s  o f  f o r c e )

F j^  ■ X c o o r d i n a t e  o f  e q u a t i o n  ( 4 . 3 )

C S x ,C  s  ■ c o o r d i n a t e s  o f  p o i n t  Cs  , i . e .  c e n t e r  o f
I

c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e  o f  r a d i u s  Rg .

i  * 1 ,  2 3 6 0 ,  w h ic h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e

a n g l e s  ^  ■ 0 , 1 359 d e g r e e s .

A p p e n d ix  F sh o w s how  t h i s  o p t i m i z a t i o n ,  w h ic h  u s e s  t h e

p a r a m e t e r s  Rg , C g a n d  C g a s  v a r i a b l e s ,  m ay b e



a c c o m p l i s h e d  f o r  a n  e x a m p le  l i n k a g e  w i t h  t h e  h e l p  o f  t h e  

H a r w e l l  A u g m en ted  L a g r a n g i a n  o p t i m i z a t i o n  p r o g r a m .  ( F o r  

p r o g ra m  d e t a i l s ,  r e f e r  t o  A p p e n d ix  C . )

When t h i s  o p t i m i z a t i o n  i s  c o m p l e t e d ,  t h e  o b j e c t i v e  

f u n c t i o n  Rg* e q u a l s  t h e  d e s i r e d  r a d i u s  Rg a n d  t h e  

a s s o c i a t e d  p o i n t  Cg ' b e c o m e s  t h e  f i n a l  c e n t e r  Cg . T he 

a n g l e  may b e  o b t a i n e d  f ro m
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C. S p e c i a l  C a s e  O f G e n e r a l  S o l u t i o n ;  S i m p l e  R e d u c t i o n  

O f H o d o g ra p h

T he  p r e s c r i b e d  maximum s h a k i n g  f o r c e  c o r r e s p o n d i n g  t o  

r a d i u s  R i s  o b t a i n e d  b y  p r o p o r t i o n a l l y  r e d u c i n g  t h e  

h o d o g r a p h  i n  s u c h  a  w ay  t h a t  R b e c o m e s  t h e  r a d i u s  o f  t h e  

r e s u l t i n g  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e .  F i g u r e  4 . 2  sh o w s t h e  

r e d u c e d  h o d o g r a p h  w h ic h  i s  t r a c e d  o u t  b y  v e c t o r

The p r o p o r t i o n a l i t y  f a c t o r  p r e l a t e s  t h e  r a d i u s  R 

o f  t h e  r e d u c e d  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e  t o  t h e  r a d i u s  Rg 

o f  t h e  o r i g i n a l  s m a l l e s t  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e ,  i . e .

w h e re  n may b e  o b t a i n e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  e q u a t i o n  ( 4 . 4 ) :

( 4 . 8 )

( 4 . 9 )

h  -  V ------
*s

( 4 . 1 0 )

A f t e r  t h e  r e d u c t i o n ,  t h e  s i d e s  o f  t h e  q u a d r i l a t e r a l  

D°ETC o f  t h e  s m a l l e r  h o d o g r a p h  h a v e  t h e  p r o p o r t i o n a l i t y  ft 

w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s i d e s  o f  t h e  q u a d r i l a t e r a l  D°E°T°Cg o f
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FIG. 4 .2  ORIGINAL AND SIMPLY REDUCED 

SHAKING F O t a  HODOGRAPH
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t h e  o r i g i n a l  h o d o g r a p h .  T h e r e f o r e ,  t h e  c e n t e r  o f  t h e  

r e d u c e d  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e  o f  r a d i u s  R i s  moved a l o n g  

l i n e  D°Cg a n d  may b e  fo u n d  b y :

I n  o r d e r  t o  r e a l i z e  t h e  p r e s c r i b e d  maximum s h a k i n g  

f o r c e ,  b o t h  o u t p u t  a s  w e l l  a s  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t s  

m u s t  b e  d e s i g n e d .  The o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  m u s t  b e

l i n k  c o u n t e r w e i g h t  m u s t  b e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  v e c t o r  -OC .

1 .  D e s ig n  O f O u t p u t  L in k  C o u n t e r w e i g h t

The p r o p o r t i o n a l  r e d u c t i o n  o f  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  

v e c t o r  D°E° t o  D°E i s  a c c o m p l i s h e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  

a n  o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t .  A c c o r d i n g l y ,  t h e  s e c o n d  t e r m  

i n  e q u a t i o n  ( 4 . 3 )  b e c o m e s :

( 4 . 1 1 )

s u c h  t h a t  t h e  f o r c e  c o r r e s p o n d i n g  t o  v e c t o r  D°E° i s  

r e d u c e d  t o  one  c o r r e s p o n d i n g  t o  v e c t o r  D°E . The i n p u t

D°E -  BK3e
i ( r 3 + fi -  * x ) ( 4 . 1 2 )

w h e re

B - ( 4 . 1 3 )

(S e e  e q u a t i  on  ( A . 1 5 ) . )
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When t h e  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  m3 * P 3 * a n d  m3 * q 3* 

a r e  i n c l u d e d ,  a s  show n i n  e q u a t i o n s  ( A .3 7 )  a n d  ( A . 3 8 ) ,  one  

o b t a i n s :

p 3  “  m3 * P 3 * + p3 °  ( 4 . 1 4 )

a n d  Q3  -  m3  q 3  + Q3 ( 4 . 1 5 )

F u r t h e r ,  a n g l e  fl b e c o m e s ,  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( A . 1 6 ) ,

/3 ■ t a n  1  —  . ( 4 . 1 6 )
P 3

The s i m p l e  r e d u c t i o n  m e th o d  s a t i s f i e s  t h e  r e q u i r e m e n t  

o f  e q u a t i o n  ( 4 . 1 3 )  b y  l e t t i n g

p 3 * m p 3 °  ( 4 . 1 7 )

a n d  Q3  *  #*Q3°  . ( 4 . 1 8 )

The o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  c a n  now b e  

o b t a i n e d  b y  s u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n s  ( 4 . 1 7 )  a n d  ( 4 . 1 8 )  i n t o  

e q u a t i o n s  ( 4 . 1 4 )  a n d  ( 4 . 1 5 ) .  T h i s  r e s u l t s  i n :

m3 * p 3* -  - ( 1  -  m )P 3 °  ( 4 . 1 9 )

a n d  m3 * q 3* * - ( 1  -  m )Q3 °  • ( 4 . 2 0 )
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T he a b o v e  may b e  r e d u c e d ,  w i t h  t h e  h e l p  o f  e q u a t i o n s  ( A .2 1 )  

a n d  ( A .2 9 ) ,  t o  g i v e

m3 * r 3 * ■ (1 -  m )B° ( 4 . 2 1 )

U se o f  e q u a t i o n s  ( A .2 2 )  a n d  ( A . 3 0 )  l e a d s  t o  t h e  

c o u n t e r w e i g h t  a n g l e

*
* —1 o

9. «  t a n  —  -  P + * . ( 4 . 2 2 )
P *

3( S e e  F i g u r e  A . 2 )

The f a c t  t h a t  t h e  r e d u c e d  h o d o g r a p h  h a s  t h e  sam e 

r e l a t i v e  p o s i t i o n  a s  t h e  o r i g i n a l  one a l s o  r e f l e c t s  i t s e l f  

i n  t h e  a n g l e  0 . When e q u a t i o n  ( 4 . 1 6 )  i s  a p p l i e d  t o  t h e

p r e s e n t  c a s e ,  one  o b t a i n s :

- 1  ^ Q3 °  o
0 * t a n  — -  -  0 °  ( 4 . 2 3 )

* P 3°

2 .  D e s ig n  Of I n p u t  L in k  C o u n t e r w e i g h t

The f o r c e  d u e  t o  t h e  r e q u i r e d  i n p u t  l i n X  c o u n t e r w e i g h t

i s  r e p r e s e n t e d  b y  v e c t o r  -OC a t  a n g l e  8 + » . The

—  i  8
f o l l o w i n g ,  W hich  show s how t h e  v e c t o r  OC * OCe i s  o b t a i n e d ,  

fo rm s  t h e  b a s i s  f o r  t h e  d e s i g n  o f  t h e  c o u n t e r w e i g h t :



93

a .  The o p t i m i z a t i o n  r o u t i n e  s u p p l i e s  t h e  f o r c e  c o m p o n e n ts  

C g  a n d  C g  , a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c e n t e r  p o i n t  C gx y
T h u s ,  t h e  v e c t o r  O C g i s  g i v e n  b y :

OCs e i J S -  J  (Cgx )2 + (Csy ) 2 e i a S ( 4 . 2 4 )

w h e r e  8C * t a n - 1

° s x

b .  The v e c t o r  OD° i s  know n f ro m  e q u a t i o n  ( 4 . 3 ) ,  i . e .

OD° -  A°K1 e i a °  ( 4 . 2 5 )

c .  To o b t a i n  t h e  v e c t o r  O C e * 8 i t  i s  f u r t h e r  n e c e s s a r y

t o  d e f i n e  t h e  v e c t o r  D°Cg b y  w ay o f

D°Cg * OC^ -  0D° ( 4 . 2 6 )

T h i s  b e c o m e s ,  w i t h  t h e  h e l p  o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 2 4 )  a n d  

( 4 . 2 5 ) :

J ( % x ) 2 + «fey ) V s  -  A0 ^ . 1 * 0  (4 . 2 7 )

- 1  D°CS
w h e re  C "  t a n  ■— *

o  c Sv
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d .  T he v e c t o r  OC may new b e  f o u n d  w i t h  t h e  h e l p  o f  

e q u a t i o n  ( 4 . 1 1 )  i n  a d d i t i o n  t o  e q u a t i o n s  ( 4 . 2 5 )  

a n d  ( 4 . 2 7 ) .  T h u s ,

—  i s  o  i « °  o i f
O C - O C e  - A K i e  + ft. D C se  ( 4 . 2 8 )

-1  0CY
w h e re  S * t a n  —

o cx

e .  As s t a t e d  e a r l i e r ,  t h e  f o r c e  s u p p l i e d  b y  t h e  i n p u t  

l i n k  c o u n t e r w e i g h t  m u s t  e q u a l

- O C e 1 * = O C e l (  * + * * ( 4 . 2 9 )

T h i s  s u g g e s t s  t h e  f o l l o w i n g  d e s i g n  e q u a t i o n s :

m * r i * -  L 2 £ !  ( 4 . 3 0 )

V

a n d  0 ^* = 8 + * ( 4 . 3 1 )

3 .  R e l a t i o n s h i p  To F u l l  F o r c e  B a l a n c i n g

The f u l l  f o r c e  b a l a n c i n g  r e s u l t s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  

M etho d  o f  L i n e a r l y  I n d e p e n d e n t  V e c t o r s  ^ 8  J  a r e  o b t a i n e d  

b y  f i r s t  l e t t i n g  m =* 0 . S u b s t i t u t i o n  o f  t h i s  v a l u e  i n t o  

e q u a t i o n  ( 4 . 2 1 )  a n d  u s e  o f  e q u a t i o n  ( 4 . 2 2 )  f u r n i s h e s  t h e
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o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s .  The r a d i u s  o f  t h e

r e d u c e d  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e  i s  now z e r o  a n d  i t s  c e n t e r  C

i s  c o i n c i d e n t  w i t h  p o i n t  D° ( s e e  F i g u r e  4 . 2  a n d  e q u a t i o n  ( 4 . 1 1 ) ) -

T h e r e f o r e ,  t h e  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  a r e  fo u n d

o o
b y  s u b s t i t u t i n g  OC ■ OD a n d  ft ■ * i n t o

e q u a t i o n s  ( 4 . 3 0 )  a n d  ( 4 . 3 1 ) ,  r e s p e c t i v e l y .



D. G e n e r a l  S o l u t i o n . ’ E q u i p o l l e n t  C i r c l e  C o n s t r a i n t  

E q u a t i o n  And F l e x i b i l i t y  I n  C o u n t e r w e i g h t  D e s ig n

The f o l l o w i n g  show s t h a t  t h e  p r e s c r i b e d  maximum 

s h a k i n g  f o r c e  w h ic h  t h e  m e c h a n ism  e x e r t s  on  t h e  g r o u n d  

r e m a i n s  c o n s t a n t  a s  l o n g  a s  t h e  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  

a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c e n t e r  o f  m ass  o f  t h e  o u t p u t  l i n k  

l i e  on c e r t a i n  c i r c l e s .  T h i s  i n v a r i a n c e  phenom enon  

g i v e s  t h e  o p p o r t u n i t y  f o r  f l e x i b i l i t y  i n  c o u n t e r w e i g h t  

d e s i g n  s i n c e  a  w h o le  r a n g e  o f  c o u n t e r w e i g h t  r a d i i  a n d  

a n g l e s  p r o d u c e  t h e  i d e n t i c a l  maximum s h a k i n g  f o r c e .

1 .  E q u i p o l l e n t  C i r c l e  C o n s t r a i n t  E q u a t i o n  And 

R e s u l t i n g  H o d o g ra p h

When e q u a t i o n  ( 4 . 1 3 )  i s  r e w r i t t e n  w i t h  t h e  h e l p  o f  

e q u a t i o n s  ( A .1 0 )  a n d  ( A . l l ) ,  one o b t a i n s , a f t e r  s q u a r i n g  

b o t h  s i d e s  o f  t h e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n :

a 3 2 a 3 2 o 2
(m3 p 3 + — m2&2^  + *ra3q 3 + — m2 q 2^ “  ^mB  ̂ ( 4 . 3 2

^  2 2

T h i s  fo rm  i m p l i e s  t h a t  t h e  m a g n i tu d e  o f  ^BG , a s  

w e l l  a s  t h e  a b s o l u t e  m a g n i t u d e  o f  a  f o r c e  v e c t o r  a n a l o g o u s  

t o  v e c t o r  D°E * ^D °E ° i n  F i g u r e  4 . 2 ,  r e m a i n s  t h e  same a s
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l o n g  a s  t h e  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t  t e r m s  m3 p 3  a n d  1 ( ^ 3  , 

a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c e n t e r  o f  m ass  o f  t h e  b a l a n c e d  o u t p u t  

l i n k ,  l i e  on  a  c i r c l e  o f  r a d i u s

T h u s , a  r a n g e  o f  o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  c o n f i g u r a t i o n s  

w i l l  l e a d  t o  t h e  i d e n t i c a l  p r e s c r i b e d  maximum s h a k i n g  f o r c e .  

B e c a u s e  o f  t h i s  i n v a r i a n c e ,  t h e  c i r c l e s  r e p r e s e n t e d  b y  

e q u a t i o n  ( 4 . 3 2 )  h a v e  b e e n  t e r m e d  e q u i p o l l e n t  c i r c l e s  w h i l e  

t h e  e x p r e s s i o n  i t s e l f  i s  c a l l e d  t h e  e q u i p o l l e n t  c i r c l e  

c o n s t r a i n t  e q u a t i o n .  ( T h i s  t e r m i n o l o g y  w as  f i r s t  u s e d

F o r  t h e  p u r p o s e  o f  c o u n t e r w e i g h t  d e s i g n ,  o n e  m u s t  

c o n s i d e r  how t h e  a b o v e  i n f l u e n c e s  t h e  a n g u l a r  p o s i t i o n  o f  

t h e  r e d u c e d  h o d o g r a p h  a n d ,  w i t h  t h a t ,  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e

c e n t e r  o f  i t s  s m a l l e s t  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e .

E q u a t i o n s  ( 4 . 1 4 ) - ( 4 . 1 6 )  show t h a t  a  g i v e n  c h o i c e  o f
* * * *

o u t p u t  l i n k  p a r a m e t e r s  m^ p 3  a n d  q 3  d e c i d e s  t h e

m a g n i t u d e  o f  t h e  g e n e r a l  m a s s - d i s t a n c e  t e r m s  P3  a n d  Q3  

a n d ,  w i t h  t h a t ,  t h e  a n g l e  0 .  C o n s e q u e n t l y ,  w h e n e v e r  t h e  

a n g l e  0  i s  n o t  e q u a l  t o

o ( 4 . 3 3 )

i n
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t h e  r e d u c e d  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t

,  i (  Y, + p -  4 i )
BK3 e  3 1

l e a d s  t h e  o r i g i n a l  t e r m

B°K3 e i < y 3 + ' °  " ♦ I ’ 

b y  t h e  c o n s t a n t  p h a s e  a n g l e

* -  fi -  8 °  . ( 4 . 3 4 )

F i g u r e  4 . 3  r e p r e s e n t s  t h i s  r e d u c e d  f o r c e  c o m p o n e n t  b y
o o o

t h e  v e c t o r  D . I t  i s  show n  t o  l e a d  t h e  v e c t o r  D E

b y  t h e  a n g l e  . As a  c o n s e q u e n c e ,  t h e  c e n t e r  o f  t h e

c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e  i s  r o t a t e d  i n t o  t h e  new p o s i t i o n  C1

o o
( w i t h  m a g n i t u d e  D « D C ) a n d  i s  l o c a t e d  b y  w a y  o f  t h e

a n g l e  a^ w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  X - a x i s .  The i n p u t  l i n k

c o u n t e r w e i g h t  m u s t  t h e r e f o r e  p r o v i d e  a  f o r c e  p r o p o r t i o n a l  

t o  v e c t o r  -OC^ a t  t h e  a n g l e  8 ^ + w .

2 .  A d a p t a t i o n  To O u t p u t  L i n k  C o u n t e r w e i g h t  D e s i g n

a . D e t e r m i n a t i o n  Of T h e o r e t i c a l  D e s i g n  Range

I n  o r d e r  t o  e x p l o r e  t h e  r a n g e  o f  c o u n t e r w e i g h t  d e s i g n s  

w h i c h  p r o d u c e  t h e  i d e n t i c a l  p r e s c r i b e d  maximum s h a k i n g  f o r c e ,
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e q u a t i o n  ( 4 . 3 2 )  i s  r e w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  o u t p u t  l i n k  

c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  ( s e e  e q u a t i o n s  ( 4 . 1 4 ) ,  ( 4 . 1 5 ) ) :

. # # _ o - 2  * * O t2 . _ 0 . 2 , - _ .
(m3  P3  + P3  ) + (m3  q 3  + Q3  ) * (^B ) ( 4 . 3 5 )

F o r  c o n v e n i e n c e ,  t h e  a b o v e  i s  t r a n s f o r m e d  t o  t h e  

f o l l o w i n g  u s i n g  e q u a t i o n s  ( A . 2 1 ) ,  ( A . 2 2 )  a n d  ( A . 2 9 ) :

(m3 * r j * ) 2  + 2 ( P 3 ° c o s t f 3* + Q3 ° s i n $3 * )m3 * r 3*

+ (1 -  m2 ) ( B ° ) 2  -  0 ( 4 . 3 6 )

♦ ♦ ifc
A l l  c o m b i n a t i o n s  o f  m3  r 3  a n d  #3 w h i c h  s a t i s f y  

t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  r e p r e s e n t  t h e o r e t i c a l l y  p o s s i b l e  d e s i g n s  

f o r  a  g i v e n  maximum s h a k i n g  f o r c e .  To d e t e r m i n e  t h e  l i m i t s  

o f  m3  r 3  “  m 3  r 3 ( * 3  ) w i t h i n  w h i c h  t h i s  f l e x i b i l i t y

e x i s t s ,  e q u a t i o n  ( 4 . 3 6 )  i s  f i r s t  i m p l i c i t l y  d i f f e r e n t i a t e d
* d (m 3 * r 3 * )

w i t h  r e s p e c t  t o  So a n d  t h e n  -------— -—  i s  s e t  e q u a l  t o
d *3*

z e r o .  T h u s ,

[ * * „ ,  o * o  *."ld r̂a3 r 3 ^
2 m3  r 3  + 2 ( P 3 c o s t f 3 + Q3  s i n S 3 ) I ^

d ®3

-  2 ( P 3 ° s i n $ 3* -  Q3 ° c o s f f 3 * )m 3 * r 3* ( 4 . 3 7 )

d ( m 3  r 3  )
F o r   5g  “  0 ,  one  o b t a i n s  t h e  tw o  e x t r e m u m

d * 3
c o n d i t i o n s :
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o
* . -1

( * 3  )EX1 > 2  *  t a n  '  ^
3

T h e s e  tw o  p o s s i b l e  s o l u t i o n s  f o r  t h e  e x t r e m e  

c o u n t e r w e i g h t  a n g l e s  c o r r e s p o n d  t o  a n g l e s  0 °  a n d  0 °  + 

( s e e  e q u a t i o n  ( A . 3 0 ) ) .

S o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 4 . 3 6 )  f o r  t h e  a s s o c i a t e d  m a s s -  

d i s t a n c e  p r o d u c t s  ^m3 * r 3 *^EX s h 0 W 9  t h a t  t h e  n e c e s s a r y  

p o s i t i v e  v a l u e s  o f  t h e s e  p a r a m e t e r s  c a n  o n l y  b e  o b t a i n e d  

f o r

$3* *  £ °  + IT (4

T h i s  r e q u i r e s  s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  i n t o  

e q u a t i o n  ( 4 . 3 6 ) :

o
*s i n (  $ 3  ) EX ■ (4

B

O
* “ P*

e n d  c o s U -  ) vv  « — =- (43 EX bD

w h e r e  B° -  ^ T p 7 ° ) 2  + (Q, 0 ) 2

. 3 8 )

. 3 9 )

. 4 0 )  

.4 1  )

T he  r e s u l t i n g  s o l u t i o n  o f  t h e  q u a d r a t i c  e q u a t i o n  

f u r n i s h e s  t h e  minimum a n d  maximum c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s
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o f  t h e  t h e o r e t i c a l  d e s i g n  r a n g e :

(m3 * r 3* ) M I N * (1 -  n )B °  ( 4 . 4 2 )

a n d  ^m3 * r 3*^MAX "  ^  + M^B°  ( 4 . 4 3 )

N o te  t h a t  t h e  minimum c a s e  i s  i d e n t i c a l  t o  t h a t

o b t a i n e d  b y  t h e  s i m p l e  r e d u c t i o n  o f  t h e  h o d o g r a p h  ( s e e  

e q u a t i o n s  ( 4 . 2 1 )  a n d  ( 4 . 2 2 ) ) .

*
b .  D e t e r m i n a t i o n  Of  O u t p u t  L i n k  C o u n t e r w e i g h t  A n g l e s  0 ^

*

To d e t e r m i n e  t h e  v a l u e s  o f  t h e  a n g l e s  $ 3  c o r r e s p o n d i n g

t o  a n y  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t  m3 * r 3* w i t h i n  t h e  t h e o r e t i c a l

* #
d e s i g n  r a n g e ,  t h e  d e s i r e d  m3  r 3  i s  s u b s t i t u t e d  i n t o  t h e  

f o l l o w i n g  m o d i f i c a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 4 . 3 6 ) :

K4  + K5 c o s * 3* -  - K g S i n # 3* ( 4 . 4 4 )

w h e r e  » (m3  r 3* ) 2  + (1 -  m2 )(B  ) 2

o * *
K5 “  2P3 m3 r 3

o  *  *
K6  “  2Q3 m3 r 3

S q u a r i n g ,  s i m p l i f i c a t i o n  a n d  s u b s e q u e n t  r e a r r a n g e m e n t  

l e a d s  t o  t h e  f o l l o w i n g  q u a d r a t i c  e q u a t i o n :
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[ ( K s ) 2 + (K6 ) 2] c o s 2 fl3* + 2K4Kgc o s * 3* + CK4 ) 2 -  ( K g ) 2 « (

(4
*

S o l v i n g  f o r  c o s 0 3  y i e l d s :

* -K4 K5 ± Kg J 7 k 5 ) 2 + ( K g ) 2 -  (K4 ) 2
c o s  6 -i-------------------------------------------------------------------------- ( 4

(K5 ) 2 + ( K g ) 2

B e c a u s e  o f  t h e  s q u a r i n g  o f  e q u a t i o n  ( 4 . 4 4 ) ,  t h e r e  w i l l

b e  f o u r  p o s s i b l e  s o l u t i o n s .  The tw o  v a l i d  o n e s  m u s t  s a t i s f y

e q u a t i o n  ( 4 . 4 4 ) .

I t  i s  t o  b e  n o t e d  t h a t  f o r  a n y  g i v e n  m a s s - d i s t a n c e

p r o d u c t  m3 * ^ 3 * w i t h i n  t h e  t h e o r e t i c a l  d e s i g n  r a n g e ,  t h e r e
★

a r e  tw o  p o s s i b l e  a n g u l a r  l o c a t i o n s  93

3 .  D e s i g n  Of I n p u t  L i n k  C o u n t e r w e i g h t

*
S i n c e  t h e r e  a r e  tw o  p o s s i b l e  a n g l e s  f o r  a  g i v e n

* *
tt^ r 3 w i t h i n  t h e  t h e o r e t i c a l  d e s i g n  r a n g e ,  t h e r e  m u s t  a l s o

b e  tw o  c o r r e s p o n d i n g  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  d e s i g n s 1 .
*

F o r  a  g i v e n  c h o i c e  o f  a n g l e  0 3 , t h e r e  w i l l  b e  a 

v e c t o r

- o q  « 0 CLe l (  * 1  + w)

R e c a l l  t h a t  f o r  e a c h  o f  t h e  e x t r e m a ,  t h e r e  i s  o n l y  one  
i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t .

4 5 )

. 4 6 )
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w h i c h  f o r m s  t h e  b a s i s  o f  t h e  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t

d e s i g n  ( s e e  F i g u r e  4 . 3 ) .  T h i s  d e s i g n  i s  a c c o m p l i s h e d  b y

t h e  f o l l o w i n g  s t e p s :

a .  A n g l e  0 i s  f o u n d  w i t h  t h e  h e l p  o f  a  m o d i f i c a t i o n  

o f  e q u a t i o n  ( 4 . 1 6 ) ,  i . e .

«  °  * *  *  J a *Q-j + m-s r-i sin0-a
0 *  t a n  — ■ -  ■' —  ( 4 . 4 7 )_ o * * *

P 3 + m3 r 3 c o s *3

b .  The a n g l e  o f  r o t a t i o n  $ i s  t h e n  o b t a i n e d  b y  way

o f  e q u a t i o n  ( 4 . 3 4 ) :

^ »  0 -  0 °  ( 4 . 4 8 )

o
o _L Q ,

w h e r e  0 »  t a n  ——  ( S e e  e q u a t i o n  ( 4 . 2 ) . )

> 3 °

o
c .  The v e c t o r  D , a s  show n i n  F i g u r e  4 . 3 ,  i s  f o u n d  

b y  t h e  r o t a t i o n  o f  v e c t o r  D°C . T h u s ,  w i t h  t h e

h e l p  o f  e q u a t i o n  ( 4 . 2 7 ) :

D°C1  *  MD°Cs e i (  C + * 1 ( 4 . 4 9 )

d .  W i t h  t h e  a b o v e ,  t h e  v e c t o r  OC^ may b e  d e t e r m i n e d
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f r o m :

ia. o i « °  o i (  C  +  * ) #jl .
OCi e  1 ■ OD e + ^ D  Cee ( 4 . 5 0 )

w h e r e  8 ^ * t a n
- 1  f f l Y  

oclx

e .  F i n a l l y ,  t h e  f o r c e  o f  t h e  c o u n t e r w e i g h t  m u s t  e q u a l

- O C ^ e 1 * !  »  OC^e1 *8!  + * } ( 4 . 5 1 )

T h i s  l e a d s  t o  t h e  d e s i g n  e q u a t i o n s

* * l o c j
ml  r l  “  - .—5  - ( 4 . 5 2 )

a n d  = ( 4 . 5 3 )
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E. E x a m p le s

The f o l l o w i n g  s a m p l e  c a l c u l a t i o n s  a p p l y  t h e  p r e v i o u s l y  

d e v e l o p e d  t e c h n i q u e s  t o  t h e  f o u r - b a r  l i n k a g e  shown i n  

F i g u r e  4 . 4 ,  w h i c h  i s  a s s u m e d  t o  r u n  a t  a  c o n s t a n t  s p e e d  o f  

500  rp m .  W h i le  a  50 p e r c e n t  r e d u c t i o n  i n  t h e  maximum s h a k i n g  

f o r c e  i s  show n i n  d e t a i l ,  o n l y  t h e  r e s u l t s  o f  a  75 p e r c e n t  

r e d u c t i o n  a r e  g i v e n .  The i n f l u e n c e  o f  t h e  d e s i g n  f l e x i b i l i t y  

on t h e  d y n a m i c  r e a c t i o n s  i s  c o n s i d e r e d  f o r  b o t h  c a s e s .

The c o u n t e r w e i g h t s  a r e  a s s u m e d  t o  b e  c i r c u l a r  a s  w e l l  a s  

t a n g e n t  t o  t h e  p i v o t s  Aq a n d  A3 , r e s p e c t i v e l y .

1 .  P a r a m e t e r s  Of U n b a l a n c e d  M e c h a n ism

T a b l e  4 . 1  l i s t s  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  u n b a l a n c e d  

m e c h a n i s m .  A l l  l i n k s  a n d  c o u n t e r w e i g h t s  a r e  made o f  s t e e l  

( d e n s i t y  * 0 . 2 8 3  l b / i n ^ ) .

The g e n e r a l  m a s s - d i s t a n c e  t e r m s  o f  t h e  u n b a l a n c e d  

m e c h a n i s m  a r e ,  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n s  ( A . 3 1 ) - ( A . 3 4 ) :

n - 4
PL -  1 8 . 7 7 7  x 10 l b - s e c

2 ( 4 . 5 4 )

Qx°  = - 1 . 8 3 6  x 10
- 4 2 ( 4 . 5 5 )l b - s e c

P3°  * 3 0 . 9 1 3  x 10 4  l b - s e c
2

( 4 . 5 6 )

o
* 2 . 7 5 5  x 10

- 4 l b - s e c 2 ( 4 . 5 7 )Q
3
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T a b l e  4 . 1 :  P a r a m e t e r s  o f  U n b a l a n c e d  L i n k a q e

L in k  j 1 2 3 4

L i n k  l e n g t h , 
( i n )

2 . 0 0 0 6 . 0 0 0 3 . 0 0 0 5 . 5 0 0

L in k  w i d t h ,  d-; 
( i n )  J

1 . 0 0 0 As shown 
i n  F i g u r e  4 . 4

1 . 0 0 0 -

L in k  t h i c k n e s s ,  h-; 
( i n )  J

0 . 2 5 0 0 . 2 5 0 0 .2 5 0 —

L in k  m a s s ,  m-j° 
( l b - s e c ^ / i n )

5 . 1 0 6 2  X 10 - 4 1 3 .6 7 1 0  X 10~ 4 6 .9 3 7 8  X 10" 4 —

C e n t e r  o f  m ass  
l o c a t i o n ,  p-;° 
( i n )

1 . 0 0 0 3 .0 0 0 1 . 5 0 0 -

C e n t e r  o f  m ass  
l o c a t i o n ,  q-10  
( i n )

0•0

0 . 4 0 3 0 . 0 -

R a d i u s  o f  g y r a t i o n ,  
k ^0  ( i n )

N o t  r e q u i r e d 2 .0 9 7 0 1 .6 7 4 7
-
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S u b s t i t u t i o n  o f  t h e  a b o v e  i n t o  e q u a t i o n s  ( A . 2 7 ) - ( A . 3 0 )  

l e a d s  t o  t h e  f o l l o w i n g  c o e f f i c i e n t s  a n d  a n g l e s  a s s o c i a t e d  

w i t h  e q u a t i o n  ( 4 . 3 ) :

A° « 1 8 . 8 6 7  x 1 0 “ 4  l b - s e c 2 ( 4 . 5 8 )

* = - 5 . 5 8 5  d e g  * - . 0 9 7 4 7  r a d  ( 4 . 5 9 )

B° -  3 1 . 0 3 6  x 1 0 - 4  l b - s e c 2  ( 4 . 6 0 )

0° *  5 . 0 9 3  d e g  ■ . 0 8 8 8 9  r a d  ( 4 . 6 1 )

* 2 7 4 1 . 5 5 7  r a d / s e c 2  ( 4 . 6 2 )

2 .  D e t e r m i n a t i o n  Of R a d i u s  And L o c a t i o n  Of C e n t e r  Of 

S m a l l e s t  C i r c u m s c r i b i n g  C i r c l e  To R o t a t e d  S h a k i n g  

F o r c e  H o d o g r a p h .  Maximum S h a k i n g  F o r c e .

A p p e n d i x  F . l  show s t h e  e s s e n t i a l  p a r t s  a s  w e l l  a s  t h e  

o u t p u t  o f  p r o g r a m  CIRCLE w h i c h  i s  u s e d  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  

o f  t h e  r a d i u s  a n d  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  c e n t e r  o f  t h e  

s m a l l e s t  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e  t o  t h e  r o t a t e d  s h a k i n g  f o r c e  

h o d o g r a p h .  T h i s  p r o g r a m  i s  a n  a d a p t a t i o n  o f  t h e  H a r w e l l  

o p t i m i z a t i o n  r o u t i n e  a n d  i s  b a s e d  on t h e  f o r m u l a t i o n  g i v e n  

b y  e q u a t i o n s  ( 4 . 5 )  a n d  ( 4 . 6 ) .

E q u a t i o n s  ( F . 7 ) - ( F . 9 )  g i v e  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t s :
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R -  1 5 . 7 3 4  ( l b s )  ( 4 . 6 3 )b

C -  8 . 9 8 7  ( l b s )  ( 4 . 6 4 )bX

CS y  "  ~ 3 - 4 6 4  ( L b s )  ( 4 . 6 5 )

I t  i s  t o  b e  n o t e d  t h a t  a l l  " g e o m e t r i c "  r e s u l t s  a r e  now 

g i v e n  i n  t h e  u n i t s  o f  p o u n d s .

From t h e  a b o v e ,  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 7 ) :

«s  = - 2 1 . 0 7 9  d e g  = - . 3 6 7 9 0  r a d  ( 4 . 6 6 )

The maximum s h a k i n g  f o r c e  i s  o b t a i n e d  b y  way o f  

p r o g r a m  FMAX. T h i s  p r o g r a m ,  w h i c h  i s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  F . 2 ,  

e v a l u a t e s  t h e  a b s o l u t e  m a g n i t u d e  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  a t  one  

d e g r e e  i n t e r v a l s  o f  t h e  i n p u t  a n g l e  a n d  c h o o s e s  t h e

l a r g e s t  v a l u e .  E q u a t i o n  ( F . 1 6 )  show s  t h e  f i n a l  r e s u l t :

R°MAX * 2 5 . 0 0 4  ( l b s )  ( 4 . 6 7 )

W ith  v * 0 . 5  , t h e  p r o p o r t i o n a l i t y  f a c t o r  p , a s  

g i v e n  b y  e q u a t i o n  ( 4 . 1 0 ) ,  a n d  w i t h  e q u a t i o n s  ( 4 . 6 3 )  a n d  

( 4 . 6 7 ) ,  b e c o m e s :

= V R ^  -  .7 9 5  ( 4 . 6 8 )
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3 .  D e t e r m i n a t i o n  Of C o u n t e r w e i g h t s  F o r  S i m p l e  

50 P e r c e n t  R e d u c t i o n

a .  O u t p u t  L i n k  C o u n t e r w e i g h t

When t h e  s i m p l e  r e d u c t i o n  m e th o d  o f  S e c t i o n  C i s  u s e d ,  

t h e  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t  o f  t h e  o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  

i s  d e t e r m i n e d  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 2 1 ) .  W ith  e q u a t i o n s  ( 4 . 6 0 )  

a n d  ( 4 . 6 8 ) ,  o n e  o b t a i n s :

m3 * r 3* * (1 -  m )B °  -  6 . 3 6 2  x 1 0 ~ 4  l b - s e c 2  ( 4 . 6 9 )

it
The c o u n t e r w e i g h t  r a d i u s ,  , i s  t h e n  f o u n d  w i t h  t h e

h e l p  o f  t h e  f o l l o w i n g  g e n e r a l  d e s i g n  e q u a t i o n  f o r  c i r c u l a r  

a n d  t a n g e n t  c o u n t e r w e i g h t s  a s  shown i n  F i g u r e  4 . 4 :

*  * 1

3
R.

3
( 4 . 7 0 )

w h e r e Rj * c o u n t e r w e i g h t  r a d i u s

*
Pj ■ d e n s i t y  o f  c o u n t e r w e i g h t

*

h j  a  t h i c k n e s s  o f  c o u n t e r w e i g h t

W i th  e q u a t i o n  ( 4 . 6 9 )  a n d  l e t t i n g  h j = 0 . 6 2 5  i n . , one
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o b t a i n s  f r o m  t h e  a b o v e :

R3* -  . 7 6 2  i n  ( 4 . 7 1 )

F u r t h e r ,  w i t h  e q u a t i o n s  ( 4 . 2 2 )  a n d  ( 4 . 6 1 ) ,  t h e  

c o u n t e r w e i g h t  a n g l e  i s  g i v e n  b y

6 * -  0 °  + *■ -  1 8 5 . 0 9 3  d e g  ( 4 . 7 2 )

b .  I n p u t  L i n k  C o u n t e r w e i g h t  (S e e  S e c t i o n  C . 2 )

The v e c t o r  OCg i s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  

e q u a t i o n s  ( 4 . 2 4 ) ,  ( 4 . 6 4 )  a n d  ( 4 . 6 5 ) :

i a c - . 3 6 7 9 0  i
OCs e  S = 9 . 6 3 1  e ( 4 . 7 3 )

The v e c t o r  OD° i s  d e t e r m i n e d  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n s  

( 4 . 2 5 ) ,  ( 4 . 5 8 ) ,  ( 4 . 6 2 )  a n d  ( 4 . 5 9 ) :

o - . 0 9 7 4 7  i
0D = 5 . 1 7 2  e  ( 4 . 7 4 )

E q u a t i o n  ( 4 . 2 7 )  g i v e s  t h e  v e c t o r  D°Cg w i t h  t h e  h e l p  

o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 7 3 )  a n d  ( 4 . 7 4 ) :

D°CS *= 4 . 8 4 8  ( 4 . 7 5 )

a n d  f  = - 3 7 . 6 3 8  d e g  = - . 6 5 6 9 0  r a d  ( 4 . 7 6 )
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The v e c t o r  OC i s  f o u n d  w i t h  t h e  h e l p  o f  e q u a t i o n s  

( 4 . 2 8 ) ,  ( 4 . 7 4 ) ,  ( 4 . 7 5 )  a n d  ( 4 . 6 8 ) :

OC -  8 . 6 8 3  ( 4 . 7 7 )

w i t h  t  - - 1 9 . 2 1 0  d e g  - - . 3 3 5 2 7  r a d  ( 4 . 7 8 )

The i n p u t  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  b e c o m e ,  a c c o r d i n g  

t o  e q u a t i o n s  ( 4 . 3 0 )  a n d  ( 4 . 3 1 ) :

r ^  = 3 1 . 6 7 2  x 10 ^  l b - s e c ^  ( 4 . 7 9 )

a n d  ^  = L 6 0 . 7 9 0  d e g  ( 4 . 8 0 )

The a s s o c i a t e d  c i r c u l a r  c o u n t e r w e i g h t  i s  a g a i n  o b t a i n e d  

b y w a y  o f  e q u a t i o n  ( 4 . 7 0 )  w i t h  h ^*  = 0 . 6 2 5  i n c h e s .  T h u s ,

Rl* = 1 . 3 0 1  i n  . ( 4 . 8 1 )

4 .  D e t e r m i n a t i o n  Of C o u n t e r w e i g h t s  F o r  50 P e r c e n t  

R e d u c t i o n  Of ftfaximum S h a k i n g  F o r c e  By G e n e r a l  

S o l u t i o n

a . T h e o r e t i c a l  D e s i g n  Range

The t h e o r e t i c a l  r a n g e  o f  p o s s i b l e  o u t p u t  l i n k  c o u n t e r ­

w e i g h t  p a r a m e t e r s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  i s  

fo u n d  w i t h  t h e  h e l p  o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 4 2 )  a n d  ( 4 . 4 3 ) .
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A c c o r d i n g l y ,  t h e  minimum m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t  i s  g i v e n  b y

{m3  r 3  )mIN * (1 -  p )B° = 6 . 3 6 2  x 10 4  l b - s e c 2 , ( 4 . 8 2 )

w h i l e  t h e  maximum m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t  i s  r e p r e s e n t e d  b y

( m ^ r ^ * ) ^ ^  = (1 + m )B° = 5 5 . 7 1 0  x 10 l b - s e c 2 . ( 4 . 8 3 )  

o
( F o r  B a n d  , s e e  e q u a t i o n s  ( 4 , 6 0 )  a n d  ( 4 . 6 8 ) ,  r e s p e c t i v e l y . )

E q u a t i o n  ( 4 . 3 9 )  i n d i c a t e s  t h e  c o u n t e r w e i g h t  a n g l e  f o r  

b o t h  e x t r e m a  a s

*

$ 3  = j8 °  + ir = 1 8 5 . 0 9 3  d e g  ( 4 . 8 4 )

(S e e  a l s o  e q u a t i o n  ( 4 . 6 1 ) . )

The a s s o c i a t e d  o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  r a d i i ,  w i t h
*

h^ = 0 . 6 2 5  i n c h e s ,  a r e ,  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 7 0 ) :

(R 3* , MIN = ° ' 7 6 2  i n  ( 4 . 8 5 )

a n d  ^r 3*^MAX = ' r e s p e c t i v e l y .  ( 4 . 8 6 )

N o te  a g a i n  t h a t  t h e  minimum m a s s - d i s t a n c e  s o l u t i o n  i s  i d e n t i c a l  

t o  t h a t  o b t a i n e d  b y  t h e  s i m p l e  r e d u c t i o n .
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b .  C o u n t e r w e i g h t  D e s i g n  F o r  A r b i t r a r y  P o i n t  

W i t h i n  T h e o r e t i c a l  D e s i g n  Range

To show  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  o u t p u t  a s  w e l l  a s  i n p u t  

c o u n t e r w e i g h t s  w i t h i n  t h e  t h e o r e t i c a l  d e s i g n  r a n g e , t h e  

f o l l o w i n g  e x a m p l e  u s e s  t h e  o u t p u t  l i n k  p a r a m e t e r

m3 r 3  *  2 4 . 8 8 0  x 10  ^ l b - s e c 2  ( 4 . 8 7 )

w h i c h  i s  a p p r o x i m a t e l y  i n  t h e  c e n t e r  o f  t h e  d e s i g n  r a n g e ,

i .  O u t p u t  L i n k  C o u n t e r w e i g h t s

The a n g l e s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  a b o v e  v a l u e  ( w h i c h  a l s o

m u s t  s a t i s f y  e q u a t i o n  ( 4 . 4 4 ) )  a r e  g i v e n  b y

*31* * 1 3 4 . 1 6 8  d e g  ( 4 . 8 8 )

a n d  -  2 3 6 . 0 1 7  d e g  ( 4 . 8 9 )

The c o r r e s p o n d i n g  c o u n t e r w e i g h t  r a d i u s  a s  f o u n d  w i t h
*

t h e  h e l p  o f  e q u a t i o n  ( 4 . 7 0 )  a n d  w i t h  h 3  ■ 0 . 6 2 5  i n c h e s ,  i s

R3 -  1 . 2 0 0  i n  ( 4 . 9 0 )

The a b o v e  sh o w s  t h a t  c o u n t e r w e i g h t s  o f  t h e  same m ass  

b u t  w i t h  tw o  d i f f e r e n t  a n g l e s  w i l l  p r o d u c e  t h e  i d e n t i c a l  

maximum s h a k i n g  f o r c e .
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i i . I n p u t  L i n k  C o u n t e r w e i g h t s

The f o l l o w i n g  show s t h e  d e t a i l e d  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e

i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e

o u t p u t  l i n k  p a r a m e t e r s  o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 8 7 )  a n d  ( 4 . 8 8 )  a n d

o n l y  g i v e s  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t
*

d e s i g n  w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  a n g l e  # 3 2  a s  g i v e n  b y  

e q u a t i o n  ( 4 . 8 9 ) .  B e c a u s e  o f  t h e s e  two o u t p u t  l i n k  c o u n t e r ­

w e i g h t  d e s i g n  p o s s i b i l i t i e s ,  a d d i t i o n a l  s u b s c r i p t s  a r e  

i n t r o d u c e d  w h e r e  a p p r o p r i a t e .  The c o m p u t a t i o n a l  s e q u e n c e  

i n d i c a t e d  i n  S e c t i o n  D .3  i s  f o l l o w e d .

a .  A n g l e  fĴ  b e c o m e s ,  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n s  ( 4 . 4 7 ) ,  

( 4 . 5 6 ) ,  ( 4 . 5 7 ) ,  ( 4 . 8 7 )  a n d  ( 4 . 8 8 ) :

O  it ir it
Q 3  +  r 3  s i n < ? 3 ^  

p = t a n "  —  --------------------------------
1  O ii ^  ^

P 3 + m3 r 3  c o s  £ 3 1

- 1  2 . 7 5 5 x l 0 " 4  + 2 4 . 8 8 0 x l 0 ~ 4 s i n  ( 1 3 4 . 1 6 8 )
= t a n  — — — ^ — 1̂ — — — — — — ^

3 0 . 9 1 3 x l 0 “ 4 + 2 4 . 8 8 0 x l 0 “ 4 c o s  ( 1 3 4 . 1 6 8 )  

- 5 6 . 6 1 3  d e g  ( 4 . 9 1 )

b .  The a n g l e  o f  r o t a t i o n  ^  i s  t h e n  o b t a i n e d  b y  

way o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 4 8 )  a n d  ( 4 . 9 1 ) :
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* 1  “  /®1 -  0 °  ■ 5 6 . 5 9 7  -  5 . 0 9 3

5 1 . 5 2 0  d e g  -  . 8 9 9 1 9  r a d  ( 4 . 9 2 )

w h e r e  (3° i s  g i v e n  b y  e q u a t i o n  ( 4 . 6 1 ) .

c .  The v e c t o r  D°C^ i s  f o u n d  w i t h  t h e  h e l p  o f

e q u a t i o n s  ( 4 . 4 9 ) ,  ( 4 . 6 8 ) ,  ( 4 . 7 5 ) ,  ( 4 . 7 6 )  a n d  ( 4 . 9 2 ) :

—  o i (  C + ( - . 6 5 6 9 0  + . 8 9 9 1 9  ) i
D Cx -  mD Cs e  1 -  . 795 x 4 , 8 4 8 e

.2 4 2 2 9  i  
= 3 . 8 5 4 e  ( 4 . 9 3 )

d .  W i th  t h e  a b o v e ,  t h e  v e c t o r  OC^ may b e  d e t e r m i n e d  

w i t h  e q u a t i o n s  ( 4 . 5 0 )  a n d  ( 4 . 7 4 ) :

OC-l = 8 . 8 9 9  ( 4 . 9 4 )

a n d  = 2 . 7 1 4  d e g  = . 0 4 7 3 7  r a d  ( 4 . 9 5 )

e .  The i n p u t  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  b e c o m e ,  a c c o r d i n g  

t o  e q u a t i o n s  ( 4 . 5 2 )  a n d  ( 4 . 5 3 ) :

(ml * r l * ) l  *  ̂ i ^  = ^ . 8 9 9  = 3 2 . 4 6 0  x 10 4  l b - s e c 2 ( 4 . 9 6 )
X ^ 2 2 7 4 1 . 5 5 7

1

a n d  + * - 1 8 2 . 7 1 4  d e g  ( 4 . 9 7 )
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The c o r r e s p o n d i n g  c i r c u l a r  c o u n t e r w e i g h t  r a d i u s  i s
h

a g a i n  f o u n d  b y  way o f  e q u a t i o n  ( 4 . 7 0 )  a n d  w i t h  h^  - 0 . 6 2 5  i n c h e s :

( R l * ) l  «  1 . 3 1 1  i n  ( 4 . 9 8 )

When t h e  o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  o f  a n g l e
*

9 ^ 2  = 2 3 6 . 0 9 0  d e g r e e s  i s  c h o s e n ,  one  o b t a i n s  t h e  f o l l o w i n g :

0 2  .  - 4 6 . 4 2 7  d e g  ( 4 . 9 9 )

* 2  *  - 5 1 . 5 2 0  d e g  ( 4 . 1 0 0 )

W i th  t h e  a b o v e :

( R1 * ) 2  = 1 * 1 9 8  i n  ( 4 . 1 0 1 )

a n d  ^12* “  1 4 0 . 0 6 4  d e g  ( 4 . 1 0 2 )

c .  C o u n t e r w e i g h t  D e s i g n  F l e x i b i l i t y  And I t s  

I n f l u e n c e  On V a r i o u s  M e c h a n i sm  R e a c t i o n s

F i g u r e  4 . 5  r e p r e s e n t s  a  g r a p h  o f  a s s o c i a t e d  o u t p u t  l i n k

*  *
c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  R^ a n d  9  ̂ f o r  t h e  f u l l  d e s i g n

r a n g e .  The c o u n t e r w e i g h t  t h i c k n e s s  o f  0 . 6 2 5  i n c h e s  i s  

m a i n t a i n e d  t h r o u g h o u t .  I n  a d d i t i o n ,  t h i s  g r a p h  shows i n p u t
it it

l i n k  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  R^ a n d  0 ^ f o r  s e l e c t e d

o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  c o n f i g u r a t i o n s .  F o r  p u r p o s e s  o f
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c o m p a r i s o n ,  t h e  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  o f  a  f u l l y  f o r c e  

b a l a n c e d  m e c h a n i s m  a r e  a l s o  i n d i c a t e d .

To g a i n  p e r s p e c t i v e  c o n c e r n i n g  t h e  u s e f u l n e s s  o f  t h i s  

d e s i g n  f l e x i b i l i t y ,  o n e  m u s t  a l s o  c o n s i d e r  t h e  a s s o c i a t e d  

v a r i a t i o n s  i n  t h e  m e c h a n i s m  r e a c t i o n s .  T a b l e  4 . 2  l i s t s  t h e  

a b s o l u t e  maximum v a l u e s  o f  a l l  t h e  b e a r i n g  f o r c e s ,  t h e  i n p u t  

moment a n d  t h e  s h a k i n g  moment ( t a k e n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

m i d p o i n t  b e t w e e n  t h e  g r o u n d  p i v o t s ) f o r  t h e  c o u n t e r w e i g h t  

c o n f i g u r a t i o n s  o f  F i g u r e  4 . S  a n d  c o m p a r e s  t h e m  w i t h  t h o s e  

o f  b o t h  t h e  u n b a l a n c e d  a n d  t h e  f u l l y  b a l a n c e d  m e c h a n i s m ^ .

The t a b l e  sh ow s  t h a t  t h e  s m a l l e s t  i n c r e a s e s  o f  t h e  maximum 

d y n a m i c  r e a c t i o n s  a r e ,  f o r  t h e  m o s t  p a r t ,  a s s o c i a t e d  w i t h  

t h e  minimum m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  d e s i g n  

r a n g e .

I f  one  c o n s i d e r s  i n c r e a s e s  i n  t h e s e  r e a c t i o n s  o f  a s

much a s  2 0  t o  30 p e r c e n t  a b o v e  t h o s e  o f  t h e  u n b a l a n c e d

m e c h a n i s m  a s  a n  a c c e p t a b l e  t r a d e - o f f  f o r  a  50 p e r c e n t

r e d u c t i o n  o f  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e ,  t h a t  p o r t i o n  o f

t h e  c u r v e  i n  F i g u r e  4 . 5  W hich  l i e s  t o  t h e  l e f t  o f  t h e  v e r t i c a l  

*l i n e  a t  *  . 9 0  i n c h e s  r e p r e s e n t s  a  p r a c t i c a l  d e s i g n

r a n g e .  W i t h i n  t h i s  p r a c t i c a l  r a n g e ,  t h e  o u t p u t  l i n k  c o u n t e r ­

w e i g h t  a n g l e s  may b e  v a r i e d  b e t w e e n  1 4 0  a n d  230  d e g r e e s

E x p r e s s i o n s  f o r  t h e s e  r e a c t i o n s  a r e  g i v e n  i n  75 .



Table 4.2: Influence of Partial Balancing ft--G.5) on Various Forces and Moments

P e r c e n t a g e
R e d u c t i o n

i n

I n p u t  
C o u n t e r w e i g h t  
P a r a m e t e r s t l )

O u t p u t  
C o u n t e r w e i g h t  
P a r a m e t e r s <1)

Maximum B e a r i n g F o r c e
Maximum

I n p u t
Moment

Maximum
S h a k i n g
Moment 12)

Maximum 
S h a k i n g  F o r c e

R!"
( i n )

*1 *
td e g )

*3*
( i n )

*3*
(deq)

1 F 4 l l  
( l b )

1 f 2 1  1 
( l b )

1 P 2 3 |  
( l b )

1 F 4 3 1
( l b )

1 m4 11
( i n - l b )

1 mm/gI
( i n - 1 b)

0
U n b a l a n c e d  

<FM/G>MAX = 2 5 . 0 0  l b
- - - - 5 2 .1 2 5 0 .7 4 4 0 .3 8 3 9 .2 7 3 8 .7 2 9 0 .9 0

1 0 0
F u l l y  B a l a n c e d (3)

<f m /g)m ax  = 0  l b
1 . 0 9 1 7 4 .4 2 1 . 2 9 1 8 5 . 0 9 7 8 .5 2 8 2 . 0 9 7 1 . 2 3 7 8 . 5 2 6 4 .8 4 9 5 .4 5

(0
1. 30 1 6 0 . 7 9 .76 1 8 5 .0 9 4 9 .0 5 5 4 .4 7 4 4 . 0 0 4 3 . 7 3 4 1 . 8 3 9 4 . 3 9

o-H c 
-p tr> a* 1 .31 1 6 8 . 1 4 .90 1 4 0 .5 9 51 . 75 5 8 .1 3 4 7 .5 8 42 .91 44 . 8 8 84 .  31

id to c  u O IB
Ph n.es...

1 . 2 8 1 5 3 . 5 6 .90 2 2 9 .6 0 5 3 .7 8 5 8 . 1 3 4 7 .5 8 5 2 . 1 3 4 4 . 8 8 1 1 0 . 5 9

50 1 .3 1 1 8 2 .7 1 1 . 2 0 1 3 4 . 1 7 6 6 . 6 9 7 4 . 0 8 6 3 .3 0 5 4 .  39 5 8 .1 7 7 2 . 0 5
t  d i  t i d i i y

B a l a n c e d 1 . 2 0 1 4 0 . 0 6 1 . 2 0 2 3 6 .0 2 7 1 ,  91 7 4 . 0 3 6 3 .  30 7 6 .9 2 5 8 . 1 7 1 4 0 .7 2
(FM/G^MAX “ 1 2 *50 1 . 0 7 2 1 9 . 3 0 1 . 5 5 1 7 1 . 0 6 1 1 2 .7 0 1 1 5 .7 0 1 0 4 .6 4 1 1 4 .7 3 9 2 .3 6 8 7 . 2 5

.6 9 1 7 5 . 0 9 1. 55 1 9 9 .1 3 1 1 5 .8 3 1 1 5 .7 0 1 0 4 .6 4 1 2 7 .2 8 9 2 .8 6 1 3 6 .5 5

.8 9 2 2 1 . 4 4 1 . 57 1 8 5 . 0 9 1 1 8 .1 6 1 1 9 .2 0 1 0 8 .1 3 1 2 6 .0 5 9 5 .7 7 1 1 1 .6 4

(1) S t e e l  c o u n t e r w e i g h t s ,  0 . 6 2 5  i n c h e s  t h i c k  {T h is  i s  2 . 5  t i m e s  l i n k  t h i c k n e s s ) .
(2) S h a k i n g  moment i s  t a k e n  w i t h  r e s p e c t  t o  m i d p o i n t  b e tw e e n  g r o u n d  b e a r i n g s .
(3) F u l l y  b a l a n c e d  by t h e  M ethod o f  L i n e a r l y  I n d e p e n d e n t  V e c t o r s f 8 | .



122

w h i l e  t h e  a s s o c i a t e d  o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  r a d i i  r e m a i n  

c o n s i d e r a b l y  s m a l l e r  t h a n  t h o s e  n e e d e d  f o r  f u l l  f o r c e  

b a l a n c i n g .  The r e s u l t i n g  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t s  a r e  

s o m e w h a t  l a r g e r  t h a n  t h o s e  o f  t h e  f u l l y  b a l a n c e d  l i n k a g e .

5 .  R e s u l t s  F o r  75 P e r c e n t  R e d u c t i o n  I n  Maximum 

S h a k i n g  P o r c e  By G e n e r a l  S o l u t i o n

T a b l e  4 . 3  l i s t s  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  a n d  maximum 

d y n a m i c  r e a c t i o n s , a g a i n  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  c o n s t a n t  i n p u t  

s p e e d  o f  500  rpm ,  f o r  t h e  e x t r e m a  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  d e s i g n  

r a n g e  o f  a  75 p e r c e n t  r e d u c t i o n  o f  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e  

b y  w ay  o f  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  r e s u l t s  

f o r  t h e  u n b a l a n c e d  m e c h a n i s m  a n d  t h e  f u l l y  b a l a n c e d  m e c h a n i s m  

a r e  show n t o g e t h e r  w i t h  t h e  l i m i t i n g  v a l u e s  o f  t h e  50 p e r c e n t  

r e d u c t i o n s ,  d i s c u s s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n .

The s m a l l e s t  i n c r e a s e s  o f  m o s t  o f  t h e  d y n a m i c  r e a c t i o n s  

a r e  a g a i n  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  s m a l l e s t  p o s s i b l e  o u t p u t  l i n k  

c o u n t e r w e i g h t ,  i . e .  t h e  m in im a  o f  t h e  d e s i g n  r a n g e .

( T a b l e  4 . 3  w i l l  a l s o  s e r v e  a s  a  b a s i s  f o r  c e r t a i n  

c o m p a r i s o n s  p r e s e n t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n  on s i m u l t a n e o u s  

o p t i m i z a t i o n  o f  d y n a m i c  r e a c t i o n s  o f  a  f o u r - b a r  l i n k a g e . )



T a b l e  4 . 3 s  M a x i m u m  D y n a m i c  R e a c t i o n s  P o r  E x t r e m a  O f  D e s i g n  R a n g e s  C o r r e s p o n d i n g  

T o  5 0  A n d  7 5  P e r c e n t  R e d u c t i o n s  O f  M a x i m u m  S h a k i n g  P o r c e

P e r c e n t a g e  
R e d u c t i o n  

i n  
M a x i m u m  

S h a k i n g  F o r c e

C o u n t e r w e i g h t  P a r a m e t e r s M a x i m u m  B e a r i n g  F o r c e s
M a x i m u m

I n p u t
M o m e n t

M a x i m u m
S h a k i n g
M o m e n t f * )

R l ’
( i n )

# 1 *
( d e g )

« 3
( i n )

* 3 *
( d e g )

l P4 l |
( l b )

| F 2  i t
( l b )

l p 4 3j 
( l b )

| N 4 1 |
( i n - l b ) ( i n - l b )

0

U n b a l a n c e d  
( F m / G ^ N A X  *  2 5 . 0 0  l b

- - - - 5 2 . 1 2 5 0 . 7 4 4 0 .  38 3 9 . 2 7 3 8 . 7 2 9 0 . 9 0

1 0 0  ^  
F u l 1 y  B a 1a  n e e d  

<f M / G * M A X  = 0

1 . 0 9 1 7 4 . 4 2 1 . 2 9 1 8 5 . 0 9 7 8 . 5 2 8 2 . 0 9 7 1 . 2 3 7 8 . 5 2 6 4  . 8 4 9 5 . 4 5

5 0

<F M / G > M A X  -  1 2 . 5 0  l b  
( M i n i m u m  R-j }

1 . 3 0 1 6 0 . 7 9 . 7 6 1 9 5 . 0 4 4 9 . 0 5 5 4 . 4 7 4 4 . 0 0 4 3 . 7 3 4 1 . 8 3 9 4 .  39

5 0
<FM / G > M A X  “  1 2 * 5 0  l b  

( M a x i m u m  R 3  )
. 8 9 2 / 1 . 4 4 1 . 5 7 1 8 5 . 0 9

1 0 5 . 0 9

1 1 8 . 1 6 1 1 9 . 2 0 1 0 8 . 1 3 1 2 6 . 0 5 9 5 . 7 7 1 1 1 . 6 4

7 5

, F t y f i > M M  =  ‘ - 2 5  l b  
( M i n i m u m  R 3"  )

1  . 2 0 1 6 5 . 8 8 1 . 0 9 6 2 .  16 6 6  , b 8 5 5 . 9 9 5 8  . 9 0 5 2 . 0 1 9 2 . 8 4

7 5

( f m / g 1m a x  ^  6 ^ 2 5  l h
( M a x i m u m  R 3 *  )

. 9 8 1 9 0 . 5 1 1 . 4 4 1 0 5 . 0 9 9 7 .  35 9 9 . 6 7 8 8 . 6 9 1 0 1 . 1 7 7 9 . 4 9 1 0 2 . 4 3

( 1 )  S t e e l  c o u n t e r w e i g h t s  . 6 2 5  i n c h e s  t h i c k  ( T h i s  i s  2 . 5  t i m e s  t h e  l i n k  t h i c k n e s s . )
( 2 )  S h a k i n g  m o m e n t  i s  t a k e n  w i t h  r e s p e c t  t o  m i d p o i n t  b e t w e e n  g r o u n d  b e a r i n q s .
( 3 )  F u l l y  b a l a n c e d  b y  t h e  M e t h o d  o f  L i n e a r l y  I n d e p e n d e n t  V e c t o r s [ 8 J.
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V. SIMULTANEOUS OPTIMIZATION OF DYNAMIC REACTIONS OF A

FOUR-BAR LINKAGE WITH PRESCRIBED MAXIMUM SHAKING FORCE

A, I n t r o d u c t i o n

The f o l l o w i n g  s e c t i o n  i n t r o d u c e s  a  t e c h n i q u e  w h i c h  

m akes  i t  p o s s i b l e  t o  s i m u l t a n e o u s l y  m i n i m i z e  t h e  maximum 

d y n a m ic  r e a c t i o n s  o f  a  c o n s t a n t  s p e e d  f o u r - b a r  l i n k a g e  

w h i l e  m a i n t a i n i n g  t h e  a b i l i t y  t o  p r e s c r i b e  t h e  maximum 

s h a k i n g  f o r c e .  The g e n e r a l  r e d u c t i o n  o f  t h e  v a l u e s  o f  

t h e s e  r e a c t i o n s  when  c o m p a r e d  t o  t h o s e  o b t a i n e d  b y  t h e  

m e th o d  o f  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  i s  b a s e d  on t h e  i n t r o d u c t i o n  

o f  a  c o u p l e r  c o u n t e r w e i g h t  i n  a d d i t i o n  t o  t h o s e  l o c a t e d  

on t h e  i n p u t  a n d  o u t p u t  l i n k s .  The r e s u l t i n g  i n c r e a s e  i n  

t h e  num ber  o f  d e s i g n  v a r i a b l e s  i s  r e f l e c t e d  i n  w h a t  h a s  

now b e e n  c a l l e d  t h e  g e n e r a l  e q u i p o l l e n t  c i r c l e  c o n s t r a i n t  

e q u a t i o n ,  w h i c h  m akes  i t  p o s s i b l e  t o  p r e s c r i b e  t h e  maximum 

s h a k i n g  f o r c e .  The  s i m u l t a n e o u s  o p t im u m  r e d u c t i o n  o f  s u c h  

d y n a m ic  r e a c t i o n s  a s  t h e  b e a r i n g  f o r c e s ,  t h e  i n p u t  moment 

a n d  t h e  s h a k i n g  moment now b e c o m e s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  p r o p e r  

c o m b i n a t i o n  o f  t h e  c o u p l e r  a n d  o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  

p a r a m e t e r s .

To t h i s  e n d ,  a n  o p t i m i z a t i o n  p r o c e d u r e  was d e v i s e d  

w h i c h  a l l o w s  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e s e  c o u n t e r w e i g h t
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p a r a m e t e r s .  T h i s  p r o c e d u r e  s a t i s f i e s  t h e  g e n e r a l  e q u i p o l l e n t  

c i r c l e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n  w h i l e  i t  i m p o s e s  c o n s t r a i n t s  on 

t h e  maximum d y n a m ic  r e a c t i o n s .  The l a t t e r  i n e q u a l i t y  

c o n s t r a i n t s  a r e  c o n t r o l l e d  b y  a  m i n i m i z a t i o n  p a r a m e t e r  z 

w h i c h  s e r v e s  a s  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  o f  t h e  o p t i m i z a t i o n .

The f o l l o w i n g  f i r s t  g i v e s  t h e  f o r m  o f  t h e  new g e n e r a l  

e q u i p o l l e n t  c i r c l e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n  a n d  t h e n  d e s c r i b e s  

t h e  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  o p t i m i z a t i o n  a s  w e l l  a s  i t s  a d a p t a t i o n  

t o  t h e  H a r w e l l  A u g m e n te d  L a g r a n g i a n  p r o g r a m .  S u b s e q u e n t l y ,  

t h e  d e s i g n  p r o c e d u r e  f o r  t h i s  t y p e  o f  p a r t i a l  f o r c e  b a l a n c i n g ,  

w h i c h  a l s o  i n c l u d e s  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  i n p u t  l i n k  

c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s ,  i s  o u t l i n e d .  T h i s  p r o c e d u r e  i s  

i n c o r p o r a t e d  i n t o  p r o g r a m  OPTIMIZE, w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  

a d a p t a t i o n  o f  t h e  H a r w e l l  c o d e .  ( P r o g r a m  OPTIMIZE i s  l i s t e d  

a n d  e x p l a i n e d ,  t o g e t h e r  w i t h  a  s a m p l e  r u n ,  i n  A p p e n d i x  G . }

The d e s i g n  p r o c e d u r e  h a s  b e e n  a p p l i e d  t o  a  50 a n d  a  

75 p e r c e n t  r e d u c t i o n  i n  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e .  I t  was  

f o u n d  t h a t  t h e  r e d u c t i o n  i n  t h e  d y n a m ic  r e a c t i o n s  d u e  t o  t h e  

s i m u l t a n e o u s  o p t i m i z a t i o n  b e ca m e  m o s t  p r o n o u n c e d  f o r  t h e  

l a r g e r  r e d u c t i o n  i n  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e .

T h i s  new t h r e e - c o u n t e r w e i g h t  m e th o d  i s  a l s o  a d a p t e d  t o  

a  f u l l y  f o r c e  b a l a n c e d  m e c h a n i s m .  The a s s o c i a t e d  r e d u c t i o n s  

i n  t h e  d y n a m ic  r e a c t i o n s ,  when c o m p a r e d  t o  t h o s e  o f  t h e  t w o -
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c o u n t e r w e i g h t  M ethod  o f  L i n e a r l y  I n d e p e n d e n t  V e c t o r s ,  was 

f o u n d  t o  be  e s p e c i a l l y  g r a t i f y i n g .

F i n a l l y ,  t h e  o p t i m i z a t i o n  p r o c e d u r e  w as  m o d i f i e d  f o r  

a n  i n p u t  moment m i n i m i z a t i o n  o f  a  f u l l y  f o r c e  b a l a n c e d  

m e c h a n i s m .  The  c o n s t r a i n t s  on a l l  d y n a m ic  r e a c t i o n s ,  w i t h  

t h e  e x c e p t i o n  o f  t h a t  f o r  t h e  i n p u t  moment ,  w e r e  r e m o v e d .  

A g a i n ,  a  c o m p a r i s o n  o f  t h e  r e s u l t i n g  maximum i n p u t  moment 

w i t h  t h a t  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  M ethod  o f  L i n e a r l y  I n d e p e n d e n t  

V e c t o r s  show s a  c o n s i d e r a b l e  r e d u c t i o n .  I n  a d d i t i o n ,  e v e n  

t h o u g h  u n c o n s t r a i n e d ,  a l l  o t h e r  r e a c t i o n s  w e r e  e i t h e r  

c o n s i d e r a b l y  s m a l l e r  o r ,  a t  w o r s t ,  r e m a i n e d  s u b s t a n t i a l l y  

t h e  same a s  t h o s e  o b t a i n e d  b y  t h e  a b o v e  t w o - c o u n t e r w e i g h t  

m e th o d  o f  f u l l  f o r c e  b a l a n c i n g .
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B. G e n e r a l  E q u i p o l l e n t  C i r c l e  C o n s t r a i n t  E q u a t i o n

E q u a t i o n  ( 4 . 3 2 )  i n  S e c t i o n  IV , w h ic h  i s  a n  e x p a n d e d  

fo rm  o f  t h e  e q u i p o l l e n t  c i r c l e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n  ( 4 . 3 5 ) ,  

show s t h a t  a  p r e s c r i b e d  maximum s h a k i n g  f o r c e  c a n  b e  m a i n t a i n e d  

a s  l o n g  a s  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p  i s  s a t i s f i e d :

( P 3 ) 2  + <Q3 ) 2  -  ( mB° ) 2  ( 5 . 1 )

w h e re  P 3  *  n*3 p 3 + —  ra2 P 2  ( 5 . 2 )
a 2

Q3  «  m3 q 3  + —  ni2q2 ( 5 . 3 )
a 2

I f  one d e s i r e s  t o  make c h a n g e s  i n  t h e  m ass  d i s t r i b u t i o n  

o f  t h e  c o u p l e r  l i n k  i n  a d d i t i o n  t o  t h a t  o f  t h e  o u t p u t  l i n k ,  

e q u a t i o n  ( 5 . 1 )  m u s t  b e  m o d i f i e d  t o  becom e t h e  f o l l o w i n g  

g e n e r a l  e q u i p o l l e n t  c i r c l e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n :

(P 3* + P3 ° ) 2  + (Q3* + <J3 ° ) 2  = ( , B ° ) 2  ( 5 . 4 )

w h e r e  P.,* *  m ^ p - j*  + —— ( 5 . 5 )
a 2

* * * a 3 * *
°3  “  ^3 + 1 7  ™2 q 2 ( 5 ' 6 )

o o o a 3 o oP3  -  m3  p j  + - i r a 2 p2  ( 5 . 7 )
2

o o o a 3  o  o ,
Q3  ■ q 3  + —  m2  q 2  ( 5 . 8 )

a 2

(S e e  a l s o  e q u a t i o n  ( A .2 5 ) . )
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I n  o r d e r  t o  b e  a b l e  t o  o p t i m i z e  m e c h a n is m  r e a c t i o n s ,  

a  s p e c i f i c  c o u n t e r w e i g h t  c o n f i g u r a t i o n  h a s  t o  b e  a d o p t e d .  

F o r  t h e  p r e s e n t  w o r k ,  c i r c u l a r  c o u n t e r w e i g h t s  w h ic h  a r e  

t a n g e n t  t o  t h e i r  p i v o t s  w i l l  b e  u s e d .  (S e e  F i g u r e  5 . 2 )  

E q u a t i o n s  ( 5 . 5 )  a n d  ( 5 . 6 )  t h e n  b e c o m e :

* „ * v 3 .  * a 3 * , _ * .3  . *
/»3 » h 3  (R 3  ) c o s  $ 3  + —  /»2 i r ^ 2  ^R 2  '  GOS ®2

a 2

p3 *’r *l 3 * ( R3 * ) ^ s i n  $2 * + “  p2 *irh 2 *  ̂R2 * ) ^ 8 *n  *2 *
a 2

★
Rj * c o u n t e r w e i g h t  r a d i u s  

*
0 j  -  c o u n t e r w e i g h t  a n g l e  

*
Pj » d e n s i t y  o f  c o u n t e r w e i g h t

★
h j  *  t h i c k n e s s  o f  c o u n t e r w e i g h t

R3*

*
a n d  Q3

w h e re

( 5 . 9 )

( 5 . 1 0 )
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C. F o r m u l a t i o n  Of O p t i m i z a t i o n  P ro b le m

The b a s i c  o b j e c t i v e  o f  t h e  o p t i m i z a t i o n  c o n s i s t s  o f
*  *  *  *

c h o o s i n g  t h e  v a r i a b l e s  R2  , 6 2  * R3  a n d  (*3 s u c h  t h a t

t h e  maximum v a l u e s  o f  a l l  b e a r i n g  f o r c e s ,  t h e  i n p u t  moment 

a n d  t h e  s h a k i n g  moment a r e  s i m u l t a n e o u s l y  m in im iz e d  w h i l e  

h o l d i n g  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e  t o  a  p r e s c r i b e d  v a l u e  b y  

w ay o f  t h e  g e n e r a l  e q u i p o l l e n t  c i r c l e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n .

The m a g n i t u d e s  o f  t h e  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  

d e p e n d  e n t i r e l y  on t h e  c h o i c e  o f  t h e  c o u p l e r  a n d  o u t p u t  l i n k  

c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  a n d  a r e  a t t a i n e d  i n  a  m a n n e r  s i m i l a r  

t o  t h a t  show n i n  S e c t i o n  IV . ( T h e s e  v a l u e s ,  o f  c o u r s e ,  a r e  

n e c e s s a r y  t o  c o m p u te  t h e  m e c h a n ism  r e a c t i o n s . )

The o p t i m i z a t i o n  m e th o d  i s  f o r m u l a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g

w a y :

m in im iz e  z ( 5 . 1 1 )

s u b j e c t  t o  t h e  e q u a l i t y  c o n s t r a i n t s  o f  t h e  g e n e r a l  

e q u i p o l l e n t  c i r c l e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n  ( 5 . 4 )  a s  w e l l  a s  

t h e  f o l l o w i n g  i n e q u a l i t y  c o n s t r a i n t s :
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w h e re

o , 2
(P4 1 ) *  (Pat >41

°  , 2
< z

(P4 1 ) J MAX

W2
( p1 2 >2 ~ ( p1 2 ° )  

( p l 2 ° ) 2

(F 2 3 ) ~ ( p 2 3 °^

o , 2

< z

MAX

£  z

W4

<P23 >

(P 3 4 ) 2 -  ( P 34° ) 2

MAX

< z

(P lA  ) ‘ J  MAX

W5
(Mm/ G J -  fMM/G°)

/ o v2 
(MM/G *

(M4 i ) -  ( ^ 4 1 ° )

(M4X0 ) 2

< z

MAX

<  z
J  MAX

( 5 . 1 2 )

( 5 . 1 3 )

( 5 . 1 4 )

( 5 . 1 5 )

( 5 . 1 6 )

( 5 . 1 7 )

41

12

23

34

M
M/G

M41

W
j

b e a r i n g  f o r c e  b e tw e e n  g r o u n d  l i n k  a n d  i n p u t  l i n k  

b e a r i n g  f o r c e  b e tw e e n  i n p u t  l i n k  a n d  c o u p l e r  l i n k  

b e a r i n g  f o r c e  b e tw e e n  c o u p l e r  l i n k  a n d  o u t p u t  l i n k  

b e a r i n g  f o r c e  b e tw e e n  o u t p u t  l i n k  a n d  g r o u n d  l i n k  

s h a k i n g  moment t a k e n  w i t h  r e s p e c t  t o  m i d p o i n t  

b e tw e e n  g r o u n d  p i v o t s  AQ a n d  A3  

i n p u t  moment

w e i g h t i n g  f a c t o r s  f o r  e a c h  r e a c t i o n  , ( j = l , 2 , . . . , 6 )
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T he u s u a l  n o t a t i o n  i s  u s e d  w h e r e b y  a  z e r o  s u p e r s c r i p t  

c o r r e s p o n d s  t o  t h e  u n b a l a n c e d  l i n k a g e  w h i l e  t h e  a b s e n c e  o f  

a  s u p e r s c r i p t  r e p r e s e n t s  t h e  b a l a n c e d  l i n k a g e .  (S e e  A p p e n d ix  A . 3 )
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D. C o m p u t a t i o n a l  S e q u e n c e  O f O p t i m i z a t i o n  P r o c e d u r e

T he  f o l l o w i n g  o u t l i n e s  c o m p u t a t i o n a l  p r o c e d u r e s  f o r  

p a r t i a l  a s  w e l l  a s  f u l l  f o r c e  b a l a n c i n g  w h ic h  a r e  u s e d  i n  

p r o g r a m  OPTIMIZE ( s e e  A p p e n d ix  G ) .

1•  D e t e r m i n a t i o n  Of C o u n t e r w e i g h t  P a r a m e t e r s  F o r  

P a r t i a l  F o r c e  B a l a n c i n g

To d e t e r m i n e  a l l  m e c h a n ism  r e a c t i o n s ,  e a c h  i t e r a t i o n  

o f  t h e  o p t i m i z a t i o n  p r o c e d u r e  r e q u i r e s  a  c o m p l e t e  c o u n t e r ­

w e i g h t  d e s i g n .  The f o l l o w i n g  sho w s t h e  n e c e s s a r y  c o m p u t a t i o n a l  

s e q u e n c e .  I t  i s  d i f f e r e n t  f ro m  t h o s e  u s e d  p r e v i o u s l y  

b e c a u s e  o f  t h e  c h a n g e s  i n  t h e  m a ss  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  

c o u p l e r  l i n k :

1 .  As i n  S e c t i o n  IV -B , f ro m  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  

u n b a l a n c e d  m e c h a n is m  a s  w e l l  a s  f o r  a  g i v e n  i n p u t  

s p e e d  a n d  r e d u c t i o n  f a c t o r  t , t h e  p a r a m e t e r s  Rg,

CS x '  CS y '  *S an<2 R°MAX a r e  f *r s t  o b t a i n e d .  

S u b s e q u e n t l y ,  t h e  p r o p o r t i o n a l i t y  f a c t o r  p i s

f o u n d  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 1 0 ) .

2 .  The v a l u e  o f  B •  p B °  i s  t h e n  c o m p u te d  w i t h  t h e  

h e l p  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  u n b a l a n c e d  l i n k a g e  

f o r  u s e  i n  e q u a t i o n  ( 5 . 4 ) .
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3 .  A s e t  o f  o u t p u t  l i n k  a n d  c o u p l e r  c o u n t e r w e i g h t
*  *  *  *

p a r a m e t e r s  f ^  a n d  fi3  ' s a t i s f y

t h e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n  ( 5 . 4 ) ,  i s  c h o s e n .  (T he
* ★

t h i c k n e s s  h  a n d  d e n s i t y  f> a r e  p r e s c r i b e d . )

4 .  To d e v i s e  a  m e th o d  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  i n p u t  l i n k  

c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s ,  o ne  m u s t  c o n s i d e r  t h e  

c h a n g e s  i n  t h e  s h a k i n g  f o r c e  h o d o g r a p h  a s  i n d i c a t e d  

b y  e q u a t i o n  ( 4 . 3 ) ,  i . e .

— *"1^1 i (V - s  + "* )
FM/Ge  “  ^ 1 ®  + BK3e  ( 5 . 1 8 )

I n  t h e  p r e v i o u s l y  show n f l e x i b l e  c o u n t e r w e i g h t

d e s i g n  ( s e e  S e c t i o n  I V - D ) ,  o n l y  t h e  p a r a m e t e r s

o  o
B a n d  fi a r e  d i f f e r e n t  f ro m  B a n d  ft ,

r e s p e c t i v e l y .  The a d d e d  c h a n g e  i n  t h e  c o u p l e r  l i n k

c o n f i g u r a t i o n  a l s o  r e s u l t s  i n  c h a n g e s  i n  t h e

m a g n i t u d e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  A° a n d  « °  t o

A a n d  a . To i l l u s t r a t e  how t h i s  d i f f e r e n c e

r e f l e c t s  i t s e l f  i n  t h e  s h a k i n g  f o r c e  h o d o g r a p h ,

i t  i s  u s e f u l  t o  r e v i e w  F i g u r e  4 . 3  w h ic h  show s t h e

e f f e c t s  o f  t h e  c h a n g e s  i n  t h e  p a r a m e t e r s  B a n d  /?

o n l y .  F i g u r e  5 . 1  i n d i c a t e s  t h a t ,  f o r  t h e  p r e s e n t

c a s e ,  t h e r e  m u s t  n o t  o n l y  b e  a  r o t a t i o n  o f  t h e  l i n e  

o
D C t h r o u g h  t h e  a n g l e  $ , b u t  t h e r e  m u s t  a l s o  b e
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+  IT.

R e(X )

FIGURE 5 . 1 :  ORIGINAL AND REDUCED SHAKING

FORCE HODOGRAPH RESULTING FROM 

THREE-COUNTERWEIGHT OPTIMIZATION 

METHOD
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a  s h i f t  o f  p o i n t  D° t o  p o i n t  D . T h i s  s h i f t

i s  d u e  t o  t h e  c h a n g e s  i n  A a n d  « . The i n p u t

l i n k  c o u n t e r w e i g h t  i s  f i n a l l y  d e t e r m i n e d  w i t h  t h e  

h e l p  o f  t h e  v e c t o r  OC2  a t  t h e  a n g l e  8 2 • 

may b e  n o t e d  t h a t  f o r  t h e  sam e r e d u c t i o n  i n  s h a k i n g  

f o r c e ,  t h e  v e c t o r  DC2  i s  i d e n t i c a l  i n  m a g n i t u d e  

a n d  d i r e c t i o n  t o  t h e  v e c t o r  D°C1  o f  t h e  f l e x i b l e  

m e th o d  o f  S e c t i o n  IV -D . As a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  

a b o v e ,  t h e  c o m p u t a t i o n  f o r  t h e  i n p u t  l i n k  c o u n t e r ­

w e i g h t  p r o c e d e s  a s  f o l l o w s  1

a .  The a n g l e  f} i s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  e q u a t i o n  

( 4 . 1 6 ) ,  i . e .

( 5 . 1 9 )

w h e re

B Q 3  ^  P 3  h j  ( R j  ) s i n S j

(S e e  e q u a t i o n s  ( 5 . 9 ) ,  ( 5 . 1 0 ) ,  ( A . 3 3 ) ,  ( A .3 4 ) ,

( A .4 1 )  a n d  ( A .4 2 ) . )
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b .  The a n g l e  o f  r o t a t i o n  ^ 1 b t h e n  fo u n d  f ro m

* -  0 -  p °  ( 5 . 2 0 )

o
a° - 1  3w h e r e  p *  t a n  ------

P3 °

(S e e  e q u a t i o n s  ( 4 . 2 ) ,  ( 4 . 3 4 ) . )

c .  The v e c t o r  DC^ * BK^e"^ *3 ^   ̂ i s  f o u n d  w i t h

t h e  h e l p  o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 2 7 )  a n d  ( 4 . 4 9 ) :

o o i (  { + * )
DC2  -  D Cj_ * D Cg e ( 5 . 2 1 )

w h e re

o
o i f  f  2  2  i *  o i<*

D Cs  e  -  Y (CS x } + fCSy> e  S “  A K! e

o
-1  ^  ^ S y

a n d  { * t a n  —g-----
D CSx

(S e e  e q u a t i o n s  ( 4 . 2 ) ,  ( 4 . 7 ) ,  ( 4 . 1 0 ) ,  ( 5 . 2 0 ) . )

d .  The v e c t o r  OD i s  o b t a i n e d  b y  w ay o f :

—  i «
OD -  AK^e ( 5 . 2 2 )

w h e re



(S e e  e q u a t i o n s  ( A .3 1 )  a n d  ( A .3 2 ) . )

W ith  t h e  a b o v e ,  t h e  v e c t o r  OC2  , w h ic h  d e t e r m i n e s  

t h e  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t ,  i s  f o u n d  f r o m :

„  i  t j  ia t ^ K  t  + * ) \OC0e 2 ■ ODe + DC->e ( 5 . 2 3 )

w h e r e  8 2  “  t a n
-1  0 0 2Y 

0C2X

*  2
F i n a l l y ,  s i n c e  • t l i e  f o r c e  o f  t h e  i n p u t

l i n k  c o u n t e r w e i g h t  m u s t  e q u a l :

* * • 2 1 8 *  1 8 ,  i (  8 ,  + * ),
m^ r ^  e  1 « -O C 2e  2 « o c ^ e  2  ( 5 . 2 4 )

T h i s  l e a d s  t o  t h e  d e s i g n  e q u a t i o n s :
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2 .  D e t e r m i n a t i o n  Of C o u n t e r w e i g h t  P a r a m e t e r s  

F o r  F u l l  F o r c e  B a l a n c i n g

J u s t  a s  f o r  p a r t i a l  f o r c e  b a l a n c i n g ,  e a c h  i t e r a t i o n  o f  

t h e  o p t i m i z a t i o n  p r o c e d u r e  f o r  f u l l  f o r c e  f o r c e  b a l a n c i n g  

r e q u i r e s  a  c o m p l e t e  c o u n t e r w e i g h t  d e s i g n .  The c o m p u t a t i o n a l  

p r o c e d u r e  g i v e n  b e lo w  r e p r e s e n t s  a  s i m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  

p a r t i a l  f o r c e  b a l a n c i n g  p r o c e d u r e ,  s i n c e  now t h e  r a d i u s  o f  

t h e  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e  v a n i s h e s :

a .  F o r  f u l l  f o r c e  b a l a n c i n g ,  t h e  p r o p o r t i o n a l i t y  

f a c t o r  m i n  e q u a t i o n s  ( 5 . 1 )  a n d  ( 5 . 4 )  i s  s e t  

e q u a l  t o  z e r o .

b .  A s e t  o f  c o u p l e r  a n d  o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t
*  *  *  *

p a r a m e t e r s  1*2 » $ 2  ' * 3  a n d  9 3 w h ic h

s a t i s f y  t h i s  r e v i s e d  e q u i p o l l e n t  c i r c l e  c o n s t r a i n t

e q u a t i o n  i s  now c h o s e n .  ( A g a in ,  t h e  t h i c k n e s s  h*
*

a n d  d e n s i t y  p a r e  p r e s c r i b e d . )

c .  To d e v i s e  a  m e th o d 1  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  i n p u t  l i n k

1
The p r e s e n t  m e th o d  f o r  d e s i g n i n g  t h e  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  
w as  c h o s e n  b e c a u s e  i t  i s  u s e d  i n  t h e  e x i s t i n g  c o m p u te r  p r o g r a m .  
W ith  t h e  m ass  o f  t h e  c o u p l e r  know n, t h e  i d e n t i c a l  c o u n t e r w e i g h t  
d e s i g n  may b e  o b t a i n e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  e q u a t i o n  (8) o f  f 8 1 .



c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  R^* a n d  , one

c o n s i d e r s  t h e  s h a k i n g  f o r c e  h o d o g r a p h  e q u a t i o n  ( 4 . 3 )  

W h ich  now h a s  b e e n  r e d u c e d  t o :

“  ~ i 4  i  a
^*M/Ge ^ ( 5 . 2 7 )

T h i s ,  o f  c o u r s e ,  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  h o d o g r a p h  

h a s  b e e n  r e d u c e d  t o  a  s i n g l e  c o n s t a n t  v e c t o r  w hose  

n e g a t i v e  f u r n i s h e s  t h e  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t .  

T h i s  v e c t o r  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  v e c t o r  OD a t  

a n g l e  « i n  F i g u r e  5 . 1 .

T he q u a n t i t i e s  A. a n d  a o f  e q u a t i o n  ( 5 . 2 7 )  

a r e  now o b t a i n e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  e q u a t i o n  ( 5 . 2 2 ) :

l (

. i , _ o  * * *,  *. 3
I I  i  *̂2  ̂ 2  ̂ a l  — • 1 ~ f>2 i t h2  ( ^ 2   ̂ c o s t f j

-  —  P2*, r h 2 * ^ R2 * ^  8 ^ n ®2*^
2 ( 2

—1 ODy 
* » t a n  —

ODx

• 2
S i n c e  Ki  *  ^ i  * ^ e  f o r c e  o f  t h e  i n p u t  l i n k  

c o u n t e r w e i g h t  i s  o b t a i n e d ,  i n  a  m an n e r  p a r a l l e l  t o  

t h a t  r e p r e s e n t e d  b y  e q u a t i o n  ( 5 . 2 4 ) ,  f ro m
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* * •  2 i « , *  La i (  « + jt )
mi r i  i  e  1  ■ -ODe *  ODe

The c o u n t e r w e i g h t  d e s i g n  e q u a t i o n s  b e c o m e :

m
mi  r i  “  7 7  

*1

*
a n d  •  « + fl­

i t  i s  t o  b e  n o t e d  t h a t  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e
a a

c o u n t e r w e i g h t  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t  mi r i  i s  

e q u a l  t o  t h e  q u a n t i t y  A i n  e q u a t i o n  ( 5 . 2 7 ) .

The a b o v e  m e th o d  a l s o  f u r n i s h e s  t h e  c o r r e c t  a n s w e r

e v e n  i f  t h e  i n p u t  l i n k  d o e s  n o t  r o t a t e  a t  c o n s t a n t  s p e e d .

S i n c e  t h e  t o t a l  m e c h a n ism  c e n t e r  o f  m a ss  i s  s t a t i o n a r y

i n  a  f u l l y  b a l a n c e d  m e c h a n is m ,  t h e  n e t  f o r c e  b y  t h e  m e c h a n is m

on t h e  g r o u n d  v a n i s h e s  r e g a r d l e s s  o f  i n p u t  s p e e d .  T h i s  may

b e  show n i n  t e r m s  o f  t h e  p r e s e n t  m e th o d  o f  d e r i v a t i o n  b y
** .

c o n s i d e r i n g  t h e  fo rm  o f  e q u a t i o n  ( 5 . 2 7 )  w hen ^  w  0 .  

A c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( A .1 2 ) ,  e q u a t i o n  ( 5 . 2 7 )  b e c o m e s :

— - i  V, i  a
M/G® 1  **1®
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A g a i n ,  t h e  q u a n t i t y  A i n  t h e  a b o v e  i s  i d e n t i c a l  w i t h  t h a t  

i n  e q u a t i o n  ( 5 . 2 7 ) ,  e v e n  t h o u g h  one  d e a l s  w i t h  a  v e c t o r  o f  

v a r i a b l e  l e n g t h  ( a n d  c o n s t a n t  d i r e c t i o n ) .  I f  a  c o u n t e r ­

w e i g h t  w h o se  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t  e q u a l s  t h e  m a g n i t u d e  o f  

A i s  a d d e d ,  t h e  shaT cing  f o r c e  i s  r e d u c e d  t o  z e r o .

3 .  D e t e r m i n a t i o n  Of Optimum  M e ch a n ism  R e a c t i o n s

*  *
Once t h e  op tim u m  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  a n d  9^

( i » l , 2 , 3 ) h a v e  b e e n  o b t a i n e d ,  t h e  a s s o c i a t e d  maximum m e c h a n ism  

r e a c t i o n s  a r e  o b t a i n e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  p r o g r a m  FMAX w h ic h  

i s  l i s t e d  i n  A p p e n d ix  F . 2 .
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E. E x am p le s

The p r e s e n t  s e c t i o n  g i v e s  t h e  r e s u l t s  o f  s e v e r a l  g r o u p s  

o f  o p t i m i z a t i o n  r u n s  a n d  d i s c u s s e s  t h e i r  s i g n i f i c a n c e  i n  t h e  

l i g h t  o f  p r e v i o u s l y  show n m e th o d s  o f  l i m i t i n g  t h e  maximum 

s h a k i n g  f o r c e .  T he e x a m p le  m e c h a n ism  i s  t h e  sam e a s  t h a t  

u s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  t h a t  now 

a n  a d d i t i o n a l  c o u p l e r  c o u n t e r w e i g h t  i s  i n t r o d u c e d  ( s e e  

F i g u r e  5 . 2  a n d  T a b l e  4 . 1 ) .  As b e f o r e ,  b o t h  t h e  o r i g i n a l  

m e c h a n ism  a n d  a l l  c o u n t e r w e i g h t s  a r e  a s su m e d  t o  b e  made o f  

s t e e l  a n d  t h e  m e c h a n ism  s p e e d  i s  t a k e n  t o  b e  500 rp m .

The f o l l o w i n g  g r o u p s  o f  o p t i m i z a t i o n s  a r e  i n v o l v e d :

1 .  R e d u c t i o n  O f 50 And 75 P e r c e n t  I n  T he 

Maximum S h a k i n g  F o r c e

O p t im iz e d  d y n a m ic  r e a c t i o n s  w e r e  o b t a i n e d  b o t h  f o r  a  

50 p e r c e n t  a n d  a  75 p e r c e n t  r e d u c t i o n  i n  t h e  maximum s h a k i n g  

f o r c e .  The w e i g h t i n g  f a c t o r s  t o  W&, a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  

c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s  ( 5 . 1 2 ) - ( 5 . 1 7 ) ,  w e r e  s e t  e q u a l  t o  u n i t y  

( s e e  d i s c u s s i o n  b e l o w ) .  The o p tim u m  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  

w e re  o b t a i n e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  p r o g r a m  OPTIMIZE. A p p e n d ix  G 

sh o w s t h e  d e t a i l s  o f  t h e  o p t i m i z a t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  

50 p e r c e n t  r e d u c t i o n  o f  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e .  P ro g ra m  

FMAX w as s u b s e q u e n t l y  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  maximum d y n a m ic
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r e a c t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  o f  

p r o g r a m  OPTIMIZE s e r v i n g  a s  t h e  i n p u t .

2 .  F u l l  F o r c e  B a la n c e

The o p tim u m  d y n a m ic  r e a c t i o n s  w e r e  a l s o  o b t a i n e d  f o r  

a  f u l l y  f o r c e  b a l a n c e d  m e c h a n ism  e m p lo y in g  t h r e e  c o u n t e r w e i g h t s .  

The m e th o d s  o f  o p t i m i z a t i o n  a r e  i d e n t i c a l  t o  t h o s e  d e s c r i b e d  

a b o v e .

3 .  I n p u t  Moment O p t i m i z a t i o n  F o r  A. F u l l y  

F o r c e  B a l a n c e d  M ech an ism

An i n p u t  m om ent o p t i m i z a t i o n  f o r  a  f u l l y  b a l a n c e d  

m e c h a n ism  w as  a l s o  p e r f o r m e d .  A p p e n d ix  H, w h ic h  o u t l i n e s  

a  m o d i f i c a t i o n  o f  p r o g ra m  OPTIMIZE, w as u s e d  f o r  t h i s  p u r p o s e .

I n  o r d e r  t o  m in i m iz e  o n l y  t h e  maximum i n p u t  moment M ^  , t h e  

c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s  f o r  a l l  o t h e r  d y n a m ic  r e a c t i o n s  w e re  

re m o v e d  f ro m  t h e  p r o g r a m .  T h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  l e t t i n g  

W6 - l  a n d  v 1 »V2 mV3 mV4 mVSm° •

4 .  R e s u l t s  O f  O p t i m i z a t i o n s  And C o n c l u s i o n s

T a b le  5 . 1  g i v e s  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  v a r i o u s  o p t i m i z a t i o n s .  

The t h r e e  s e t s  o f  o p t i m i z e d  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s ,  t h e  f o u r  

maximum b e a r i n g  f o r c e s ,  t h e  maximum i n p u t  m om ent, a n d  t h e  

maximum s h a k i n g  moment a r e  l i s t e d  t o g e t h e r  w i t h  t h e  m i n i m i z a t i o n



T ab le  5 .1 :  C cag iu risan  o f  Maximum Dynamic R e a c tio n s  o f  U n b a lan ced , B alan ced  and  O p tim ized  Example Mechanism

R
u
n

I

P e r c e n t a g e  
R e d u c t i  o n  

i n
M a x im u m  

S h a k i n g  P o r c e

Q u a n t i t y  

O p t  i w i z e d

C o u n t  e r  w e  i g l i t  
P a r a m e t e r s * 1  ) M a x l s k i m  B e a r i n g  F o r c e s

1 6 x i « m
I n p u t

M o m e n t

M a x im u m
S h a k i n g
M o m e n t #

O p t i m i z a t i o n

P a r a m e t e r
R l* (  i n ) R 2 < i n ) R j ( i n )

*4*
( l b )

•p 2 l l
( l b )

lp 2 *
( l b )

1P4-*

( l b )
IM4 l l  

( i n - l b )
, m h / g I

( i n - l b ) ( l b 2 )« l * ( d e g * 2* ( d e g #2* ( d e y  ]

0

U n b a  l a n c e d  

^ N / C ^ M A X " 2 5 * 0 0

H o n e - 5 2 . 1 2 5 0 . 7 4 4 0 .  3B 3 9 . 2 7 3 8 . 7 2 9 0 . 9 0 -

2
5 0

* p H / G * M A X c l 2 * 5 0  * *

B e s t  T w o -  
O w t  C a s s P *

1 . 3 0  
1 6 0 . 7 4

-
0 . 7 6

1 8 5 . 0 9
4 9 . 0 5 5 4 . 4 7 4 4 . 0 0 4 3 . 7 3 4 1 . 6 3 9 4 . 3 9 -

3
5 0

* FM / G * M A X “ 1 2  * 5 0  * *

A l l
R e a c t i o n s

1 . 6 5  
1 7 2 . 5 7

1 . 0 7  
2 3 0 . 0 9

0 . 4 2
1 7 0 . 9 5

4 0 . 0 8 5 5 . 0 7 4 0 . 3 0 3 9 . 1 2 3 3 . 4 2 9 2 . 5 7 0 . 1 7 8

4
7 5

( F M / G * M A X =  6 * 2 5  b

B e s t  I W t b  
C w t  C a s e

1 . 2 0  

1 6 5 . 8 8
- 1  . 0 4  

1 8 5 . 0 9
6 2 . 1 6 6 6 . 6 8 5 5 . 9 9 5 8 . 9 0 5 2 . 0 1 9 2 . 8 4 -

5
7 5

^ M / w W *  6  “  11

A 1 1 

R e a c t  i o n s
1 . 8 1  

1 7 4 . 1 0
1 . 3 7

2 1 4 . 6 7
0 . 7 1

1 5 3 . 2 9
4 1  : 4 4 6 2 . 2 9 4 5 . 3 0 4 3 . 0 0 3 8 . 5 3 4 1 . 7 2 0 . 5 0 7

6
100 aP u  11 y  B a  1 a n c e . f

< f m / g * n a x "  0  b

H o n e
1  . 0 0  

1 7 4 . 4 2
-

1 . 2 4  

1 8 5 . 0 4
7 8 . 5 2 8 2 . 0 9 7 1 . 2 3 7 8 . 5 2 6 4 . 8 4 4 5 . 4 5 -

7
1 0 0

t F M / G * M A X ~  0  b

A l l  
R e a c t  i o n s

1 . 8 8
1 8 2 . 5 0

1 . 4 8
2 0 2 . 0 2

0 . 9 2

1 4 6 . 4 3
4 9 . 1 0 7 2 . 6 8 5 3 . 2 3 4 4 . 1 0 51 . 1 9 9 2 . 4 0 1 . 0 5 2

d
l  n o

* V g W  0  b

I n p u t
M o m e n t
O n l y

1 . 8 6  
1 8 7 . 1 0

1 . 4 4  
2 3 6 . 1  1

1 . 1 9  

1 3 5 . 6 3
5 5 . 8 2 7 9 .  7 0 6 4 . 4 3 5 5 . 8 2 4 4 . 0 3 7 5 . 4 0 0 . 2 9 3 M *

( 1 )  S t e e l  c o u n t e r w e i g h t s ,  0 , 6 2 5  i n c h e s  t h i c k .  ( T h i s  i s  2 . 5  t i n e s  t h e  l i n k  t h i c k n e s s . )
( 2 )  S l u i k i n g  n n e n t  i s  t a k e n  w i t h  r e s p e c t  t o  m i d t x i i n t  b e t w e e n  g r o u n d  b e a r i n g s .
( )  > F u l l y  b a l a n c e d  b y  t h e  t w o - c o u n t e r w e i g h t  I f e t h o d  o f  L i n e a r l y  I n d e p e n d e n t  V e c t o r s  [ B ] *
( 4 )  A p p l i e s  o n l y  t o  i u | > u t  M o m e n t  c o n s t r a i n t .
( 5 )  U s i n g  L h e  Method o f  S e c t i o n  JV  w i t h  mitiiMUM r a d i u s  o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t .  ( S e e  T a b l e  4 . 3 )



146

p a r a m e t e r  z f o r  e a c h  o f  t h e  o p t i m i z a t i o n  g r o u p i n g s  d i s c u s s e d  

a b o v e .  F o r  p u r p o s e s  o f  c o m p a r i s o n ,  s i m i l a r  d a t a  a r e  g i v e n  

f o r  t h e  u n b a l a n c e d  m e c h a n is m ,  a s  w e l l  a s  a  m e c h a n ism  w h ic h  

h a s  b e e n  f u l l y  b a l a n c e d  b y  t h e  t w o - c o u n t e r w e i g h t  M ethod  o f  

L i n e a r l y  I n d e p e n d e n t  V e c t o r s .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  r e s u l t s  

a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  minim um  r a d i u s  o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  

f o r  t h e  50 p e r c e n t  a n d  t h e  75 p e r c e n t  r e d u c t i o n s  i n  t h e  

maximum s h a k i n g  f o r c e  b y  t h e  m e th o d  o f  S e c t i o n  IV  a r e  

r e p r o d u c e d  f ro m  T a b l e  4 . 3 .

The f o l l o w i n g  c o n c l u s i o n s  may b e  d r a w n :

a .  The o p t i m i z a t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  50 p e r c e n t

a n d  t h e  75 p e r c e n t  r e d u c t i o n s  i n  t h e  maximum s h a k i n g  

f o r c e  a r e  o f  i n t e r e s t  f ro m  tw o  p o i n t s  o f  v i e w .  F i r s t ,  

i t  may b e  s e e n  t h a t  w hen t h e  v a l u e s  o f  t h e  maximum 

d y n a m ic  r e a c t i o n s  o f  t h e  new o p t i m i z a t i o n  t e c h n i q u e  

a r e  c o m p a re d  t o  t h o s e  o f  t h e  minim um  r a d i u s  o u t p u t  

l i n k  c o u n t e r w e i g h t  m e th o d  o f  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  

i t  b e c o m e s  c l e a r  t h a t  t h e  v a l u e  o f  t h e  p r e s e n t  

o p t i m i z a t i o n  m e th o d  i n c r e a s e s  a s  t h e  p r e s c r i b e d  

r e d u c t i o n  i n  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e  i n c r e a s e s .

W h i le  r u n  3 o f  T a b le  5 .1  show s some im p ro v e m e n t  i n  

t h e  maximum r e a c t i o n s  o v e r  t h o s e  o f  r u n  2 , a
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c o m p a r i s o n  o f  r u n s  4  a n d  5 c l e a r l y  sho w s t h e  

a d v a n t a g e s  o f  t h e  p r e s e n t  o p t i m i z a t i o n  m e t h o d .

F o r  t h i s  l a t t e r  c a s e ,  t h e  m a j o r i t y  o f  t h e  d y n a m ic  

r e a c t i o n s  a r e  f ro m  a p p r o x i m a t e l y  19 t o  33 p e r c e n t  

s m a l l e r  t h a n  t h o s e  o b t a i n e d  f ro m  t h e  t w o - c o u n t e r w e i g h t  

m e th o d .

S e c o n d l y ,  w hen c o m p a r in g  r u n s  3 a n d  5 w i t h  r u n  1 .  

w h ic h  g i v e s  t h e  maximum d y n a m ic  r e a c t i o n s  o f  t h e  

u n b a l a n c e d  m e c h a n is m ,  o n e  f i n d s  d e c r e a s e s  a s  w e l l  

a s  s u p r i s i n g l y  s m a l l  i n c r e a s e s  i n  m any o f  t h e s e  

r e a c t i o n s .

b .  The p r e s e n t  t h r e e - c o u n t e r w e i g h t  o p t i m i z a t i o n  i s

e s p e c i a l l y  e f f e c t i v e  w hen  a p p l i e d  t o  t h e  f u l l y  f o r c e  

b a l a n c e d  m e c h a n is m .  C o m p a r i s o n  w i t h  t h e  t w o -  

c o u n t e r w e i g h t  m e th o d  ( s e e  r u n s  6  a n d  7 )  show s a  

s u b s t a n t i a l  d e c r e a s e  i n  a l l  r e a c t i o n s ,  w i t h  t h e  

e x c e p t i o n  o f  t h e  s h a k i n g  m om ent, w h ic h  r e m a i n s  

e s s e n t i a l l y  u n c h a n g e d .  T h i s  m o s t  a d v a n t a g e o u s  

r e s u l t  i s  o b t a i n e d  a t  t h e  c o s t  o f  t h e  a d d i t i o n a l  

c o u p l e r  c o u n t e r w e i g h t  a s  w e l l  a s  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  

s i z e  o f  t h e  i n p u t  c o u n t e r w e i g h t .  ( T h i s  i s  a s s o c i a t e d  

w i t h  sam e d e c r e a s e  i n  t h e  s i z e  o f  t h e  o u t p u t  l i n k  

c o u n t e r w e i g h t . )
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c .  The I n p u t  m om ent o p t i m i z a t i o n  o f  t h e  f u l l y  f o r c e  

b a l a n c e d  m e c h a n is m  a l s o  sh o w s f a v o r a b l e  r e s u l t s  

w hen c o m p a re d  t o  t h e  m e c h a n is m  b a l a n c e d  b y  t h e  

M e th o d  o f  L i n e a r l y  I n d e p e n d e n t  V e c t o r s  ( s e e  r u n s  

6  a n d  8 ) .  T he maximum i n p u t  m om ent i s  d e c r e a s e d  b y  

a p p r o x i m a t e l y  32 p e r c e n t .  I n  a d d i t i o n ,  a l l  o t h e r  

r e a c t i o n s  a r e  e i t h e r  c o n s i d e r a b l y  d e c r e a s e d  o r ,  

a t  w o r s t ,  r e m a i n  s u b s t a n t i a l l y  t h e  sa m e .

W h ile  o n l y  a  l i m i t e d  e f f o r t  i n  t h i s  d i r e c t i o n  h a s  

b e e n  m ad e , i t  h a s  b e e n  fo u n d  t h a t  t h e  o u tc o m e  o f  t h e  v a r i o u s  

o p t i m i z a t i o n s  c a n n o t  b e  g r e a t l y  i n f l u e n c e d  b y  m o d i f y i n g  t h e  

w e i g h t i n g  f a c t o r s  o f  t h e  c o n t r o l l i n g  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s .

I f  d e s i r e d ,  t h i s  c o n t r o l l i n g  e x p r e s s i o n  may b e  f o u n d  b y  

s u b s t i t u t i n g  t h e  maximum r e a c t i o n s  i n t o  t h e  a p p r o p r i a t e  

c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s  ( 5 . 1 2 ) - ( 5 . 1 7 )  a n d  b y  d e t e r m i n i n g  t h a t  

r e s u l t  w h ic h  i s  c l o s e s t  t o  t h e  g o v e r n i n g  o p t i m i z a t i o n  

p a r a m e t e r  z  . F o r  e x a m p le ,  i n  t h e  o p t i m i z a t i o n  a s s o c i a t e d  

w i t h  t h e  50 p e r c e n t  r e d u c t i o n  i n  maximum s h a k i n g  f o r c e  ( s e e  

r u n  3 i n  T a b l e  5 . 1 ) ,  t h e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s  ( 5 . 1 2 )  a n d  ( 5 . 1 3 ) ,  

p e r t a i n i n g  t o  f o r c e s  P41  a n d  # r e s p e c t i v e l y ,  f u r n i s h

t h e  f o l l o w i n g  v a l u e s :
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r  *2  -  2  - r  2  , 2  _
<r4 1 ) -  ( f 4 1 ° )

* ( 1  )
( 4 0 . 0 8 )  -  ( 5 2 . 1 2 )

-  4 2
f— £ M

C

1 ( 5 2 . 1 2 )

a n d

M f  <F 2 1 > -  <F2 1 °> ] -  ( 1 )
‘  ( 5 5 . 0 7 )  -  ( 5 0 . 7 4 )

2  0  2 2L < * 2 1  > ( 5 0 . 7 4 )

-  - . 4 1

-  .1 8

C l e a r l y ,  t h e  s e c o n d  v a l u e  i s  c l o s e s t  t o  z “ .1 7 8  a n d  

t h e r e f o r e ,  t h e  c o n s t r a i n t  on  t h e  f o r c e  P 2 1  c o n t r o l s .
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V I . APPENDICES

APPENDIX A

SHAKING FORCE EXPRESSIONS FOR A FOUR-BAR LINKAGE 

WITH GENERAL LINK MASS DISTRIBUTION

F o r  t h e  p u r p o s e  o f  t h i s  w o rk  i t  i s  s o m e t im e s  a d v a n t a g e o u s

t o  u s e  t h e  g e n e r a l  s h a k i n g  f o r c e  e x p r e s s i o n s  a s  f u n c t i o n s  o f  

t h e  l i n k  a n g l e s  < 2̂  a n d  ^ 3 , w h i l e  a t  o t h e r  t i m e s

i t  i s  m ore  d e s i r a b l e  t o  h a v e  th e m  a s  f u n c t i o n s  o f  ^  a n d

o n l y  ( s e e  F i g u r e  A . l ) .  B o th  a p p r o a c h e s  a r e  o u t l i n e d  b e lo w

a n d  e x p r e s s i o n s , b o t h  i n  e x p o n e n t i a l  a n d  C a r t e s i a n  c o m p o n e n t  

fo rm , a r e  g i v e n .  F i n a l l y ,  t h e  p r e v i o u s l y  i n t r o d u c e d  

n o t a t i o n  £ 8  J  , w h ic h  a l l o w s  t h e  d i s t i n c t i o n  b e tw e e n  t h e  

m ass  p a r a m e t e r s  o f  b a l a n c e d  a n d  u n b a l a n c e d  m e c h a n is m ,  i s  

r e v i e w e d .

1 .  S h a k i n g  F o r c e  E x p r e s s i o n  i n  T erm s o f  a n d  <t>̂

a .  E x p o n e n t i a l  Form

The m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c e n t e r  

o f  m ass  t r a j e c t o r y  o f  t h e  f o u r - b a r  l i n k a g e  show n i n  F i g u r e  A . l  

may b e  e x p r e s s e d  a s  f o l l o w s  I 8  I 1



FIG .  A . l  G E N E R A L  F O U R - B A R  L I N K A G E
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i t f i  %MPS -  (m^r^e 1 + m2a 1 )c *■ + m2r 2e *

itf-j A+ n i j r ^ o  J e  3 + m3a 4 ( A . l )

S i n c e  t h e  s h a k i n g  f o r c e  i® e q u a l  t o  t h e  sum o f

t h e  D 'A l e m b e r t  f o r c e s  o f  t h e  i n d i v i d u a l  l i n k s , i t  may b e  

o b t a i n e d  b y  d o u b l e  d i f f e r e n t i a t i o n  o f  t h e  a b o v e  a n d  t h e  

s u b s e q u e n t  c h a n g e  o f  s i g n  o f  t h e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n :

Vo ■ "Mf» " ["l/Pl + ^ l1 + m2al ] Kl*iri
i y+ m . ( p 2  + i q 2 )K2 e 1 7 2 + m3 ( p 3  + i q 3 )K3 e i y 3 ( A .2 )

w h e r e  p^ »  r ^ c o s  9̂

q j  -  r j S i n d j

t a n
-1

K ,
V 7

4 + » 2

\  j  -  ( 1 , 2 , 3 ) (A . 3 )

b .  C a r t e s i a n  C om pon en t Form

T r a n s f o r m a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( A .2 )  y i e l d s  t h e  f o l l o w i n g  

X a n d  Y c o m p o n e n ts  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e :
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( A . 4 )

a n d  F

( A . 5 )

2 .  S h a k i n g  F o r c e  E x p r e s s i o n  i n  Tarmg o f  1 a n d  4 ^ 

a . E x p o n e n t i a l  Form

When t h e  l o o p  e q u a t i o n  i s  u s e d  t o  e x p r e s s  t h e  a n g l e  ^  

i n  t e r m s  o f  a n d  4 3 [ s  J  » t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e

m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c e n t e r  o f  m ass  

t r a j e c t o r y  b e c o m e s 1 t

E q u a t i o n  ( A .6 )  c a n  a l s o  b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  o t h e r  
c o m b i n a t i o n s  o f  i n d i v i d u a l  c r a n k  a n g l e s  4 ^ ,  s u c h  a s  + 1
a n d  4  2  o r  ^ 2  an<* ^ 3 *

( A .6 )

1
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D o u b le  d i f f e r e n t i a t i o n  o f  t h e  a b o v e  a n d  c h a n g e  o f  s i g n  

a g a i n  f u r n i s h e s  a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  s h a k i n g  f o r c e  :

FM/G (Px + iQ 1 )K1 e i y l  + (P 3 + i 0 3 )K3e i y 3 (a . 7 )

w h e r e  t h e  f o l l o w i n g  " g e n e r a l  m a s s - - d i s t a n c e  p r o d u c t s "  a r e  d e f i n e d *

a ,
P1 * “ l P l  + m2a l  "  a j m2 p 2 (A>8)

Q1 *  *”1^1 ”  ̂  m2q 2 ( A .9 )
2

P 3 * m3P 3 + m2P 2 ( A .1 0 )
2

° 3  '  m3q 3 + a f  m2q 2 (A ' U )

The K j a n d  y^ t e r m s  a r e  i d e n t i c a l  w i t h  t h o s e  o f  

e q u a t i o n  ( A . 3) (now j  = 1 , 3 ) .

U n d e r  c e r t a i n  c i r c u m s t a n c e s  i t  p r o v e s  u s e f u l  t o  

m o d i f y  e q u a t i o n  ( A . 7 )  f u r t h e r ,  i . e .

— 4 f y + * ) i ( y + 5 )
- A K « U  1 ' + BK,e 3 P) ( A .1 2 )

M/G 1 3

w h e re A -  ^ ( P 1 )2 + ( C ^ ) 2 ( A .1 3 )

-1  ° i« “  t a n  {A .1 4 )
*7

iB -  W ( p 3 ) 2 + (Q3 ) 2 ( A .1 5 )

- 1  Q-i
f3 ■ t a n  (A .16)

3
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( A .1 7 )  

( A .1 8 )

3 .  N o t a t i o n  A l l o w i n g  D i s t i n c t i o n  B e tw e e n  B a la n c e d  a n d  

U n b a la n c e d  M ech an ism s

I n  o r d e r  t o  d i s t i n g u i s h  b e tw e e n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  

l i n k s  o f  b a l a n c e d  a n d  u n b a l a n c e d  m e c h a n is m s  a s  w e l l  a s  

t h o s e  o f  c o u n t e r w e i g h t s ,  t h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n  i s  u s e d :

a )  t h e  s u p e r s c r i p t  z e r o  r e f e r s  t o  p a r a m e t e r s  o f  th e  

u n b a l a n c e d  m e c h a n ism

b )  t h e  s u p e r s c r i p t  a s t e r i s k  r e f e r s  t o  c o u n t e r w e i g h t  

p a r a m e t e r s

c )  t h e  a b s e n c e  o f  a n y  s u p e r s c r i p t  r e f e r s  t o  p a r a m e t e r s  

o f  a  b a l a n c e d  l i n k a g e .

A c c o r d i n g l y ,  t h e  d i s t a n c e s  t o  t h e  v a r i o u s  c e n t e r s  o f

b .  C a r t e s i a n  C om po nen t Form

T r a n s f o r m a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( A . 7 )  g i v e s  t h e  f o l l o w i n g  

X a n d  Y c o m p o n e n ts  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e :

V gx- <KlCO,V Pl - <Vlrni>Qi
+ {K3c o s > 3 ) P 3 “  (K3s i n Y 3 )Q3

and V gy" <Kl*inV Pl + <K1c°“T1,Q1
+ (K3s i n r 3 )P 3 + (K c o . r 3 )Q3
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m a s s ,  a s  shew n  I n  F i g u r e  A .2 ,  a n d  t h e i r  c o r r e s p o n d i n g  

a n g l e s  a r e  g i v e n  b y i

"0 T 2  ' <T7
•j

0  - u .- 1 51

*  I / *  J .  f *  \  ‘-  y  ( P j  ) + fq^  )

-  t a n - 1  q j

P j
7 — 2^ p*~ + q

t a n

>  ( j  *  1 , 2 , 3 )

( A ,1 9 )  

( A . 20 )  

( A .2 1 )  

( A .2 2 )  

( A .2 3 )  

( A . 24)

The m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  f o r  a  b a l a n c e d  l i n k a g e

b e c o m e :

( j  *  1 , 2 , 3 )
o_ o * *

n»jqj *  j  q j

( A .2 5 )

When e q u a t i o n  ( A .1 2 )  r e p r e s e n t s  a n  u n b a l a n c e d  

m e c h a n is m ,  i t  b e c o m e s  :

V g  “  A°K1 « i ( T l  + “ 1 + B°K3. i ( 1 , 3 + f i  1 ( A . 2 6 )
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J s r

>

V Input lin k  : j »  1

r lin k : j •  2

O utpu t lin k  : j -  3

can ter  o f  m a s t  

o f  o r ig in a l  lin k

ce n ter  o f  m a s s  o f

center of mass of

H O  A .2  NOMKNCLATURI ASSOCIATED WITH 

LMKS AND COUNTHW BGHTS
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w h e re  A° ■ ^  ( P ^ ° ) ^  + (Q ^0 )^  ( A .2 7 )

« °  * t a n " 1  ( A ,2 8 )
* 1 °

B° -  y  (P 3 ° ) 2  + (Q3 ° ) 2  ( a . 29)

o
0 °  -  t a n " 1  (A .30  )o

p 3

a n d  P^ 0  ■ + m2 ° a l  “  a ”  m2 ° p 2 °  ( A .3 1 )

_ O O o a l  o o
1  *  *"1 q l  “  “  m 2  q 2

2
{ A .3 2 )

«  °  °  °  a 3 °  °  /»
3 * m3 P3 + “  m2 p 2 ( A .3 3 )

2

o o o a 3  0 0  / i t ^ e vQ3  »  n»3 q 3  + -=■ m2  q 2  ( A .3 4 )
2

When e q u a t i o n  ( A .1 2 )  d e s c r i b e s  t h e  s h a k i n g  f o r c e  o f  a  

m e c h a n ism  w i t h  c o u n t e r w e i g h t s  on  l i n k s  1  a n d  3 , t h e  g e n e r a l  

m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  b e c o m e :

P 1  "  ml * p l *  + Pl °  (A. 3 5 )

Q1 “  ml * ^ l *  + Ql °  CA.36)

P 3  -  m3 * P 3* + P 3°  ( A . 3 7 )

Q3  -  m3 * q 3* + Q3 °  ( A .3 8 )



F i n a l l y ,  w hen  c o u n t e r w e i g h t s  a r e  a t t a c h e d  t o  a l l  t h r e e  

m o v in g  l i n k s ,  t h e  g e n e r a l  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  b e c o m e :

r l

Q 1

P l °  +

o , _ * 
Qi  + Qi

o  ̂
Q , -  Q3  + Q3

w h e re  P^* * + m2 * a l  "  5 ^" m2 * p 2 *
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APPENDIX B

ON THE NUMBER OF MASS-DISTANCE PARAMETERS

OF A FOUR-BAR LINKAGE WHICH MAY BE DETERMINED

WITH THE HELP OF THE SHAKING FORCE COMPONENTS

When t h e  i n v e s t i g a t i o n  c o n c e r n i n g  a  f o r c e  b a l a n c i n g  

m a c h in e  f o r  f o u r - b a r  l i n k a g e s  w as  f i r s t  s t a r t e d ,  i t  w as 

f e l t  d e s i r a b l e  t o  d e t e r m i n e  t h e  a c t u a l  v a l u e s  o f  t h e  

i n d i v i d u a l  l i n k  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  n*jPj ai*d mj c*j ( j * 1 *2 ^ )  

i n  o r d e r  t o  b e  a b l e  t o  m o d i f y  th e m , b y  w h a t e v e r  f o r c e  

b a l a n c i n g  m e th o d  c h o s e n ,  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  f u l l  f o r c e  

b a l a n c e .

I t  w as s u b s e q u e n t l y  fo u n d  t h a t  t h i s  i s  n o t  p o s s i b l e  

b e c a u s e  t h e  r e s u l t i n g  s e t  o f  s h a k i n g  f o r c e  e x p r e s s i o n s ,  

w h ic h  h a v e  t o  b e  b a s e d  on t h e  r e p e a t e d  u s e  o f  e q u a t i o n s  ( A ,4 )  

a n d  ( A . 5 ) ,  p r o d u c e  a  s i n g u l a r  c o e f f i c i e n t  m a t r i x  d u e  t o  

t h e  l i n e a r  d e p e n d e n c e  o f  c e r t a i n  c o e f f i c i e n t s .

The p r e s e n t  a p p r o a c h  r e s u l t e d  o n c e  t h i s  l i n e a r  d e p e n d e n c e  

was re m o v e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  t h e  c o m p o n e n t  l o o p  e q u a t i o n s .

I n  t h i s  f o r m u l a t i o n ,  t h e  r e p e a t e d  u s e  o f  e q u a t i o n s  ( A .1 7 )  

a n d  ( A .1 8 )  a l l o w s  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  g e n e r a l  

m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  a n d  ( j * l , 3 )  f ro m  a  r e s u l t i n g  

n o n s i r g u l a r  m a t r i x .

The f o l l o w i n g  i l l u s t r a t e s  t h e  a b o v e  i n  d e t a i l .



1 . P r o o f  Of S i n g u l a r i t y  Of M a t r i x  O r i g i n a l l y  P r o p o s e d  F o r  

S o l u t i o n  Of I n d i v i d u a l  L in k  M a a s - D i s t a n c e  P r o d u c t s

I f  i t  w e r e  p o s s i b l e  t o  s o l v e  f o r  t h e  s i x  n t jP j  a n d  

t e r m s ,  a  s e t  o f  s i x  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  w o u ld  h a v e  t o  

b e  g e n e r a t e d  b y  w r i t i n g  t h e  tw o  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  

e q u a t i o n s  ( A ,4 )  a n d  ( A .5 )  f o r  t h r e e  d i f f e r e n t  p o s i t i o n s  

o f  t h e  i n p u t  c r a n k .  F o r  e a c h  o f  t h e s e  t h r e e  s e t s  o f  

e x p r e s s i o n s ,  t h e  a s s o c i a t e d  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t s ,  

t o g e t h e r  w i t h  t h e  a p p l i c a b l e  k i n e m a t i c  q u a n t i t i e s  a s  w e l l  

a s  t h e  m ass  m2 , w o u ld  h a v e  t o  b e  a v a i l a b l e .

To d e m o n s t r a t e  t h a t  t h e  s o l u t i o n  m a t r i x  o f  s u c h  a  s e t  

o f  c o m p o n e n t  s h a k i n g  f o r c e  e q u a t i o n s  i s  s i n g u l a r ,  c o n s i d e r  

t h e  o n l y  a v a i l a b l e  l o o p  e q u a t i o n  £ 8 J f o r  t h e  g i v e n  m e c h a n ism

a ^ e ^ l  + a ^ e * ^  -  a ^ e ^ 3  -  a ^ e ^ 4  ** 0 ( B . l )

D o u b le  d i f f e r e n t i a t i o n  o f  t h e  a b o v e  l e a d s  t o :

K ~eiY 2 -  -  K. e ^ Yl  + K - e iY 3 ( B .2 )
2  a 2  a 2

E q u a t i n g  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s ,  one  o b t a i n s  t h e  

f o l l o w i n g  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s :
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I f  t h e s e  r e l a t i o n s h i p s  a r e  now s u b s t i t u t e d  i n t o  t h e  

c o m p o n e n t  e x p r e s s i o n s  ( A .4 )  a n d  ( A . 5 ) ,  o ne  o b t a i n s :

a l  a  3
(K1c o sY 1 J m ^  -  (Kj^sinYj^ + { -  —  Kj^cosYj^ + ~  K3c o s  Y3 )n»2P2

2 2

a l  a *5-  { -  —  K1ainy1 + K3s in v 3 )m2cl2 + (K3coa y3 )m3P3 -  (K3s i n r 3 )n»3q3 
2 2

_  PM/GX "  ">2Kl a l eos1 ,l  <B- 5)

a n d
a i  f t j

(K^sinY]^ )m^p^ + (K ^cos  Y^ )m^q^ + ( -  —  K j s i n y ^  + —  K3s i n  Y3 )m2 p 2
2 2

+ (  L  K^cosY ^ + —2 - K3c o s  Y3  )m2 q 2  + (K3s i n y 3 )m3 P 3  + (K3c o s y 3 )m3 q 3

* 2  *2

“  PM/Gy "  m2Kl a l 8 i n r l  <B- 6 >

I t  may now b e  s e e n  t h a t  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  m2 p 2 a n d  

m2 q 2 i n  e a c h  o f  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s  a r e  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  

o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  r e m a i n i n g  t e r m s .

T h i s  l i n e a r  d e p e n d e n c e  w i l l  c a u s e  t h e  r e s u l t i n g  6 x 6  

m a t r i x ,  o b t a i n e d  b y  w r i t i n g  e q u a t i o n s  ( B .5 )  a n d  ( B . 6 ) f o r  

t h r e e  p o s i t i o n s  o f  t h e  i n p u t  a n g l e  4 ^ a n d  n e e d e d  f o r  t h e  

s o l u t i o n  o f  t h e  s i x  mj P j  a nd  ni^q^ p a r a m e t e r s ,  t o  b e  

s i n g u l a r .
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2 . P ro o f  Of N o n s i n q u l a r i t y  Of B a la n c in g  E q u a t io n  M a tr ix

U sed  To S o l v e  F o r  G e n e r a l  M a s s - D i s t a n c e  P r o d u c t s

When t h e  l i n e a r  d e p e n d e n c e  o f  t e r m s  i n  e q u a t i o n s  ( B .5 )

a n d  ( B . 6 ) I s  re m o v e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  t h e  c o m p o n e n t  l o o p

e q u a t i o n s  ( B .3 )  a n d  ( B . 4 ) ,  e q u a t i o n s  ( A .1 7 )  a n d  ( A .1 8 )  

r e s u l t ,  i . e .

FH/GX * f Kl c o a n ) pl  "  ( K i S i n Y ^ Q i

+ (K3 C0 SY3 )P 3  -  (K3 s i n Y 3 )Q3  ( B .7 )

a n d  PM/Gy "  <Kl * i n l ' l > Pl  + (K1 COSY1 )Q1

+ (K3 s i n r 3 )P 3  + (K3 c o s r 3 )Q3  ( B . 8 )

The l i n e a r  i n d e p e n d e n c e  o f  t e r m s  i n  e a c h  e x p r e s s i o n  

i s  a s s u r e d  s i n c e  t h e r e  a r e  no  f u r t h e r  m e c h a n ism  l o o p  

e q u a t i o n s .  F u r t h e r m o r e ,  b o t h  e x p r e s s i o n s  a r e  l i n e a r l y  

i n d e p e n d e n t  o f  e a c h  o t h e r  s i n c e  t h e y  r e p r e s e n t  t h e  o r t h o g o n a l  

c o m p o n e n ts  o f  a  s i n g l e  v e c t o r .

I n  o r d e r  t o  s o l v e  f o r  t h e  f o u r  P j  a n d  Q_̂  p a r a m e t e r s ,

tw o  s e t s  o f  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  e q u a t i o n s  o f  t y p e  ( B .7 )  

a n d  ( B . 8 ) a r e  now w r i t t e n  f o r  tw o  m e c h a n is m  p o s i t i o n s ^ .  I n  

m a t r i x  fo rm  t h i s  b e c o m e s :

Of c o u r s e ,  a l l  k i n e m a t i c  v a l u e s  a n d  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  
m u s t  b e  know n f ro m  e x p e r i m e n t a t i o n  f o r  t h e s e  tw o  p o s i t i o n s .
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- m m _  «

K n c o s r n -K 1 1 s i n 7 1 1 K31COBY31 ” K3 1 s i -nY31 p i P^ ° X 1

Kn S i n T u Ku c o s  VX 1 K3 1 s i n Y 31 k 31c o s y 31 Qi pm /g y 1

K1 2 c o s y 1 2 -K 1 2 s i n y 1 2 K3 2 c o s y 3 2 -K 3 2 s i n r 3 2 P 3 Fm/GX2

K1 2 s i n Y 1 2 K1 2 c o a y 1 2 K32s i n  y3 2 K32c o s y 32 [ ° 3

The s e c o n d  s u b s c r i p t s  i n  t h e s e  t e r m s  i n d i c a t e  a t  w h ic h  

p o s i t i o n  t h e  q u a n t i t y  i s  e v a l u a t e d .

E a c h  o f  t h e  f o u r  ro w  v e c t o r s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  m a t r i x  

i s  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  a s  l o n g  a s  n o  p a i r s  o f  l i n k s  p r o d u c e  

i d e n t i c a l  k i n e m a t i c  t e r m s  f o r  t h e  tw o  c h o s e n  p o s i t i o n s  o f  

t h e  m e c h a n is m .  T h u s ,  t h e  m a t r i x  h a s  r a n k  f o u r  a n d  may b e  

s o l v e d  u n i q u e l y  f o r  t h e  f o u r  g e n e r a l  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s .  

(T he  o n l y  know n e x c e p t i o n  t o  t h i s  i s  t h e  p a r a l l e l - b a r  l i n k a g e  

i n  w h ic h  t h e  f i r s t  a n d  t h i r d  t e r m s  a s  w e l l  a s  t h e  s e c o n d  a n d  

f o u r t h  t e r m s  o f  e q u a t i o n s  ( B .7 )  a n d  ( B . 8 ) w i l l  b e  i d e n t i c a l . )
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APPENDIX C

DESCRIPTION OF AUGMENTED LAGRANGIAN OPTIMIZATION PROGRAM 

AND APPLICATION TO MINIMAX BALANCING OPTIMIZATION

T h i s  a p p e n d i x  d e a l s  w i t h  t h e  A u g m en ted  L a g r a n g i a n  

p r o g r a m  w h ic h  i s  u s e d  i n  v a r i o u s  p a r t s  o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n .

S e c t i o n  1 b r i e f l y  o u t l i n e s  t h e  t h e o r y  w h ic h  fo rm s  t h e  

b a s i s  o f  t h i s  o p t i m i z a t i o n  m e th o d .  S e c t i o n  2 d e s c r i b e s  t h e  

a s s o c i a t e d  c o m p u t e r  p r o g r a m  a n d  d e t a i l s  t h e  m a n n e r  i n  w h ic h  

i t  i s  u s e d .  S e c t i o n  3 show s t h e  m in im a x  s o l u t i o n  o f  t h e  

o v e r d e t e r m i n e d  s y s t e m  o f  b a l a n c i n g  e q u a t i o n s  a s  a n  e x a m p le .

1 .  T h e o r y  Of O p t i m i z a t i o n  M ethod

The o p t i m i z a t i o n  p r o g r a m  i s  b a s e d  u p o n  t h e  m i n i m i z a t i o n  

o f  t h e  A ug m en ted  L a g r a n g i a n  t y p e  o f  p e n a l t y  f u n c t i o n :

m i n i m i z e d ,  w h ic h  may b e  s u b j e c t  t o  t h e  e q u a l i t y  c o n s t r a i n t s

( C . l )

I n  t h e  a b o v e ,  F ( x )  *  FCx^^, X j , • . * , x n ) i s  t h e  f u n c t i o n  t o  b e

c ^ x )  -  0 ( i  -  1 , 2 , . . .  , k ) ,  k <  n, (C.  2)

a s  w e l l  a s  t h e  i n e q u a l i t y  c o n s t r a i n t s

c ^ x )  > 0 ( i  - k + 1 m ) . ( C . 3 )



T he o p t i m i z a t i o n  v a r i a b l e s  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  x ^  ( i  -  1 , 2 , . . . ,  

T he n e g a t i v e  s u b s c r i p t  f o l l o w i n g  t h e  p e n a l t y  t e r m s  i m p l i e s  

t h a t  a  s p e c i f i c  t e r m  o f  t h i s  t y p e  o n l y  t h e n  b e c o m e s  a c t i v e  

w h en  t h e  a s s o c i a t e d  c o n s t r a i n t  i s  v i o l a t e d .

I n  e a c h  i n n e r  i t e r a t i o n ,  w i t h  f i x e d  v a l u e s  o f  t h e  

p a r a m e t e r s  a a n d  0  , t h e  f u n c t i o n  <${x,<r,d) i s  t h e n  

m in i m iz e d  b y  t h e  v a r i a b l e  m e t r i c  m e th o d  o f  D a v id o n ,  F l e t c h e r  

a n d  P o w e l l  ^ 2 1 J . O u t e r  i t e r a t i o n s  v a r y  t h e  v a l u e s  o f  t h e  

p a r a m e t e r s  a a n d  $ s u c h  t h a t  t h e  s e q u e n c e  o f  m in im a  x 9 

t e n d s  t o  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  c o n s t r a i n e d  p r o b l e m .

2 . D e s c r i p t i o n  Of C o m p u te r  P ro g ra m

The c o r e  o f  t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  c o n s i s t s  o f  t h e  f i v e  

s u b r o u t i n e s  VF01AD, VF01ZD, M311AD, VA09AD a n d  VE04AD1 .

I n  a d d i t i o n ,  t h e  u s e r  m u s t  s u p p l y  a  m a in  p r o g r a m  a n d  a n  

a d d i t i o n a l  s u b r o u t i n e  VF01BD. The l a t t e r  s e r v e s  t o  d e f i n e  

t h e  s p e c i f i c  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  F ( x )  a n d  t h e  a s s o c i a t e d  

c o n s t r a i n t s  c ^ ( x )  t o g e t h e r  w i t h  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  

o b j e c t i v e  f u n c t i o n  a n d  t h e  c o n s t r a i n t s  w i t h  r e s p e c t  t o  

a l l  t h e  v a r i a b l e s  i n v o l v e d .

T he  f o l l o w i n g  g i v e s  s e q u e n t i a l  i n s t r u c t i o n s  f o r  t h e

*A1 1  s u b r o u t i n e s  a r e  w r i t t e n  i n  F o r t r a n  w i t h  d o u b l e  p r e c i s i o n  
a r i t h m e t i c .
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f o r m u l a t i o n  o f  t h e  m a in  p r o g r a m  a n d  t h e  s u b r o u t i n e  VF01BD.

T he c o r e  p ro g r a m  i s  r e p r o d u c e d  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  

e x a m p le  i n  S e c t i o n  3 o f  t h i s  a p p e n d i x .

a .  M ain  P ro g ra m

The m a in  p r o g r a m  b e g i n s  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  COMMON

s t a t e m e n t s  w h ic h  d e f i n e  t h e  a r r a y  s i z e s  f o r  t h e  c o n s t r a i n t s  C

a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  GC ( t h e  l a t t e r  i s  o n l y  n e c e s s a r y

i f  a n y  o f  t h e  d e r i v a t i v e s  a r e  c o n s t a n t ) :

COMMON/VF01ED/C( 3M)
COMMON/VFOlFD/GC(N,M).

S u b s e q u e n t l y ,  t h e  f o l l o w i n g  a r g u m e n t s  a r e  d e f i n e d :

N -  An i n t e g e r ,  s e t  t o  t h e  n u m b er  o f  v a r i a b l e s  n  ( N > 2 )

M -  An i n t e g e r ,  s e t  t o  t h e  t o t a l  nu m b er  o f

c o n s t r a i n t s  m ( M > 1 )

K An i n t e g e r ,  s e t  t o  t h e  t o t a l  nu m b er  o f  e q u a l i t y

c o n s t r a i n t s  k

X -  A r e a l  a r r a y  o f  N e l e m e n t s  r e p r e s e n t i n g  t h e  i n i t i a l

e s t i m a t e  o f  t h e  s o l u t i o n  s e t .  ( T h i s  e s t i m a t e

n e e d  n o t  b e  f e a s i b l e ,  i . e .  s a t i s f y  t h e  c o n s t r a i n t s . )  

A f t e r  t h e  f i r s t  i t e r a t i o n ,  VF01AD r e t u r n s  t h e  

s o l u t i o n  x i n  X.



AKMIN

EPS

DFN

MAXFN

A r e a l  number i n  w h ich  t h e  r e l a t i v e  e r r o r  t o l e r a n c e

r e q u i r e d  i n  t h e  c o n s t r a i n t  r e s i d u a l s  m u s t  b e  s e t .

( F o r  e x a m p le ,  AKMIN =» 1 x 1 0  i n d i c a t e s  t h a t  n o

f u r t h e r  o u t e r  i t e r a t i o n s  w i l l  t a k e  p l a c e  i f  t h e

l a r g e s t  s c a l e d  c o n s t r a i n t  r e s i d u a l  c h a n g e s  b y

— 3l e s s  t h a n  1x1 0  . (S e e  b e l o w . ) )

A r e a l  a r r a y  o f  N e l e m e n t s  i n  w h ic h  t h e  t o l e r a n c e s  

f o r  t h e  u n c o n s t r a i n e d  m i n i m i z a t i o n s  m u s t  b e  s e t  ( i . e  

i f  a l l  t h e  v a r i a b l e s  d o  n o t  c h a n g e  b y  m ore  t h a n  

t h e s e  v a l u e s  i n  t h e  s u c c e s s i v e  i n n e r  i t e r a t i o n s ,  

t h i s  i n n e r  i t e r a t i o n  i s  t e r m i n a t e d ) .  E P S ( I )  s h o u l d  

b e  s e t  s o  t h a t  E P S ( I ) / X ( I ) a  AKMIN.

A r e a l  n u m b er  i n  w h ic h  t h e  l i k e l y  r e d u c t i o n  i n  

F ( x )  f ro m  i t s  i n i t i a l  v a l u e  a s  o b t a i n e d  f ro m  X 

m u s t  b e  s e t .  S i n c e  DFN i s  u s e d  o n l y  i n  t h e  f i r s t  

i t e r a t i o n ,  a n  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  e s t i m a t e  s u f f i c e s .

An i n t e g e r  i n  w h ic h  t h e  maximum num ber o f  c a l l s  

o f  VF01BD ( t h e  u s e r  s u p p l i e d  s u b r o u t i n e )  on  a n y  

one u n c o n s t r a i n e d  m i n i m i z a t i o n ,  i . e .  i n n e r  

i t e r a t i o n ,  m u s t  b e  s e t .  The n u m b e r  500 h a s  

p r o v e n  t o  b e  r e a s o n a b l e  f o r  t h i s  p u r p o s e .
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IPR1 -  An I n t e g e r  c o n t r o l l i n g  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e

p r i n t i n g  o f  t h e  o u t e r  i t e r a t i o n s .  P r i n t i n g  

o c c u r s  e v e r y  IPR 1  o u t e r  i t e r a t i o n s  e x c e p t  f o r  

d e t a i l s  o f  i n c r e a s e s  t o  t h e  9  ̂ w h ic h  a r e  a lw a y s  

p r i n t e d .  No p r i n t i n g  a t  a l l  o c c u r s  ( e x c e p t  f o r  

d i a g n o s t i c s )  i f  I P R 1 - 0 .

IPR2 -  An i n t e g e r  c o n t r o l l i n g  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e

p r i n t i n g  o f  t h e  i n n e r  i t e r a t i o n s .  I t s  u s e  i s  

s i m i l a r  t o  t h a t  o f  IP R 1 .

IW -  An i n t e g e r  g i v i n g  t h e  a m o u n t  o f  s t o r a g e  a v a i l a b l e

i n  COMMON/VF01LD/W(IW). S e t  t o  2500  u n l e s s  t h e  

r e s t r i c t i o n s  t h a t  N < 2 5  a n d  M < 5 0  a r e  v i o l a t e d .

MODE -  An i n t e g e r  c o n t r o l l i n g  t h e  mode o f  o p e r a t i o n

o f  VF01AD. A u s u a l  s e t t i n g  i s  M0DE*1. (S e e  

s p e c i f i c a t i o n  s h e e t  f o r  H a r w e l l  S u b r o u t i n e  L i b r a r y . )

N e x t ,  t h e  c o n s t r a i n t  s c a l e  f a c t o r s ,  a l s o  d e s i g n a t e d  

C ( 1 ) , C ( 2 ) , . . . , C ( M) , a r e  s e t  b y  s u b s t i t u t i n g  t h e  i n i t i a l  

a p p r o x i m a t i o n s  o f  x^  i n t o  t h e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s  a n d  

u s i n g  t h e  a b s o l u t e  v a l u e s  o f  t h e  r e s u l t s .

I f  a n y  o f  t h e  c o n s t r a i n t s  a r e  l i n e a r  f u n c t i o n s  o f  a n y  

o f  t h e  v a r i a b l e s ,  t h e i r  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e s e
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v a r i a b l e s ,  i . e .  t h e  r e s u l t i n g  c o n s t a n t s ,  m u s t  b e  g i v e n  

b y  w ay  o f  t h e  a r r a y  GC(N, M) ,  w h e re  N r e p r e s e n t s  t h e  

v a r i a b l e  n u m b er  a n d  M s t a n d s  f o r  t h e  c o n s t r a i n t  n u m b e r .  

F i n a l l y ,  t h e  s u b r o u t i n e  i s  c a l l e d  b y :

CALL VF01AD(N,M ,K,X,EPS,AKM IN,DFN,M AXFN,IPR1, I P R 2 , IW,MQDE) .

b .  S u b r o u t i n e  VF01BD

T h i s  s u b r o u t i n e  s t a r t s  b y  w ay  o f :

SUBROUTINE VF01BD(N,M,X)
REAL X(N)
COMMON/VF01CD/F 
COMMON/VFOIDD/G( 2N )
COMMON/VFOlED/C( 3M)
COMMON/VFOlFD/GC(N , M)

w h e re  F i s  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  F ( x )  i n  t e r m s  o f

v a r i a b l e s  x

G r e p r e s e n t s  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  o b j e c t i v e  

f u n c t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  v a r i a b l e s

C r e p r e s e n t s  t h e  c o n s t r a i n t s

GC r e p r e s e n t s  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  n o n l i n e a r  

c o n s t r a i n t s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  v a r i a b l e s .

F o r  u s e  o f  d e r i v a t i v e s  o f  l i n e a r  c o n s t r a i n t s ,  

s e e  p r e v i o u s  s e c t i o n .



The s u b r o u t i n e  m u s t  new d e f i n e  t h e  t e r m s  l i s t e d  b e l c w .  

D a ta  a s  w e l l  a s  e x p r e s s i o n s  r e q u i r e d  t o  o b t a i n  t h e s e  t e r m s  

may b e  i n t r o d u c e d  w h e re  c o n v e n i e n t .

F 31 F (x ^  i X2 1 • • • 1 X p)

G -  G(1 ) , G(  2 G(N)  -  4 1 , 4 1 ...............4 1
3 * 1  d x 2  d x n

C ■ C ( 1 ) , C ( 2 ) , . . . , C ( M ) .  (T h e s e  c o n s t r a i n t s  m u s t  b e

g i v e n  s u c h  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n  i s  e q u a l  

t o  o r  g r e a t e r  t h a n  z e r o .  F o r  a n  e x a m p l e , s e e  

S e c t i o n  3 b . )

GC -  G C ( 1 , 1 ) , G C ( 1 , 2 ) . . ,GC(N,M) -  ^ S LU . * 0 *2 >, . . .
O q X^ o x

3 .  E xam ple  t M in im ax  S o l u t i o n  Of O v e r d e t e r m i n e d  S y s te m  

Of B a l a n c i n g  E q u a t i o n s

The f o l l o w i n g  show s how t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  i s  a d a p t e d  

t o  t h e  m in im ax  s o l u t i o n  o f  t h e  o v e r d e t e r m i n e d  s y s t e m  o f  

b a l a n c i n g  e q u a t i o n s  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a t i o n  g i v e n  b y  

e q u a t i o n s  ( 3 . 2 )  a n d  ( 3 . 3 ) .  S e c t i o n  3 a  sho w s how t h e  

v a r i o u s  p a r a m e t e r s  a r e  d e f i n e d  i n  t h e  m a in  p r o g r a m  a c c o r d i n g  

t o  S e c t i o n  2a  a b o v e .  S u b s e q u e n t l y ,  a  l i s t i n g  o f  t h e  a c t u a l  

r o u t i n e  i s  g i v e n .  S e c t i o n  3b  g i v e s  t h e  a p p l i c a b l e  s u b r o u t i n e
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VF01BD. A g a in ,  t h e  l i s t i n g  o f  t h e  f i n a l  p r o g r a m  i s  p r e c e d e d  

b y  a  d e t a i l e d  d i s c u s s i o n .  T h i s  s u b r o u t i n e  i s  a l s o  u s e d  t o  

c a l l  on  s u b p r o g r a m s  FOURIE a n d  MOTION w h ic h  f u r n i s h  c e r t a i n  

k i n e m a t i c  t e r m s  o f  t h e  m e c h a n is m .  S e c t i o n  3c  show s t h e  

A u g m e n te d  L a g r a n g i a n  s u b r o u t i n e s  VF01AD, VF01ZD, MCI1AD, 

VA09AD a n d  VE04AD. S e c t i o n  4 d  g i v e s  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  

p a r t s  o f  t h e  o u t p u t  o f  t h e  p r o g r a m  a n d  i n t e r p r e t s  t h e  r e s u l t s .

a .  M ain  P ro g ra m

The m a in  p r o g r a m ,  w h ic h  i s  l i s t e d  a t  t h e  e n d  o f  t h i s  

s e c t i o n ,  b e g i n s  w i t h  com m ent c a r d s  w h ic h  a r e  d e s i g n e d  t o  

s e r v e  a s  a d d i t i o n a l  e x p l a n a t i o n s .  T h e s e  a r e  f o l l o w e d  b y  

t h e  COMMON s t a t e m e n t  w h ic h  d e f i n e s  t h e  a r r a y  s i z e  f o r  t h e  

c o n s t r a i n t  C . The f o l l o w i n g  v a r i a b l e s  a r e  t h e n  d e f i n e d :

N -  5? s t a n d s  f o r  t h e  f i v e  v a r i a b l e s  , Qj_, P ^ ,  Q j 

a n d  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  z .

M -  1 4 4 ;  s t a n d s  f o r  t h e  n u m ber  o f  c o n s t r a i n t s ,  

r e p r e s e n t i n g  t h e  s q u a r e  o f  t h e  d i f f e r e n c e  o f  t h e  tw o  

s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  e v a l u a t e d  e v e r y  5 d e g r e e s  

b e tw e e n  0 a n d  355 d e g r e e s .

K ® 0 ,  s i n c e  t h e r e  a r e  n o  e q u a l i t y  c o n s t r a i n t s .
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X( 1 )  t o  X ( 5 ) ,  t h e  s t a r t i n g  p o i n t  e s t i m a t e s  o f  t h e

- 3
v a r i a b l e s ,  a r e  m ade 0 . 5  a n d  1 x 1 0  s i n c e  p r e v i o u s  

e x p e r i e n c e  h a s  show n t h e s e  v a l u e s  t o  b e  o f  t h i s  

o r d e r  o f  m a g n i t u d e .  (S u c h  a c c u r a t e  e s t i m a t e s  a r e  n o t  

n e c e s s a r y .  T h e y  o n l y  s e r v e  t o  d e c r e a s e  t h e  n u m b er  o f  

i t e r a t i o n s . )

- 3
W ith  AKMIN c h o s e n  a r b i t r a r i l y  t o  b e  1x1 0  , E P S ( l )  t o

E P S ( 5 )  r e s u l t  f ro m  X ( l )  t o  X ( 5 ) .

DFN i s  c h o s e n  t o  b e  s m a l l e r  t h a n  X ( l )  * 0 . 5 ,  i . e  i t  

i s  m ade 0 . 4 .

MAXFN -  5 0 0 ,  a s  d i s c u s s e d  e a r l i e r .

IPR1 -  1 ,  t o  p r i n t  e v e r y  o u t e r  i t e r a t i o n .

IPR2 * 1 ,  t o  p r i n t  e v e r y  i n n e r  i t e r a t i o n .

IW * 1 0 , 0 0 0 ,  s i n c e  t h e r e  a r e  m ore  t h a n  50 c o n s t r a i n t s .

MODE ■ 1 ,  a s  i n d i c a t e d  e a r l i e r .

S u b s e q u e n t l y ,  a  DO l o o p  i s  s e t  u p  t o  s e t  t h e  s c a l e  

f a c t o r s  C ( I ) f o r  a l l  1 4 4  c o n s t r a i n t s  e q u a l  t o  0 . 3 .  T h e s e  a r e  

e s t i m a t e s  o f  t h e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  c o n s t r a i n t s  w hen  e v a l u a t e d  

w i t h  t h e  s t a r t i n g  p o i n t  v a l u e s  o f  t h e  v a r i a b l e s .

S i n c e  t h e r e  a r e  n o  l i n e a r  c o n s t r a i n t s ,  t h e  d e r i v a t i v e s  

GC(N,M) d o  n o t  e n t e r  t h i s  r o u t i n e .
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b .  S u b r o u t i n e  VF01BD (S e e  p r o g r a m , f o l l o w e d  b y  

s u b r o u t i n e s  FOURIE a n d  MOTION, a t  t h e  e n d  o f  

t h i s  s e c t i o n . )

A f t e r  a l l o c a t i n g  s t o r a g e  f o r  t h e  v a r i o u s  s u b s c r i p t e d  

v a r i a b l e s ,  t h e  s u b r o u t i n e  VF01BD s t a r t s  w i t h  t h e  COMMON 

s t a t e m e n t s  i n d i c a t e d  i n  S e c t i o n  2 a .  The s u b s e q u e n t  s t e p s  a r e

1 .  F ■ X ( l ) ,  i . e .  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  z i s

d e c l a r e d  a s  t h e  v a r i a b l e  x^ ( s e e  e q u a t i o n  ( 3 . 2 ) ) .

d F

a l l  o t h e r  d e r i v a t i v e s  o f  P v a n i s h ,  t h e y  m u s t  b e

2 .  G ( l )  *  1 ,  r e p r e s e n t s  t h e  d e r i v a t i v e  . S i n c e

s e t  e q u a l  t o  z e r o  ( i . e . ,  G ( 2 )  t o  G( 5 )  »  0 ) .

3 .  A1 t o  A4 r e p r e s e n t  t h e  l i n k  d i m e n s i o n s  o f  l i n k s  

1 t o  4 .

4 .  DELPHI * 5 , s t a n d s  f o r  t h e  5 d e g r e e  i n c r e m e n t s  o f  

t h e  i n p u t  a n g l e

5 .  P1 , Q^, P 3 a n d  0 ^  a r e  d e f i n e d  a s  t h e  r e m a i n i n g

v a r i a b l e s  x 2 . x ^ ,  x 4  a n d  x 5 *

6 . F E X ( l )  t o  FE Y (72) a r e  t h e  1 4 4  e x p e r i m e n t a l l y  

o b t a i n e d  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  a t  5 d e g r e e  

i n t e r v a l s  f ro m  0 t o  355 d e g r e e s .  (S e e  T a b l e  3 . 3 )
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7 .  A DO l o o p  i s  s e t  u p  t o  c o m p u te  t h e  c o n s t r a i n t s

( s e e  e q u a t i o n  ( 3 . 3 ) )  a s  w e l l  a s  t h e i r  d e r i v a t i v e s .

S i n c e  t h e  c o n s t r a i n t s  m u s t  b e  s e t  u p  s u c h  t h a t  

t h e y  a r e  e q u a l  t o  o r  l a r g e r  t h a n  z e r o ,  t h e  

c o n s t r a i n t s  o f  t h e  t y p e

(pc x  -  f e x >2 £  z  ( C- 4 )

2
o r  -  F „ . )  5  z ( s e e  e q u a t i o n  ( C . 3 ) ) ,  ( C . 5 )

CY EY

b ecam e

C ( I )  «  z -  (Fc x  -  F^ ) 2  ( C . 6 )

o r  C ( I )  -  z  -  (F c y  -  F^ ) 2  ( C . 7 )

The d e r i v a t i v e s  o f  t h e  c o n s t r a i n t s  a r e  d e r i v a t i v e s  

w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  v a r i a b l e s  z ,  P ^ ,  , P 3 , Q3 ,

i . e .  x ^ ,  x 2 , x 3 , x 4 , x 5 , r e s p e c t i v e l y .  B o th  t h e  

c o n s t r a i n t s  a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  a r e  o b t a i n e d  

w i t h  t h e  h e l p  o f  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c o m p u te d  

s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  Fc x  a n d  pCY« The 

f o l l o w i n g  f i r s t  show s how t h e s e  s p e c i f i c  1 4 4  

q u a n t i t i e s  a r e  c o m p u te d .  S u b s e q u e n t l y ,  t h e  

f o r m u l a t i o n  o f  t h e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s  a n d  

t h e i r  d e r i v a t i v e s  w i l l  b e  d i s c u s s e d :
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i )  S u b r o u t i n e  FOURIE s t a r t s  f ro m  t h e  e x p e r i m e n t a l l y

o b t a i n e d  a n g u l a r  v e l o c i t i e s , r e a d  i n  i n  t e r m s  o f

RPM, a n d  c o n v e r t s  t h e s e  t o  a  F o u r i e r  s e r i e s  i n
*

w h ic h  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  4 ^  i s  e x p r e s s e d  i n  

t e r m s  o f  t h e  a n g l e  . The a s s o c i a t e d  a n g u l a r

a c c e l e r a t i o n s  a r e  s u b s e q u e n t l y  o b t a i n e d  f ro m

d i L

d  *
* ( C . 8 )

i i )  S u b r o u t i n e  MOTION c o m p u te s  a n d  £
* e*

a s  f u n c t i o n s  o f  ^  a n d  .

i i i )  T h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t

e x p r e s s i o n s  ( s e e  e q u a t i o n s  ( A . 3 ) ,  ( A . 1 7 )  a n d  ( A . 1 8 ) }  

a r e  c o m p u te d  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r :

V A R 1 (I) * K A Y 1(I) X COS(GMA1( I )

VAR2( I ) «  KA Y1(I) X S I Nf GMAl ( I )

VAR3( I ) -  KAY3( I ) X COS(GMA3( I )

VAR4( I ) -  KAYS(I) X S I N ( G MA 3 ( I )

VARS( I ) -  K A Yl ( I ) X SIN (G M A 1(I)

VAR6 ( I ) -  K A Yl ( I ) X COS(GMA1( I )

VAR7( I ) -  KAY3( I ) X S I N( GMA3 ( I )

VARS( I ) -  KAY3( I ) X COS(GM A3(I)

)
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W here

KAY1( I ) ■ V
KAY3( I ) • V
GMA1 ( I ) »  *

GMA3{I ) *  +

i v )  T he s h a d i n g  f o r c e  c o m p o n e n ts  f*c x i  a n d  PCYi a r e  

e v a l u a t e d  i n  t e r m s  o f  P ^ ,  , P 3  a n d  . T h e s e

a r e  g i v e n  a s  :

Fc x i  »  P j^ x V A R ld )  -  Q1 xV A R 2(I)  + P3 xVAR3 ( I ) -  Q3 xV A R 4(I)

F -  P jX V A R S d ) + Q1 xVAR6  ( I ) + P3 xVAR7 ( I ) + Q3 xVAR8 { I )

v )  The c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s  a r e  w r i t t e n  i n  t h e  fo rm  

o f  e q u a t i o n s  ( C . 6 ) a n d  ( C . 7 ) ,  i . e .

2

a n d  C ( 1 + 7 2 ) *  X ( l )  -  ( F -  F 2
CYi EYi

v i )  F i n a l l y ,  d i f f e r e n t i a t i o n  o f  t h e  c o n s t r a i n t s  w i t h
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r e s p e c t  t o  t h e  v a r i a b l e s  g i v e s :

w h e r e

GC( 1 , 1 ) 1

GC( 1 ,1 + 7 2 ) 1

G C ( 2 , I ) AAxVARl( I )

G C ( 2 ,1 + 7 2 ) BBxVARS( I )

G C ( 3 , I ) -AAxVAR2( I )

G C(3 ,1 + 7 2 ) BBxVAR6 ( I )

G C ( 4 , I ) AAxVAR3(1 )

GC( 4 , 1 + 7 2 ) BBxVAR7( I )

GC( 5 , 1 ) -AAxVAR4( I )
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c . A u g m e n te d  L a g r a n g l a n  S u b r o u t i n e a

The f o l l o w i n g  l i s t s  t h e  A u g m e n te d  L a g r a n g l a n  s u b r o u t i n e s  

VF01AD, VF01ZD, MC11AD, VA09AD a n d  VE04AD f o r  t h e  c o n v e n i e n c e  

o f  t h e  r e a d e r .
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0 1 * 7 3371149
01*8 50 COST(SUE
0 1* 0 1 l * t M - 4 4 4
01 70 00 5 )  [ ■ l . < 4
01 71 l i «l t i  U T H  1
0172 00 51 J J - l . N
0 1 7 ) 51 * I J J ) ■ CC I t . I - I  i * s u * j j  )
0 1 7 * CALL M C i m < W i ‘l . X . X , \ | J
01 75 00 53 J ' U l
0 17 * L j - i r t  u t * j i
0177 £■000
01 75 00 52 JJ- 1 , ' 4
0179 52 : » £ * x ( j j i * c c ( ( t . j - i i * 4 u » j j )
0130 H - I U l
0151 5 ) Ml 1 1 ) • £
0132 J J » I * - < < <
0 1 3 ) I I - 0
0 1 3 * UO 5 *  1 * 1 , < 4
0135 00 55 J - l t l
0136 J J -  J J * I
0137 54 4 l t l * J I » M t J J I
0134 56 1 I * t l * < <
0139 CALL VFD* A3 ( AK. M, < 4 , 2Z , 3 ?  . / • T . Z . L T , J J . 4 M 1
0190 I F I  I ? 3 l . 6 9 . 0 ) C O T ' J 5 9
0171 1 F 14301^ I9C ■ !?fU 1 . NE. 010DT359
0192 PRIST 1020, 44
0 1 9 ) 1020 FORMAT! ! * , *  ACTIVE CONSTIAI - ITS,  SJMRg.REOM
0 1 9 * PRIST 1 3 0 0 , ( L T I I L T + I ) , [ - 1 , < < J
0195 m PRIST 1021
019b 1021 FORMAT 1 1 9 H C 3 A ‘I j E mJLTI?' .  1*4 CORRECTIONS F 13 ACTIVE CONSTRAINTS
0197 PRINT 1 9 0 1 , 1 T l 11 , I - 1 , 4 < (
0199 59 COST|SUE
0199 00 * 9  I -  I * ■*
0200 60 V I n  ■ T I 1 L ♦ 1 1
0201 00 62 ! > 1 , < 4
0202 L I - L M I L T M  >
0203 V I L l l " V ( L n * T t | |
029 * £ ■*09*OA3$l  I Tl U - £ £ l  I P*Ll  ) I /  II I  I P*L I I I
0205 i f  t£ . u .  i d ; i c d r 0 * 2
0206 U S » I 2-1 JO 1 » T I I s * LI  1
0207 1 11 S U I  1 • £ *  r 1 I S*LI  )
0203 IF 11»Rl .  NE. 4 I PRI NT 1311 , L 1■ T l t S * l 11
0200 00 5 1 J-  1 * 1
0210 *1 o f  (  j  ) ■ c;  1 1 . 1 - 1
0211 cal l  *i ; i u ) < C 2 P , N , a ? . o s , ; F , s . N . n s i
0212 62 COST|SUE
0 2 1 ) A4a*<4
0 21 * 70 COST 1 SUE
0214 00 71 1 - 1 , 4
0216 71 T ( I ) ■ V I 1 ) / I  115*11
0217 DO 72
0219 72 <1 1) *C(  1 < * l  )
0219 DF■1350
0220 C0T03
0221 ?90
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1 0 5 *
0057
0055
0051
0060
0061
006 2
0 0 6 1
0 0 6 4
0065
00 6 6
0067
0060
0 0 6 1
0070
0071
0072
0 0 7 3
0 0 7 6
00 73
0076
0077
5070
00 79
0050
00S1
9092
5 0 9 3
0 0 0 6
0095
0006
0097
CO30
0039
0090
no 9 1
0092
009 1
0 0 9 4
0 0 9 5
0096
0077
3090
0099
9100
OtOl
9102

0109
0 1 0 4
0 1 0 3
0 1 0 6
010 7
0108
0109
0110

IF IA L P H A .G T .1001ALPHA-100 
t)F«F
TOT- 0 . 0 0

30 C09TI3U6  
! E < i r » 3
1F(1FN. ' :Q. '«4<FV)GCT392  
1309- 0  
i e x i r - i
00 91 1 * 1 . 1
1 - A L P H A - w l  1 5 * 1 1  
I F t D A B S t l l . GE . E P S I  [ H i : 09-1

31 XI l l - X I  t H Z
CALL FU JCTr i ,  X, FY, 51
1 F*l- 1 F9*  1 
0 7 5 * 9 . 0 9
00  9 2 1 - 1 , 1

32 0 7 S - S 7 5 * C ( I  > * F I I S * t I  
[FI  F Y . 5 '  , F |  - ,37740
1F134 0 S I 3Y S /G S 01 . LE . • 9 0 0 133T059
1 FI  57 S . 5  T. 3 0 0 ) 0 0 7 0 4 0
r o r » T o r * a l , h a

2-10.00
I F [ os.  L T . 0 7 5 1 2 - 0 7 5 / I3S-GYS1 
I F I 2 . G T .  10JO I 2 * 1000 
ALPHA-11 PH3*2  
F»Fy
g s - sys
GOT 0 30

40 CONTINUE
00 41 [-1,1

41 <111 *<(  I J- \L9HA*W(  I SM I
1 F | [ ; 0 9 .  = 3.  3 ) GOT C192
2 - 3 . 3 0 * 1 F - s Y 1/ ALPHA* SY j * 3 5
2 2-0503  r I 2* *?- f . S*GY5 I
2 - 1 0 0 - 1  ' .YS*2 2 - 2 1 / 1  250*2 2*075- 051
AL*-U-ALPM4*Z
GOTO 10

50 CONTINUE 
ALPHl -T J T*5tPH4  
F-FY
I F ( 1 5 0 9 . E0.91GOT090
OF-OF-F
05S-5YS-5S3
00 51 t - l . l  
wt 1 55* 11 * G ( [1

51 G1 1 1 - - * ! I G » [ 1
[F I055*ALF1A*GS0. GT. 9 . 0OI GJTQ63  

C C3'**LE' ie' ir A3Y OFF F3RMJL4 
S[ G*10n /GS9
1 9 * - 1 9
CALL t t C l l A 3 I H , N , G . S l 5 , M , l 3 . 1•000 I 
00 52 I - I .i

52 GI I l - W I I  5 5 * I I - H i 15*11 
S I G - 1 0 3 /  I At P-tA*35Sl  
I 3 - - I A
CALL *Cl  I A3 1H, *1,5.  51 3 . - . 1 9 .  3 , 0001



Qlll
0112

0113
Oil*
0119
1116
o u r
0113
0119
0120
o u t
0122
0123
0 12 *
0129
0126
OUT
0128
0129
0 1 ) 0
01)1
0 1 ) 2
1113
113 *
1133

03T3T0
60 c o n t i n u e

C OFP F3*HUL4
2 I - » l P * * / <  3GS-aL®**#i S3>  
str ,*-u
CALL MCI l A . > f H , N , 5 , S I 3 , W . I  A, I , 10- 16)
2 * 0 3 S * 2 / - 1 . 0 0
03 61 I - I , -4

6 1  C (  I ) « u t  1 G C M  ) U * r f l  t r . 4 (  i 
SIG*1.01/U2*D3Sp*21
CALL M C l U 3 t H , N , 5 , S l 3 . * , I A . 0 . 0 3 1 )

70 CONTINUE
03 T|  1 * 1 , 'I

71 G t n - w t t  33* I 1 
30T320

92 CONTINUE 
03 91 1 * 1 , 1  

91 3 1 1 1 *W<13* 1 )
90 CONTINUE

IF ( (PAINT.EO.OIXETUNN 
PAINT 1101.  I T,N, I F N . I E X l  T 
PAINT 1 0 0 2 , F 
PAINT 1102,  1X1 1 1 , I * l . N l  
PAINT 1 0 0 2 , 111 ( 1 , I - I , N1
a s t j a n
END
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0 1 11 ! - B u i n - * i L n
O i l * i f  1 3 1 i s * 1 1. i t . oooioar060
0115 J - 0
0116 2 - O U U I I - X I L I  1
0117 60 c o n t i n u e
01 IS 2 - 2 / 0 1 I S M  I
0119 I f  I Z.G6.4LCH4IC0TO61
0120 ALPH4-Z
0121 LO-J
0122 1 IN-1
0121 u i n - l i
0 1 2 * 61 CONTINUE
0129 62 CONTINUE
0126 XI LI  OUT 1 - X I L  I OUT 1*51 3 -
0127 [ F<< . E0 . 0 i : UT( J71
0128 00 70 I - l . <
0129 L I - 1 T I  I 1
0110 70 ( I L I  ) -  XI L 11 * 4 L P * M G t  I S* 11
0111 71 CONTINUfc
01 12 00 72 t - « l , N
01 11 72 : i i i >g i i i  u s * i  i
01 1* I F ( I  1N. *  0 . 3 ) 0 0 TQ90
0119 x i l i  i * n - m i  11 m
01 16 t f  i i s . e i . ai x a  11 n i - i  j  i l  11 n)
0117 ( F i t  I N .  = 0 . 1  JU0 0 0 7 0 2 3
01 38 9 2 * < - l
01 19 S 3 - 3 1 1 0 * 111)
01* 0 I 1-1 1NM
01*1 00 9 0 I - 1 1. '1
0 1* 2 80 G! W * I  > * M  I , I IM1
01* 3 I F ( I I N . E O . " ) 0 0 TO86
0 1 * * I 2 - I I N * 2
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d .  E s s e n t i a l  E l e m e n t s  Of P r o g r a m  O u t o u t

T he  o u t p u t  o f  t h e  p r o g r a m  c o n t a i n s  a  s e r i e s  o f  o u t e r  

i t e r a t i o n s  e a c h  o f  w h i c h  c o n s i s t s  o f  a  n u m b e r  o f  i n n e r  o n e s .

E a c h  o u t e r  i t e r a t i o n  i s  made f o r  a  c h o s e n  s e t  o f  t h e  

p a r a m e t e r s  <r a n d  9 , w h i l e  t h e  v a r i a b l e s  x ^  a r e  c h a n g e d  

i n  e a c h  i n n e r  i t e r a t i o n .  T h e  f o l l o w i n g  sho w s  c o m p o s i t e s  

o f  t h e  e s s e n t i a l  p o r t i o n s  o f  t h e  f i r s t  a n d  f o u r t h  ( l a s t )  

o u t e r  i t e r a t i o n  a n d  g i v e s  a l l  n e c e s s a r y  e x p l a n a t i o n s .  The 

l i s t i n g s  o f  t h e  * ' s ,  t h e  $ ' s ,  t h e  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r s ,  

e t c .  a r e  o m i t t e d .

i )  F i r s t  O u t e r  I t e r a t i o n

T I

*„ r* i* > , - . 2 71 r-tn 01 c.*t oz -o. jmo m ssi v

, i i r* i i * ̂  o * ■> * i 1 - c i
:  i u r o i  t ‘ i i s - n  •  j m  i p i - . » i

*5.  ' M N j D i . ' v t ’ l ' n r - U  J * 1 o  1. * 31 H m*4 / ̂  - 3 l ■). I ’ . j » **.■* M » io > r >r i 1 , ' i  h m ' .  r .  ; !
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The a b o v e  s h o v e  t h e  f i r s t  a n d  l a s t  i n n e r  i t e r a t i o n  

a s s o c i a t e d  w i t h  o u t e r  i t e r a t i o n  n u m b e r  1 .  The  f o l l o w i n g  

e x p l a i n s  t h e  f o r m a t  o f  t h e  i n n e r  i t e r a t i o n s .

F i r s t  l i n e ; The f i r s t  nu m b er  s t a n d s  f o r  t h e  t o t a l  

n u m b er  o f  p r e v i o u s l y  c o m p l e t e d  i n n e r  i t e r a t i o n s .  The 

s e c o n d  nu m b er  r e p r e s e n t s  t h e  n u m b e r  o f  t i m e s  t h e  

s u b r o u t i n e  VF01ZD h a s  b e e n  c a l l e d .  ( O n l y  t h e  l a s t  

i t e r a t i o n  h a s  a  t h i r d  n u m b er  i n  t h i s  l i n e .  I t  r e p r e s e n t s  

a  c o d e  num ber  f o r  s t o p p i n g  t h e  i t e r a t i o n . )

S e c o n d  l i n e ; T h i s  nu m b er  r e p r e s e n t s  t h e  c u r r e n t  v a l u e  

o f  t h e  a p p l i c a b l e  c o m p o s i t e  f u n c t i o n  *  a c c o r d i n g  

t o  e q u a t i o n  ( C . l ) .

T h i r d  l i n e ; T h i s  l i n e  g i v e s  t h e  c u r r e n t  v a l u e s  o f  

t h e  v a r i a b l e s  z , P ^ ,  , P3 a n d  Q3 ( i n  t h e  g i v e n

o r d e r ) .  I n  t h e  f i r s t  i t e r a t i o n ,  t h e  i n i t i a l  v a l u e s  

a r e  r e p r o d u c e d .  ( I t  i s  t o  b e  r e c a l l e d  t h a t  t h e  s o l u t i o n  

o f  t h e  p r o b l e m  b e c o m e s  b e t t e r  a s  t h e  v a l u e  o f  z 

d e c r e a s e s . )

F o u r t h  1 i n e  t T h e s e  n u m b e r s  r e p r e s e n t  t h e  d e r i v a t i v e s  

o f  t h e  c o m p o s i t e  f u n c t i o n  4* w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

v a r i a b l e s  i n  t h e  o r d e r  o f  t h e i r  s u b s c r i p t s .
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i i )  F o u r t h  ( L a s t )  O u t e r  I t e r a t i o n

1.1 ‘«i 
I

, 2  i * f

T . I  ? 9 *

M s  * M  4 4 * M  »*?- ) 1
*41^  m * n r - : ii t

) I
J i

* 1 .4 -I > I 144 J*J4 ,*
♦ j . m n  ^ 3 4 6 i 4 ? ' >9 i j

■*9V
r 2 Ml WMv-iJ

. 1 )  a . U Z ' ) 2 3 l k f t J 0 4 i : 5 ' i n * ^ 2  1 .2 I J I M  M i "  12 M  f ?f f- 0  ’
30  3 . i j * h j i 2 'mim**j,» oi ,: 1̂ 42 r 14*j* i 4 M *■» at - 0-< *55211 *#1121/240 3 ->

, * Ĵ s. M  >J 12  U M > - :  4 -  1 , v > « M  a * » * l  I n i M  *4 7 - 3  J - 3 M M » 4 ! <i 4 4 * J Z t J l 4 r i - i )  3 , 2  ; 7 W 4 11 * 1 * 1 1 J *6 0 - 3  ^
. 7 H  I 4 t  44*- i i  * 4 1 1  ■"<-: i  -  ? . 3  J  W - • 1 4 4 * 3 9  T M J  > 3 0  3 * 2  1 9 4 ? *  I ^ M M M  W O  3 0  -  3 ,  U  * ?  M *  r  M 4 » 2 J 1 * 3  3 d  •  J  ,  i I U 2 0 J  3 0

The. l a s t  g r o u p  o f  i n n e r  i t e r a t i o n s  i n  t h e  a b o v e  

c o n t a i n s  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  m i n i m a x  o p t i m i z a t i o n ,  i . e .

z -  . 0 2 3 5  l b 2

-  - 5 0 . 8 5  x 10 5 l b - s e c 2

- 5  2Qx » - 5 7 . 5 6  x 1 0  3 l b - s “c

P3 « 1 8 1 . 9 8  x  1 0 “ 5 l b - s e c 2

- 5  2Q3 * 2 1 . 9 5  x 10 3 l b - s e c

T he  c o m p u t a t i o n  w as  t e r m i n a t e d  a t  t h i s  p o i n t  s i n c e  no  

f u r t h e r  s i g n i f i c a n t  d e c r e a s e  i n  t h e  v a l u e  o f  z  w as  p o s s i b l e ,  

i . e .  t h e  p r e s c r i b e d  v a l u e  o f  AKMIN w as  r e a c h e d .
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APPENDIX D

APPLICATION OP AUGMENTED LAGRANGIAN OPTIMIZATION PROGRAM 

TO LEAST SQUARES BALANCING OPTIMIZATION

The p r e s e n t  a p p e n d i x  sh o w s  how t h e  A u g m e n te d  L a g r a n g i a n  

p r o g r a m  I s  a d a p t e d  t o  t h e  l e a s t  s q u a r e s  s o l u t i o n  o f  t h e  

o v e r d e t e r m i n e d  s y s t e m  o f  b a l a n c i n g  e q u a t i o n s ^ - . ( F o r  

f o r m u l a t i o n ,  s e e  e q u a t i o n  ( 3 . 4 ) . )  S e c t i o n  1 f i r s t  o u t l i n e s  

how t h e  v a r i o u s  p a r a m e t e r s  m u s t  b e  d e f i n e d  i n  t h e  m a in  

p r o g r a m  a c c o r d i n g  t o  S e c t i o n  2a  o f  A p p e n d i x  C. S u b s e q u e n t l y ,  

a  l i s t i n g  o f  t h e  a c t u a l  r o u t i n e  i s  s h o w n .  S e c t i o n  2 g i v e s  

t h e  a p p l i c a b l e  s u b r o u t i n e  VF01BD a n d  d i s c u s s e s  i t .  S e c t i o n  3 

c o n t a i n s  t h e  i m p o r t a n t  p a r t s  o f  t h e  o u t p u t  o f  t h e  p r o g r a m  

a n d  i n t e r p r e t s  t h e  r e s u l t s .

1 .  Main P r o g r a m

The m a i n  p r o g r a m ,  w h i c h  i s  l i s t e d  a t  t h e  e n d  o f  t h i s  

s e c t i o n ,  b e g i n s  w i t h  comm ent  c a r d s  w h i c h  a r e  d e s i g n e d  t o  

s e r v e  a s  a d d i t i o n a l  e x p l a n a t i o n s .  T h e s e  a r e  f o l l o w e d  b y  

t h e  COMMON s t a t e m e n t s  w h i c h  d e f i n e  t h e  a r r a y  s i z e  f o r  t h e  

c o n s t r a i n t s  C a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  GC. The f o l l o w i n g  

v a r i a b l e s  a r e  t h e n  d e f i n e d t

-

S i n c e  t h e  H a r w e l l  p r o g r a m  r e q u i r e s  c o n s t r a i n t s  a n d  t h e  l e a s t  
s q u a r e s  o p t i m i z a t i o n  r e p r e s e n t s  a n  u n c o n s t r a i n e d  p r o b l e m ,  i t  
b e c o m e s  n e c e s s a r y  t o  i n t r o d u c e  a  dummy c o n s t r a i n t .  T h i s  
c o n s t r a i n t  i s  c h o s e n  i n  s u c h  a  w ay  t h a t  i t  w i l l  n e v e r  b e  
v i o l a t e d .
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N » 4 ;  s t a n d s  f o r  t h e  f o u r  v a r i a b l e s  P^ ,  , P j  a n d  Q3 .

M « 1 ;  r e f e r s  t o  t h e  s i n g l e  dummy c o n s t r a i n t  r e q u i r e d  

f o r  t h e  p r o g r a m  t o  o p e r a t e .  ( S e e  S e c t i o n  2 b e l o w . )

K = 0 , s i n c e  t h e r e  a r e  n o  e q u a l i t y  c o n s t r a i n t s .

X ( 1 )  t o  X ( 4 ) ,  t h e  s t a r t i n g  p o i n t  e s t i m a t e s  o f  t h e

■̂ 3v a r i a b l e s ,  a r e  made 1 x 1 0  s i n c e  p r e v i o u s  e x p e r i e n c e  

h a s  show n  t h e s e  v a l u e s  t o  b e  o f  t h i s  o r d e r  o f  m a g n i t u d e .  

( W h i l e  a c c u r a t e  e s t i m a t e s  a r e  n o t  r e q u i r e d ,  t h e y  

d e c r e a s e  t h e  num ber  o f  i t e r a t i o n s . )

W ith  AKMIN c h o s e n  a r b i t r a r i l y  t o  b e  1 x1 0  3  , E P S ( l )  

t o  E P S ( 4 )  r e s u l t  f ro m  X ( l )  t o  X ( 4 ) .

DFN i s  e s t i m a t e d  t o  b e  0 . 4 .

MAXFN = 500 (S e e  S e c t i o n  2a o f  A p p e n d i x  C . )

IPR1 * 1 ,  t o  p r i n t  e v e r y  o u t e r  i t e r a t i o n .

IPR2 * 1 ,  t o  p r i n t  e v e r y  i n n e r  i t e r a t i o n .

IW * 2 5 0 0 ,  s i n c e  t h e  r e s t r i c t i o n s  t h a t  N < 25 a n d  

M < 50 a r e  m e t .

MODE * 1 (S e e  S e c t i o n  2a o f  A p p e n d i x  C . )
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The s c a l e  f a c t o r  C ( l )  *  1 0 . 0 0 1  r e p r e s e n t s  t h e  

m a g n i t u d e  o f  t h e  c o n s t r a i n t  when  e v a l u a t e d  a t  t h e  s t a r t i n g  

p o i n t  X ( l )  ■ l x l O - 3  . G ( 1 , 1 )  t o  G ( 4 , l ) r e p r e s e n t  t h e

d e r i v a t i v e s  o f  t h e  s i n g l e  l i n e a r  dummy c o n s t r a i n t  w i t h  

r e s p e c t  t o  t h e  f o u r  v a r i a b l e s  X ( l )  t o  X ( 4 ) .
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C TU THE Y i ' M A i l E S  A R E  
S C t t . l )  ■ LOO
CC I 2 .  1 I •  OI.'O
s e n .  11 » coo
CC U *  11  ■ 1 ) 0 0

0C2 ?
r c  j o

COJ 1

C A L L  YF O LAj I N . m ,  K , X . f  P S  ( AX' *  [ N . O F N . m A X F N ,  | P R  l , I P 3  2 ,  U  . “ ODE I
S T O P
ENO



2 .  S u b r o u t i n e  VF01BD (S e e  p r o g r a m  a t  t h e  e n d  o f  t h i s  s e c t i o n .

A f t e r  a l l o c a t i n g  s t o r a g e  f o r  t h e  v a r i o u s  s u b s c r i p t e d  

v a r i a b l e s ,  t h e  s u b r o u t i n e  VF01BD s t a r t s  w i t h  t h e  COMMON 

s t a t e m e n t s  i n d i c a t e d  i n  S e c t i o n  2b o f  A p p e n d i x  C. The  

s u b s e q u e n t  s t e p s  a r e :

a .  A1 t o  A4 r e p r e s e n t  t h e  l i n k  d i m e n s i o n s  o f  l i n k s  

1 t o  4 .

b .  DELPHI ■ 5 ,  s t a n d s  f o r  t h e  5 d e g r e e  i n c r e m e n t s  o f  

t h e  i n p u t  a n g l e

c .  p i»  9 ] . '  p 3  a n d  a r e  v a r i a b l e s  x ^ ,  x 2 , x 3 a n d  x 4 .

d .  F E X ( l )  t o  FEY(7 2 )  a r e  t h e  144  e x p e r i m e n t a l l y  

o b t a i n e d  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t s  a t  5 d e g r e e  

i n t e r v a l s  f r o m  0 t o  355 d e g r e e s .  (S e e  T a b l e  3 . 3 )

e .  The dummy c o n s t r a i n t  C ( l )  »  X ( l )  + 10 was  

c h o s e n  s u c h  t h a t  i t  n e v e r  w i l l  b e c o m e  n e g a t i v e  

f o r  t h e  a n t i c i p a t e d  r a n g e  o f  t h e  v a r i a b l e  X ( l ) .

( S e e  e q u a t i o n  ( C . 3 ) . )

f .  SUMF, SUMX1 t o  SUMX4 r e p r e s e n t  t h e  i n i t i a l i s a t i o n  

o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  F a n d  i t s  d e r i v a t i v e s .
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g .  A DO l o o p ,  e n c o m p a s s i n g  t h e  72 p o s i t i o n s  o f  t h e  

m e c h a n i s m ,  i s  s e t  u p  t o  c o m p u t e  t h e  o b j e c t i v e  

f u n c t i o n  a s  w e l l  a s  i t s  d e r i v a t i v e s .  The o b j e c t i v e  

f u n c t i o n  b e c o m e s ,  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( 3 . 4 ) :

355°r 2 21
p  * I ]  [fP c x i  “  ^ X ^  + ( pCYj "  PEYi ) J ( D . l )

i « 0 °

The d e r i v a t i v e s  o f  F w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  f o u r  

v a r i a b l e s  a r e  g i v e n  b y :

d P 3 5 5 °
£  [AAxPFCXl + BBxPFCYl] ( D . 2 )

* p i  1 - 0 °

3 5 5 ° r•2H m y  I AAxPFCX2 + BBxPFCY21 ( D .3 )
d Q i  ^  n L J

i - 0 °

bP

.  3 5 5 °
-  J" |AAxPPCX3 + BBxPFCY31 ( D . 4 )

o L J3 i - 0 °

.  3 5 5 °  -
"5 §  “  £  [AAx PPCX4 + BBxPFCY4J ( D .5 )

3 i - 0 °

w h e r e

AA -  2 ( PCX( I ) -  FEX( I ) )  

BB -  2 ( F C Y ( I ) -  F E Y ( I ) )



. 2
PFCX1 * m^t ^ l i c o a 0 l i  + ^ j ^ a i n * ^

* 2 **
PFCY1 ■ mj_ ( "  ^ l i c o s ^ H

PFCX2 -  - n i j f  "  ? i i c o ® * i i

* 2 •  *

PPCY2 -  mL ( + l i coa  * l i  + * l i s i n * l i

-2
PPCX3 -  m3 ( ^ 3 i COfl^ 3 i  + * 3 i s i n * 3 i

*2
PFCY3 *  ™m3 ( - ^ 3 ^ s i n ^ 3^ + ^ 3 i c ° 8 ^ 3 i

•2 • •

PPCX4 -  m3<“ + 3 i a i n * 3 i  + ^ 3 i c o s ^ 3 i

•  2 *  *

PPCY4 » m3 ( ^ 3 i c o a ^ 3 i  + ^ 3 i * i n + 3 i

A l l  f o r c e  a n d  m o t i o n  c o m p u t a t i o n s  a r e  i d e n t i c a l

t h o a e  i n  S e c t i o n  3b  o f  A p p e n d i x  C.
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C J U 9 L  c  
D O U B L E  
C C X O S / V F O t C D / F  
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C O * * * " : ^ / Y F C L E O / C  l D O )  
cawio'4/vroiFo/r.i: 1 2 5 , 5 0  
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0 0 2 3

C C 2 4  
C 0 2 5  
3 0 2 6  
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D E L P H I  •  5  
CEMNe vMhiLES 
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3 I * xil)
PI  • m u  
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r*e ExPfiAUe'.f*L ^MAxi'io fos: e components. oeicsmimeo
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A 4 C Tmc j l v j . r r  S^CO- l l )  VALUE r 3  T h p  i t  AC M G  a t  3 5 5  DEGREE

CC 2 9 F S X t ) * . 4 7 1
0 0 2 ? f : < 2 1 ■ . 4 9 0
CC 3 0 F C < 11  - .  4 4  1
CC 3 1 f i t 4 I « .  3 9 s
0 0 3 2 C E< i  1 * . 2 5 3
CC 3 3 FE X 6  I ■ , 2 0 2
CC 3 4 F e < 7 I ■ .  1 0 5
c o n F £  X 9 1  * . 0 6  0
CC 3 o e g x / )  > . 0 3 0
CC 3 7 F E » 1 0 )  • . J OO
CC 3 9 F E » 1 1 1  * - . 0 0 3
CC J l F E x 1 2 1  - - . 0 1 5
0 0 4 0 F 6  X 1 1 1  - - . 0 2 6
C C 4 1 F eX I 4  1 - -  . 0 2 9
C C S  2 F t ! 1 5 1  • -  . 0 3 1
0 0 4  3 F E x 1 6 )  ■ -  . 0 3 4
0 C 4 4 F = < 1 7 )  - -  .  3 3 5
C C 4 5 F E X 1 4 1  - -  . 0 3 4
C C 4 6 FEX 1 1 1  - - . 0 3 1
0 Q 4  7 F F X 2 0 1  ■ -  . 0 2 0
C U S S F EX O i l * -  . 0 2 5

C C S  ? F £ X 2 2 1  * -  . 0 2 7



2 2 0

c c s o F E x 2  3 ) •  - . 0 2 9
1 0 )  1 F e x 2 M •  - . 0 2 3
C C 5 2 FE X 2 1 1 ■ - . 0 2 0
0 0 5 3 F EX 2 6 1 •  - . 0 1 5
CC 5 A F E X 2 7 1 •  - . 0 1 2
C 0 5 5 F E X 2 9  1 ■ - . 0 1 2
CC 5 6 F E x 2 * 1 •  - . 0 1 5
0 0 1  7 F £ x 3 0  1 ■ - . 0 1 7
0 0 1 8 F E X 1 1 1 ■ - . 0 1 5
C 0 5 * FE X 3 2 1 »  - . 0 2 1
CC 6 0 FEX i l  1 •  - . 0 2 9
C C 6  I F £ x 3*.  1 ■ - . 0 2 7
0 0  6 2 F EX 3 5  1 »  - . 1 3 0
C C S  3 F g t 1 6  t ■ -  . 0 3 1
0 0 4 4 F E X 3 7 ) *  - . 0 3 2
0 0 6 1 F EX 3 9  1 «  - . 0 3 1
0 C 6  6 F E X 3 * 1 -  - . 3 3 7
C 0 6  r F E x 9 0 ) -  - . 0 3 9
C C 6 9 F E X 9 1  1 »  - . 0 3 9
0 0 4 * F E x 9 2  1 -  - . 0 3 9
CO 7 0 F E x 9 3  1 •  - . 0 3 0
CC 7 1 F E X 9 9  I ■ - . 0 9  1
0 0 7 2 F E X 9 5 ) ■ - . 0 9 6
0 0  7 3 F S  < 9 6 } «  - . 0 5 1
CC 7 F EX 9 7  } ■ -  . 0 5 3
0 0 7 5 F E < 9 3 1 ■ - . 0 1 6
0 0 7 6 F EX 9 *  I > - . 0 6  L
0 C 7  7 F E x 5 0 ) ■ - . 0 6  3
CC H F EX 5 1  1 »  - . 0 7 2
0 0  7 * F E X 5 2 1 -  - . 0  7 7
C O S O F ?  X 5 3 1 »  - . 0 8 9
C C S  I FEX 5 9  I ■ -  . 0 *  I
C 1 8  2 FEX 5 5  1 «  - . 0 1 6
0 0 8  3 F 5  X 3 6  1 •  - . 1 J l
C 0 9 4 F E X 5 7  1 •  - . 1 1 3
C C S  5 FE X 8 9 1 «  - . 1 1 *
C 0 S 4 F E x 1 1 1 « - .  1 2 4
0 0  3 7 F E X 6 0 1 ■ - . 1 3 9
5 C 1 8 F E x 6 1  1 < -  .  1 9 3
0 3  SO F EX 4 2 1 •  - . 1 9 7
C C X l F EX 6 3  1 ■ -  .  1 4 0
C O *  I F EX 6 9  ) » - . 1 9 9
0 0 * 2 F EX 6 5  ) ■ -  .  1 2 3
CC 7 3 F £ X 6 6  J * 1 1 3
0 0  7*. FC-X 6  7 1 ■ - . 0 8 1
C 0 1 5 F E X 6 9 1 *  - . 0 3 2
C C 9 6 FE X 4 *  1 ■ . 0 3 4
0 0 * 7 FEX 7 0 -  . 1 2 2
0 C 1 3 F E X 7 J ) ■ . 2 5 1
C C 9 9 F EX 7 2 1 ■ . 3 5 6
:  l o o F EX 1 1 -  -  . 5 7 1
0 1 0 1 F E Y 2  1 * - . 5 * 0
0 1 0  2 F E Y 3 1 ■ -  . 5 5 1
0  1 0  3 F E Y 9  1 * - . 4 6 9
1 1 0 4 F E Y 5 1 ■ - . 1 7 4

C 1 0 5 F E Y L I * - . 2 9 2



2 2 1

c  t c & F e Y T 1 -  . 2  1 3
C U T F 6 y 3 ) - . 1 7 3
C U B FE Y J ) - . 1 2 0
0  I CO F E Y 1 0 1 -  . 0 3 7
C 1 1 0 f e y 1 1 ) -  . 0 6 6
O i l  I F E y 1 3 1 - . 0 6 4
0 1 1 3 F E y 1 1 1 -  . 0 3 0
0 1 1 3 f e y 1 4 1 -  . 0 3 9
c  i 1 4 F E y H I -  . 0 3 4

c m f  S Y 1 6 1 - . 0 1 3
O U i F EY 1 7 ) -  . 0 1 3
C U T f e y 1 3  1 -  . 0 0 7
C 1 1 3 f e y 1 9 1 -  .  0 0 4
0  1 H F E Y 3 0 ) U . O
C 1 3 0 F E Y 3 1 1 . 0 0 4
C 1 3  1 F e y 3 2 ) . 0 0 9
C 1 2 2 F E Y 3 1 ) . 0 1 1
0 1 3 3 f e y 2 4  ) . 0 3 3
0 1 3 * . F E Y 3 1 ) . 0 2 4
0 1 3 3 F E Y 2 6 ) . 0 3 0
0  1 3 6 F EY 2 7 ) . 0 3  7
0  I 3 T F E y 3 3 1 . 0 4  3
C l  3 3 f e y 2 9 1 . 0 5 9
0 1 3 0 F E Y 3 0  1 . 0 6 1
0  1 3 0 F E Y )  1 1 . 0 7 5
C l  3 1 F E Y 1 2 ) . 0 9 3
C 1 1 3 F E y i l  1 . 0 9 1
0  1 1 3 F E y 3 4 ) . 5 9 1
0  1 1 ^ F E Y 1 5  ) . 1 1 5
c m ‘ f e y 1 6 ) .  1 2 2
C l 1 6 F E y 3 7 ) . 1 3 9
O U T f e y 1 3  I . 1 3 3
CL 3 3 F E Y 3 9  1 . 1 4 1
c m F E Y 4 0  ) .  1 4 4
O U T F E Y 4 1  ) .  1 5 0
0 1 4 1 F E Y 4 2  1 . 1 5 3
■314 3 F E Y 4 3 1 . 1 5 5
' . u i F E Y 4 4  I . 1 5 6
c m F E Y 4 1  1 . 1 5 1
0 1 4 5 F E Y 4 6  f . : s i
0 1 4 6 F E y 4 7 ) . 1 6 0
C I 4 T F F y 4 3  1 .  1 6 0
0 1 4 3 F E Y 4 9  ) . t & l
o m F E Y 5 0 ) . 1 6 1
0 1 1 0 F S Y 5 1  ) . 1 6 1
3 1 3  1 F EY 5 2  ) . 1 6 0
0 1 3 3 F EY 1 3  ) . 1 t o
C 1 S 3 F E Y 5 4  ) . 1 5 1
0 1 1 4 F F Y 5 1  1 . 1 5 1
0 1 5 1 f e y 1 6  1 . 1 5 6
0 1 1 6 F E Y 5 7 ) . 1 5 5
O U T F C y 5 3 ) . 1 5 3
c m F E Y 5 9  1 . 1 5 0
c m F E f o C ) .  1 4 6
C I S C F EY 6  1 1 .  1 4 4
0 1 5  1 F EY 6 2  ) .  1 3 4



11* 2  FEVI 6J I  « . 121
0  1 6 3  f  E Y I  6 4  1 -  . U S  .
0 1 6 4  F g y i S 6 »  •  . 0 9 6
0 1 6 5  FE Y ) 661 *  . O N
0 1 6 6  F E Y ( b 7 1 •  . 0 6 *
O U T  F E Y I 6 f l  ) «  - . 0 2 3
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C
C Th e  CON'j T.Ri 1 NT 15

0 1 7 2  C I  I I ■ » I W  » 1 0 0 0
c

C I 7 3 2 » ? | / t . a i 0 2
C

017 4 SUMf ■ not)
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C1 7 f c  5Uf *X2 ■ l l <
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c S L a i o u r i me h u h o n
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C I H  A A •  2 0 1 * ( F C X l  1 ) -  f e  * 1 1 1 1
0 2 C C  2 3  «  2 CC * t t - C Y 1 1 7 -  f C Y t l l l
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32 - : s  m s i v 2 •  i p m v i  11 ) * * :
c

3 2 0 7  P FC X 1 ( I ) •  M l * ( P H [ V 2 * C P  * * M [ * C C * S P |
023a I’F c n m  ■ “ l *(hm(v2 *sp - f’Miacc»ci’i
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C210 PFCrZUl ■ " I* I PH I V2»CP * i*Hl*cC*5Pl
C 2 1 1 P F C x J I M  •  *  J < < P S I V 2 < C S  ♦ 11 S I * t I I *  1 j  I
3212 PFCYJttl “- H3* t-PS IV2*SS * PS|aif l*CSI
3211 PFC(MI) ■ **J*(-PS|rf2»SS ♦ PSUUMCS)
C214 PFCvmil  - M3*|PSIV2*CS * *  S M  ( I I •  S S I

3 2 I S 
C 2 1 6 
3 2 I T 
3 2 1 3  
02 19 
3 2 2 0

3 2 2  1

3 2 2 2  
0 2 2  1 
3 2 2 4  
C 2 2 S

S‘J Mr . 
SU“ * 1 
3U*x2 
Sumx 1 
su«x<,

*

I SU’ XI  
. SU'<2
I SUV x 3
. 5u>'x<,

I K X I I I  -  f C M I I I M ?  ♦ -  F e Y I I
U P P F C X  1 (11 
x x * t ' F C x  2 1 ( l 
44**>FCX 31 11 
44*»*FC*M 11

3 i J * P K U  I I 1
BS«PF1*2111 
P 3 » P F f . V 3 (  I 1
*X3*PFCY4 I I >

1 2 3  C U N T I N U i
THE 3 ‘J m OF Tm£  S 3 'J» .1 E S  I S 

F » SuMF
t h ? d e p  i v i r  w e s  df th e  sum  of r u e  s a i m e s  - i t h  h c s p e c t  
r u  THE ' /4P t t j L E S  APE

0(1) 
312 1 
G( 3 I 
3 14 1

jU'HI
i u ' t x  ?
i ’JM* 1 
S'JM*4

1**2

3 2  2 s  
C 2 2 T

lerijtN
cNO
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3 .  E s s e n t i a l  E l e m e n t s  Of P r o g r a m  O u t p u t

T he  o u t p u t  f o r m a t  o f  t h e  l e a s t  s q u a r e s  o p t i m i z a t i o n  

sh o w n  b e l o w  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  g i v e n  i n  S e c t i o n  3d o f  

A p p e n d i x  C. F o r  t h e  p r e s e n t  o p t i m i z a t i o n ,  o n l y  one  o u t e r  

i t e r a t i o n  w as  r e q u i r e d .

a u t g *  i r t * * u a *  n u m i h  i s  i

fl i
H,M11«W111WKC0I J.MIIIIIIIIMTHao.d 0, IKVUftTIMffHO-O I

, . U _  O. lOUfl l lMl t  1101 0 .u _3 . ] ] . f f>2 jg u  U) l f « _ l

14 If4 I 1.1 uunt )i i r t ; l
> i o * :  > - 7 . 1 1 4 1 ;  i f f  ' n i i i i W ’U f>, 3. u w * o « *  44* 10* n o o f3. |j;niir*»jifi'iic u ;.i))nw/7aiiLii»n ii 5, u mmf n  35 3.hh*iv)i?m;i!'3 11

A g a i n ,  a  s e t  o f  f o u r  l i n e s  r e p r e s e n t  a n  i n n e r  i t e r a t i o n  

w h e r e  t h e  f i r s t  n u m b e r  i n  t h e  f i r s t  l i n e  s t a n d s  f o r  t h e  

t o t a l  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s .  T he  s e c o n d  n u m b e r  i n  t h i s  l i n e  

s t a n d s  f o r  t h e  n u m b e r  o f  t i m e s  t h e  s u b r o u t i n e  VF01ZD h a s  

b e e n  c a l l e d  u p o n .
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The n u m b e r  i n  t h e  s e c o n d  l i n e  r e p r e s e n t s  t h e  c u r r e n t  

v a l u e  o f  t h e  c o m p o s i t e  f u n c t i o n  <t> a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( C . l )  

o f  A p p e n d i x  C.

T he  t h i r d  l i n e  g i v e s  t h e  c u r r e n t  v a l u e s  o f  P1# Q^, 

a n d  Q^ .  I n  t h e  f i r s t  i n n e r  i t e r a t i o n  t h e  i n i t i a l  v a l u e s  

a r e  r e p r o d u c e d .

The f o u r t h  l i n e  sh o w s  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  c o m p o s i t e  

f u n c t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  f o u r  v a r i a b l e s .

The l a s t  g r o u p  o f  i n n e r  i t e r a t i o n s  i n  t h e  a b o v e  

f u r n i s h e s  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  o p t i m i z a t i o n ,  i . e .

no  s i g n i f i c a n t  f u r t h e r  r e d u c t i o n  i n  t h e  c o m p o s i t e  f u n c t i o n  

c o u l d  b e  o b t a i n e d .

Px * - 5 6 . 2 5  x  10
5 2l b - s e c

Qx * - 5 1 . 8 1  x 10 - 5 l b - s e c 2

CD.6}
P3 -  1 5 8 . 4 2  x 10 5 l b - s e c 2

0 . 3 6  x 10 - 5 l b - s e c 2

The c o m p u t a t i o n  w as  t e r m i n a t e d  a t  t h i s  p o i n t  s i n c e  t h e

v a l u e  f o r  AKMIN o f  1x10  w as  r e a c h e d  a n d ,  w i t h  t h a t
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APPENDIX E

REVIEW OP A CHEBYSHEV-TYPE SINGLE COUNTERWEIGHT SHAKING 

FORCE OPTIMIZATION OP CONSTANT SPEED PLANAR LINKAGES

T h i s  a p p e n d i x  b r i e f l y  r e v i e w s  a  C h e b y s h e v - t y p e  

m i n i m i z a t i o n  o f  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e  o f  a  c o n s t a n t  

i n p u t  s p e e d  m e c h a n i s m  w h i c h  i s  a c c o m p l i s h e d  w i t h  t h e  h e l p  

o f  a  s i n g l e  c o u n t e r w e i g h t  a t t a c h e d  t o  t h e  i n p u t  l i n k .  T h i s  

a p p r o a c h  w as  f i r s t  d e s c r i b e d  b y  Y a .  L. G h e r o n im u s  ^25J  .

F i g u r e  E . l  show s t h e  s h a k i n g  f o r c e  h o d o g r a p h  o f  s u c h  

a  m e c h a n i s m  a s  i t  a p p e a r s  w hen  i t  i s  r o t a t e d  b y  t h e  n e g a t i v e  

o f  t h e  a n g l e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  i n s t a n t a n e o u s  p o s i t i o n  

o f  t h e  i n p u t  l i n k .

I f  v e c t o r  OD r e p r e s e n t s  w h a t  i s  b e f o r e  t h e  a b o v e  

r o t a t i o n  a  c o n s t a n t  m a g n i t u d e  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t  

w h i c h  r e v o l v e s  w i t h  t h e  c o n s t a n t  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  t h e  

i n p u t  l i n k ,  i t  m u s t  b e  s t a t i o n a r y  i n  t h i s  f i g u r e .  V e c t o r  DE, 

w h i c h  i s  d u e  t o  a  c o m p o n e n t  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  w h i c h  

o r i g i n a l l y  i s  o f  v a r i a b l e  m a g n i t u d e  a n d  r o t a t e s  w i t h  a n  

a n g u l a r  v e l o c i t y  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  o f  t h e  i n p u t  l i n k ,  

a c t u a l l y  t r a c e s  o u t  t h e  h o d o g r a p h .

Assume now t h a t  a  c o u n t e r w e i g h t  i s  a t t a c h e d  t o  t h e  

i n p u t  l i n k  w h i c h  p r o d u c e s  a  f o r c e  e q u a l  i n  m a g n i t u d e  b u t
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o p p o s i t e  i n  d i r e c t i o n  t o  t h a t  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  a r b i t r a r y  

v e c t o r  06 , a t  a n g l e  & . F i g u r e  E .2  sh o w s  t h a t  t h i s

o p e r a t i o n  c a u s e s  a  s h i f t  o f  t h e  h o d o g r a p h  w i t h  r e s p e c t  t o  

t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  s u c h  t h a t  p o i n t  S o f  t h e  h o d o g r a p h  

now c o i n c i d e s  w i t h  t h e  o r i g i n  0 .  I f  p o i n t  S i s  a p p r o p r i a t e l y  

c h o s e n ,  a  r e d u c t i o n  o f  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e  may b e  

r e a l i z e d .

Y a ,  L .  G h e r o n im u s  h a s  shown t h a t  t h e  maximum s h a k i n g  

f o r c e  c a n  b e  m i n i m i z e d  i f  p o i n t  S i s  c h o s e n  a s  t h e  c e n t e r  

Cs  o f  t h e  s m a l l e s t  c i r c l e  w h i c h  c i r c u m s c r i b e s  t h e  h o d o g r a p h  

( s e e  F i g u r e  E . 3 ) .  T he  c e n t e r  o f  t h e  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e  

r e p r e s e n t s  t h e  C h e b y s h e v ,  o r  b e s t  u n i f o r m ,  a p p r o x i m a t i o n  

t o  t h e  g i v e n  h o d o g r a p h  b y  a  p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  z e r o ,  i . e .  

a  c o n s t a n t .  The  maximum m o d u lu s  o f  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  

h o d o g r a p h  a n d  i t s  C h e b y s h e v  a p p r o x i m a t i o n  i s  r e p r e s e n t e d  b y  

t h e  r a d i u s  R g  o f  t h e  s m a l l e s t  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e .

When t h i s  p o i n t  Cg i s  now moved t o  t h e  o r i g i n  i n  t h e  

m a n n e r  i n d i c a t e d  a b o v e ,  t h e  r e s u l t i n g  s h a k i n g  f o r c e  c a n  

n e v e r  b e  l a r g e r  t h a n  t h e  f o r c e  w h i c h  i s  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  

l e n g t h  o f  t h e  r a d i u s  R g  o f  t h e  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e .



229

sta k in g

fin a lo r ig in a l con stan t 

m o g n itu d o  stalriri 

fo rco  com p on en t' l + o

0,5

P IG E .2  SHAKNG  FORCE HODOGRAPH OF 

PIG  E.1 M O O NED BY ADDITION 

O P INPUT UNK  COUNTERWEIGHT



230

S m d b st cnunM crifaang c o c k  o f  

nxM is H | vo p v in  n o o o p o p i

RG . E .3 SMAUE5T CHOJMSCMWNG C O O E TO 

HODOGBAPH SHOW N M  FIG. L I



231

APPENDIX P 

COMPUTER PROGRAMS CIRCLE AND FMAX

T h i s  a p p e n d i x  g i v e s  t h e  e s s e n t i a l  p a r t s  o f  p r o g r a m

CIRCLE w h i c h  r e p r e s e n t s  a n  a d a p t a t i o n  o f  t h e  H a r w e l l  

o p t i m i z a t i o n  c o d e  t o  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  r a d i u s  Rg 

a n d  t h e  c o o r d i n a t e s  Cg x  a n d  CgY o f  t h e  c e n t e r  o f  t h e  

s m a l l e s t  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e  t o  a  g i v e n  r o t a t e d  s h a k i n g  

f o r c e  h o d o g r a p h .  T h i s  p r o g r a m  i s  b a s e d  u p o n  t h e  f o r m u l a t i o n  

o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 5 )  a n d  ( 4 . 6 ) .  W i th  t h e  e x c e p t i o n  o f  t h e  

s p e c i f i c  m a in  p r o g r a m  a n d  s u b r o u t i n e  VF01BD, t h e  H a r w e l l  

c o d e  i s  u s e d  a s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  C.

I n  a d d i t i o n ,  t h e  p r o g r a m  FMAX, w h i c h  f i n d s  t h e  maximum

v a l u e s  o f  a l l  t h e  r e a c t i o n s  o f  a  g i v e n  m e c h a n i s m ,  i s  s h o w n .  

O u t p u t s  o f  p r o g r a m s  CIRCLE a n d  FMAX a r e  r e q u i r e d  f o r  t h e  

w o rk  o f  A p p e n d i x  G.

1 .  P r o g r a m  CIRCLE; D e t e r m i n a t i o n  Of S m a l l e s t  C i r c u m s c r i b i n g  

C i r c l e  To A G i v e n  S h a k i n g  F o r c e  H o d o g r a p h

a . M ain  P r o g r a m

The m a in  p r o g r a m ,  w h i c h  i s  l i s t e d  a t  t h e  e n d  o f  t h i s  

s e c t i o n ,  b e g i n s  w i t h  t h e  r e q u i r e d  COMMON s t a t e m e n t  w h i c h  

d e s c r i b e s  t h e  a r r a y  s i z e  f o r  t h e  c o n s t r a i n t s  C. The
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f o l l o w i n g  v a r i a b l e s  a r e  t h e n  d e f i n e d :

N * 3;  s t a n d s  f o r  t h e  t h r e e  v a r i a b l e s  X ( l )  -  Rg' 

X( 2 )  -  Cs x * a n d  X ( 3 )  -  Cs y ‘ .

M -  3 6 0 ;  s t a n d s  f o r  t h e  nu m b er  o f  c o n s t r a i n t s .

( T h e s e  c o n s t r a i n t s  a r e  f o r m e d  b y  t h e  u s e  o f  e q u a t i o n  (4 .6  ) 

a t  1 d e g r e e  i n t e r v a l s  o f  t h e  i n p u t  a n g l e  S e e

s u b r o u t i n e  VF01BD b e l o w . )

K * 0 ,  s i n c e  t h e r e  a r e  n o  e q u a l i t y  c o n s t r a i n t s .

X ( 1 ) ,  X ( 2 )  a n d  X ( 3 ) ,  t h e  s t a r t i n g  p o i n t  e s t i m a t e s  o f

t h e  v a r i a b l e s ,  a r e  made e q u a l  t o  2 5 ,  6 a n d  1 ,  r e s p e c t i v e l y .

- 3
W ith  AKMIN c h o s e n  a r b i t r a r i l y  t o  b e  1 x 1 0  , E P S ( l )  t o

E P S ( 3 )  r e s u l t  f r o m  X ( l )  t o  X ( 3 ) .

DFN i s  e s t i m a t e d  t o  b e  1 0 .

MAXFN *  500 ( S e e  S e c t i o n  2a  o f  A p p e n d i x  C . )

IPR1 -  1 ,  t o  p r i n t  e v e r y  o u t e r  i t e r a t i o n .

IPR2 » 1 ,  t o  p r i n t  e v e r y  i n n e r  i t e r a t i o n .

IW -  1 0 0 0 0 ,  s i n c e  t h e r e  a r e  m ore  t h a n  50 c o n s t r a i n t s .
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MODE * 1 ( S e e  S e c t i o n  2a o f  A p p e n d i x  C . )

S u b s e q u e n t l y , a  DO l o o p  i s  s e t  u p  t o  make t h e  c o n s t r a i n t  

s c a l e  f a c t o r s , C ( I ) ,  e q u a l  t o  500 f o r  a l l  3 6 0  c o n s t r a i n t s .  

(S e e  A p p e n d i x  C . )
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b .  S u b r o u t i n e  VF01BD ( S e e  l i s t i n g  o f  p r o g r a m  a t

t h e  e n d  o f  t h i s  s e c t i o n . )

A f t e r  a l l o c a t i n g  s t o r a g e  f o r  t h e  v a r i o u s  s u b s c r i p t e d  

v a r i a b l e s ,  s u b r o u t i n e  VF01BD l i s t s  t h e  COMMON s t a t e m e n t s  

d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  2a o f  A p p e n d i x  C. The s u b s e q u e n t  

s t e p s  a r e :

1 .  F -  X ( l ) ,  i . e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  Rg' i s  

d e c l a r e d  a s  t h e  v a r i a b l e  x ^ .  ( S e e  e q u a t i o n  ( 4 . 5 ) . )

d F
2 .  G ( l )  ■ 1 ,  r e p r e s e n t s  t h e  d e r i v a t i v e  .

S i n c e  a l l  o t h e r  d e r i v a t i v e s  o f  F v a n i s h ,  t h e y  m u s t  

b e  s e t  e q u a l  t o  z e r o  ( i . e .  G ( 2 ) - G ( 3 ) * 0 ) .

3 .  A1 t o  A4 r e p r e s e n t  t h e  l i n k  d i m e n s i o n s  o f  t h e  

s a m p l e  m e c h a n i s m  o f  S e c t i o n  I V . E .

4 .  RPM = 5 0 0 ,  s t a n d s  f o r  t h e  c o n s t a n t  i n p u t  rp m .

5 .  PHIVEL c o n v e r t s  RPM t o  t h e  i n p u t  a n g u l a r  v e l o c i t y  ^

6 .  PHIACC ■ 0 ,  r e p r e s e n t s  t h e  z e r o  i n p u t  l i n k  a n g u l a r
•  e

a c c e l e r a t i o n

7 .  DELPHI ■ 1 ,  r e p r e s e n t s  t h e  1 d e g r e e  i n c r e m e n t s

o f  t h e  i n p u t  l i n k  a n g l e  $ ^ .
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8 .  T he  c o n s t a n t  g e n e r a l  m a s s - d i s t a n c e  p r o d u c t s  a r e  

d e f i n e d  I n  P I ,  Q 1 , P3 a n d  Q3 a c c o r d i n g  t o  

e q u a t i o n s  ( 4 . 5 4 )  t o  ( 4 . 5 7 ) .

A DO l o o p  i s  t h e n  s e t  u p  t o  c o m p u t e  t h e  c o n s t r a i n t s

a s  w e l l  a s  t h e i r  d e r i v a t i v e s  f o r  e a c h  o f  t h e  360  p o s i t i o n s

o f  t h e  m e c h a n i s m .  To t h i s  e n d ,  t h e  s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t s

Pc v  an<* Sfiv e n  l i n e s  50 a n d  51 o f  t h e  p r o g r a m ,  m u s tSX SY

f i r s t  b e  f o u n d .

The r e q u i r e d  k i n e m a t i c  v a l u e s  a r e  s u p p l i e d  b y  way o f  

s u b r o u t i n e  MOTION ( s e e  S e c t i o n  3b o f  A p p e n d i x  C b o t h  f o r  

s u b r o u t i n e  MOTION a n d  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  Fg x  a n d  F g y ) .

The s h a k i n g  f o r c e  c o m p o n e n t s  a r e  t h e n  r o t a t e d  b y  t h e  

n e g a t i v e  o f  t h e  i n p u t  a n g l e  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 3 ) ,

a n d  o n e  o b t a i n s :

R

F i n a l l y ,  t h e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n  ( 4 . 6 )  a n d  i t s  d e r i v a t i v e s  

w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  t h r e e  v a r i a b l e s  a r e  e v a l u a t e d .  T h u s ,

( F .  1 )

F g y  ( I )  — FgX( U  S  i n  ^  F g y f l )  C O S  ^ ( p . 2 )

C ( I )  - ( X i ) 2 -  (* s x KW  -  x 2) 2 -  ( ps y r ( I )  -  X3j 2 ( F . 3 )  

( F . 4 ) 

( F . 5  )

GC( 1 , I ) »  2X1

( F . 6 )
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c . E s s e n t i a l  E l e m e n t s  Of P r o g r a m  O u t p u t

T he  o u t p u t  f o r m a t  sh o w n  b e l o w  i s  s i m i l a r  t o  t h a t

d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  3d o f  A p p e n d i x  C .  F o r  t h i s  o p t i m i z a t i o n ,

t h r e e  o u t e r  i t e r a t i o n s  w e r e  r e q u i r e d .
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w h e r e  t h e  f i r s t  n u m b er  i n  t h e  f i r s t  l i n e  s t a n d s  f o r  t h e  

t o t a l  n u m b e r  o f  i n n e r  i t e r a t i o n s  w i t h i n  t h e  g i v e n  o u t e r  

i t e r a t i o n .  The s e c o n d  n u m b e r  i n  t h i s  l i n e  s t a n d s  f o r  t h e  

n u m b e r  o f  t i m e s  t h e  s u b r o u t i n e  VF01ZD h a s  b e e n  c a l l e d  u p o n .

T he  nu m b er  i n  t h e  s e c o n d  l i n e  r e p r e s e n t s  t h e  c u r r e n t  

v a l u e  o f  t h e  c o m p o s i t e  f u n c t i o n  $  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( C . l ) .

T he  t h i r d  l i n e  g i v e s  t h e  c u r r e n t  v a l u e s  o f  R g ' , csx' 

a n d  C g y * . I n  t h e  f i r s t  i t e r a t i o n ,  t h e  i n i t i a l  v a l u e s  a r e  

r e p r o d u c e d .

The  f o u r t h  l i n e  sh o w s  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  c o m p o s i t e  

f u n c t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  t h r e e  v a r i a b l e s .

The  l a s t  g r o u p  o f  i n n e r  i t e r a t i o n s  shown r e p r e s e n t s  

t h e  f i n a l  r e s u l t s ,  i . e .

Kg -  1 5 . 7 3 4  ( l b s ) ( F . 7 )

Cg x  = 8 . 9 8 7  ( l b s ) ( F. 8 )

C -  - 3 . 4 6 4  ( l b s )  
SY

( F . 9 )
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2 .  P r o g r a m  FMAX; D e t e r m i n a t i o n  Of Maximum B e a r i n g  F o r c e s , 

S h a d i n g  And I n p u t  Moments  Of A G i v e n  M e ch a n ism  (S e e  

l i s t i n g  o f  p r o g r a m  a t  t h e  e n d  o f  t h i s  s e c t i o n . )

T h i s  p r o g r a m ,  w h i c h  i s  s p e c i f i c a l l y  w r i t t e n  f o r  t h e  

e x a m p l e  m e c h a n i s m  o f  S e c t i o n  I V . E ,  f i r s t  d e t e r m i n e s  t h e  X 

a n d  Y c o m p o n e n t s  o f  t h e  m e c h a n i s m  r e a c t i o n s  w i t h  t h e  h e l p  

o f  t h e  f o l l o w i n g  s u b r o u t i n e s :

MOTION* F i n d s  t h e  c o u p l e r  a n d  o u t p u t  l i n k  a n g l e s ,

a n g u l a r  v e l o c i t i e s  a n d  a n g u l a r  a c c e l e r a t i o n s .  

(S e e  A p p e n d i x  C f o r  a  l i s t i n g  o f  t h e  p r o g r a m . )

KINMAT: E v a l u a t e s  t h e  p o s i t i o n s ,  v e l o c i t i e s  a n d  

a c c e l e r a t i o n s  o f  t h e  m ass  c e n t e r s  on  t h e  

i n p u t ,  c o u p l e r  a n d  o u t p u t  l i n k s .

REACTS: D e f i n e s  t h e  X a n d  Y c o m p o n e n t s  o f  e a c h  b e a r i n g  

f o r c e ,  t h e  s h a k i n g  f o r c e  a n d  t h e  i n p u t  moment 

a s  f u n c t i o n s  o f  t h e  i n p u t  a n g l e  £ , .

P r o g r a m s  KINMAT a n d  REACTS a r e  a l s o  r e p r o d u c e d  b e l o w .

The  a b s o l u t e  m a g n i t u d e s  o f  e a c h  o f  t h e  r e a c t i o n s  a r e  

t h e n  f o u n d  f o r  a l l  72 m e c h a n i s m  p o s i t i o n s  b y  w ay  o f :
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p 4 1 ( I )

p4 3 ( I )

P j i d )

f 2 3 ( D

V g(I)

m4 1 ( ! )

( [^ s x '1’] 2 + I ' W 1!]2 ) ?  

([p4ix(1)]2 + [p4iir(I>] 2) 5- 

(CP4 3 X ^ > ] 2 + [ W 1 ! ] 2 ) ^

( C P 2 1 X ( I * ] J  +  [ P 2 1 X ( I j ] 2 ) 2

( f o s x ' 1 ’] 2 + [ ^ s y d j ]  *)?
f [ 2 . 7 5 P 4 1 Y ( I )  -  2 . 7 5 F 4 3 y ( I )  

([m41 (1 >]2) ̂
The maximum v a l u e s  o f  e a c h  o f  t h e  a b o v e  i s  o b t a i n e d  

b y  c o n t i n u o u s  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  p r e v i o u s l y  e s t a b l i s h e d  

l a r g e s t  v a l u e .  The r e s u l t s  a r e  g i v e n  b y :

a n d  (F

(F41 MAX

*P21 MAX

( P 23 MAX

<P43 MAX

( mm/ g MAX

(M4 i MAX

*PM/G MAX

5 2 . 1 2 2  l b s

5 0 . 7 4 3  l b s

4 0 . 3 7 7  l b s

-  3 9 . 2 7 3  l b s

9 0 . 9 0 2  l b - i n

= 3 8 . 7 2 0  l b - i n

MAX “  2 5 *004  l b s

( F . 1 0 ) 

( F . l l )  

( F . 1 2 )  

( F . 1 3 ) 

( F . 1 4 )  

( F . 1 5 )  

{ F . 1 6 )
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O u t p u t  f r o m  p r o g r a m  FMAX:

M I I M X  F 2 I M H X  F Z 3 M M  F + 3 M 4 X  M H C U X
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APPENDIX G 

COMPUTER PROGRAM OPTIMIZE

T h i s  a p p e n d i x  d e s c r i b e s  p r o g r a m  OPTIMIZE w h i c h  a d a p t s  

t h e  H a r w e l l  o p t i m i z a t i o n  c o d e  t o  t h e  p r o b l e m  o f  s i m u l t a n e o u s l y  

m i n i m i z i n g  t h e  maximum b e a r i n g  f o r c e s *  i n p u t  moment a n d  

s h a k i n g  moment a s s o c i a t e d  w i t h  a  p r e s c r i b e d  maximum s h a k i n g  

f o r c e  o f  a  g i v e n  f o u r - b a r  l i n k a g e .  T h i s  p r o g r a m  i s  b a s e d  

on  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  e q u a t i o n s  ( 5 . 1 1 )  -  ( 5 . 1 7 )  a n d  f o l l o w s  

t h e  c o m p u t a t i o n a l  s e q u e n c e  o u t l i n e d  i n  S e c t i o n s  V - D - l  and  

V - D - 2 .  The m a i n  p r o g r a m  a n d  t h e  s u b r o u t i n e  VF01BD, w h i c h  

a r e  w r i t t e n  f o r  t h e  s a m p l e  m e c h a n i s m  o f  S e c t i o n  I V - E  a n d  a  

50 p e r c e n t  r e d u c t i o n  i n  t h e  maximum s h a k i n g  f o r c e * , a r e  

f i r s t  d e s c r i b e d .  B o th  o f  t h e  a b o v e  r o u t i n e s  f o l l o w  t h e  

o u t l i n e  o f  A p p e n d i x  C w h i c h  show s  t h e  u s e  o f  t h e  H a r w e l l  

c o d e .  S u b s e q u e n t l y *  e s s e n t i a l  e l e m e n t s  o f  t h e  o u t p u t  o f  

t h e  p r o g r a m  a r e  g i v e n .

1 .  M ain  P r o g r a m

The m a i n  p ro g ram *  w h i c h  i s  l i s t e d  a t  t h e  e n d  o f  t h i s  

s e c t i o n ,  b e g i n s  w i t h  COMMON s t a t e m e n t s  w h i c h  d e f i n e  t h e  

a r r a y  s i z e  f o r  t h e  c o n s t r a i n t s  C a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  GC.

^ B o t h  t h e  m a in  p r o g r a m  a n d  t h e  s u b r o u t i n e  VF01BD may b e  
e a s i l y  a d a p t e d  t o  o t h e r  f o u r - b a r  l i n k a g e s  a n d  r e d u c t i o n s  
i n  maximum s h a k i n g  f o r c e ,  i n c l u d i n g  f u l l  f o r c e  b a l a n c e .



The f o l l o w i n g  v a r i a b l e s  a r e  t h e n  d e f i n e d :

N « 5 ;  s t a n d s  f o r  t h e  f i v e  v a r i a b l e s  X ( l ) * z ,

X ( 3 ) - 0 3* ,  X U J - R j * ,  a n d  X ( S ) - * 2* .

M ■ 4 3 9 ;  s t a n d s  f o r  t h e  n u m b er  o f  c o n s t r a i n t s .  (S e e  

com m ent  c a r d s  a t  b e g i n n i n g  o f  p r o g r a m  f o r  d e f i n i t i o n  

o f  c o n s t r a i n t s . )

K *  1 ;  r e f e r s  t o  t h e  s i n g l e  e q u a l i t y  c o n s t r a i n t  a s  

r e p r e s e n t e d  b y  t h e  g e n e r a l  e q u i p o l l e n t  c i r c l e  e q u a t i o n  

( S e e  e q u a t i o n  ( 5 . 4 ) . )

X ( 1 ) t o  X ( 5 ) ,  t h e  s t a r t i n g  p o i n t  e s t i m a t e s  o f  t h e  

v a r i a b l e s , a r e  made e q u a l  t o  1 ,  . 7 0 5 ,  3 . 2 3 ,  . 5 5 9 ,  

a n d  3 . 2 3 ,  r e s p e c t i v e l y  ( a  g u e s s  b a s e d  on  t h e  t w o -  

c o u n t e r w e i g h t  m e th o d  o f  S e c t i o n  I V ) .

A
W ith  AKMIN c h o s e n  t o  b e  1 x 1 0  , EPS{1)  t o  E P S ( 5 )

r e s u l t  f r o m  X ( l )  t o  X ( 5 ) .  ( T h i s  v a l u e  r e s u l t s  i n  

s u f f i c i e n t l y  c l o s e  a d h e r e n c e  t o  t h e  e q u i p o l l e n t  c i r c l e  

e q u a l i t y  c o n s t r a i n t  t o  i n s u r e  a n  a c c u r a t e  p r e s c r i b e d  

maximum s h a k i n g  f o r c e . )

DFN i s  e s t i m a t e d  t o  b e  0 . 5 .
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MAXFN *  900  was s p e c i f i e d ,  r a t h e r  t h a n  t h e  u s u a l  5 0 0 ,

b e c a u s e  o f  t h e  i n c r e a s e d  n u m b er  o f  c o n s t r a i n t s .

IPR1 ■ 1 ,  t o  p r i n t  e a c h  o u t e r  i t e r a t i o n .

IPR2 ■ 1 ,  t o  p r i n t  e a c h  i n n e r  i t e r a t i o n .

IW ■ 1 0 0 0 0 ;  s i n c e  t h e r e  a r e  m ore  t h a n  50 c o n s t r a i n t s .

MODE -  1

A f t e r  s e t t i n g  s c a l e  f a c t o r s  f o r  t h e  c o n s t r a i n t s  

C ( 1 )  t o  C ( 7 )  e q u a l  t o  t h e i r  s t a r t i n g  p o i n t  e s t i m a t e s ,  a  

DO l o o p  i s  u s e d  t o  make t h e  r e m a i n i n g  432  c o n s t r a i n t s  

e q u a l  t o  0 . 5 .  ( T h i s  a g a i n  r e p r e s e n t s  a n  a r b i t r a r y  e s t i m a t e . )  

S u b s e q u e n t l y ,  a l l  d e r i v a t i v e s  o f  c o n s t r a i n t s  w h i c h  r e s u l t  i n  

a  c o n s t a n t  t e r m  a r e  d e f i n e d  b y  t h e  p a r a m e t e r s  GC(N,M).  (S e e  

l i n e  37 i n  S e c t i o n  2 . )  F i n a l l y ,  t h e  s u b r o u t i n e  VF01AD i s  

c a l l e d .
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■4*1 N

C IMIS PRGGRAN CIPTI'MZES THE MAXIMUM PFARIAC FQrtCES. MAXIMUM
C SHAKING M]ME(T AND MAXIMUM ( (PUT “O^FNI  FOR A P»CSCRI&ED
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2 .  S u b r o u t i n e  VF01BD (S e e  l i s t i n g  o f  p r o g r a m  a t  t h e  e n d  

o f  t h i s  s e c t i o n . )

A f t e r  a l l o c a t i n g  s t o r a g e  f o r  t h e  v a r i o u s  s u b s c r i p t e d  

v a r i a b l e s ,  s u b r o u t i n e  VF01BD l i s t s  t h e  COMMON s t a t e m e n t s  

d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  2a  o f  A p p e n d i x  C. The s u b s e q u e n t  

s t e p s  s a t i s f y  p r o g r a m  r e q u i r e m e n t s  a n d  i n t r o d u c e  n e c e s s a r y  

f u n c t i o n s  a n d  i n p u t  d a t a :

1 .  P = X ( l ) ;  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  z  i s  d e c l a r e d  

a s  t h e  v a r i a b l e  X ( l ) .  (S e e  e q u a t i o n  ( 5 . 1 1 ) . )

2 .  G ( 1 )  t o  G ( 5 ) ;  r e p r e s e n t  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  

o b j e c t i v e  f u n c t i o n  F w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  f i v e  

v a r i a b l e s  X ( l )  t o  X ( 5 ) .

3 .  A1 t o  A4 r e p r e s e n t  t h e  l i n k  d i m e n s i o n s  o f  t h e  

s a m p l e  m e c h a n i s m  a s  g i v e n  i n  T a b l e  4 . 1

4 .  RH01ST, RH02ST, a n d  RH03ST r e p r e s e n t  t h e  d e n s i t i e s  

o f  t h e  s t e e l  c o u n t e r w e i g h t s  u s e d  on  t h e  i n p u t ,  

c o u p l e r  a n d  o u t p u t  l i n k s .  ( A l l  a r e  made 

7 . 3 3 1 6 X 1 0 " 4  l b - s e c 2/ i n 4 . )

5 .  H1STAR, H2STAR, a n d  H3STAR d e f i n e  t h e  c o u n t e r w e i g h t  

t h i c k n e s s e s  a s  0 . 6 2 5  i n c h e s .
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6 * R°u , v  * 2 5 . 0 0 4  lbs,* t h i s  maximum s h a k i n g  f o r c e  o f  MAX

t h e  u n b a l a n c e d  l i n k a g e  i s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  h e l p  

o f  p r o g r a m  FMAX ( S e e  A p p e n d i x  F . 2 )

7 .  Rg -  1 5 . 7 3 4  l b s ,  Cg x  -  8 . 9 8 7  l b s ,  Cgy  -  - 3 . 4 6 4  l b s ;  

t h e  r a d i u s  a n d  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  c e n t e r  o f  t h e  

s m a l l e s t  c i r c u m s c r i b i n g  c i r c l e  t o  t h e  r o t a t e d  

s h a k i n g  f o r c e  h o d o g r a p h  a r e  f o u n d  w i t h  t h e  h e l p

o f  p r o g r a m  CIRCLE. ( S e e  A p p e n d i x  F . l )

8 .  OCg * m a g n i t u d e  o f  v e c t o r  OCg ( s e e  e q u a t i o n  ( 4 . 2 4 ) ) .

9 .  DELTAS * a n g l e  $g o f  v e c t o r  OCg ( s e e  e q u a t i o n  ( 4 . 2 4 ) ) .

1 0 .  ETA * 0 . 5 ;  d e f i n e s  r e d u c t i o n  f a c t o r  .

1 1 .  MU* p r o p o r t i o n a l i t y  f a c t o r  /i , a s  g i v e n  b y  

e q u a t i o n  ( 4 . 1 0 ) .

1 2 .  RPM « 5 0 0 ;  s t a n d s  f o r  t h e  c o n s t a n t  i n p u t  rp m .

  •
1 3 .  PHIVEL c o n v e r t s  RPM t o  t h e  i n p u t  a n g u l a r  v e l o c i t y

1 4 .  PHIACC -  0 ,  r e p r e s e n t s  t h e  z e r o  i n p u t  l i n k  a n g u l a r  

a c c e l e r a t i o n  4^

1 5 .  DELPHI * 5 ,  r e p r e s e n t s  t h e  5 d e g r e e  i n c r e m e n t s  o f  

t h e  i n p u t  l i n k  a n g l e  4 i
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1 6 .  W1 t o  W6, s t a n d  f o r  t h e  w e ig h t in g  f a c t o r s  o f

e q u a t i o n s  ( 5 . 1 2 )  t o  ( 5 . 1 7 ) .  T h e y  a r e  s e t  e q u a l

t o  u n i t y .

1 7 ‘ (P4 1 ° W  ’  5 2 *12 l b * '  <P4 3 ° W  ‘  3 9 ‘ 27 lb B '

<P2 1 0 ) MMt *  5 ° - 7 4  l b 8 '  <P2 3 0 , MAX “  4 ° - 3 8  l b ‘ '

(mm /g Q ,max “  9 0 , 9 0  i n _ I b s ' a n d  (M4 1 0 ) MWC “  3 8 - 7 2  i n " l b s  

r e p r e s e n t  t h e  maximum v a l u e s  o f  t h e  r e a c t i o n s  o f

t h e  u n b a l a n c e d  l i n k a g e  a s  f o u n d  w i t h  t h e  h e l p  o f

p r o g r a m  FMAX ( s e e  A p p e n d i x  F . 2 )  a n d  u s e d  i n

e q u a t i o n s  ( 5 . 1 2 )  -  ( 5 . 1 7 ) .

1 8 .  A t  t h i s  p o i n t ,  t h e  m a s s e s ,  c e n t e r  o f  m a s s  l o c a t i o n s

a n d  t h e  r a d i i  o f  g y r a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c e n t e r s  

o f  m ass  o f  t h e  i n p u t ,  c o u p l e r  a n d  o u t p u t  l i n k s  o f  

t h e  u n b a l a n c e d  m e c h a n i s m  a r e  d e f i n e d  a c c o r d i n g  t o  

T a b l e  4 . 1 :

mL°  -  5 . 1 0 6 2  x 1 0 * 4 l b - s e c 2/ i n

m2 °  * 1 3 . 6 7 1 0  x lO""4 l b - s e c 2 / i n

m^° * 6 . 9 3 7 8  x  1 0 " 4 l b - s e c 2/ i n

p x°  -  1 . 0  i n

q 1 °  *  0 . 0  i n
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P2°  -  3 . 0  i n

q  °  -  0 . 4 0 3  i n

P3 °  -  1 . 5  i n

q  °  «  0 . 0  i n

k 2 °  -  2 . 0 9 7 0  i n

k 3°  -  1 . 6 7 4 7  i n

S u b s e q u e n t l y ,  t h e  f o l l o w i n g  c o m p u t a t i o n s  a r e  m a d e :

P ^ °  ■ mi ° P i °  + m2 ° a l  ”  m2 ° P 2 °  ( S e e  e q u a t i o n  ( A . 3 1 ) . )
a 2

Q^° »  mi ° q i °  “  m2 0 <̂ 2 °  ( S e e  e q u a t i o n  ( A . 3 2 ) . )
2

P3 °  * m3 ° p 3 °  + m2 ° P 2 °  ( S e e  e q u a t i o n  ( A . 3 3 ) . )
2

o o o . a 3 o o , .  _ . . vQ3 “  m3  q 3  + —  m2  q 2  (S e e  e q u a t i o n  ( A . 3 4 ) . )

o
A ^  ( P 1 ° ) 2  + (Q^ ° ) 2  (S e e  e q u a t i o n  ( A . 2 6 ) . )

o - 1  Ql °<* * t a n  r —g- (S e e  e q u a t i o n  (A. 2 7 ) . )
P 1

B~ * a /  ( P _ ° ) ^  + ( Q . ° ) ^  (S e e  e q u a t i o n  ( A . 2 8 ) . )
3 3

o
o - 1  ^ 3

* t a n    ( S e e  e q u a t i o n  ( A . 2 9 ) . )
o

p 3
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1 9 .  The c o u p l e r  c o u n t e r w e i g h t ,  w h i c h  i s  c i r c u l a r  a n d  

t a n g e n t  t o  p o i n t  A^ ( s e e  F i g u r e  5 . 2 ) ,  h a s  t h e  

f o l l o w i n g  p a r a m e t e r s :

*  *  *  /D *
m- * Pj i r 1̂2  2

p^* * R2 * c o s $ 2 * (S e e  F i g u r e  A . 2)

q  * ■ R * s i n  8 * (S e e  F i g u r e  A . 2)
*  ^

2 0 .  The  p a r a m e t e r s  o f  t h e  b a l a n c e d  c o u p l e r  l i n k  a r e  

g i v e n  b y i

o  , *m2  * m2  + m2

p 2  = (m2 ° P 2 °  + m2 * P 2 * ) / m2 ( S e e  e q u a t i o n  ( A . 2 5 ) . )

0 0  > <
q 2  “  (m2  q 2 + n»2 ^ 2  * ' m2 (S e e  e q u a t i o n  (A. 2 5 ) . )

2 1 .  The  r a d i u s  o f  g y r a t i o n  o f  l i n k  2 w i t h  r e s p e c t  t o  

i t s  c e n t e r  o f  m ass  i s  d e f i n e d  a s :

k 2  -  [ (m 2 ° j ( p 2 0 ) 2  + ( q 2 ° > 2  + ( ^ 2 ° ) 2 t 

+ 1 ,  5m2* ( R2 * J / ro2  "  ^P2 2  + <?2 2 ^] 2"

2 2 .  The o u t p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t ,  w h i c h  i s  c i r c u l a r  

a n d  t a n g e n t  t o  p o i n t  A^ ( s e e  F i g u r e  5 . 2 ) ,  h a s  t h e  

p a r a m e t e r s :



m3 *  p3*irh3*  ̂R3* ^

P3* " V c o s t f 3*

_  *  Ft *  J .  ♦q 3  -  R3  a i n f f 3

2 3 .  The b a l a n c e d  o u t p u t  l i n k  p a r a m e t e r s  a r e  g i v e n  b y :

m3 “  m3 °  + m3*

p 3  -  (m3 0 p 3 0  + m3 * p 3 * ) / m 3

q 3  *  (m3 ° q 3°  + m3 * q 3 * ) / m 3

2 4 .  The  r a d i u s  o f  g y r a t i o n  o f  l i n k  3 w i t h  r e s p e c t  t o

i t s  c e n t e r  o f  m ass  i s  d e f i n e d  a s :

k 3 " [ (" 3 ° ) <p3 ° )2  + (<J30>2 + ( k 3 ° ) 2 f 

♦ l.Sm3*(R3*)2)/m3 - (p32 + q32)J

2 5 .  The p a r a m e t e r s  o f  t h e  i n p u t  l i n k  a r e  now fo u n d

a c c o r d i n g  t o  t h e  c o m p u t a t i o n a l  s e q u e n c e  o u t l i n e d  

i n  S e c t i o n  V - D - l :

a 3
-1  m3^3 + arr m2q 2 

a .  fi »  t a n  ----------------£ - ......  ( S e e  e q u a t i o n  (5
a 3

m3 p 3  + —  m2 p 2
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. 1 9 ) .  )



+ * / ? - / ?  , w h e r e  *  e q u a l s  t h e  a n g l e  o f

r o t a t i o n  o f  t h e  s h a k i n g  f o r c e  

h o d o g r a p h .

o
V e c t o r  D Cg i s  f o u n d  w i t h  t h e  h e l p  o f  

e q u a t i o n  ( 4 . 2 7 ) :

D°C -  [ (D°Csx ) 2  + ( D % y ) 2] j

W here

o o * 2  o
D ^SX “ OCgcos3g  -  A ^ c o s o

o o *2 o
D CSY * 0Cs s i n 3 s  -  A $^sin<*

a n d  a n g l e  C i s  g i v e n  b y  

C » t a n - 1 d ° c SY

D°CSX

V e c t o r  DCj i s  t h e n  f o u n d  b y  w ay  o f  e q u a t i o n  ( 

i . e .

d c 2  “  [^DC2 X^ + ( DC2 yJ J 2

w h e r e

d c 2X “  ^ D ° C g c o s (  C + ♦ )

DC2y  ■ m D ° C g s i n (  C + * )

The t e r m  A i s  f o u n d  a c c o r d i n g  t o

5 . 2 2 ) ,
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e q u a t i o n  ( 5 . 2 2 )  :

A -  (P 1 2  + Q ^ ) ?

Where “ mx ° P l°  + m2al  ~ m2p2

Ql .  mi q i  -  m2 q 2
a 2

and th e  a n g le  a i s  g iv e n  by  

a • tan
p i

f .  The r e s u l t in g  lo c a t io n  o f  th e  r o ta te d  c e n te r  

o f  th e  c ir c u m sc r ib in g  c i r c l e  i s  g iv e n  by 

v e c to r  OC2 a t  a n g le  «2 ( s e e  eq u a tio n  ( 5 . 2 3 ) )

OC2  «  [ ^ 0 C2 X^ + *0 C2 y )  ] 2

*2where 0^2X * A ^ c o s *  + DC2c o s (  C + + )

OC2Y * A ^ s in «  + DC2s in (  C + + )

a t  a n g le

- 1 W-2 V ■ o ■ tan  ■"**£ OC,
-IOC; 

:2X

g .  The i n p u t  c o u n t e r w e i g h t  r a d i u s  a n d  a n g l e  i s  

t h e n  f o u n d  w i t h  t h e  h e l p  o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 7 0 ) ,
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( 5 . 2 5 )  a n d  ( 5 . 2 6 ) :

R1

OC.

pl * h ^ *  w  ^ 2

i.
3

a n d  0 , *  *« +
1  2

2 6 .  The i n p u t  c o u n t e r w e i g h t  p a r a m e t e r s  a r e  g i v e n  b y :

•* * * * 2
ral  “  P1  h l  *’ ( R1  '

*  *  *

P i  * R1  GOS * 1

2 7 .  F i n a l l y ,  t h e  i n p u t  l i n k  p a r a m e t e r s  a r e  g i v e n  b y :

ml  “  ml  + ml

o o * *
P i  *  (mi P i  + ml  P i  ) / ml

o o * *
q i  * (mi q i  + mL q i  ) / m i

2 8 .  C o n s t r a i n t s  C ( l )  t o  C ( 7 )  a r e  now s e t  a l o n g  w i t h

t h e  d e r i v a t i v e s  o f  C ( l )  w i t h  r e s p e c t  t o  v a r i a b l e s  

X ( 2 )  t o  X{ 5 ) :

a .  C ( 1 ) ;  g e n e r a l  e q u i p o l l e n t  c i r c l e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n  

( s e e  e q u a t i o n s  ( 5 . 4 ) ,  ( 5 . 9 )  a n d  ( 5 . 1 0 ) ) .
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b .  0 ( 2 )  -  X ( 2 ) ;  t h e  c o n s t r a i n t  on  t h e  o u t p u t  

c o u n t e r w e i g h t  r a d i u s ,  i . e .  R3* -  °*

c .  0 ( 3 ) ,  0 ( 4 ) ;  t h e  c o n s t r a i n t s  o n  t h e  o u t p u t  l i n k

* -N. *c o u n t e r w e i g h t  a n g l e ,  i . e .  9  ̂2  0  a n d  2 n -  > 0 .

d .  0 ( 5 )  »  X ( 3 ) r t h e  c o n s t r a i n t  on t h e  c o u p l e r
*

c o u n t e r w e i g h t  r a d i u s ,  i . e .  > 0 .

e .  0 ( 6 ) ,  0 ( 7 ) ;  t h e  c o n s t r a i n t s  on  t h e  c o u p l e r
* *

c o u n t e r w e i g h t  a n g l e ,  i . e .  $ 2  -  0  a n d  2 jt -  > 0 .

f .  GO( 2 , 1 )  t o  GO( 5 , 1 ) ;  r e p r e s e n t  t h e  p a r t i a l  

d e r i v a t i v e s  o f  t h e  e q u i p o l l e n t  c i r c l e  c o n s t r a i n t  

e q u a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  v a r i a b l e s  X ( 2 )  t o  

X ( 5 ) .  ( N o te  t h a t  GO( 1 , 1 ) ,  t h e  d e r i v a t i v e  o f

0 ( 1 )  w i t h  r e s p e c t  t o  X ( l ) ,  i s  z e r o  a n d  i s  g i v e n

i n  t h e  m a in  p r o g r a m  b e c a u s e  i t  i s  a  c o n s t a n t . )

2 9 .  W i th  a l l  a p p r o p r i a t e  m e c h a n i s m  p a r a m e t e r s  now 

d e f i n e d ,  a  DO l o o p  i s  s e t  u p  t o  e v a l u a t e  t h e  

r e m a i n i n g  c o n s t r a i n t s  a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s .  The 

m e c h a n i s m  r e a c t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  e a c h  i n p u t  

a n g l e  a r e  f i r s t  o b t a i n e d  b y  w ay  o f  t h e

f o l l o w i n g  s u b r o u t i n e s  w h i c h  a r e  l i s t e d  i n  A p p e n d i x  F :
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3 0 .

3 1 .

3 2 .

3 3 .

3 4 .

MOTION: e v a l u a t e s  c o u p l e r  a n d  o u t p u t  l i n k

a n g l e s ,  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  a n d  a n g u l a r  

a c c e l e r a t i o n s .

KINMAT: f i n d s  p o s i t i o n s ,  v e l o c i t i e s  a n d  

a c c e l e r a t i o n s  o f  m ass  c e n t e r s  on 

i n p u t ,  c o u p l e r  a n d  o u t p u t  l i n k s .

REACTS: d e t e r m i n e s  t h e  X a n d  Y c o m p o n e n t s  o f

e a c h  b e a r i n g  f o r c e ,  t h e  s h a k i n g  moment 

a s  w e l l  a s  t h e  i n p u t  moment a s  f u n c t i o n s  

o f  t h e  i n p u t  a n g l e

SHAKM(I) = 2 . 7 5 F 4 1 y  -  2 . 7 5 F 43Y -  M4 1  ; d e f i n e s  t h e  

s h a k i n g  moment w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  m i d p o i n t

b e t w e e n  t h e  g r o u n d  b e a r i n g s  f o r  t h e  g i v e n  

c o n f i g u r a t i o n .

F4 1  ( I ) -  ( F4 1 x  + f 4 i y  

b e a r i n g  f o r c e  F4 1 .

2 v -) 2  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f

+ F„r4 3 u '  "  v 43X 43Y

b e a r i n g  f o r c e  F4 3 .

) 2  * t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f

F2 1  ( I ) -  ( F.21X + F,21Y ) 2 : t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f

b e a r i n g  f o r c e  F £ ^ .

2  2
F2 3 ( 1 ) * ^F23X + F23Y * 2 ; t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f

b e a r i n g  f o r c e  ^ 3 .



3 5 .

3 6 .
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The c o n s t r a i n t s  a r e  now e v a l u a t e d  a c c o r d i n g  t o  

e q u a t i o n s  ( 5 . 1 2 )  -  ( 5 . 1 7 ) ,  w h e r e  I  ■ 1 , 2 , . . . , 7 2

a .  C ( I  + 7 )  ■ X{1) -  W1

b .  C ( I  + 7 9 )  -  X ( l )  -  W4

c .  C ( I  + 1 5 1 )  -  X ( l )  -

d .  C ( I  + 2 2 3 )  «  X ( l )  -

e .  C ( I  + 2 9 5 )  -  X ( l )  -  W5

f .  C ( I  + 3 6 7 )  «  X ( l )  -  W6

f<g41>

t

2  ** ( P 4 1 ° )2

(P41° ) 2

( f 4 3 ) 2  -  ( f 4 3 ° ) 2

CF430 ) 2  

( F 2 1 ) 2  -  ( F 2 i ° ) 2

(P2l  )

( F 2 3 ° ) 2

<MM/Q * 2  "  fMM/GQ>‘

(M4 1 ) 2  -  (M4 1 ° ) 2

( “ 4 1 0 ) 2

The f o l l o w i n g  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  a r e  t h e n  d e f i n e d  

s o  t h a t  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  c o n s t r a i n t s  w i t h  

r e s p e c t  t o  t h e  f i v e  v a r i a b l e s  X ( l )  t o  X ( 5 )  may 

b e  f o u n d .  (The s u b s c r i p t  K i s  i n t r o d u c e d  h e r e  

t o  d i s t i n g u i s h  b e t w e e n  t h e s e  v a r i a b l e s . ) :

a .  P P 43X (K )

b .  PF43Y(K)

43X

> K * 2 , 3 , 4 , 5

4 3 Y

d X iK



c .  PF41X(K)

d .  PF41Y(K)

e .  PF21XCK)

f .  PF21Y{K)

g .  PF23X(K)

h .  PF23Y(K)

i .  PM41(K)

j .  PSHAKM(K)

dP41X

~ ™ t T

bF

>

4 1 Y 

d p2 lX

~*sT

Sp2 lY

" ^ s T

>

bF 23X
"§XK

>
dF 23Y
"SxK

dM,‘41
a xK

M/G
"5x

K -  2 , 4 , 5

K -  2 , 4 , 5

K -  2 , 4 , 5

K =« 2 , 4 , 5

K * 2 , 3 , 4 , 5
K

F i n a l l y ,  GC(N,M), t h e  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  o f  

c o n s t r a i n t  M w i t h  r e s p e c t  t o  v a r i a b l e  N, a r e  

f o u n d .  N o te  t h a t  t h e  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  o f

P4 1X '  P41Y' P21X' P21Y' P23X' P23Y a n d  M41

w i t h  r e s p e c t  t o  X^ a r e  z e r o .  T h i s  i s  t h e  r e a s o n
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Why GC( 3 * 1 + 7 ) ,  G C ( 3 , 1 + 1 5 1 ) ,  G C ( 3 , 1 + 2 2 3 )  a n d  

G C ( 3 , I + 3 6 7 )  h a v e  b e e n  s e t  e q u a l  t o  z e r o  i n  t h e  

m a i n  p r o g r a m  f o r  I  *  1 , 2 , . . . , 7 2 :

2 W i  & P ^ i y  i  y

a .  GC(K, 1 + 7 )   -----------------------L -  ( f 4 1 X — £ ± £  +  F 4 1 v  4 1 Y ) ,  K -  2 , 4 , 5

( F 4 1 ° ) 2  41X 3Xk  4 1 1  SXr

2 W ,  ^ * 4 3 X  ^ F 4 3 Y »  . . .

b .  GC(K, 1+79 ) = -------- 5 ~ o < F4 3 x " n + F4 3 y T  ]> K * 2 ' 3 ' 4 '
(F4 3 ° ) 2  43X 9x k 43Y 8X* 5

2 W o  ^ 2 1 X  ^ F 2 1 Y .

c .  G C ( K ,I H 5 1 ) - -  — | -  (P21x- p  -  K ”  2 ' 4 ' 5
< P 2 1  > dXK K

2 W*a S F o i v  F̂"53V
d .  G C (K ,1 + 2 2 3 ) = --------- --—, ( F2 ,ay*'v + f 21v t  ) ,  K = 2 , 4 , 5

(F23 ) 23X dXK 23Y 9xk

2 Wc ^ ^ m / g
e .  G C (K ,1 + 2 9 5 )   --------- , K = 2 , 3 , 4 , 5

(«M /g  ) 2  w  d x K

2Wg dM4 !
f .  GC(K, 1 + 3 6 7 )   --------- ----M^i-  ■ ■ ■■ ■ , K »  2 , 4 , 5

(M4 X0 ) 2  4 1  SXK
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3 . E s a e n t i a l  E l e m e n t s  Of P r o g r a m  O u t p u t

The  o u t p u t  r e p r o d u c e d  b e l o w  sh o w s  t h e  f i r s t  i n n e r  

i t e r a t i o n  o f  o u t e r  i t e r a t i o n  n u m b e r  1 a s  w e l l  a s  t h e  tw o  

i n n e r  i t e r a t i o n s  o f  t h e  l a s t  o u t e r  i t e r a t i o n  n u m b er  5 .  

( F o r  f o r m a t  d e t a i l s ,  s e e  S e c t i o n  3d o f  A p p e n d i x  C . )

3 u i < *  ( i f o i i u i  i i  t

C I"o. le: itimti.,) m: ;i " . -  -  -  .

■j. tsc j utii ig'ic-rvficc 31 i. tiicijaac )oai':nci 30 o.'lionnsnconn/jjnnii 01 a.i'ii03ocp(taji)0'iaoor> oo o. mcaa joo.ijoooooi. 3l
3 . 1 0 .  j j J J u  C l  -  j .  1»  1 1 J  > 4 3  41 4 n e t  i u  1 3  - 3 . 4 *  ; l l s . 4 i C H  I 1 i  J - o »  ' 0  . 11 3 » 1  14 I * 1 4 4 1 4  I * 0  0 0  - 0 .  D *  T 4L i  I 14 I t  l »  1 4 3 - 0 *

* i  i t  I
3 . i o  i i i M L j n ’ t i t i  : ;  "o. im /n  o.mc .j.,iomi341'. n  3.: m u  ioe i ti. ,i i, nura.'ijciii m io n o... 33’ tmi 1*34 l*.. ji

* i . i r j  m a t  n  i t . i 3 4 i  -  j . m i .  i i >4 i i  w  3 . 1 1  0 9 1 1  u *  ; - . i>7 i c . - 1 :

I
i .  I f *  1 0 4 3  >» i 4 C " . 3 ' . . ’ C ;  1 

t i c -  ci
0.111 a* : >) . r  - 0 ;

1 i 1
3 . |  . •  1 I (  3 •  1 I 9 W  '  C > 
3 . 1  M n : n j t  u . m i  :  i 

* i . 9 i i  t i i t o  11  ■ i i i . i - ' i

J .  9 1  I  > . 1 1 t  U *  I . M  ( I .  - I ' i..II (1.3*13i .9M/1C.J-0J

m i  m  ' i n i  1 i . i . 4 1 ,  10
i i . 3  13 3 1 3 )  ■ H  I 3 1 1 3 4 . . - I *

<1.3 1 4 1 9 4 1 1 4 ) 1 3  i l ! i P  31 
- 0 . 1 3  14 3 4 1 1 3 ) 0 1 3 4  J 3 C -  3 4

3 . 3  t l l r i j r .  11
3 . 1 1 4 1 ' . . f l l  > 1 3 ( 1 1 4 3 0 - 0 9

3 .  I ' l l  t  ( 4 9 U 4 1 8 0 4 I 3 1 0  3 1  
<J .  i 1 0 4 )  7 3  1 ) |  4 !  M  1 4 3 -  1 3

0.1 i*n)l)134*i*31n 01 
J .  l i t l M i U . I !  I 1 1 J - J .

3.401111.41 >1.1 41 .( 0 II 
- 0  . 1 I M | r , f t i 9 . >  || 4 I t  <) U-  ).>

0 . 4 3 ) 1 1 *  1 1 4  — TO 31
3 . 3 * 3 1 3  . i l l U  1 1 3 4 9 .1- 3 .

A g a i n ,  a n  i n n e r  i t e r a t i o n  c o n s i s t s  o f  a s e t  o f  f o u r  l i n e s .  

The f i r s t  n u m b er  i n  t h e  f i r s t  l i n e  s t a n d s  f o r  t h e  t o t a l  

num b er  o f  i n n e r  i t e r a t i o n s  w i t h i n  t h e  g i v e n  o u t e r  i t e r a t i o n .

The s e c o n d  n u m b e r  i n  t h i s  l i n e  s t a n d s  f o r  t h e  n u m b e r  o f  t i m e s
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t h e  s u b r o u t i n e  VF01ZD h a s  b e e n  c a l l e d  u p o n  i n  t h e  s p e c i f i c  

o u t e r  i t e r a t i o n .

The  n u m b er  i n  t h e  s e c o n d  l i n e  r e p r e s e n t s  t h e  c u r r e n t  

v a l u e  o f  t h e  c o m p o s i t e  f u n c t i o n  4  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( C . l ) .

  4? ♦
The t h i r d  l i n e  g i v e s  t h e  c u r r e n t  v a l u e s  o f  z ,  R^ , 6^ *

Rj* * a n d  $2 ' t *ie  i t e r a t i o n ,  t h e  i n i t i a l  v a l u e s

a r e  r e p r o d u c e d .

The f o u r t h  l i n e  show s t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  c o m p o s i t e  

f u n c t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  f i v e  v a r i a b l e s .

The l a s t  g r o u p  o f  i n n e r  i t e r a t i o n s  shown r e p r e s e n t s  t h e  

f i n a l  r e s u l t s ,  i . e .

z  -  0 . 1 7 8  l b 2  ( G . l )

R3* « 0 . 4 2  i n  ( G . 2 )

* * * 2 . 9 8 4  r a d  = 1 7 0 . 9 5  d e g  ( G .3 )
J

Rj* -  1 . 0 7  i n  (G . 4 )

■ 4 . 0 3 2  r a d  * 2 3 0 . 9 9  d e g  ( G . 5 )

The c o m p u t a t i o n a l  s e q u e n c e  g i v e n  i n  S e c t i o n  V - D - l  

i s  t h e n  f o l l o w e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  f i n a l  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t
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p a r a m e t e r s  ( s e e  e q u a t i o n s  ( 4 . 7 0 ) ,  ( 5 . 1 9 )  -  ( 5 . 2 6 ) ) :

1̂ *  »  1 . 6 5  i n  ( G . 6 )

9  * -  3 . 0 1 2  r a d  -  1 7 2 . 5 7  d e g  ( G . 7 )
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APPENDIX H 

COMPUTER PROGRAM OPTM41

The p r e s e n t  a p p e n d i x  sh o w s  how p r o g r a m  OPTIMIZE i s  

m o d i f i e d  f o r  t h e  e x c l u s i v e  o p t i m i z a t i o n  o f  t h e  maximum 

i n p u t  moment M ^  o f  a  f u l l y  f o r c e  b a l a n c e d  f o u r - b a r  l i n k a g e .  To 

t h i s  e n d ,  t h e  c o n s t r a i n t s  on  t h e  f o r c e s  F4 1 , F1 2 ' F 2 3 ' F 3 4  

a s  w e l l  a s  on t h e  moment a r e  r e m o v e d .  T h u s ,  t h e  num ber

o f  v a r i a b l e s  r e m a i n s  t h e  sam e a s  i n  p r o g r a m  OPTIMIZE w h i l e  t h e  

num b er  o f  c o n s t r a i n t s  i s  r e d u c e d  f ro m  4 3 9  t o  7 9 .

O n ly  t h e  m o d i f i c a t i o n s  t o  t h e  m a in  p r o g r a m  a n d  s u b r o u t i n e  

VF01BD a r e  d e t a i l e d  b e l o w .  T h e s e  a r e  f o l l o w e d  b y  t h e  e s s e n t i a l  

e l e m e n t s  o f  t h e  p r o g r a m  o u t p u t .

1 .  Main P r o g r a m

The m a i n  p r o g r a m , ,  w h i c h  i s  l i s t e d  a t  t h e  e n d  o f  t h i s  

s e c t i o n ,  b e g i n s  w i t h  COMMON s t a t e m e n t s  w h i c h  d e f i n e  t h e  

a r r a y  s i z e  f o r  t h e  c o n s t r a i n t s  C a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  GC, 

The r e m a i n d e r  o f  t h e  p r o g r a m  i s  i d e n t i c a l  t o  t h a t  g i v e n  i n  

A p p e n d i x  G e x c e p t  f o r  t h e  f o l l o w i n g  m o d i f i c a t i o n s ;

M * 7 9 ;  s t a n d s  f o r  t h e  n u m b e r  o f  c o n s t r a i n t s .  (S e e  

comment c a r d s  a t  b e g i n n i n g  o f  p r o g r a m  f o r  d e f i n i t i o n  

o f  c o n s t r a i n t s .  N o te  t h a t  o n l y  t h e  i n p u t  moment a p p e a r s . )
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G C ( 1 , I )  ■ 1 a n d  GC{3 , I ) * 0 f o r  I  -  8 , 9 , . . . , 7 9 .  T h e s e  

c h a n g e s  a r e  a  r e s u l t  o f  t h e  f e w e r  n u m b e r  o f  c o n s t r a i n t s .
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2 .  S u b r o u t i n e  VF01BD (S e e  l i s t i n g  a t  e n d  o f  t h i s  s e c t i o n . )

A f t e r  r e d e f i n i n g  t h e  COMMON s t a t e m e n t s ,  t h e  f o l l o w i n g  

m o d i f i c a t i o n s  a r e  made t o  t h e  s u b r o u t i n e  d e t a i l e d  i n  

A p p e n d i x  G:

a .  ETA ■ 0 ;  d e f i n e s  t h e  r e d u c t i o n  f a c t o r  y a s s o c i a t e d  

w i t h  f u l l  f o r c e  b a l a n c e .

b .  W6 « 1 ;  o n l y  t h e  w e i g h t i n g  f a c t o r  a s s o c i a t e d  w i t h  

t h e  c o n s t r a i n t  on t h e  i n p u t  moment M41 n e e d  b e

d e  f i n e d .

o
c * ^M41 ^MAX * 3 8 . 7 2 ;  t h e  maximum b e a r i n g  r e a c t i o n s  

a n d  s h a k i n g  moment a r e  n o t  n e e d e d .

d .  SHAKM(I), F4 1 ( I ) ,  F4 3 ( I ) ,  F2 i ( I )  a n d  F2 3 ( I )  a r e  

n o t  r e q u i r e d .

e .  C ( I  + 7)  -  X ( l )  -  W6
(M4 i ° ) 2

, I  *  1 , 2 ............ 72

The  i n p u t  moment c o n s t r a i n t s  a r e  d e s i g n a t e d  a s  C ( 8 )  -  

C ( 7 9 ) .  A l l  h i g h e r  n u m b e r e d  c o n s t r a i n t s  a r e  e l i m i n a t e d .

f .  A l l  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  w h i c h  d o  n o t  i n v o l v e  m41 

a r e  e l i m i n a t e d .  T h i s  l e a v e s

9 m4 i
PM41(K) -  , K -  2 , 4 , 5

dXK



F i n a l l y ,  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  c o n s t r a i n t s  d e a l i n g  

w i t h  t h e  i n p u t  moment a r e  d e f i n e d  a s :

G C ( K , I + 7 )   ---------— ” 2**41 4 ^  • K -  2 - 4 . 5
<M41 > ^

A l l  o t h e r  d e r i v a t i v e s  a r e  d e l e t e d .
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3 .  E s s e n t i a l  E l e m e n t s  Of P r o g r a m  O u t p u t

T h e  o u t p u t  r e p r o d u c e d  b e l o w  sh o w s  t h e  f i r s t  i n n e r  

i t e r a t i o n  o f  o u t e r  i t e r a t i o n  n u m b e r  1 a s  w e l l  a s  t h e  s e v e n  

i n n e r  i t e r a t i o n s  o f  o u t e r  i t e r a t i o n  n u m b e r  7 .  The f o r m a t  

i s  i d e n t i c a l  t o  t h a t  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  3 o f  A p p e n d i x  G.
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The l a s t  g r o u p  o f  i n n e r  i t e r a t i o n s  show n r e p r e s e n t s  

t h e  f i n a l  r e s u l t s ,  i . e .

z  -  0 . 2 9 3  l b 2 ( H . l )

R3* = 1 . 1 9  i n  (H . 2 )

*3 -  2 . 3 6 7  r a d  -  1 3 5 . 6 3  d e g  ( H . 3 )

R2* * 1 . 4 9  i n  (H 4 )

$ *  *  4 . 1 2 2  r a d  -  2 3 6 . 1 7  d e g  ( H . 5 )

A g a i n ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  f i n a l  i n p u t  l i n k  c o u n t e r w e i g h t  

p a r a m e t e r s  a r e  f o u n d  w i t h  t h e  h e l p  o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 7 0 )  a n d  

( 5 . l 9 ) - ( 5 . 2 6 ) :

R * * 1 . 8 6  i n  ( H , 6)

9. » 3 . 2 6 6  r a d  = 1 8 7 . 1 0  d e g  ( H . 7 )
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APPENDIX I

KINEMATIC EQUATIONS OF A FOUR-BAR LINKAGE

T he  p r e s e n t  a p p e n d i x  r e p r o d u c e s  a  c o l l e c t i o n  o f  

K i n e m a t i c  e q u a t i o n s  f o r  t h e  f o u r - b a r  l i n k a g e  show n  i n  

F i g u r e  2 . 1  [ 4 J .

1 .  L i n k  A n g l e s

* -  2 t a n
3

*1 /  A ± V a 2 +

V B +
B2 -  C2

) ( 1 . 1 )

w h e r e A ■ s i n ^ .

B 0 0 8 ^  ~  -----
A

2 2 2 A + ft + v — 1

2 uA
—  COS* 

ft I
( 1 . 2 )

$ *  t a n
■i /  A , l n * i

I  ACOS^ -

-  j i s i n * .

f i C O S ^  — v -)
( 1 . 3 )



2 .  L i n k  A n g u l a r  V e l o c i t i e s

291

* 2 « —  s i n ( * x -  * 3 ) <f> L 
t 3

( 1 . 4 )

* At. i

-  L  A3 v l
mt3

( 1 - 5 )

w h e r e r « fi 8 i n ( ^ 1 -  ^ 3 ) + v s i n ^

*3  *  x s i n f ^  -  + 3 ) + »-s i n ^ 3  j

(X.6)

3 .  L i n k  A n g u l a r  A c c e l e r a t i o n s

* + -i-ij. ^ c o s ( ^  -  * 3 ) i 1 s i n ^ 3 -  * 3® in * Lj + 1 ( 1 - 7 )

i*. + —  c o s  (*
3

■ 2
+ ( 1 . 8 )
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