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ABSTRACT 

ON THE COMPLETENESS 07 SLDNF-RESOLUTION
by

Zhizhang Shan 

Advisar: Professor Howard C. Wassarman

By t h e  c o m p l e t e n e s s  o f  l o g i c  p r o g r a m m i n g ,  we mean t h a t  

a l l  i n f e r e n c e s  s u p p o r t e d  b y  t h e  d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  a r e  a l s o  

s u p p o r t e d  by  t h e  p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s .  I n  t h e  c o n t e x t  o f  t h i s  

d i s s e r t a t i o n ,  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  i s  t h e  

d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  a n d  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  t h e  p r o c e d u r a l  

c o r r e s p o n d e n t .

I n  t h i s  d i s s e r t a t i o n ,  a f t e r  r e v i e w i n g  t h e  b a s i c  

s y n t a c t i c a l  a n d  s e m a n t i c a l  i s s u e s  f o r  f i r s t  o r d e r  l o g i c ,  a n d  

i n  p a r t i c u l a r ,  f o r  l o g i c  p r o g r a m s ,  we c a r r y  o u t  a s y s t e m a t i c  

s t u d y  o f  c o m p l e t e n e s s  f o r  l o g i c  p r o g r a m m i n g :  we p r e s e n t  some 

c a u s e s  f o r  i n c o m p l e t e n e s s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o



V

t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s ;  we t h e n  r e v i e w  a s e r i e s  o f  

c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s  f o r  s e v e r a l  r e l a t e d  c l a s s e s  o f  l o g i c  

p r o g r a m s  a n d  p r e s e n t  an  e x t e n s i o n  o f  a  known c o m p l e t e n e s s  

r e s u l t .

M o r e o v e r ,  we p u t  f o r w a r d  a new a p p r o a c h  t o w a r d s  o b t a i n i n g  

c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s :  we b e g i n  w i t h  a n  i n t e r e s t i n g  e x a m p l e  o f  

i n c o m p l e t e n e s s ,  a n d  go  on t o  d e v e l o p  t h e  i d e a  o f  t h e  

c o i n c i d e n c e  o f  tw o  s e m a n t i c s ,  o n e  d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  t h e  s o -  

c a l l e d  d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  p a r t  o f  a l o g i c  p r o g r a m  w i t h  

r e s p e c t  t o  a  g o a l ,  a n d  t h e  o t h e r  d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  t h e  s o -  

c a l l e d  p r o c e d u r a l l y - r e l e v a n t  p a r t .  B a s e d  on  t h e  c l o s e  

r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  s e m a n t i c  c o i n c i d e n c e  a n d

c o m p l e t e n e s s ,  we p r o v i d e  a new c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  t h e  

c o m p l e t e n e s s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o m p l e t e d  

p r o g r a m  s e m a n t i c s .  F i n a l l y ,  we g i v e  a n  e f f e c t i v e l y  d e c i d a b l e  

c o n d i t i o n  e q u i v a l e n t  t o  c o m p l e t e n e s s ,  u n d e r  a s e t  o f  

r e a s o n a b l e  r e s t r i c t i o n s  on  t h e  p r o g r a m s  a n d  g o a l s .  As t h e  

c o n d i t i o n  i s  i n  no  m eans  n e c e s s a r y ,  i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  y e t
0

w e a k e r  c o n d i t i o n s  may b e  o b t a i n e d  f o l l o w i n g  t h i s  a p p r o a c h .
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Chapter 1. LOGIC PROGRAMS: SYNTAX AMD SEMANTICS.

A l o g i c  p r o g r a m  i s  a s e t  o f  s p e c i a l  f i r s t  o r d e r

s e n t e n c e s .  A c c o r d i n g l y ,  a  b r i e f  p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  s y n t a x  a n d  

s e m a n t i c s  o f  f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e s  a n d  l o g i c  w i l l  b e  a v e r y  

h e l p f u l  p r e a m b l e .  We p r o v i d e  t h i s  i n  s e c t i o n  1 . 1  a n d  1 . 2 .

Among l o g i c  p r o g r a m s ,  t h e  c l a s s  o f  d e f i n i t e  p r o g r a m s  i s  

a l r e a d y  w e l l  s t u d i e d .  I n  s e c t i o n  1 . 3 ,  some b a s i c  r e s u l t s  f o r  

t h i s  i m p o r t a n t  b u t  q u i t e  r e s t r i c t e d  c l a s s  o f  l o g i c  p r o g r a m s  

w i l l  b e  g i v e n .  I n  o r d e r  t o  h a v e  a m ore  e x p r e s s i v e  s y n t a x  t h a n

t h a t  o f  d e f i n i t e  p r o g r a m s ,  we n e e d  t o  s u p p o r t  n e g a t i o n .  But

t h i s  c a n n o t  e a s i l y  f i t  i n t o  t h e  f r a m e  o f  c l a s s i c a l  s e m a n t i c s  

b e c a u s e  o f  t h e  n e e d  f o r  t h e  e f f i c i e n c y  o f  c o m p u t a t i o n .  In  

s e c t i o n s  1 . 4  a n d  1 . 5 ,  we w i l l  d i s c u s s  t h e  p r o b l e m  o f  

i m p l e m e n t i n g  n e g a t i o n  i n  l o g i c  p r o g r a m m i n g ;  i n  p a r t i c u l a r ,  we 

w i l l  d i s c u s s  N e g a t i o n - a s - F a i l u r e  a n d  C l a r k ' s  c o m p l e t e d  p r o g r a m  

s e m a n t i c s ,  w h i c h  s u p p o r t s  N e g a t i o n - a s - F a i l u r e .

1.1. Syntax of First Order Languages.

A f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e ,  L, i s  b a s e d  on an  a l p h a b e t  o f  

v a r i a b l e  s y m b o l s ,  c o n s t a n t  s y m b o l s ,  f u n c t i o n  s y m b o l s ,



p r e d i c a t e  s y m b o l s ,  c o n n e c t i v e s  a n d  q u a n t i f i e s ,  w i t h  t h e  

c o n s t a n t ,  f u n c t i o n ,  a n d  p r e d i c a t e  s y m b o l s  c o n s i d e r e d  t h e  " n o n -  

l o g i c a l "  p a r t  o f  t h e  a l p h a b e t .

T h e r e  i s  a c o u n t a b l y  i n f i n i t e  n um be r  o f  v a r i a b l e s ,  z e r o  

o r  m ore  n - a r y  f u n c t i o n  s y m b o l s  a n d  one  o r  m ore  n - a r y  p r e d i c a t e  

s y m b o l s  f o r  a t  l e a s t  o n e  n ( c o n s t a n t  s y m b o l s  b e i n g  r e g a r d e d  a s  

0 - a r y  f u n c t i o n  s y m b o l s ) .

I t ' s  w e l l  known t h a t  t h e  s e t  o f  "-| " ( n e g a t i o n )  a n d  " a "  

( c o n j u n c t i o n )  a n d  t h e  s e t  o f  "t  " a n d  " v "  ( d i s j u n c t i o n )  a r e  two 

c o m p l e t e  c o n n e c t i v e  s e t s ( [ 2 2 ] ) .  As a l l  o f  t h e  o t h e r  

c o n v e n t i o n a l  c o n n e c t i v e s  s u c h  a s  ( i m p l i c a t i o n )  and

( e q u i v a l e n c e )  a r e  commonly u s e d  i n  t h e  p r a c t i c e  o f  l o g i c  

p r o g r a m m i n g ,  we a l l o w  a l l  o f  t h e m  i n  a p r o g r a m  a n d  t h e y  f o l l o w  

t h e  s t a n d a r d  o p e r a t i o n a l  r u l e s .  The same t h i n g  p e r t a i n s  t o  t h e  

tw o  q u a n t i f i e s  "V"  ( f o r  a l l )  a n d  " 3 ” ( t h e r e  e x i s t s ) ;  i . e .  one  

o f  t h o s e  i s  s u f f i c i e n t ,  b u t  we a s s u m e  t h e  u s e  o f  b o t h .

A l t h o u g h  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  h a v e  j u s t  t h o s e  s y m b o l s  a s  

m e n t i o n e d  a b o v e  ( [ 3 2 ] ) ,  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  a l s o  h a v e  s u c h  

p u n c t u a t i o n  s y m b o l s  a s  comma( , )  a n d  p e r i o d  ( . ) ,  a s  w e l l  a s  

p a r e n t h e s i s (  " (" a n d  " ) "  ) .

D e f i n i t i o n  1 . 1 . 1 .  L e t  L b e  a  f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e .  By an  

e x p r e s s i o n  i n  L, we mean a f i n i t e  c o n c a t e n a t i o n  o f  s y m b o l s  

( f r o m  t h e  a l p h a b e t )  o f  L, i n c l u d i n g  t h e  n u l l  s e q u e n c e .  

V a r i a b l e - f r e e  e x p r e s s i o n s  a r e  known a s  g r o u n d  e x p r e s s i o n s .



M ost  e x p r e s s i o n s  make no s e n s e .  Among t h o s e  w h i c h  do  make 

s e n s e ,  a r e  t e r m s  a n d  f o r m u l a s .

A t e r m  c a n  b e  u s e d  t o  s p e c i f y  a n  i n d i v i d u a l .

D e f i n i t i o n  1 . 1 . 2 .  L e t  L b e  a f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e .  By a 

t e r m  i n  L, we mean e i t h e r  a v a r i a b l e  s y m b o l ,  a  c o n s t a n t  

s y m b o l ,  o r  a n  e x p r e s s i o n  o f  L o f  t h e  f o r m :  f  ( t x, . . . ,  t n) , w h e re

f  i s  a n  n - a r y  f u n c t i o n  sy m b o l  o f  L a n d  t l f . . . ,  t n a r e  t e r m s  o f

L, n £ 1.

F o r  e x a m p l e ,  l e t  ' + '  b e  a  f u n c t i o n  sy m b o l  o f  L, a n d  l e t  

b o t h  ' 1 '  a n d  ' 2 '  b e  c o n s t a n t  s y m b o l s ;  t h e n  + ( 1 , 2 )  i s  a t e r m ,  

more  u s u a l l y  w r i t t e n  a s  1+2.

An a t o m i c  f o r m u l a  c a n  b e  u s e d  t o  e x p r e s s  a s i m p l e  

p r o p e r t y  o f  i n d i v i d u a l s .

D e f i n i t i o n  1 . 1 . 3 .  L e t  L b e  a f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e .  By an  

a t o m i c  f o r m u l a  ( o r  a t o m ) o f  L, we mean a n  e x p r e s s i o n  i n  L o f  

t h e  f o r m  p  ( t w . . . ,  t n) , w h e re  p  i s  an  n - a r y  p r e d i c a t e  sy m b o l  o f

L a n d  t j ,  . . - t n a r e  t e r m s  o f  L, n £ 1.

F o r  e x a m p l e ,  l e t  ' > '  b e  a p r e d i c a t e  sy m b o l  i n  L, t h e n  

> ( + ( 1 , 2 ) ,  2) i s  an  a t o m i c  f o r m u l a ,  u s u a l l y  w r i t t e n  a s  ( 1 + 2 ) > 2 .

D e f i n i t i o n  1 . 1 . 4 .  L e t  L b e  a f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e .  By a 

l i t e r a l  o f  L, we mean an  a t o m i c  f o r m u l a  o f  L, o r  t h e  n e g a t i o n  

o f  an  a t o m i c  f o r m u l a  o f  L.
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Now, we a r e  i n  t h e  p o s i t i o n  t o  d e f i n e  t h e  n o t i o n  o f  

f o r m u l a  o f  a f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e ,  w h i c h  c a n  b e  u s e d  t o  

e x p r e s s  a g e n e r a l  p r o p e r t y  o f  i n d i v i d u a l s .

D e f i n i t i o n  1 . 1 . 5 .  L e t  L b e  a  f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e .  By a 

f o r m u l a  o f  L, we mean an  a t o m i c  f o r m u l a  o f  L, o r  a n  e x p r e s s i o n  

o f  L i n  o n e  o f  t h e  f o l l o w i n g  f o r m s :  <l>i a  <|>2, v  <J>2,

4*i $ 2 ' 3x<|>2 o r  Vx<J)2, w h e r e  b o t h  <J>! a n d  <J>2 a r e  f o r m u l a s

o f  L, a n d  x i s  a v a r i a b l e .

F o r  e x a m p l e ,  ( ( 1 + 2 )  a  (g ( 2 > 1 ) ) )  i s  a f o r m u l a .

D e f i n i t i o n  1 . 1 . 6 .  L e t  A a n d  C b e  e x p r e s s i o n s .  By s a y i n g  

t h a t  C o c c u r s  i n  A, we mean t h a t  A i s  t h e  c o n c a t e n a t i o n  o f  B, 

C a n d  D, i n  t h a t  o r d e r ,  f o r  some e x p r e s s i o n s  B a n d  D. I n  t h i s  

c a s e ,  we a l s o  c a l l  C a s u b - e x p r e s s i o n  o f  A. I f  C a n d  A a r e  

b o t h  f o r m u l a s  ( r e s p .  t e r m s ) , t h e n  C i s  c a l l e d  a s u b - f o r m u l a  

( r e s p .  s u b - t e r m ) o f  A.

F o r  e x a m p l e ,  2 o c c u r s  i n  1+2 .

D e f i n i t i o n  1 . 1 . 7 .  L e t  x b e  a v a r i a b l e ,  a n d  l e t  <|> b e  a 

f o r m u l a .  E v e r y  o c c u r r e n c e  i n  <J> o f  x w i t h i n  a  s u b - f o r m u l a  o f  

t h e  f o r m  B x ^  o r  V x ^ ,  i s  c a l l e d  a b o u n d  o c c u r r e n c e  i n  <J>; e v e r y  

o t h e r  o c c u r r e n c e  o f  x i n  $ i s  c a l l e d  a f r e e  o c c u r r e n c e  i n  <j>.

F o r  e x a m p l e ,  i n  Vx p ( x ,  y ) , x i s  b o u n d  b u t  y i s  f r e e .  I n  

t h e  f o r m u l a  (Vx r ( x )  «-  p ( x ,  y ) ) ,  t h e  o n l y  o c c u r r e n c e  o f  y i s  

f r e e  a n d  t h e  t h i r d  o c c u r r e n c e  o f  x i s  f r e e ,  b u t  t h e  f i r s t  tw o  

o c c u r r e n c e s  o f  x a r e  b o u n d .
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D e f i n i t i o n  1 . 1 . 8 .  L e t  $ b e  a f o r m u l a .  By s a y i n g  <|> i s

c l o s e d , we mean t h a t  no  v a r i a b l e  i n  $ h a s  a f r e e  o c c u r r e n c e  i n

<|>. A c l o s e d  f o r m u l a  i s  a l s o  c a l l e d  a s e n t e n c e .

F o r  e x a m p l e ,  VxVy p ( x ,  y) i s  a s e n t e n c e ,  b u t  Vy p ( x ,  y)

i s  n o t .

D e f i n i t i o n  1 . 1 . 9 .  L e t  $ b e  a f o r m u l a .  By t h e  u n i v e r s a l  

c l o s u r e  o f  <J>, V (<J>) , we mean t h e  f o r m u l a  o b t a i n e d  f ro m  <|> by 

p r e f i x i n g  a u n i v e r s a l  q u a n t i f i e r  f o r  e v e r y  v a r i a b l e  w i t h  a 

f r e e  o c c u r r e n c e  i n  <J>.

The existential closure 3(<J>) is similarly defined.

F o r  e x a m p l e ,  t h e  u n i v e r s a l  c l o s u r e  o f  r ( x , y) <— (3x p ( x ,  y) ) 

i s  (Vx (Vy ( r  (x) <- (3x p ( x ,  y) ) ) ) ) .

Henceforth, when no ambiguity is possible, we shall omit 

many of the parentheses from formulas. For example, the 

preceding formula will be written VxVy(r(x) <— 3x p(x, y) ) .

Now, we a r e  r e a d y  t o  d e f i n e  t h e  s y n t a c t i c a l  s t r u c t u r e  o f  

l o g i c  p r o g r a m s .  We b e g i n  b y  d e f i n i n g  t h e  n o t i o n  o f  " c l a u s e " .

D e f i n i t i o n  1 . 1 . 1 0 .  L e t  Alf . . . ,  An, Bj, . . . ,  Bm b e  a t o m i c  

f o r m u l a s .  We c a l l  t h e  u n i v e r s a l  c l o s u r e  o f  t h e  f o l l o w i n g  

f o r m u l a  a c l a u s e : Axv . . . vA„vt BjV. . . v-) Bm.

U s u a l l y ,  a c l a u s e  i s  w r i t t e n  a s  A ) , . . . , ^  <— B , , . . . , B m, 

w i t h  t h e  u n d e r s t a n d i n g  t h a t  e a c h  comma ( , )  o c c u r r i n g  on t h e  

l e f t  h a n d  s i d e  o f  " m eans  a d i s j u n c t i o n  a n d  e a c h  comma ( , )
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o c c u r r i n g  on t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  m e an s  a c o n j u n c t i o n .

The a b o v e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a c l a u s e  i s  j u s t i f i e d  by t h e

f a c t  t h a t  t h e  tw o  i n v o l v e d  e x p r e s s i o n s  a r e  e q u i v a l e n t  t o  e a c h  

o t h e r .

We a l s o  s a y  t h a t  t h e  A / s  c o n s t i t u t e  t h e  h e a d  o f  t h e  

c l a u s e s ,  a n d  t h e  B / s  c o n s t i t u t e  t h e  b o d y .

D e f i n i t i o n  1 . 1 . 1 1 .  By a g e n e r a l  l o g i c  p r o g r a m , we mean a 

f i n i t e  s e t  o f  c l a u s e s .

1.2. Semantics of rirat Order Languages.

G i v e n  a s e t  o f  f o r m u l a s  i n  a f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e ,  L, t h e

f o c a l  p o i n t  o f  t h e  s e m a n t i c s  o f  L i s  t h e  i d e a  o f

" i n t e r p r e t a t i o n " ,  b y  w h i c h  we s p e c i f y  t h e  m e a n i n g s  o f  t h e  n o n -  

l o g i c a l  s y m b o l s  o f  L.

D e f i n i t i o n  1 . 2 . 1 .  By a n  i n t e r p r e t a t i o n  o f  a  f i r s t  o r d e r  

l a n g u a g e  L, we mean  an  o r d e r e d  p a i r  <D, I > ,  w h e r e  D, c a l l e d  

t h e  d o m a in  o f  t h e  i n t e r p r e t a t i o n ,  i s  a  n o n - e m p t y  s e t  o f  

i n d i v i d u a l s  a n d  I i s  a m a p p i n g  w h i c h  a s s i g n s  m e a n i n g  t o  e a c h  

o f  t h e  f u n c t i o n  s y m b o l s  a n d  p r e d i c a t e  s y m b o l s  i n  L.  More 

p r e c i s e l y ,  f o r  a n y  n - a r y  f u n c t i o n  s y m b o l ,  f ,  I w i l l  map f  i n t o  

a n  n - p l a c e  o p e r a t i o n  on  D; f o r  a n y  n - a r y  p r e d i c a t e  s y m b o l ,  p ,  

I w i l l  map p i n t o  a n  n - p l a c e  r e l a t i o n  on D.
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D e f i n i t i o n  1 . 2 . 2 .  By a v a r i a b l e  a s s i g n m e n t  w i t h  r e s p e c t  

t o  a n  i n t e r p r e t a t i o n ,  we mean a m a p p in g  f ro m  t h e  s e t  o f  a l l  

v a r i a b l e s  t o  t h e  d o m a in  o f  t h a t  i n t e r p r e t a t i o n .

G i v e n  a n  i n t e r p r e t a t i o n  <D, I>  o f  L a n d  a v a r i a b l e

a s s i g n m e n t ,  A, w i t h  r e s p e c t  t o  <D, I > ,  t h e r e  i s  a u n i q u e l y

d e t e r m i n e d  " v a l u a t i o n " ,  V a l IA, w h i c h  a s s i g n s  v a l u e s  i n  D t o  

t e r m s  o f  L a n d  t r u t h  v a l u e s  t o  f o r m u l a s  o f  L i n  a s t a n d a r d  

way.  F o r  a n y  tw o  v a r i a b l e  a s s i g n m e n t s  Al a n d  A? a n d  any  

s e n t e n c e ,  <J>, o f  L, V a l I#M(<J>) = V a l  , A2 (<J>) , a n d  t h u s  we w r i t e  

V a l ,  ($) t o  s t a n d  f o r  t h e  u n i q u e  t r u t h  v a l u e  a s s i g n e d  u n d e r  I ,  

u s i n g  a n y  v a r i a b l e  a s s i g n m e n t .

We h a v e  t h e  f o l l o w i n g :

D e f i n i t i o n  1 . 2 . 3 .  L e t  ^ b e  a  f i r s t  o r d e r  s e n t e n c e ,  a n d  

l e t  <D, I>  b e  an  i n t e r p r e t a t i o n .  By s a y i n g  t h a t  <D, I>  i s  a 

m o d e l  o f  <|>, we mean t h a t  <J> i s  m apped  t o  t r u e  u n d e r  <D, I > ;

i . e .  V a l r (<J>) = t r u e .

L e t  S b e  a s e t  o f  s e n t e n c e s .  By s a y i n g  t h a t  an  

i n t e r p r e t a t i o n  i s  a m o d e l  o f  S, we mean t h a t  i t ' s  a m o d e l  o f  

e v e r y  s e n t e n c e  i n  S.

D e f i n i t i o n  1 . 2 . 4 .  L e t  $ b e  a  s e n t e n c e ,  a n d  l e t  S b e  a s e t  

o f  s e n t e n c e s .  By s a y i n g  t h a t  <j) i s  a l o g i c a l  c o n s e q u e n c e  o f  S, 

d e n o t e d  b y  S(= <|>, we mean t h a t  e v e r y  m o d e l  o f  S i s  a l s o  a m ode l  

o f  $ .

D e f i n i t i o n  1 . 2 . 5 .  L e t  S b e  a s e t  o f  f o r m u l a s .  By s a y i n g



t h a t  S i s  s a t i s f i a b l e . we mean t h a t  S h a s  a  m o d e l .  We s a y  t h a t  

S i s  u n s a t i s f i a b l e . i f  i t  i s  n o t  s a t i s f i a b l e .

T h e o re m  1 . 2 . 1 .  L e t  $ b e  a s e n t e n c e ,  a n d  l e t  S b e  a s e t  o f  

s e n t e n c e s .  Then  $ i s  a  l o g i c a l  c o n s e q u e n c e  o f  S i f  a n d  o n l y  

i f  ( i f f )  Su{-|<|>} i s  u n s a t i s f  i a b l e .

The  t h e o r e m  t e l l s  u s  t h a t  i n  o r d e r  t o  c o n f i r m  t h a t  <J> i s  

a l o g i c a l  c o n s e q u e n c e  o f  a s e t  o f  c l o s e d  f o r m u l a s ,  we n e e d  t o  

show a s e t  o f  c l o s e d  f o r m u l a s  i s  u n s a t i s f i a b l e . B u t  f o l l o w i n g  

t h e  d e f i n i t i o n  o f  u n s a t i s f i a b i l i t y ,  o n e  w o u ld  h a v e  t o  c h e c k  

e v e r y  p o s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n ,  an  i n f e a s i b l e  t a s k ,  a s  t h e r e  i s  

a d e n u m e r a b l e  n u m b e r  o f  p o s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n s .

F o r t u n a t e l y ,  i t  t u r n s  o u t  t h a t  i n  some c a s e s  we o n l y  n e e d  

t o  p a y  a t t e n t i o n  t o  a  l i m i t e d  c l a s s  o f  i n t e r p r e t a t i o n s ,  t h e  s o  

c a l l e d  H e r b r a n d  i n t e r p r e t a t i o n s .

D e f i n i t i o n  1 . 2 . 7 .  L e t  L b e  a f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e .  By t h e  

H e r b r a n d  U n i v e r s e  UL f o r  L, we mean t h e  s e t  o f  a l l  g r o u n d  

t e r m s  o f  L ( w i t h  o n e  c o n s t a n t  s y m b o l  a d j o i n e d  t o  L i n  c a s e  L 

h a s  no  c o n s t a n t  s y m b o l s ) .

D e f i n i t i o n  1 . 2 . 8 .  L e t  L b e  a f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e .  By t h e  

H e r b r a n d  B a s e  f o r  L, we mean t h e  s e t  o f  a l l  g r o u n d  a t o m s  o f  L.

D e f i n i t i o n  1 . 2 . 9 .  L e t  L b e  a f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e .  By a 

H e r b r a n d  i n t e r p r e t a t i o n  f o r  L, we mean a n  i n t e r p r e t a t i o n  f o r  

L w h i c h  h a s  a s  i t s  d o m a i n ,  t h e  H e r b r a n d  U n i v e r s e  f o r  L, a n d  

maps  e v e r y  c o n s t a n t  s y m b o l  i n  L t o  i t s e l f ,  a n d ,  i f  f  i s  a n y  n ­
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a r y  f u n c t i o n  s y m b o l  i n  L, t h e n  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  maps f  o n t o  

t h e  n - p l a c e  o p e r a t i o n ,  H ( f ) ,  on  UL s u c h  t h a t  f o r  a l l  t i , . . . , t n 

i n  UL, H ( f ) ( t lf . . . ,  t n) = f  ( t , ,  . . . ,  t n) .

As t h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  c o n s t a n t s  a n d  f u n c t i o n s  i n  a 

g i v e n  l a n g u a g e  i s  u n i q u e l y  d e t e r m i n e d ,  a  H e r b r a n d  

i n t e r p r e t a t i o n  i s  u s u a l l y  r e p r e s e n t e d  a s  a  s u b s e t  o f  t h e  

a s s o c i a t e d  H e r b r a n d  b a s e .

D e f i n i t i o n  1 . 2 . 1 0 .  L e t  S b e  a s e t  o f  s e n t e n c e s  i n  a f i r s t  

o r d e r  l a n g u a g e  L, a n d  l e t  <D, I>  b e  a H e r b r a n d  I n t e r p r e t a t i o n  

f o r  L. I f  <D, I>  i s  a m o d e l  o f  S, t h e n  <D, I>  i s  c a l l e d  a 

H e r b r a n d  m ode l  o f  S .

The i m p o r t a n c e  o f  H e r b r a n d  m o d e l  i s  r e f l e c t e d  i n  t h e  

f o l l o w i n g  lemma a n d  t h e o r e m  ( [ 2 1 ] )  .

Lemma 1 . 2 . 2 .  L e t  S b e  a s e t  o f  c l a u s e s  a n d  s u p p o s e  t h a t  

S h a s  a m o d e l ,  t h e n  s  h a s  a H e r b r a n d  m o d e l .

T h e o re m  1 . 2 . 3 .  L e t  S b e  a s e t  o f  c l a u s e s .  Then  S i s  

u n s a t i s f i a b l e  i f  a n d  o n l y  i f  S h a s  no H e r b r a n d  m o d e l .

Now, t h e  q u e s t i o n  o f  w h e t h e r  a  s e n t e n c e  <j> i s  a  l o g i c a l  

c o n s e q u e n c e  o f  a  g i v e n  g e n e r a l  l o g i c  p r o g r a m  i s  a n s w e r a b l e  by 

c h e c k i n g  w h e t h e r  o r  n o t  t h e  s e t  o f  c l a u s e s  c o n s i s t i n g  o f  t h e  

p r o g r a m ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  n e g a t i o n  o f  t h e  o r i g i n a l  q u e r y ,  <|>, 

i s  u n s a t i s f  i a b l e ;  m o r e o v e r ,  i f  <)> i s  o f  t h e  f o r m  3 (BjA . . . ABm) , 

t h e n  -| <j> i s  e q u i v a l e n t  t o  «— B w . . . ,  Bm, a n d  t h u s  f r o m  t h e  p r e v i o u s  

d i s c u s s i o n  o f  H e r b r a n d  m o d e l s ,  i t  f o l l o w s  t h a t  we n e e d  o n l y  

c h e c k  w h e t h e r  t h e r e  i s  a  H e r b r a n d  m o d e l  f o r  t h e  p r e v i o u s l y



10

m e n t i o n e d  s e t .

1.3. Somantica for Daflnlta Programs.

I n  t h e  l a s t  s e c t i o n ,  we d i s c u s s e d  g e n e r a l  s e m a n t i c  i s s u e s  

f o r  f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e ;  i n  p a r t i c u l a r ,  f o r  g e n e r a l  l o g i c  

p r o g r a m s .  As a  l o g i c  p r o g r a m  i s  a s p e c i a l  s e t  o f  f i r s t  o r d e r  

s e n t e n c e s ,  some r e l e v a n t  i s s u e s  c a n  b e  s i m p l i f i e d .  I n  t h i s  

s e c t i o n ,  we w i l l  d i s c u s s  t h e  s i m p l e s t  o f  a l l  o f  l o g i c  

p r o g r a m s ,  t h e  c l a s s  o f  d e f i n i t e  p r o g r a m s .

D e f i n i t i o n  1 . 3 . 1 .  L e t  P b e  a l o g i c  p r o g r a m .  By s a y i n g  

t h a t  P i s  d e f i n i t e , we mean e a c h  c l a u s e  o f  P h a s  e x a c t l y  one  

p o s i t i v e  l i t e r a l ;  i . e .  e a c h  c l a u s e  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  fo rm  

A <— B j , . . , Bm.

F o r  e x a m p l e ,  t h e  f o l l o w i n g  p r o g r a m  i m p l e m e n t s  t h e  

c o n c a t e n a t i o n  o f  tw o  l i s t s :

a p p e n d ( n i l ,  x ,  x)

a p p e n d ( x . y ,  z ,  x . u )  «— a p p e n d ( y ,  z ,  u)

The a b o v e  p r o g r a m  h a s  t h e  f o l l o w i n g  i n t e n d e d  s e m a n t i c s :  

t h e  c o n c a t e n a t i o n  o f  a n  e m p ty  l i s t  a n d  a n y  l i s t  x i s  j u s t  l i s t  

x ;  a n d  t h e  c o n c a t e n a t i o n  o f  l i s t  x . y ( i . e . ,  x i s  t h e  f i r s t  i t e m  

w h i l e  y i s  t h e  r e s t  o f  t h e  l i s t )  a n d  l i s t  z i s  a  l i s t  w i t h  x 

a s  t h e  f i r s t  i t e m  a n d  u a s  t h e  r e s t  i f  t h e  c o n c a t e n a t i o n  o f  y 

a n d  z i s  u .
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D e f i n i t i o n  1 . 3 . 2 .  By a d e f i n i t e  g o a l  we mean a c l a u s e  

c o n s i s t i n g  e n t i r e l y  o f  (one  o r  m ore)  n e g a t i v e  l i t e r a l , i . e .  a 

c l a u s e  w h i c h  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  «— A , , . . , A k, w i t h  A / s  

b e i n g  a t o m s .

F o r  e x a m p l e ,  w i t h  t h e  g o a l  «—a p p e n d ( 1 . 2 ,  3 . 4 ,  1 . 2 . 3 . 4 ) ,  we 

w a n t  t o  c o n f i r m  w h e t h e r  t h e  l i s t  ( 1 2  3 4) i s  t h e

c o n c a t e n a t i o n  o f  l i s t  (1 2) a n d  l i s t  (3 4 ) ,  g i v e n  t h e  l o g i c  

p r o g r a m  f o r  ' a p p e n d ' .

More g e n e r a l l y ,  we c a n  a l s o  f i n d  o u t  v a l u e s  f o r  some 

unknown v a r i a b l e s  i n  a g o a l ,  w h ic h  i s  m o re  i n t e r e s t i n g  a n d  

i m p o r t a n t  f r o m  t h e  p r o g r a m m i n g  p o i n t  o f  v i e w .

1.3.1. Laast Modal Semantics.

I n  s p e a k i n g  o f  a s s i g n i n g  a d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  t o  a 

p r o g r a m ,  we mean t o  s p e c i f y  w h i c h  g r o u n d  a t o m s  i n  t h e  l a n g u a g e  

o f  t h e  p r o g r a m  w i l l  b e  r e g a r d e d  a s  t r u e  a n d  w h i c h  g r o u n d  a t o m s  

w i l l  b e  r e g a r d e d  a s  f a l s e .  T h e r e  i s  no c o n t r o v e r s y  i n  t h i s  

m a t t e r  f o r  a d e f i n i t e  p r o g r a m .

As a l o g i c  p r o g r a m  i s  a s e t  o f  f i r s t  o r d e r  f o r m u l a s ,  i t  

i s  q u i t e  n a t u r a l  t o  a s s i g n  a d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  u s i n g  t h e  

a l r e a d y  w e l l - d e v e l o p e d  f i r s t  o r d e r  m o d e l  t h e o r y .  T h i s  a p p r o a c h  

i s  p a r t i c u l a r l y  a p p r o p r i a t e  f o r  t h e  c l a s s  o f  d e f i n i t e  

p r o g r a m s .  E v e r y  d e f i n i t e  p r o g r a m  h a s  a t  l e a s t  o n e  H e r b r a n d  

m o d e l  ( t h e  a s s o c i a t e d  H e r b r a n d  b a s e ) . M o r e o v e r ,  i t  m u s t  h a v e  

a u n i q u e  l e a s t  H e r b r a n d  m o d e l .  T h i s  i s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a l l
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H e r b r a n d  m o d e l s  f o r  t h a t  d e f i n i t e  p r o g r a m .  I t  c a n  b e  p r o v e d  

t h a t  t h i s  i n t e r s e c t i o n  i s  s t i l l  a m o d e l ( [ 1 ] )  a n d  o b v i o u s l y  a 

s u b s e t  o f  e v e r y  o t h e r  H e r b r a n d  m o d e l  o f  t h i s  p r o g r a m .

D e f i n i t i o n  1 . 3 . 3 .  L e t  P b e  a d e f i n i t e  p r o g r a m .  By Mp we 

mean t h e  s m a l l e s t  H e r b r a n d  m o d e l  f o r  P.

Mp, b e i n g  a H e r b r a n d  m o d e l ,  c o n s i s t s  o f  a  s e t  o f  g r o u n d  

a t o m s .  I t  h a s  b e e n  shown t h a t  i t  i s  e x a c t l y  t h e  s e t  o f  g r o u n d  

a t o m s  w h i c h  a r e  l o g i c a l  c o n s e q u e n c e s  o f  p r o g r a m  P ( [ 2 1 ] ) .  

T h e r e f o r e ,  Mp i s  a s s o c i a t e d  w i t h  P a s  i t s  i n t e n d e d  m e a n i n g ,  o r  

d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s .

Mp c a n  a l s o  b e  c h a r a c t e r i z e d  by  u s i n g  a f i x e d  p o i n t  

a p p r o a c h .  I t  h a s  b e e n  shown t o  b e  i d e n t i c a l  w i t h  t h e  l e a s t  

f i x e d  p o i n t  o f  an  o p e r a t o r ,  t h e  s o - c a l l e d  T - o p e r a t o r ,  

a s s o c i a t e d  w i t h  a d e f i n i t e  p r o g r a m ( [ 1 ] ,  [ 9 ] ,  [ 2 1 ] )  .

The " I n t r o d u c t i o n "  o f  L i f s c h i t z ( [ 2 0 ] )  g i v e s  a s i m p l e  

e x a m p l e  a n d  a c l e a r  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  v a r i o u s  a p p r o a c h e s  t o  

t h e  a s s i g n m e n t  o f  a d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s :  L o g i c a l

c o n s e q u e n c e s  o f  t h e  p r o g r a m ,  l e a s t  H e r b r a n d  m o d e l  o f  t h e  

p r o g r a m ,  a n d  t h e  l e a s t  f i x e d  p o i n t  o f  t h e  o p e r a t o r  a s s o c i a t e d  

w i t h  t h e  p r o g r a m  a n d  t h e i r  r e l a t i o n s h i p .

A p t  ( [ 2 ] )  a n d  E m d e n ( [ 9 ] )  a r e  m ore  d e t a i l e d  a n d  a r e  

c l a s s i c a l  r e f e r e n c e s .  P r z y m u s i n s k i  ( [ 2 4 ] ,  [ 2 5 ] )  p o i n t e d  o u t  t h a t
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when t h e  i n v o l v e d  q u e r y  i s  n o t  s i m p l y  e x i s t e n t i a l ,  t h e n  t h e  

l e a s t  m o d e l  s e m a n t i c s  c o u l d  l e a d  t o  some p r o b l e m s ,  t h e  s o -  

c a l l e d  " t h e  u n i v e r s a l  q u e r y  p r o b l e m " .

1.3.2. SLD-Rasolution.

A f t e r  o n e  a s s i g n s  a d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  t o  t h e  c l a s s  o f  

d e f i n i t e  p r o g r a m s ,  o n e  w o u ld  l i k e  t o  p r o v i d e  an  e f f e c t i v e  

c o m p u t a t i o n a l  p r o c e d u r e  t o  d i s c o v e r  t h o s e  g r o u n d  a t o m s  w h ic h  

a r e  t r u e  a c c o r d i n g  t o  t h e  s e m a n t i c s .

S u p p o s e  we h a v e  f o u n d  s u c h  a p r o c e d u r e .  I f  we r e g a r d  t h e  

s e t  o f  g r o u n d  a t o m s  f o r  w h i c h  t h e  a n s w e r  f ro m  t h e  p r o c e d u r e  i s  

p o s i t i v e  a s  t r u e  a n d  t h e  s e t  o f  g r o u n d  a t o m s  c o r r e s p o n d i n g  t o  

n e g a t i v e  a n s w e r s  a s  f a l s e ,  we w o u ld  h a v e  y e t  a n o t h e r  way t o  

a s s i g n  s e m a n t i c s  t o  t h e  p r o g r a m .  As t h a t  k i n d  o f  s e m a n t i c s  i s  

a s s o c i a t e d  w i t h  a p r o c e d u r e ,  i t  i s  c a l l e d  a p r o c e d u r a l  

s e m a n t i c s .

The p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s  a s s i g n e d  t o  t h e  c l a s s  o f  

d e f i n i t e  p r o g r a m s  i s  b a s e d  on S L D - r e s o l u t i o n ( L i n e a r  r e s o l u t i o n  

w i t h  S e l e c t i o n  p r o c e d u r e  f o r  D e f i n i t e  p r o g r a m ) .

We h a v e  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s ( f r o m  L l o y d ( [ 2 1 ] ) ) :

D e f i n i t i o n  1 . 3 . 4 .  By 0, a s u b s t i t u t i o n , we mean a m a p p in g  

f r o m  t h e  s e t  o f  v a r i a b l e s  t o  t h e  s e t  o f  t e r m s .  A s u b s t i t u t i o n  

i s  u s u a l l y  r e p r e s e n t e d  a s  a  f i n i t e  s e t  o f  b i n d i n g s , i n  t h e  

f o r m  o f  {V j / t j ,  . . . ,  v n/ t n) , w h i c h  m e ans  t h a t  vL i s  m apped  t o  t j
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f o r  a l l  i ,  l £ i £ n ;  f o r  a l l  t h e  o t h e r  v a r i a b l e s ,  t h e y  a r e  j u s t  

m apped  t o  t h e m s e l v e s .

D e f i n i t i o n  1 . 3 . 5 .  L e t  0= {V j / t j ,  . . . ,  v n/ t n) b e  a 

s u b s t i t u t i o n  a n d  l e t  E b e  an  e x p r e s s i o n .  By E - 0 ,  t h e  i n s t a n c e  

o f  E b y  0, we mean t h e  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  f ro m  E by

s i m u l t a n e o u s l y  r e p l a c i n g  e a c h  o c c u r r e n c e  o f  t h e  v a r i a b l e  v,  i n  

E b y  t h e  t e r m  t t .

L e t  S b e  a s e t  o f  e x p r e s s i o n s ,  i . e .  S={Ei,  . . . ,  En) ; a n d  l e t  

0  b e  a s u b s t i t u t i o n .  By S ’ 0 ,  we mean t h e  s e t  o b t a i n e d  by 

a p p l y i n g  0  t o  e a c h  o f  t h e  E / s ,  i . e . ,  S ’ 0 = { E , ’ 0 ,  . . . ,  En- 0 )

D e f i n i t i o n  1 . 3 . 6 .  L e t  0 = { U i / S i ,  . . . , u m/ s „ )  a n d

o = { v 1 / t 1, . . . ,  v n/ t n) b e  s u b s t i t u t i o n s .  By 0 * 0 ,  t h e  c o m p o s i t i o n  

o f  0  a n d  O, we mean t h e  s u b s t i t u t i o n  o b t a i n e d  f ro m  t h e

f o l l o w i n g  s e t : {U j /S j ’ o ,  . . . ,  um/ s m’ O, v ^ t j ,  . . . ,  v n/ t n} by  d e l e t i n g  

a n y  e l e m e n t  U j / S j ’ O, i n  w h i c h  u ^ s ^ a  a n d  d e l e t i n g  a l s o  any  

e l e m e n t  v 5/ t 3 f o r  w h i c h  VjE{Uj, . . . ,  um} .

D e f i n i t i o n  1 . 3 . 7 .  L e t  S b e  e i t h e r  a f i n i t e  s e t  o f  t e r m s  

o r  a  f i n i t e  s e t  o f  a t o m s .  A s u b s t i t u t i o n ,  0, i s  a u n i f i e r  f o r  

S i f  S-0 i s  a  s i n g l e t o n .

A u n i f i e r  0  i s  s a i d  t o  b e  a m o s t  g e n e r a l  u n i f i e r  (mgu) f o r

S, i f  f o r  e a c h  u n i f i e r  a  o f  S, t h e r e  e x i s t s  a  s u b s t i t u t i o n  8

s u c h  t h a t  a=  0 ’ 8 .
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D e f i n i t i o n  1 . 3 . 8 .  L e t  E a n d  F b e  e x p r e s s i o n s .  By s a y i n g  

t h a t  E i s  a  v a r i a n t  o f  F,  we mean t h a t  t h e r e  i s  a s u b s t i t u t i o n  

8  s u c h  t h a t  E = F * 0 .

Now, we d e f i n e  t h e  m e a n i n g  o f  a  s i n g l e  S L D - r e s o l u t i o n

s t e p .

D e f i n i t i o n  1 . 3 . 9 .  L e t  C b e  a d e f i n i t e  c l a u s e  A «— B j , . . . , Bq 

, a n d  l e t  G b e  a d e f i n i t e  g o a l  «—Au  . . . ,  A„, . . . ,  Ak, w h i c h  s h a r e s  

no  v a r i a b l e s  w i t h  C. Then  G'  i s  d e r i v e d  f r o m  G a n d  C u s i n g  mgu 

0  i f  t h e  f o l l o w i n g  h o l d :

(a)  A„ i s  an  a t o m ,  c a l l  t h e  s e l e c t e d  a t o m  i n  G;

(b) 0  i s  an  mgu o f  A„ a n d  A;

(c)  G' i s  t h e  g o a l  <- (A,, . . . ,  Ab. 1 , B w . . . , B q,A„.i ,  . . . ,  Ak) • 0.

The f o l l o w i n g  i s  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  S L D - d e r i v a t i o n  

p r o c e s s .

D e f i n i t i o n  1 . 3 . 1 0 .  L e t  P b e  a d e f i n i t e  p r o g r a m ,  a n d  l e t  

G b e  a d e f i n i t e  g o a l .  An S L D - d e r i v a t i o n  o f  PU{G) c o n s i s t s  o f  

a s e q u e n c e  G0 = G , G i , . . .  o f  g o a l s ,  a s e q u e n c e  C j ,C 2, . . .  of 

v a r i a n t s  o f  p r o g r a m  c l a u s e s  o f  P a n d  a  s e q u e n c e  0 1 , 0 2, . . .  o f  

m g u ' s  s u c h  t h a t  e a c h  GU 1  i s  d e r i v e d  f ro m  Gj a n d  CU 1  u s i n g  0 1M.

D e f i n i t i o n  1 . 3 . 1 1 .  L e t  P b e  a d e f i n i t e  p r o g r a m ,  a n d  l e t

G b e  a d e f i n i t e  g o a l .  An S L D - r e f u t a t i o n  o f  Pu{G} i s  a f i n i t e  

S L D - d e r i v a t i o n  o f  Pu{G} w h i c h  h a s  t h e  e m p ty  c l a u s e  a s  t h e  

l a s t  g o a l  i n  t h e  d e r i v a t i o n .
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N o t e :  P r o c e d u r a l l y ,  an  e m p ty  c l a u s e  i n c l u d e s  no  s u b ­

g o a l s ,  s o  we h a v e  n o t h i n g  t o  s o l v e ;  d e c l a r a t i v e l y ,  i t  d e n o t e s  

a l o g i c a l  f a l s e h o o d ,  s o  t h e  s e t  i n v o l v e d  i s  u n s a t i s f i a b l e  by  

t h e  r e s o l u t i o n  p r i n c i p l e .

An S L D - r e f u t a t i o n  i s  a l s o  c a l l e d  a  s u c c e s s f u l  SLD- 

d e r i v a t i o n .  A ( f i n i t e l y ) f a i l e d  S L D - d e r i v a t i o n  i s  o n e  t h a t  

t e r m i n a t e s  w i t h  a n o n - e m p t y  c l a u s e  s u c h  t h a t  t h e  s e l e c t e d  a tom  

d o e s n ' t  u n i f y  w i t h  t h e  h e a d  o f  a n y  p r o g r a m  c l a u s e .  B o th  f a i l e d  

a n d  s u c c e s s f u l  S L D - d e r i v a t i o n  a r e  f i n i t e .  I n f i n i t e  SLD- 

d e r i v a t i o n s  a r e  a l s o  p o s s i b l e .  F o r  e x a m p l e ,  i f  we h a v e  a 

p r o g r a m  c o n s i s t i n g  o f  o n l y  o n e  c l a u s e ,  i . e .  p «— p a n d  t h e  g o a l  

<— p ;  t h e n  t h e  d e r i v a t i o n  f o r  t h i s  p r o g r a m  anc goaj .  i s  

i n f i n i t e .

G i v e n  a p r o g r a m  P,  a n d  a g o a l , G ,  we c a n  a l s o  d e f i n e  t h e  

n o t i o n  o f  S L D - t r e e  a s  f o l l o w s :

An S L D - t r e e  f o r  PU{G} i s  a  d i r e c t e d  t r e e  w i t h  G a s  t h e  

r o o t .  E v e r y  n o d e  i n  t h e  S L D - t r e e  i s  a g o a l  w i t h  a p a r t i c u l a r  

l i t e r a l  s e l e c t e d .  T h e r e  i s  an  e d g e  f r o m  a n o d e  Gi t o  a n o t h e r  

n o d e  G2 p r o v i d e d  G2 i s  d e r i v a b l e  f ro m  Gj a n d  some c l a u s e  C i n  

P b y  a n  S L D - r e s o l u t i o n  s t e p .

I t  i s  o b v i o u s  t h a t  i n  a n  S L D - t r e e  c o r r e s p o n d i n g  t o  a 

p r o g r a m ,  P a n d  a  g o a l ,  G, a n y  p a t h  s t a r t i n g  f ro m  G a n d  e n d i n g  

w i t h  t h e  e m p ty  g o a l  ( w h ic h  m u s t  t h e n  b e  a l e a f  o f  t h e  t r e e )
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c o r r e s p o n d s  t o  an  S L D - r e f u t a t i o n  o f  P u { G ) ;  a n y  p a t h  s t a r t i n g  

f r o m  G a n d  e n d i n g  w i t h  a  n o n - e m p t y  g o a l  f o r  w h i c h  t h e  s e l e c t e d  

a t o m  d o e s n ' t  u n i f y  w i t h  t h e  h e a d  o f  a n y  p r o g r a m  c l a u s e  (w h ich  

i s  t h u s  a l e a f  i n  t h e  t r e e )  c o r r e s p o n d s  t o  a ( f i n i t e l y )  f a i l e d  

S L D - d e r i v a t i o n  o f  PU{G) a n d  a n y  i n f i n i t e  p a t h  s t a r t i n g  f ro m  G 

c o r r e s p o n d s  t o  a n  i n f i n i t e  S L D - d e r i v a t i o n  o f  P u ( G ) . I t  i s  

w e l l  k n o w n ( [ 2 1 ] )  t h a t  a n y  two S L D - t r e e s  f o r  t h e  same p r o g r a m  

a n d  g o a l  w i l l  h a v e  t h e  same num b e r  o f  b r a n c h e s  w h i c h  t e r m i n a t e  

w i t h  t h e  e m p ty  g o a l ( i . e .  s u c c e s s  b r a n c h e s ) .

1.3.3. Corraspondanca between the Two Approaches.

I n  t h e  l a s t  tw o  s u b - s e c t i o n s ,  we d e f i n e d  d e c l a r a t i v e  a n d  

p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s  f o r  t h e  c l a s s  o f  d e f i n i t e  p r o g r a m s .  Now, 

we e x a m i n e  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e m .

D e f i n i t i o n  1 . 3 . 1 2 .  L e t  P b e  a d e f i n i t e  p r o g r a m ,  a n d  l e t  

G b e  a  d e f i n i t e  g o a l .  An a n s w e r  f o r  P u { G )  i s  a s u b s t i t u t i o n  

f o r  a l l  t h e  f r e e  v a r i a b l e s  i n  G.

The f o l l o w i n g  tw o  d e f i n i t i o n s  a r e  f u n d a m e n t a l  i n  

d i s c u s s i n g  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s  

a n d  t h e  d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s .

D e f i n i t i o n  1 . 3 . 1 3 .  L e t  P b e  a  d e f i n i t e  p r o g r a m ,  G b e  a 

d e f i n i t e  g o a l  <-Aj, . . . , A„, a n d  l e t  8  b e  a n  a n s w e r  f o r  Pu{G} . By 

s a y i n g  t h a t  8  i s  a  c o r r e c t  a n s w e r  f o r  P u { G ) ,  we mean t h a t  

V ( ( A j A . . . a A J  • 8) i s  a  l o g i c  c o n s e q u e n c e  o f  P.
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D e f i n i t i o n  1 . 3 . 1 4 .  L e t  P b e  a d e f i n i t e  p r o g r a m ,  a n d  l e t  

G b e  a d e f i n i t e  g o a l .  By s a y i n g  t h a t  0  i s  a  c o m p u t e d  a n s w e r  

f o r  P u { G ) ,  we mean t h a t  0 i s  t h e  s u b s t i t u t i o n  o b t a i n e d  by 

r e s t r i c t i n g  t h e  c o n c a t e n a t i o n  0^ . . . • 0 n t o  t h e  v a r i a b l e s  o f  G, 

w h e r e  0j,...,0n i s  t h e  s e q u e n c e  o f  m g u ' s  u s e d  i n  an  SLD- 

r e f u t a t i o n  o f  P U [G } .

Now, we e x h i b i t  t h e  i n t i m a t e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  SLD- 

r e s o l u t i o n  a n d  t h e  f i r s t  o r d e r  m o d e l  s e m a n t i c s  f o r  d e f i n i t e  

p r o g r a m s ( [ 2 ] ,  [ 1 5 ] ,  [ 2 1 ] )  .

T h e o re m  1 . 3 . 1 .  L e t  P b e  a d e f i n i t e  p r o g r a m  a n d  l e t  G be  

a  d e f i n i t e  g o a l .  Then  e v e r y  c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  P u ( G )  i s  a 

c o r r e c t  a n s w e r  f o r  P u [ G ]  .

T h e o re m  1 . 3 . 2 .  L e t  P b e  a d e f i n i t e  p r o g r a m  a n d  l e t  G be  

a  d e f i n i t e  g o a l .  Then  e v e r y  c o r r e c t  a n s w e r  f o r  P u [ G ]  i s  an 

i n s t a n c e  o f  a c o m p u t e d  a n s w e r  o f  P u ( G )  .

1.4. Semantics for Normal Programs.

I n  l a s t  s e c t i o n ,  we d i s c u s s e d  t h e  c l a s s  o f  d e f i n i t e  

p r o g r a m s  a n d  t h e  a s s o c i a t e d  d e c l a r a t i v e  a n d  p r o c e d u r a l  

s e m a n t i c s .  As we o b s e r v e d  t h e r e ,  f o r  t h a t  c l a s s  o f  l o g i c  

p r o g r a m s ,  t h e  tw o  s e m a n t i c s  f i t  t o  e a c h  o t h e r  p e r f e c t l y :  

e v e r y t h i n g  s u p p o r t e d  by  t h e  d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  i s  s u p p o r t e d  

b y  t h e  p r o c e d u r a l  o n e ,  a n d  v i c e  v e r s a .
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B u t ,  t h e  c l a s s  o f  d e f i n i t e  p r o g r a m s  i s  q u i t e  l i m i t e d ,  a s

no  o c c u r r e n c e  o f  n e g a t i o n  i n  t h e  b o d i e s  o f  c l a u s e s  i s  a l l o w e d .

H o w e v e r ,  o n e  o f t e n  n e e d s  t o  e x p r e s s  n e g a t i o n  i n  a l o g i c  

p r o g r a m .  F o r  e x a m p l e ,  l e t  X a n d  Y b e  tw o  s e t s .  I n  o r d e r  t o  

t e s t  w h e t h e r  t h e y  a r e  d i f f e r e n t ,  we c a n  u s e  t h e  f o l l o w i n g  

l o g i c  p r o g r a m :

d i f f ( x , y )  «— member ( u , x )  , -| member (u ,  y)

d i f f ( x , y )  «— member ( u , y ) ,  member (u ,  x)

We p r e s e n t  a d e f i n i t i o n  o f  a h i g h l y  u s e f u l  c l a s s  o f  

p r o g r a m s  w h i c h  i s  m ore  g e n e r a l  t h a n  t h e  c l a s s  o f  d e f i n i t e  

p r o g r a m s :

D e f i n i t i o n  1 . 4 . 1 .  A n o r m a l  c l a u s e  i s  a n y  c l a u s e  w i t h  a t  

l e a s t  o n e  p o s i t i v e  l i t e r a l .  I t  i s  u s u a l l y  w r i t t e n  i n  t h e  fo rm  

L «— L ] , . . . , L n, w h e r e  L i s  an  a to m  a n d  t h e  L / s  a r e  a r b i t r a r y  

l i t e r a l s .

A n o r m a l  p r o g r a m  i s  a  f i n i t e  s e t  o f  n o r m a l  c l a u s e s .

D e f i n i t i o n  1 . 4 . 2 .  By a n o r m a l  g o a l , we mean a n y  c l a u s e  

w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  «— Lw . . . ,  Lk, w h e r e  t h e  L / s  a r e  a r b i t r a r y  

l i t e r a l s .

When we a d d  n e g a t i o n  i n  l o g i c  p r o g r a m m i n g ,  t h e r e  a r e  two 

t h i n g s  we h a v e  t o  c o n s i d e r :  an  e f f e c t i v e  c o m p u t a t i o n  r u l e  t o  

i m p l e m e n t  n e g a t i o n  a n d  a p r o p e r  s e m a n t i c s  t o  s u p p o r t  t h a t  

r u l e .
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1.4.1. Negation and SLDNT-Rasolution.

From t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  t h e  l o g i c i a n ,  t h e  i d e a l  way t o  

i n c l u d e  n e g a t i o n  i n  l o g i c  p r o g r a m m i n g  i s  t o  i m p l e m e n t  

c l a s s i c a l  n e g a t i o n ,  w h i c h  i s  w e l l  d e f i n e d  a n d  u n d e r s t o o d .  B u t ,  

t h e  n e g a t i o n  u s u a l l y  u s e d  i n  l o g i c  p r o g r a m m i n g  i s  n o t  t h e  

c l a s s i c a l  o n e ,  a s  t h a t  w o n ' t  l e a d  t o  a n  e f f i c i e n t  p r o c e d u r e .

T h e r e  a r e  v a r i o u s  p r a c t i c a l  a p p r o a c h e s  a v a i l a b l e ,  s u c h  a s  

C l a r k ' s  N e g a t i o n  a s  F a i l u r e  ( [ 8 ] ) ,  R e i t e r ' s  C l o s e d  W or ld  

A s s u m p t i o n ( [ 2 6 ] ) ,  G a b b a y ' s  N e g a t i o n  a s  I n c o n s i s t e n c y  ( [ 1 4 ] ) ,  

F i t t i n g ' s  N e g a t i o n  a s  R e f u t a t i o n  ([ 1 2 ] ) ,  a n d  many o t h e r s .  E ach  

o f  t h e m  h a s  i t s  own a d v a n t a g e s  a n d  d r a w b a c k s .

A r g u a b l y ,  N e g a t i o n  a s  F a i l u r e  i s  o n e  o f  t h e  m o s t  p o p u l a r  

a p p r o a c h e s .  U n d e r  t h i s  c o m p u t a t i o n a l  r u l e ,  a s e n t e n c e  i s  f a l s e  

i f  e v e r y  p o s s i b l e  p r o o f  l e a d s  t o  f a i l u r e  w h i c h  c a n  b e  t e s t e d  

i n  f i n i t e  t i m e .  A l t h o u g h  i t  i s  w e a k e r  t h a n  some o f  t h e  o t h e r  

a l t e r n a t i v e  r u l e s  f o r  n e g a t i o n ,  i t ' s  v e r y  e f f i c i e n t  a n d  i s  

s u p p o r t e d  b y  a n a t u r a l  s e m a n t i c s ,  i . e .  C l a r k ' s  c o m p l e t e d  

p r o g r a m  s e m a n t i c s .  T h u s ,  i t  f i n d s  w i d e  a p p l i c a t i o n  i n  l o g i c  

p r o g r a m m i n g  a n d  d a t a b a s e  p r a c t i c e .  I t  h a s  b e e n  i m p l e m e n t e d  i n  

t h e  p o p u l a r  l o g i c  p r o g r a m m i n g  l a n g u a g e  PROLOG, a s  an 

a u g m e n t a t i o n  t o  S L D - r e s o l u t i o n  t o  d e a l  w i t h  n e g a t i v e  s u b ­

g o a l s .  The  a u g m e n t e d  c o m p u t a t i o n a l  p r o c e d u r e  i s  c a l l e d  SLDNF-
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r e s o l u t i o n ( S L D - r e s o l u t i o n  p l u s  N e g a t i o n  a s  F a i l u r e ) .

I n  S L D N F - r e s o l u t i o n ,  t h e  t e c h n i q u e  f o r  d e a l i n g  w i t h  

p o s i t i v e  s u b - g o a l s  i s  e x a c t l y  t h e  same a s  t h a t  g i v e n  i n  SLD- 

r e s o l u t i o n .  The  o n l y  d i f f e r e n c e  i s  t h a t  i f  t h e  s e l e c t e d  s u b ­

g o a l  i s  n e g a t i v e  a n d  g r o u n d ,  s a y  n p ( t ) ,  we w i l l  r e c u r s i v e l y  

c a r r y  o u t  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  g o a l ,  «—p ( t )  a n d  

t h e  p r o g r a m ,  P :  i f  t h e  p r o c e s s  s u c c e e d s ,  we w i l l  s a y  t h e

o r i g i n a l  g o a l ,  i . e .  i p ( t )  f a i l s ;  o t h e r w i s e ,  i f  t h e  a s s o c i a t e d  

( S L D N F - ) t r e e  f o r  Pu{<—p {t ) )  i s  f i n i t e l y  f a i l e d ,  we w i l l  s a y  

t h a t  t h e  o r i g i n a l  g o a l  s u c c e e d s .  And i f  d u r i n g  t h e  p r o c e s s ,  we 

m e e t  w i t h  o t h e r  n e g a t i v e  s u b - g o a l s ,  t h e  same s t r a t e g y  w i l l  be  

a p p l i e d .  The n o t i o n  o f  " S L D N F - t r e e "  i s  d e f i n e d  a n a l o g o u s l y  t o  

t h a t  o f  S L D - t r e e .

F o r  m o re  d e t a i l s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n ,  L l o y d ' s  b o o k ( [ 2 1 ] )  

i s  a c l a s s i c a l  r e f e r e n c e .

1.4.2. Completed Program Semantics.

We n e e d  t o  h a v e  a d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  t o  j u s t i f y  t h e  

a p p l i c a t i o n  o f  S k D N F - r e s o l u t i o n . I t ' s  w e l l  known t h a t  no 

n e g a t i v e  l i t e r a l  c o u l d  b e  a l o g i c a l  c o n s e q u e n c e  o f  a n y  

p r o g r a m ( e v e n  n o r m a l ) ,  a s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  H e r b r a n d  b a s e ,  i n  

w h i c h  e v e r y  g r o u n d  a t o m  i s  r e g a r d e d  a s  t r u e ,  i s  a  m o d e l  o f  t h e  

p r o g r a m ;  b u t  t h e  n e g a t i v e  l i t e r a l  c o u l d n ' t  b e  t r u e  t h e r e .
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T h e r e f o r e ,  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  n o t  s u p p o r t e d  b y  t h e  c l a s s i c a l  

s e m a n t i c s .

I t  t u r n s  o u t  t h a t  S L D N F - r e s o l u t i o n ,  i n  p a r t i c u l a r ,  t h e  

N e g a t i o n  a s  F a i l u r e  r u l e ,  i s  s u p p o r t e d  b y  a n o t h e r  s e m a n t i c s :  

c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  i n t r o d u c e d  b y  C l a r k ( [ 8 ] ) .

C o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  i s  b a s e d  on  a  s y n t a c t i c a l  

t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  o r i g i n a l  p r o g r a m :  b a s i c a l l y ,  i t  r e p l a c e s  

t h e  c o n d i t i o n a l  c o n n e c t i v e  i n  e a c h  c l a u s e  by  t h e  b i ­

c o n d i t i o n a l ;  m o r e o v e r ,  a s  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n  i n v o l v e s  t h e  u s e  

o f  t h e  e q u a l i t y  s y m b o l ,  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  a l s o  i n c l u d e s  a 

s e t  o f  e q u a l i t y  a x i o m s .  More f o r m a l l y ,  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g :

D e f i n i t i o n  1 . 4 . 2 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  l e t  p  b e  a 

p r e d i c a t e  s y m b o l  d e f i n e d  i n  P, a n d  l e t  C: 

p ( t 1# . . . ,  t n) «— Lj, . . . ,  Lm b e  a c l a u s e  i n  P w i t h  p  a s  t h e  p r e d i c a t e  

i n  i t s  h e a d .  By C o m p ( p , C ,P )  ( t h e  c o m p l e t i o n  o f  p ir i  P w i t h  

r e s p e c t  t o  C ) , we mean t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a :

Vxj.. . V x„ (p (Xj, .. .,xn) <-* 3yj. . .3yk( (Xi=tj) a .  . . a  (xn=tn) a L j A .  . . a L J  ) ,  

where x/s are new variables and y/s are variables in the 

original clause.
D e f i n i t i o n  1 . 4 . 3 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  p b e  a 

p r e d i c a t e  s y m b o l  d e f i n e d  i n  P .  I f  t h e r e  a r e  k c l a u s e s  i n  P 

w i t h  p a s  t h e  p r e d i c a t e  i n  t h e  h e a d ,  a n d  t h e  c o m p l e t i o n  o f  p 

i n  P w i t h  r e s p e c t  t o  o n e  o f  t h o s e  k c l a u s e s ,  C5, i s  t h e  

f o l l o w i n g :  Vx:. . . Vxn (p (xT, . ., xn) < -> £ 5 ) ,  t h e n  b y  Comp (p ,  P) (t h e
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c o m p l e t i o n  o f  p  i n  P ) , we mean t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a :

V x , .  . . V x n ( p ( x „  . . . , x n) «-> EjVEjV . . . v E k) .

I f  p  i s  a  p r e d i c a t e  o c c u r r i n g  i n  P, b u t  t h e r e  i s  no

c l a u s e  w i t h  p  a s  t h e  p r e d i c a t e  i n  i t s  h e a d ,  t h e n  Comp(p ,  P) i s

d e f i n e d  a s  V x j . . . V x n i p ( x „  . . . , x n) .

As t h e  e q u a l i t y  s y m b o l  i s  i n v o l v e d  i n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  

t h e  c o m p l e t i o n  o f  a p r e d i c a t e  i n  a  p r o g r a m ,  t h e  f o l l o w i n g  s e t  

o f  e q u a l i t y  a x i o m s  i s  n e e d e d :

D e f i n i t i o n  1 . 4 . 4 .  By C l a r k ' s  e q u a l i t y  t h e o r y , we mean t h e  

f o l l o w i n g  a x i o m  s c h e m a t a ( f r o m [ 2 1 ] ) :

( 1 ) c * d .  f o r  a n y  d i s t i n c t  c o n s t a n t  s y m b o l s .

( 2 ) V ( f  (x w . . . ,  x n) * g (y lf . . . ,  y j  ) f o r  a n y  f u n c t i o n  f ,  g .

(3) V ( f ( x w . . . ,  x n) ) * c  f o r  a n y  f u n c t i o n  f  a n d  c o n s t a n t  c .

(4) V ( t [ x ]  * x) i f  t [ x ]  c o n t a i n s  x a n d  i s  d i f f e r e n t  f r o m  x .

(5)  V ( ( x ^ y i )  v .  . . v  (xn* y n) ) - >  f  ( x ^  . . . ,  x n) * f  ( y : , . . . ,  y n) .

( 6 ) V ( x = x )  .

(7)  V ( ( x ^ y i )  a . . . a (xn=yn) ) - >  f  ( x w . . . ,  x n) = f  ( y 1# . . . ,  xn) .

( 8 ) V ( (Xj-y j)  a .  . . a  (xn=yn) ) - >  (p ( x 1# . . . ,  x n) - > p  ( y ^  . . . ,  y n) ) .

F i n a l l y ,  we p r o v i d e  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  c o m p l e t e d  

p r o g r a m :

D e f i n i t i o n  1 . 4 . 5 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m .  By 

Comp(P) (t h e  c o m p l e t i o n  o f  P) , we mean t h e  u n i o n  o f  t h e  

c o m p l e t i o n  o f  a l l  t h e  p r e d i c a t e s  o c c u r r i n g  i n  P ,  a n d  C l a r k ' s  

e q u a l i t y  t h e o r y .
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Now, we c a n  s a y  w h a t  i s  p r e c i s e l y  t h e  d e c l a r a t i v e  

s e m a n t i c s  u s u a l l y  a s s i g n e d  t o  n o r m a l  p r o g r a m .

D e f i n i t i o n  1 . 4 . 6 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m .  By t h e  

c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s , we mean t h e  s e m a n t i c s  d e t e r m i n e d  

b y  C o m p (P ) ,  i . e . ,  a  s e n t e n c e  i s  r e g a r d e d  a s  t r u e  i f  a n d  o n l y  

i f  i t  i s  a  l o g i c a l  c o n s e q u e n c e  o f  C o m p (P ) .

N o t e :  When d e a l i n g  w i t h  d e f i n i t e  p r o g r a m s ,  we o n l y

c o n s i d e r  H e r b r a n d  m o d e l s ,  a s  o n l y  a s e t  o f  c l a u s e s  i s  

i n v o l v e d .  T h i s  i s  no  l o n g e r  t r u e  when we d e a l  w i t h  n o r m a l  

p r o g r a m ,  a s  w h a t  i s  i n v o l v e d  i s  Comp(P) w h i c h  i s  n o t  a s e t  o f  

c l a u s e s  a n d  e q u a l i t y  i s  i n v o l v e d  a s  w e l l .  So,  we m u s t  c o n s i d e r  

a l l  t h e  m o d e l s  o f  Comp(P) when we w a n t  t o  d e c i d e  w h e t h e r  a n y  

s e n t e n c e  i s  a  l o g i c a l  c o n s e q u e n c e  o f  C o m p (P ) .  F o r  a  p r o f o u n d  

d i s c u s s i o n ,  t h e  s e c t i o n  on The C o m p l e t e d  D a t a b a s e  i n  

S h e p d e r s o n ' s  p a p e r ( [ 3 1 ] )  i s  s u g g e s t e d .  '

The g r e a t  a c c e p t a n c e  o f  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  

i s  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  i t ' s  n a t u r a l  ( [ 8 ]) a n d  i t  s u p p o r t s  

N e g a t i o n  a s  F a i l u r e .  H o w e v e r ,  t h i s  s e m a n t i c s  a l s o  h a s  i t s  

p r o b l e m s ,  t h e  m o s t  c r u c i a l  o f  w h i c h  i s  t h e  i n c o m p l e t e n e s s  o f  

S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  i t .  I n  t h e  f o l l o w i n g  

c h a p t e r s ,  we w i l l  h a v e  some d i s c u s s i o n s  d e a l i n g  w i t h  t h i s  

i n c o m p l e t e n e s s  p r o b l e m .  F o r  a d e t a i l e d  d i s c u s s i o n  o f  o t h e r  

p r o b l e m s  w i t h  t h i s  s e m a n t i c s ,  P r z y m u s i n s k i ( [ 2 5 ] )  i s  a 

r e p r e s e n t a t i v e  r e f e r e n c e .
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1.4.3. Correspondence between the Two Approaches.

By s a y i n g  t h a t  a  s e m a n t i c s  s u p p o r t s  S L D N F - r e s o l u t i o n ,  we 

mean t h a t  e v e r y t h i n g  we c a n  c o m p u t e  by  u s i n g  t h e  c o m p u t a t i o n a l  

p r o c e d u r e  i s  r e g a r d e d  a s  t r u e  by t h a t  s e m a n t i c s .  More

f o r m a l l y ,  we w o u ld  s a y  t h a t  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  s o u n d  w i t h  

r e s p e c t  t o  t h a t  s e m a n t i c s .  We w i l l  s e e  i n  t h i s  s u b s e c t i o n  t h a t  

t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  i s  s u c h  a s e m a n t i c s .

D e f i n i t i o n  1 . 4 . 7 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  G b e  a

n o r m a l  g o a l  <— L j , . . . , L n, a n d  l e t  0  b e  an  a n s w e r  f o r  P u { G ) .  By

s a y i n g  t h a t  0  i s  a c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C o m p ( P ) u { G ) ,  we mean 

t h a t  V ( (Lj . . .  Ln) • 0) i s  a  l o g i c a l  c o n s e q u e n c e  o f  C o m p (P ) .

We a l s o  h a v e  a p r o c e d u r a l  c o r r e s p o n d e n t  t o  t h e  a b o v e  

d e f i n i t i o n ,  a s  f o l l o w s :

D e f i n i t i o n  1 . 4 . 8 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  G b e  a

n o r m a l  g o a l ,  a n d  l e t  0  b e  an  a n s w e r  f o r  P u { G ) .  By s a y i n g  t h a t  

0  i s  a  c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  P u { G } ,  we mean t h a t  0 i s  t h e  

s u b s t i t u t i o n  o b t a i n e d  b y  r e s t r i c t i n g  t h e  c o n c a t e n a t i o n  

©i * ... * 0 n t o  t h e  v a r i a b l e s  o f  G, w h e r e  0 lf...,0n i s  t h e  

s e q u e n c e  o f  s u b s t i t u t i o n s  u s e d  i n  t h e  S L D N F - r e f u t a t i o n  o f  

PU{G} .

N o t e :  I f  t h e  i th s e l e c t e d  l i t e r a l  i n  t h e  r e f u t a t i o n  i s  

n e g a t i v e ,  t h e  ©i i s  t h e  i d e n t i t y  s u b s t i t u t i o n ,  e .
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Now, we c a n  f o r m a l l y  s t a t e  t h e  s o u n d n e s s  r e s u l t s  f o r  

N e g a t i o n  a s  F a i l u r e  ( [ 8 ])  a n d  f o r  S L D N F - r e s o l u t i o n ( [ 2 1 ] ) .

T h eo re m  1 . 4 . 1 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  a n d  l e t  G b e  a 

n o r m a l  g o a l .  I f  PU{G) h a s  a f i n i t e l y  f a i l e d  S L D N F - t r e e ,  t h e n  

G i s  a  l o g i c a l  c o n s e q u e n c e  o f  C o m p (P ) .

T h eo re m  1 . 4 . 2 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  a n d  l e t  G b e  a 

n o r m a l  g o a l .  Then  e v e r y  c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  Pu{G} i s  a  c o r r e c t  

a n s w e r  f o r  Comp (P) u { G ) , a s  w e l l .

H o w e v e r ,  t h e r e  i s  no  g e n e r a l  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t  

a v a i l a b l e  f o r  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o m p l e t e d  

p r o g r a m  s e m a n t i c s .  I n  t h e  f o l l o w i n g  c h a p t e r s ,  we w i l l  d i s c u s s  

some c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o m p l e t e d  

p r o g r a m  s e m a n t i c s  when some a d d i t i o n a l  c o n d i t i o n s  a r e  m e t .

1.5. Conclusion.

I n  t h i s  c h a p t e r ,  we h a v e  d i s c u s s e d  d e c l a r a t i v e  a n d

p r o c e d u r a l  s e m a n t i c  i s s u e s  f o r  f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e ,  a n d  i n  

p a r t i c u l a r ,  f o r  l o g i c  p r o g r a m s .

We p r e s e n t e d  t h e  l e a s t  m o d e l  s e m a n t i c s  a n d  S L D - r e s o l u t i o n  

f o r  d e f i n i t e  p r o g r a m s  a s  t h e  d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  a n d

p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s ,  r e s p e c t i v e l y .  I n  p a r a l l e l ,  we p r e s e n t e d  

t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  a n d  S L D N F - r e s o l u t i o n  f o r
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n o r m a l  p r o g r a m s  a s  t h e  d e c l a r a t i v e  a n d  p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s ,  

r e s p e c t i v e l y .  I n  e a c h  c a s e ,  we d i s c u s s e d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

r e l a t i o n s h i p .

We o b s e r v e d  t h a t  f o r  d e f i n i t e  p r o g r a m s ,  t h e  d e c l a r a t i v e  

s e m a n t i c s  a n d  p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s  c o r r e s p o n d  t o  e a c h  o t h e r  

p e r f e c t l y ;  b u t  t h i s  i s  n o t  t r u e  f o r  n o r m a l  p r o g r a m s :  SLDNF- 

r e s o l u t i o n  i s  n o t  c o m p l e t e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o m p l e t e d  

p r o g r a m  s e m a n t i c s .

I n  t h e  n e x t  c h a p t e r ,  a s  a p r e p a r a t i o n  f o r  d i s c o v e r i n g  

c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s  f o r  t h e  c l a s s  o f  n o r m a l  p r o g r a m s ,  we w i l l  

h a v e  a l o o k  a t  some o f  t h e  c a u s e s  f o r  i n c o m p l e t e n e s s .
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Chapfr 2. CAUSES OF INCOMPLETEN1SS.

2.1. Th« Complat«n«aa Problam.

A l o g i c  p r o g r a m  may b e  v i e w e d  a s  a  t h e o r y  i n  a f i r s t  

o r d e r  l a n g u a g e ( [ 2 2 ] , [ 3 2 ]) , i . e .  a  s e t  o f  f i r s t  o r d e r  

s e n t e n c e s .  One o f  t h e  i m p o r t a n t  p r o p e r t i e s  o f  a l o g i c  p r o g r a m  

i s  t h a t  t h e  m e a n i n g  o f  s u c h  a s e t  c a n  b e  p r e c i s e l y  d e f i n e d  by  

u s i n g  t h e  w e l l - d e v e l o p e d  f i r s t  o r d e r  m o d e l  t h e o r y  a s  a 

d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s .  I n  a d d i t i o n ,  g i v e n  t h a t  i n t e n d e d  

s e m a n t i c s ,  f r o m  t h e  p r o g r a m m i n g  p o i n t  o f  v i e w ,  we w o u ld  l i k e  

t o  h a v e  a  c o r r e s p o n d i n g  p r o c e d u r e  s e m a n t i c s  t o  d e f i n e  t h e  

c o n s e q u e n c e s  o f  s u c h  a s e t  o f  f o r m u l a s ( [ 2 5 ])  . N a t u r a l l y ,  we 

w a n t  t h i s  p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s  t o  f u l f i l  some r e q u i r e m e n t s :  

f i r s t  o f  a l l ,  when a  s e n t e n c e  a n d  a p r o g r a m  i s  g i v e n ,  i f  t h e  

r e s p o n s e  f ro m  t h e  p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s  i s  p o s i t i v e ,  t h e n  t h e  

s e n t e n c e  s h o u l d  b e  a c o n s e q u e n c e  o f  t h e  p r o g r a m  w i t h  r e s p e c t  

t o  t h e  d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s .  T h i s  i s  t h e  s o u n d n e s s  

r e q u i r e m e n t  a n d  i s  a  n e c e s s i t y  f o r  a n y  s u c h  p r o c e d u r a l  

s e m a n t i c s ( [ 2 1 ] ) . S e c o n d l y ,  i t  i s  u s u a l l y  e x p e c t e d  t h a t  t h e  

p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s  b e  c o m p l e t e  i n  t h e  s e n s e  t h a t  f o r  any  

c o n s e q u e n c e  o f  t h e  p r o g r a m  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  d e c l a r a t i v e  

s e m a n t i c s ,  t h e  p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s  w i l l  g i v e  a p o s i t i v e  

r e s p o n s e ( [ 2 1 ] ) .



I t  i s  a w e l l  known r e s u l t  t h a t  S L D - r e s o l u t i o n  i s  b o t h  

s o u n d  a n d  c o m p l e t e  f o r  d e f i n i t e  p r o g r a m s  a n d  d e f i n i t e  g o a l s  

w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  l e a s t  f i x e d  p o i n t ,  d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  

( [ 1 5 ] , [ 2 1 ] ) .  H ow e ve r ,  when n e g a t i o n  i s  t a k e n  i n t o  

c o n s i d e r a t i o n ,  p r o b l e m s  a r i s e .  As we d i s c u s s e d  b e f o r e ,  t h e r e  

a r e  d i f f e r e n t  t r e a t m e n t s  o f  n e g a t i o n :  t h e  f a r t h e s t  i s  t o

i n t e r p r e t  a n y  u n c e r t a i n t y  a s  f a l s e ,  i . e . ,  a n y t h i n g  w h ic h  

c a n n o t  b e  p r o v e d  w i l l  b e  r e g a r d e d  a s  f a l s e .  T h i s  k i n d  o f  

t r e a t m e n t  l e a d s  t o  a t h e o r e t i c a l l y  c o m p l e t e  s e t  o f  

c o n s e q u e n c e s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  f i x e d  s e m a n t i c s .  The 

u n f o r t u n a t e  t h i n g  i s  t h a t  i t  h a s  b e e n  shown t h a t  i f  t h e  

c o n s e q u e n c e  s e t  s u p p o r t e d  by  t h i s  e x t r e m e  s o r t  o f  s e m a n t i c s ,  

b e s i d e s  b e i n g  c o m p l e t e ,  i s  a l s o  c o n s i s t e n t  a n d  c o n t a i n s  no 

p o s i t i v e  r e s u l t s  o t h e r  t h a n  t h o s e  o b t a i n a b l e  u n d e r  t h e  

c l a s s i c a l  s e m a n t i c s ,  t h e n  no  e f f e c t i v e  p r o c e d u r e  f o r  s u c h  a 

s e m a n t i c s  c a n  b e  c o m p l e t e  ( [ 1 ] ,  [ 3 1 ] )  . R e i t e r ' s  C l o s e d  W or ld  

A s s u m p t i o n  (CWA)( [ 2 6 ] )  a n d  t h e  minimum s u p p o r t e d  m ode l  

s e m a n t i c s  f o r  s t r a t i f i e d  p r o g r a m  o f  A p t  e t  a l ( [ l ] )  a r e  two 

e x a m p l e s  o f  s u c h  s e m a n t i c s .

A n o t h e r  p o s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n  i s  t h e  f i n i t e  s i m u l a t i o n  

o f  t h e  f o r e g o i n g ,  i . e .  " N e g a t i o n  a s  F a i l u r e ” (NAF). As NAF 

l e a d s  t o  n e g a t i v e  r e s u l t ,  i t ' s  s u r e l y  n o t  s o u n d  w i t h  r e s p e c t  

t o  t h e  c l a s s i c a l  s e m a n t i c s .  B u t ,  i t  h a s  b e e n  p r o v e d  t h a t  t h i s  

c o m p u t a t i o n  r u l e  i s  s o u n d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o m p l e t e d  

p r o g r a m  s e m a n t i c s  ( [ 8 ] )  .
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The c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  g e n e r a l l y  d o e s n ' t  l e a d  t o  

a  t h e o r e t i c a l l y  c o m p l e t e  s e t  o f  c o n s e q u e n c e s .  T h u s ,  

t h e o r e t i c a l l y ,  i t ' s  p o s s i b l e  t o  f i n d  a p r o c e d u r e  w h i c h  i s  b o t h  

c o m p l e t e  a n d  e f f e c t i v e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  s e m a n t i c s ( [ 1 ] ) .  

U s u a l l y ,  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  C l a r k ' s  

s e m a n t i c s .  One o f  t h e  m a j o r  r e a s o n s  f o r  t h i s  a s s o c i a t i o n  i s  

t h a t  i t  h a s  b e e n  p r o v e d  t h a t  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  s o u n d  w i t h  

r e s p e c t  t o  C l a r k ' s  s e m a n t i c s  ( [ 8 ] ) .  U n f o r t u n a t e l y ,  i t  h a s  b e e n  

shown t h a t  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  n o t  c o m p l e t e  e v e n  f o r  v e r y  

s i m p l e  p r o g r a m s  w i t h  r e s p e c t  t o  C l a r k ' s  s e m a n t i c s .

As S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  t h e  m o s t l y  u s e d  c o m p u t a t i o n a l  

p r o c e d u r e  i n  l o g i c  p r o g r a m m i n g  a n d  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  

s e m a n t i c s  i s  o n e  o f  t h e  w i d e l y  a c c e p t e d  s e m a n t i c s  i n  l o g i c  

p r o g r a m m i n g ( [ 4 ] ) ,  i t  i s  w o r t h w h i l e  t o  do  a s y s t e m a t i c  s t u d y  o f  

t h e  c o m p l e t e n e s s  p r o b l e m  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  

t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s .  As a f i r s t  s t e p ,  we n e e d  t o  

c l a r i f y  t h e  s i t u a t i o n s  i n  w h i c h  i n c o m p l e t e n e s s  o c c u r s .  I n  t h e  

f o l l o w i n g  s e c t i o n s ,  w e ' l l  d i s c u s s  v a r i o u s  c a u s e s  f o r  t h e  

i n c o m p l e t e n e s s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  C l a r k ' s  

s e m a n t i c s  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t e c h n i q u e s  t o  a v o i d  t h e m .  In  

p a r t i c u l a r ,  we w i l l  p r e s e n t  a n  a l t e r n a t i v e  e x p l a n a t i o n  f o r  a 

w e l l - k n o w n  c a u s e  i n  s e c t i o n  2 . 4  a n d  i n t r o d u c e  a s e l d o m  

m e n t i o n e d  c a u s e  i n  s e c t i o n  2 . 5  f o r  t h e  i n c o m p l e t e n e s s .  F o r  

b o t h  o f  t h e m ,  we w i l l  s u g g e s t  some e f f e c t i v e  m e t h o d s  t o  a v o i d  

t h e m .
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2.2. Inconsistent Completion of s Logic Program.

Any l o g i c  p r o g r a m  i s  c o n s i s t e n t ,  a s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

H e r b r a n d  b a s e  i n  w h i c h  e v e r y  g r o u n d  a t o m  i s  r e g a r d e d  a s  t r u e  

i s  a m o d e l  f o r  i t ;  e v e n  a n o r m a l  p r o g r a m  i s  no 

e x c e p t i o n  ( [ 3 1 ] ) .  B u t ,  when we c o n s i d e r  t h e  c o m p l e t i o n  o f  a 

l o g i c  p r o g r a m ,  t h i s  n i c e  p r o p e r t y  no  l o n g e r  h o l d s  ( [ 3 1 ] ) .

F o r  e x a m p l e ,  s u p p o s e  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  p r o g r a m :

P :  p  <- np

The c o m p l e t i o n  o f  P i s  ( p h  i P ) t o g e t h e r  w i t h  p r o p e r  

e q u a l i t y  t h e o r y .  O b v i o u s l y ,  Comp(P) c o u l d  n o t  be  c o n s i s t e n t .

S h e p h e r d s o n  p o i n t e d  o u t  a s i m p l e  p r o p e r t y  o f  SLDNF- 

r e s o l u t i o n  : I f  a g o a l  G s u c c e e d s  u n d e r  a c o m p u t a t i o n  r u l e  R, 

i t  c a n n o t  f a i l  u n d e r  a n y  c o m p u t a t i o n  r u l e  ( [ 3 1 ] ) .  B a s e d  on t h i s  

f a c t ,  C a v e d o n  sh o w e d  t h a t  c o m p l e t e n e s s  f a i l s  f o r  b o t h  SLDNF- 

r e s o l u t i o n  a n d  N e g a t i o n  a s  F a i l u r e  f o r  a p r o g r a m  P a n d  any  

g o a l  G when Comp(P) i s  i n c o n s i s t e n t  ( [ 4 ] )  .

I n  t h e  a b o v e  e x a m p l e ,  Comp(P) i s  i n c o n s i s t e n t ,  t h u s  i t  

i m p l i e s  a n y t h i n g  i n  t h e  l a n g u a g e  o f  C o m p (P ) ;  i n  p a r t i c u l a r ,  i t  

i m p l i e s  p ,  i . e .  ' y e s '  ( o r  t h e  i d e n t i t y  s u b s t i t u t i o n )  i s  a 

c o r r e c t  a n s w e r  f o r  Comp(P) u {<—p }. B u t ,  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  

i d e n t i t y  s u b s t i t u t i o n  i s n ' t  an  i n s t a n c e  o f  a n y  c o m p u t e d  a n s w e r  

f o r  P u {<—p }, a s  t h e  l a t t e r  h a s  no  S L D N F - r e f u t a t i o n  a t  a l l .
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T h e r e f o r e ,  when we t a k e  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  

a s  t h e  i n t e n d e d  o n e  f o r  l o g i c  p r o g r a m m i n g ,  we d o  e x p e c t  t h e  

c o n s i s t e n c y  o f  C o m p (P ) .  Now, g i v e n  t h a t  t h e  u n d e r l y i n g  

l a n g u a g e  o f  a p r o g r a m  i n  m o s t  c a s e s  i s  a f i r s t  o r d e r  l a n g u a g e ,  

i . e .  n o n - p r o p o s i t i o n a l ,  i t ' s  g e n e r a l l y  n o t  e f f e c t i v e l y  

d e c i d a b l e  w h e t h e r  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  i s  c o n s i s t e n t  

( [ 2 2 ] ,  [31] , [ 3 2 ] )  . H ow e ve r ,  o n e  o f t e n  w i l l  e n c o u n t e r  a 

c o n d i t i o n  w h i c h  g u a r a n t e e s  t h e  c o n s i s t e n c y  o f  t h e  c o m p l e t e d  

p r o g r a m ( [ 2 8 ] )  . T h e r e f o r e ,  a c o m p l e t e n e s s  r e s u l t  a s s u m i n g  s u c h  

c o n s i s t e n c y  c a n  b e  f r e q u e n t l y  a p p l i e d .

2.3. Floundering.

M ost  l o g i c  p r o g r a m s  we d e a l  w i t h  a r e  i n  f i r s t  o r d e r  

l a n g u a g e  a n d  w i l l  i n c l u d e  v a r i a b l e s .  When t h e r e  a r e  a l s o  

n e g a t i v e  l i t e r a l  o c c u r r i n g  , we may h a v e  some p r o b l e m s :  i n

a p p l y i n g  S L D N F - r e s o l u t i o n ,  t h e r e  i s  no s t e p  a p p l i c a b l e  i f  t h e  

c u r r e n t  g o a l  c o n t a i n s  o n l y  n o n - g r o u n d  n e g a t i v e  

l i t e r a l s  ( [ 8 ] ,  [ 2 1 ] )  . S u ch  a g o a l  i s  u s u a l l y  c a l l e d  a 

f l o u n d e r i n g  g o a l .  I n  f a c t ,  i t ' s  g e n e r a l l y  a c c e p t e d  a s  a 

s a f e n e s s  c o n d i t i o n ( t o  e n s u r e  s o u n d n e s s )  t h a t  w h e n e v e r  one  

s e l e c t s  a s u b - g o a l  i n  t h e  p r o c e s s  o f  a p p l y i n g  SLDNF- 

r e s o l u t i o n ,  i t ' s  r e q u i r e d  t h a t  i f  t h e  s u b - g o a l  i s  n e g a t i v e ,  

t h e n  i t  m u s t  b e  g r o u n d ,  i . e . ,  i t  c o n t a i n s  no  v a r i a b l e s  ( [ 2 1  ])  . 

T h i s  r e q u i r e m e n t  l e a d s  t o  a n o t h e r  c a u s e  o f  i n c o m p l e t e n e s s .  I n
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t h e  p r a c t i c e  o f  l o g i c  p r o g r a m m i n g  we do  h a v e  f l o u n d e r i n g  

g o a l s ,  a n d  when f l o u n d e r i n g  o c c u r s ,  we c a n n o t  c o n t i n u e  

c o m p u t a t i o n  d u e  t o  t h e  s a f e n e s s  r e q u i r e m e n t .

F o r  e x a m p l e ,  g i v e n  t h e  f o l l o w i n g  p r o g r a m  a n d  g o a l :

P : p  (x) «-  n s  (x) 

r  (a)

G: <—p (x ) ;

Comp (P) i s  { p ( x )  « - > - | S ( x ) ,  r ( x )  «-» x = a ,  s  (x) } , s o  we 

h a v e  t h a t  Comp(P) [= Vx p ( x )  . B u t ,  when a p p l y i n g  SLDNF- 

r e s o l u t i o n  t o  Pu{«—p ( x )  }, we i m m e d i a t e l y  g e t  i n t o  a f l o u n d e r i n g  

g o a l .

The  d e s i r e  t o  a v o i d  f l o u n d e r i n g  l e a d s  t o  t h e  f u r t h e r  

r e q u i r e m e n t  o f  " w e a k - a l l o w e d n e s s "  ([ 30 ] ,  [ 3 1 ] ) ,  w h i c h  r e q u i r e s  

t h a t  e v e r y  v a r i a b l e  o c c u r r i n g  i n  a n e g a t i v e  l i t e r a l  i n  a n y  

g o a l  m u s t  o c c u r  a l s o  i n  some p o s i t i v e  l i t e r a l  i n  t h e  same 

g o a l .  T h i s  i s  m o t i v a t e d  by  t h e  f a c t  t h a t  when a p p l y i n g  SLDNF- 

r e s o l u t i o n  t o  s o l v e  a  g o a l ,  o n l y  a p o s i t i v e  s u b - g o a l  c a n  c a u s e  

b i n d i n g  o f  v a r i a b l e s  o c c u r r i n g  t h e r e .  On t h e  o n e  h a n d ,  i f  a 

v a r i a b l e  o c c u r r i n g  i n  a n e g a t i v e  l i t e r a l  a l s o  o c c u r s  i n  a 

p o s i t i v e  l i t e r a l ,  t h e n  a f t e r  t h a t  p o s i t i v e  l i t e r a l  g e t s  

s o l v e d ,  t h a t  v a r i a b l e  may p o s s i b l y  b e  a s s o c i a t e d  w i t h  a g r o u n d  

t e r m  s o  t h a t  t h e  n e g a t i v e  l i t e r a l  m i g h t  becom e  s e l e c t a b l e .  On 

t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  some v a r i a b l e  o c c u r s  i n  a  n e g a t i v e  l i t e r a l  

b u t  i n  no  p o s i t i v e  l i t e r a l ,  t h e n  d u e  t o  t h e  s a f e n e s s  c o n d i t i o n
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t h i s  n e g a t i v e  s u b - g o a l  c o u l d  n e v e r  b e  s e l e c t e d  a n d  i t  w o n ' t  b e  

s o l v e d .  O b v i o u s l y ,  i n  t h i s  c a s e  t h e  d e r i v a t i o n  f o r  t h e  

o r i g i n a l  g o a l  w i l l  b e  b l o c k e d  a t  some p o i n t .  A f l o u n d e r i n g  

g o a l  m u s t  b e  r e a c h e d .

F o r  e x a m p l e ,  i f  we h a v e  a p r o g r a m  c o n s i s t i n g  o f  o n l y  one  

c l a u s e  a n d  a g o a l  a s  f o l l o w s :

P :  p ( x )  «- - | q ( y )

G: <- p ( a )  ;

Then  a f t e r  o n e  d e r i v a t i o n  s t e p ,  we h a v e  <—i q ( y ) ,  w h i c h  i s  

a f l o u n d e r i n g  g o a l .  H e n c e ,  t h e  c o n d i t i o n  o f  w e a k - a l l o w e d n e s s  

i s  n e c e s s a r y  f o r  a  s u c c e s s f u l  r e s o l u t i o n .

A f t e r  m ore  c a r e f u l  c o n s i d e r a t i o n ,  o n e  w i l l  d i s c o v e r  t h a t  

t h i s  c o n d i t i o n  o f  w e a k - a l l o w e d n e s s  i s n ' t  s u f f i c i e n t ,  h o w e v e r  

t o  a v o i d  f l o u n d e r i n g .  T h i s  i s  b e c a u s e  i t ' s  q u i t e  p o s s i b l e  t h a t  

some v a r i a b l e  o c c u r r i n g  i n  a p o s i t i v e  l i t e r a l  d o e s n ' t  g e t  

g r o u n d e d  when t h a t  l i t e r a l  i s  s o l v e d ,  s o  i t s  o c c u r r e n c e  i n  a 

n e g a t i v e  l i t e r a l  r e m a i n s .

F o r  e x a m p l e ,

P :  p  (x ) <-

G: < - p ( x ) ,  i  q  (x)

T h e n ,  a l t h o u g h  G i s  w e a k l y - a l l o w e d ,  a f t e r  o n l y  o n e  s t e p ,  

we w i l l  f l o u n d e r .

To o v e r c o m e  t h i s  p r o b l e m ,  a f a i r l y  s t r o n g  c o n d i t i o n  o f  

a l l o w e d n e s s  was  i n t r o d u c e d ( [ 1 ] ,  [ 4 ] ,  [ 2 1 ] & [ 3 1 ] )  . I t  n o t  o n l y
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d e a l s  w i t h  a g o a l ,  b u t  a l s o  r e l a t e s  t o  t h e  w h o l e  s y n t a c t i c a l

s t r u c t u r e  o f  t h e  i n v o l v e d  p r o g r a m .  B a s i c a l l y ,  i t  r e q u i r e s  t h a t

t h e  g o a l  m u s t  b e  w e a k l y - a l l o w e d ,  a n d  f o r  e v e r y  c l a u s e  i n  

p r o g r a m ,  e v e r y  v a r i a b l e  o c c u r r i n g  i n  t h a t  c l a u s e  m u s t  o c c u r  i n  

some p o s i t i v e  l i t e r a l  on  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  t h a t  c l a u s e .  

I t  h a s  b e e n  p r o v e d  t h a t  i f  t h i s  c o n d i t i o n  o f  a l l o w e d n e s s  i s  

m e t ,  t h e n  no  f l o u n d e r i n g  w i l l  o c c u r  i n  a n  SLDNF-

d e r i v a t i o n  ( [ 2 1 ] ,  [ 3 0 ] )  .

H ow e ve r ,  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n s  we w i l l  s e e  t h a t  

g e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  t h e  b a r e  c o n d i t i o n  o f  a l l o w e d n e s s  i s  n o t  

s u f f i c i e n t  f o r  c o m p l e t e n e s s .  T h u s ,  i n  t h i s  s e n s e ,  a l l o w e d n e s s  

i s  n o t  s t r o n g  e n o u g h .  I n  a n o t h e r  s e n s e ,  h o w e v e r ,  i t  i s  t o o  

s t r o n g ;  f o r  e v e n  i f  a g o a l  d o e s  c o n t a i n  a n o n - g r o u n d  n e g a t i v e  

l i t e r a l ,  i f  some p o s i t i v e  l i t e r a l  i n  t h e  same g o a l  f a i l s

b e f o r e  t h e  s e l e c t i o n  o f  t h e  n e g a t i v e  l i t e r a l ,  t h e n  t h e  

n e g a t i v e  l i t e r a l  w o n ' t  l e a d  t o  a f l o u n d e r i n g  g o a l .  The 

a l l o w e d n e s s  c o n d i t i o n  i s  n o t  s a t i s f a c t o r y  a s  i t  d i s a l l o w s  some 

q u i t e  u s e f u l  p r o g r a m s  s u c h  a s  t h e  s t a n d a r d  o n e  f o r  t h e  

m e m b e r s h i p  r e l a t i o n ;  m o r e o v e r ,  a s  a l r e a d y  p o i n t e d  o u t  i t ' s  

n e i t h e r  s u f f i c i e n t  n o r  n e c e s s a r y  f o r  s u c c e s s f u l  r e s o l u t i o n .  

S e v e r a l  p o s s i b l e  ways  t o  w eak en  t h e  c o n d i t i o n  o f  a l l o w e d n e s s  

h a v e  b e e n  s u g g e s t e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  ( [ 1 8 ] , [ 3 0 ] , [ 4 ] ) ;  

h o w e v e r ,  n o t  o n e  o f  th e m  i s  b o t h  e f f e c t i v e l y  t e s t a b l e  a n d  

e a s i l y  a p p l i c a b l e .  The c o n d i t i o n  o f  a l l o w e d n e s s  r e m a i n s  t h e  

b e s t  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  p r e v e n t i n g  f l o u n d e r i n g  s o  f a r .
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T h e r e f o r e ,  i t ' s  o f t e n  t a k e n  a s  a  p r e c o n d i t i o n  when o n e  

c o n s i d e r s  t h e  c o m p l e t e n e s s  p r o b l e m .

2.4. Th« Regularity Condition.

I t  h a p p e n s  t h a t  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  p r o g r a m  a n d  

g o a l  c a n  a l s o  a f f e c t  t h e  c o m p l e t e n e s s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n ,  a s  

t h e  f o l l o w i n g  f r e q u e n t l y - q u o t e d  e x a m p l e  s h o w s ( [ 1 ] ,  [ 8 ] ,  [ 3 1 ] )  :

P :  p f -  q

P «- i q

q «- q

G: «— p

As Comp(P) i s  { p q v i q ,  q «-> q } ;  t h e  q u e r y  i s  

o b v i o u s l y  a l o g i c  c o n s e q u e n c e  o f  C o m p (P ) ;  b u t  <—p i s n ' t  

r e f u t a b l e  f ro m  p r o g r a m  P d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  e v e r y  p a t h  i n  

a n y  p o s s i b l e  S L D N F - t r e e  i s  i n f i n i t e .

The  c a u s e  f o r  t h i s  k i n d  o f  i n c o m p l e t e n e s s  i s  u s u a l l y  

e x p l a i n e d  b y  n o t i n g  t h a t  p d e p e n d s  b o t h  p o s i t i v e l y  a n d  

n e g a t i v e l y  on q .  As a s o l u t i o n ,  t h e  c o n d i t i o n  o f  s t r i c t n e s s  

h a s  b e e n  p u t  f o r w a r d ,  a  c o n d i t i o n  w h i c h  b a s i c a l l y  r e q u i r e s  

t h a t  a  g o a l  n o t  d e p e n d  b o t h  p o s i t i v e l y  a n d  n e g a t i v e l y  on t h e  

p r o g r a m  ( [ 1 ] ,  [ 6 ] ,  [19] ) .

The s t r i c t n e s s  c o n d i t i o n  g u a r a n t e e s  t h a t  t r u t h  c a n  n e v e r  

b e  d e r i v e d  u n d e r  t h e  s e m a n t i c s  u s i n g  t h e  r u l e  o f  e x c l u d e d
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m i d d l e ,  w h i c h  i s  a  p r o b l e m  i n  t h e  c o n s i d e r a t i o n  o f  

c o m p l e t e n e s s  f o r  S L D N F - r e s o l u t i o n . As C a v e d o n  p o i n t e d  o u t ,  

" S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  u n a b l e  t o  c o m b i n e  i n f o r m a t i o n  f ro m  

c o m p u t a t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  d i f f e r e n t  b r a n c h e s  i n  a SLDNF- 

t r e e "  ( [ 4 ] )  .

The u s e f u l n e s s  o f  t h e  s t r i c t n e s s  c o n d i t i o n  h a s  b e e n  shown 

i n  t h e  w ork  d o n e  b y  C a v e d o n  a n d  Kunen ,  r e s p e c t i v e l y  

( [ 4 ] ,  [ 6 ] ,  [ 1 9 ] ) .  They  h a v e  p r o v e d  t h e  C o m p l e t e n e s s  o f  SLDNF- 

r e s o l u t i o n  f o r  b o t h  s t r a t i f i e d  a n d  c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m s  

w i t h  r e s p e c t  t o  C l a r k ' s  s e m a n t i c s ,  w i t h  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  

g o a l  b e  s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  p r o g r a m .  T h e i r  work  w i l l  be  

p r e s e n t e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .

The s t r i c t n e s s  c o n d i t i o n  i s  i n d e e d  " s t r i c t ” i n  t h e  s e n s e  

t h a t  i t  d i s a l l o w s  some u s e f u l  p r o g r a m s ,  e . g . ,  C a v e d o n  show ed  

t h a t  a p r o g r a m  i m p l e m e n t i n g  i f - t h e n - e l s e  i s n ' t  s t r i c t  ( [ 4 ] ) .

As a n o t h e r  p o s s i b l e  s o l u t i o n  f o r  n o n - s t r i c t n e s s  c a u s e  o f  

i n c o m p l e t e n e s s ,  C a v e d o n  i n t r o d u c e d  t h e  n o t i o n  o f  a t o m i c a l l y  

d e c i d a b l e  p r o g r a m ,  w h i c h  b a s i c a l l y  r e q u i r e s  t h a t  a n y  g r o u n d  

a t o m  e i t h e r  s u c c e e d s  o r  f i n i t e l y  f a i l s  a n d  h e  p r o v e d ( [ 4 ] )  t h e  

c o m p l e t e n e s s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h i s  c l a s s  o f  

p r o g r a m s .  As C a v e d o n  h i m s e l f  p o i n t e d  o u t  t h a t  t h e  c l a s s  o f  

a t o m i c a l l y  d e c i d a b l e  p r o g r a m s  i s n ' t  e f f e c t i v e l y  d e c i d a b l e  i n  

p o l y n o m i a l  t i m e .  T h i s  i s  t r u e  o f  a n o t h e r  c l a s s  o f  p r o g r a m s
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w h i c h  C a v e d o n  i n t r o d u c e d  t o  w eak en  t h e  c o n d i t i o n  o f  

s t r i c t n e s s ,  i . e .  t h e  " w e l l - b e h a v e d "  p r o g r a m s ,  w h i c h  s a t i s f i e s  

t h e  c o n d i t i o n  t h a t  e v e r y  g r o u n d  a to m  w i t h  p r e d i c a t e  d e p e n d i n g  

b o t h  p o s i t i v e l y  a n d  n e g a t i v e l y  on  a n o t h e r  p r e d i c a t e  s h o u l d  

e i t h e r  s u c c e e d  o r  f i n i t e l y  f a i l  ( [ 4 ] ) .

We f e e l  t h a t  t h e  s t a n d a r d  e x p l a n a t i o n  f o r  t h i s  k i n d  o f  

i n c o m p l e t e n e s s  i s n ' t  q u i t e  a d e q u a t e :  b e s i d e s  t h e  d e p e n d e n c y  

p r o b l e m ,  t h e  r e c u r s i v e n e s s  o f  q ,  a d e s c e n d e n t  o f  p ,  s h o u l d  

a l s o  b e  g i v e n  some c r e d i t  f o r  c a u s i n g  t h e  i n c o m p l e t e n e s s ,  a s  

i t ' s  o b v i o u s  t h a t  i f  we d e l e t e  t h e  l a s t  c l a u s e  f r o m  t h e  

p r o g r a m  i n  t h e  a b o v e  e x a m p l e ,  t h e n  we w i l l  h a v e  a r e f u t a t i o n  

f o r  t h a t  g o a l ,  a l t h o u g h  p  i s  s t i l l  n o t  s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  

t h e  p r o g r a m .  M o t i v a t e d  by  t h e  a b o v e  d i s c u s s i o n ,  a  w e a k e r  

c o n d i t i o n  o f  " r e g u l a r i t y "  o f  g o a l s  r e l a t i v e  t o  p r o g r a m s  i s  

i n t r o d u c e d ,  w h i c h  r e q u i r e s  t h a t  i f  some p r e d i c a t e ,  p ,  

o c c u r r i n g  i n  a g o a l  i s n ' t  s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  a p r o g r a m ,  

t h e n  no  d e s c e n d a n t s  o f  p s h o u l d  b e  r e c u r s i v e .

The r e g u l a r i t y  c o n d i t i o n  i s  e f f e c t i v e l y  d e c i d a b l e  i n  

p o l y n o m i a l  t i m e  a n d  w e a k e r  t h a n  t h e  c o n d i t i o n  o f  s t r i c t n e s s .  

A c o m p l e t e n e s s  r e s u l t  b a s e d  on t h i s  c o n d i t i o n  w i l l  b e  

p r e s e n t e d  i n  c h a p t e r  4 ,  w h i c h  i s  a s l i g h t  e x t e n s i o n  o f  t h e  

c o m p l e t e n e s s  r e s u l t  a c h i e v e d  by  Kunen  f o r  c a l l - c o n s i s t e n t  

p r o g r a m s .
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2.5 Semantic Coincidence.

So f a r ,  w e ' v e  d i s c u s s e d  some c a u s e s  f o r  i n c o m p l e t e n e s s  

r e l e v a n t  t o  t h e  p r o g r a m  s t r u c t u r e ,  t h e  o c c u r r e n c e  o f  v a r i a b l e s  

a n d  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  p r o g r a m s  a n d  g o a l s  a n d  we h a v e  

p r e s e n t e d  c o r r e s p o n d i n g  r e m e d i e s .  I n  t h i s  s e c t i o n ,  we w i l l  

d i s c u s s  o n e  m ore  c a u s e  f o r  i n c o m p l e t e n e s s ,  t h e  l a c k  o f  

" s e m a n t i c  c o i n c i d e n c e ” , w h i c h  i n v o l v e s  t h e  r e l a t i o n s h i p  

b e t w e e n  S L D N F - r e s o l u t i o n  a n d  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s ,  

w h i c h  a r e  t h e  b a s i c  e l e m e n t s  o f  t h e  c o m p l e t e n e s s  p r o b l e m .

When we c o n s i d e r  t h e  c o m p l e t e n e s s  p r o b l e m ,  we a l w a y s  h a v e  

a  d e c l a r a t i v e  a n d  a p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s  i n  m i n d ( [ 2 5 ] ) .  I n  t h e  

c u r r e n t  c o n t e x t ,  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  i s  t h e  

d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  a n d  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  t h e  p r o c e d u r a l  

c o r r e s p o n d e n t .

From s o u n d n e s s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s ,  we know t h a t  e v e r y  a n s w e r  w h ic h  

i s  c o m p u t a b l e  by  u s i n g  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  c o r r e c t  w i t h  

r e s p e c t  t o  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s .  I n  o t h e r  w o r d s ,  

e v e r y t h i n g  s u p p o r t e d  b y  t h e  p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s  i s  a l s o  

s u p p o r t e d  b y  t h e  d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s .  By c o m p l e t e n e s s ,  we 

a r e  c o n s i d e r i n g  t h e  o p p o s i t e ,  i . e .  e v e r y  a n s w e r  w h i c h  i s  

c o r r e c t  a c c o r d i n g  t o  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  s h o u l d  b e  

c o m p u t a b l e  by  a p p l y i n g  S L D N F - r e s o l u t i o n ,  i . e . ,  e v e r y t h i n g  

s u p p o r t e d  by  t h e  d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  s h o u l d  b e  s u p p o r t e d  by
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t h e  p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s ,  a s  w e l l .  T h e r e f o r e ,  t h e  tw o  

s e m a n t i c s  a r e  i n t e n d e d  t o  b e  e q u i v a l e n t .

Now, b y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  

s e m a n t i c s ,  i t  i s  a l w a y s  d e f i n e d  f o r  t h e  w h o l e  p r o g r a m ( [ 8 ])  . I t  

i s  b u i l t  u p o n  e v e r y t h i n g  i n  t h e  p r o g r a m .  H o w e v e r ,  t h i s  i s  n o t  

t r u e  f o r  S L D N F - r e s o l u t i o n :  u s u a l l y ,  i t  i s  n o t  d e f i n e d  f o r  t h e  

w h o le  p r o g r a m .  A c t u a l l y ,  i t  o n l y  d e a l s  w i t h  t h e  p a r t  o f  

p r o g r a m  w h i c h  i s  r e l e v a n t  t o  t h e  g o a l ,  i . e . ,  o n l y  t h o s e  

c l a u s e s  t h e  h e a d  o f  e a c h  o f  w h i c h  e i t h e r  o c c u r s  i n  t h e  

i n v o l v e d  g o a l  o r  i s  a  d e s c e n d a n t  o f  some p r e d i c a t e  o c c u r r i n g  

i n  t h a t  g o a l  ( [ 8 ] ) .  T h e r e f o r e ,  t h e  s e t  o f  c l a u s e s  o f  a p r o g r a m  

on w h i c h  d e c l a r a t i v e  a n d  p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s  a r e  d e f i n e d  c a n  

b e  d i f f e r e n t ;  a l t h o u g h  a s  we d i s c u s s e d  b e f o r e ,  t h e  tw o  

s e m a n t i c s  a r e  s u p p o s e d  t o  b e  e q u i v a l e n t .

As s e m a n t i c s  a r e  a s s i g n e d  on s y n t a c t i c a l  p a r t s ,  i f  t h e  

s y n t a c t i c a l  p a r t s  a r e  d i f f e r e n t ,  i t  i s  q u i t e  p l a u s i b l e  t h a t  

t h e  s e m a n t i c s  d e f i n e d  on th e m  w i l l  b e  d i f f e r e n t  a l s o .  N o t e ,  a s  

we a l r e a d y  h a v e  s o u n d n e s s  f o r  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  

C l a r k ' s  s e m a n t i c s  ( 18 ] , [  21 ] ) ,  t h e  o n l y  p o s s i b l e  d i s c r e p a n c y  i n  

s e m a n t i c s  w i l l  b e  t h a t  s o m e t h i n g  s u p p o r t e d  by  t h e  d e c l a r a t i v e  

s e m a n t i c s  i s  n o t  s u p p o r t e d  by  t h e  p r o c e d u r a l  o n e ,  a s  t h e  

l a t t e r  c o n t a i n s  l e s s  s y n t a c t i c a l  i n f o r m a t i o n  t h a n  t h e  f o r m e r ,  

w h i c h  l e a d s  t o  t h e  i n c o m p l e t e n e s s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  

r e s p e c t  t o  C l a r k ' s  s e m a n t i c s .
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We h a v e  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e  t o  d e m o n s t r a t e  t h e  

s i t u a t i o n  we h a v e  b e e n  d i s c u s s i n g  s o  f a r .

P :  p <- n p

P «- q

q <- q

G: <- q

I t ' s  n o t  h a r d  t o  s e e  t h a t  C om p(P ) ,  w h i c h  i s  c o n s i s t e n t  

a n d  i s  e q u i v a l e n t  t o  p a  q .  G i s  s t r i c t  ( r e g u l a r  a s  w e l l  ) 

w i t h  r e s p e c t  t o  P,  a n d  t r i v i a l l y  PU{G} i s  a l l o w e d  a s  t h e  

p r o g r a m  i s  i n  p r o p o s i t i o n a l  l a n g u a g e .

A l t h o u g h  we h a v e  Comp(P) f= q,  t h e r e  i s  no S L D N F - r e f u t a t i o n  

f o r  P U { G ) .

I n  t h e  a b o v e  e x a m p l e ,  a l t h o u g h  Comp(P) i s  d e f i n e d  f o r  t h e  

w h o l e  p r o g r a m ,  t h e  p r o c e d u r a l  s e m a n t i c s  o n l y  i n v o l v e s  p a r t  o f  

i t :  a s  q  <— q  i s  t h e  s o l e  c l a u s e  i n  P d e a l i n g  w i t h  t h a t  g o a l ,  

i t ' s  t h e  o n l y  p a r t  u s e d  t o  t e s t  t h e  c o m p u t a b i l i t y  o f  t h e  

i d e n t i t y  a n s w e r  i n  S L D N F - r e s o l u t i o n .  So t h e  i n f o r m a t i o n  we 

h a v e  t o  t e s t  w h e t h e r  o r  n o t  q  f o l l o w s  f ro m  Comp(P) i s  n o t  w ha t  

we h a v e  t o  j u d g e  w h e t h e r  o r  n o t  q  i s  s u p p o r t e d  by  C o m p (P ) .  

T h u s ,  t h e r e  i s  no  s u r p r i s e  t h i s  p r o g r a m / g o a l  p a i r  e x e m p l i f i e s  

i n c o m p l e t e n e s s .

The a b o v e  s i t u a t i o n  i s  q u i t e  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  

p r e v i o u s l y  d i s c u s s e d  c a u s e s  a n d  i t  d e s e r v e s  s e p a r a t e  

t r e a t m e n t .  I n  C h a p t e r  5 ,  we w i l l  d i s c u s s  i t  i n  m o re  d e t a i l  a n d  

b a s e d  on  t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h i s  c a u s e  o f  i n c o m p l e t e n e s s ,  we 

w i l l  p r e s e n t  a new c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  c o m p l e t e n e s s  f o r  a
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f a i r l y  l a r g e  c l a s s  o f  p r o g r a m s  a n d  g o a l s .  We w i l l  a l s o  p r o v i d e  

an  e f f e c t i v e l y  t e s t a b l e  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  t o  p r e v e n t  

t h i s  c a u s e  o f  i n c o m p l e t e n e s s  f ro m  o c c u r r i n g .

2.6 Conclusion.

I n  t h i s  c h a p t e r ,  we h a v e  d i s c u s s e d  t h e  g e n e r a l  

c o m p l e t e n e s s  p r o b l e m ;  s p e c i f i c a l l y ,  we h a v e  d i s c u s s e d  t h e  

c a u s e s  o f  i n c o m p l e t e n e s s  f o r  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  

t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s .  F o r  e a c h  o f  t h e  c a u s e s ,  we 

e i t h e r  p r e s e n t  t h e  e x i s t i n g  a p p r o a c h e s  o r  i n t r o d u c e  new o n e s  

t o  d e a l  w i t h  t h e m .

I n  o r d e r  t o  a c h i e v e  t h e  c o m p l e t e n e s s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n  

w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s ,  one  

s t a n d a r d l y  m u s t  h a v e  a c o n s i s t e n t  c o m p l e t i o n .  I t  i s  a l s o  

s t a n d a r d  t o  a s s u m e  t h e  s t r o n g  c o n d i t i o n  o f  a l l o w e d n e s s  t o  

g u a r a n t e e  t h a t  t h e  r e s o l u t i o n  p r o c e s s  w o n ' t  f l o u n d e r .  

A d d i t i o n a l l y ,  i t  i s  u s e f u l  t o  l e t  t h e  p r o g r a m  a n d  t h e  g o a l  

s a t i s f y  t h e  r e g u l a r i t y  c o n d i t i o n  s o  some o f  t h e  i n f i n i t e  

d e d u c t i o n s  c o u l d  b e  p r e v e n t e d .  F i n a l l y ,  b u t  n o t  t r i v i a l l y ,  we 

s h o u l d  make s u r e  t h a t  t h e  s e m a n t i c s  d e f i n e d  on  s o m e t i m e s  

d i f f e r e n t  s y n t a c t i c a l  p a r t s  c o i n c i d e .

So f a r ,  a l l  o f  o u r  d i s c u s s i o n s  a r e  i n  t h e  d o m a i n  o f  t w o ­

v a l u e d  l o g i c .  I t  t u r n s  o u t  t h a t  we c o u l d  a l s o  c o n s i d e r  t h e
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p r o b l e m  f ro m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  3 - v a l u e d  l o g i c  

< [ 1 5 ] ,  [ 1 8 ] ,  [ 3 1 ] ) .  We w o u ld  l i k e  t o  m e n t i o n  t h i s  a l t e r n a t i v e  

a p p r o a c h  a s  i t  p r o v i d e s  an  i n t e r e s t i n g  e x p l a n a t i o n  o f  t h e  

i n c o m p l e t e n e s s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n .  As t o  b e  d i s c u s s e d  i n  t h e  

n e x t  c h a p t e r ,  i t  w i l l  b e  c l e a r  t h a t  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  a l s o  

s o u n d  w i t h  r e s p e c t  t o  C l a r k ' s  s e m a n t i c s  u n d e r  3 - v a l u e d  

i n t e r p r e t a t i o n ,  w h i c h  s a y s  t h a t  e v e r y  c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  

P u [ G )  i s  a l s o  a c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C o m p ( P ) u [ G ]  when we 

c o n s i d e r  a l l  t h e  3 - v a l u e d  c o n s e q u e n c e s  ( [ 1 8 ] , [ 3 1 ] ) .  T h i s  

r e s u l t  c a n  b e  u s e d  t o  e x p l a i n  t h e  i n c o m p l e t e n e s s  o f  a p p l y i n g  

S L D N F - r e s o l u t i o n  t o  a p r o g r a m ,  P a n d  a g o a l ,  G.

F o r  e x a m p l e ,  when P i s  t h e  p r o g r a m  c o n s i s t i n g  o f  t h e  

f o l l o w i n g  c l a u s e s  { p «— i p ,  p  <— q ,  q «— q]  a n d  G i s  t h e  g o a l  

{ <— p ) :  a s  Comp(P) ={ p «-► -|p v  q ,  q  < - 4  q} t o g e t h e r  w i t h  a 

p r o p e r  e q u a l i t y  t h e o r y ,  t h e r e  i s  a  3 - v a l u e d  m o d e l  o f  C om p(P ) ,  

i n  w h i c h  b o t h  p  a n d  q a r e  a s s i g n e d  " u n d e f i n e d " .  H ence  p  i s n ' t  

a 3 - v a l u e d  c o n s e q u e n c e  o f  C o m p (P ) .  By t h e  s o u n d n e s s  o f  SLDNF- 

r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  

u n d e r  t h e  3 - v a l u e d  a p p r o a c h ,  i t ' s  c e r t a i n  t h a t  we c o u l d n ' t  

h a v e  a s u c c e s s f u l  S L D N F - r e s o l u t i o n  f o r  P u [ G ]  .

A t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  n e x t  c h a p t e r ,  we w i l l  d i s c u s s  i n  

f u l l  a b o u t  t h e  3 - v a l u e d  l o g i c  a p p r o a c h  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s .  T h en ,  we w i l l  p r e s e n t  some c u r r e n t l y  

known c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s  f o r  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  

t o  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s .
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I n  t h e  l a s t  c h a p t e r ,  we d i s c u s s e d  some c a u s e s  f o r  t h e  

i n c o m p l e t e n e s s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s ,  a n d  we p r e s e n t e d  c o r r e s p o n d i n g  

m e t h o d s  t o  p r e v e n t  t h o s e  p r o b l e m s  f o r m  o c c u r r i n g .  Now, we w i l l  

p r e s e n t  s e v e r a l  w e l l - s t u d i e d  c l a s s e s  o f  l o g i c  p r o g r a m s ,  i . e . ,  

h i e r a r c h i c a l ,  s t r a t i f i e d  a n d  c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m s  a s  w e l l  

a s  a s s o c i a t e d  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  l i n e  w i t h  t h e  

r e s u l t s  o f  t h e  l a s t  c h a p t e r .

B e f o r e  we do  t h e s e  t h i n g s ,  we f e e l  i t  w o u ld  b e  q u i t e  

h e l p f u l  t o  b e g i n  w i t h  a d i s c u s s i o n  o f  an  a l t e r n a t i v e

d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  o f  n o r m a l  p r o g r a m  u s i n g  a 3 - v a l u e d

a p p r o a c h  a n d  t h e  a s s o c i a t e d  g e n e r a l  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t ;  a s  

t h e  l a t t e r  i s ,  o r  c a n  b e  u s e d  a s  a f o u n d a t i o n  f o r  t h e

c l a s s i c a l  2 - v a l u e d  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s  w h i c h  a r e  t o  be

p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r .

3.1. Three-Valued Semantics.

G i v e n  a n o r m a l  p r o g r a m  P,  a n d  a g r o u n d  a t o m ,  p ( t ) ,  t h e  

a p p l i c a t i o n  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n  t o  P u { « — p ( t ) } ,  a s  we n o t e d
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b e f o r e ,  c o u l d  l e a d  t o  e i t h e r  a s u c c e s s f u l  r e f u t a t i o n ,  o r  

f i n i t e  f a i l u r e ,  o r  an  i n f i n i t e  l o o p .

I n  t h e  d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  b a s e d  on a 2 - v a l u e d  

a p p r o a c h ,  we r e g a r d  p ( t )  a s  ' t r u e '  i f  S L D N F - r e s o l u t i o n  l e a d s  

t o  a s u c c e s s f u l  r e f u t a t i o n ,  a n d  a s  ' f a l s e '  i f  t h e  r e s o l u t i o n  

l e a d s  t o  a f i n i t e  f a i l u r e ,  b u t  h a v e  no  i n t e r p r e t a t i o n  f o r  t h e  

c a s e  o f  an  i n f i n i t e  l o o p .

I n  a 3 - v a l u e d  a p p r o a c h ,  t h i s  g a p  w i l l  b e  c l o s e d :  t h e  

t r u t h  v a l u e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  i n f i n i t e  l o o p  w i l l  be  

r e g a r d e d  a s  ' u n d e f i n e d ' ,  w h i l e  k e e p i n g  t h e  i n t e r p r e t a t i o n s  o f  

r e f u t a t i o n  a n d  f i n i t e  f a i l u r e  t h e  same a s  t h o s e  g i v e n  i n  t h e  

2 - v a l u e d  s e m a n t i c s .

3.1.1. Operations on Truth Values in a 3-valued Approach.

The 3 - v a l u e d  l o g i c  on w h ic h  t h e  new s e m a n t i c s  i s  b a s e d  

h a s  t h e  t h r e e  t r u t h  v a l u e s :  ' t '  f o r  t r u t h ,  ' f '  f o r  f a l s e  a n d  

' u '  f o r  u n d e f i n e d .  The l o g i c a l  o p e r a t i o n s  f o l l o w  f r o m  K l e e n e ' s  

t r u t h  t a b l e s  ([  1 7 ] ) ,  t o  w i t :  g i v e n  a p r o p o s i t i o n a l  f o r m u l a ,  i t s  

t r u t h  v a l u e  i s  d e f i n e d  a s  ' t ' ,  i f  a l l  p o s s i b l e  ways  o f  

r e p l a c i n g  t h e  o c c u r r e n c e s  o f  ' u '  w i t h  e i t h e r  ' t '  o f  ' f '  l e a d s  

t o  ' t '  a s  c o m p u t e d  i n  o r d i n a r y  2 - v a l u e d  l o g i c ;  i t s  t r u t h  v a l u e  

i s  ' f ' i f  t h e  v a l u e  o f  t h e  n e g a t i o n  o f  t h a t  f o r m u l a  i s  ' t ' ;  

o t h e r w i s e ,  i t s  t r u t h  v a l u e  w i l l  b e  ' u ' .  One e x c e p t i o n  i s  t h e  

i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  b i - c o n d i t i o n a l ,  w h i c h  i s  d e f i n e d  a s  ' t '
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when t h e  l e f t  h a n d  s i d e  a n d  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  h a v e  t h e  same 

t r u t h  v a l u e s .  T h i s  e x c e p t i o n a l  a s s i g n m e n t  i s  d u e  t o  

L u k a s i e w i c z .  T h i s  i s  s o  d e f i n e d  t h a t  we c a n  h a v e  t h e  

c o n s i s t e n c y  o f  Comp(P) i n  t h e  t h r e e - v a l u e d  a p p r o a c h ( [ 1 6 ] ,  ( 2 8 ) ,  

[ 9 ] ) .

3.1.2. Declarative Semantics Based on a 3-valued Approach.

The d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  b a s e d  on  t h e  3 - v a l u e d  l o g i c  

a s s i g n e d  t o  a l o g i c  p r o g r a m  i s  c o n s t r u c t e d  by  u s i n g  an  

a s s o c i a t e d  o p e r a t o r ,  d>p, d e f i n e d  on t h e  c o r r e s p o n d i n g  H e r b r a n d  

b a s e .

D e f i n i t i o n  3 . 1 . 1 .  L e t  S b e  a s e t  o f  c l o s e d  f o r m u l a s ,  B, 

b e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  H e r b r a n d  b a s e .  A 3 - v a l u e d  H e r b r a n d  

i n t e r p r e t a t i o n  o f  S i s  a n  o r d e r e d  p a i r  I = (T, F) , w h e r e  T, F 

a r e  d i s j o i n t  s e t s  o f  g r o u n d  a t o m s  i n  Bs . F o r  e v e r y  A£BS,

V a l j (A )  i s  t  (A i s  t r u e )  i f  AeT, i s  f  (A i s  f a l s e )  i f  AeF, i s

u i f  AEBS-  (TUF) .

The v a l u a t i o n  f u n c t i o n  V a l j  e x t e n d s  t o  t h e  e n t i r e

l a n g u a g e  o v e r  t h e  a l p h a b e t  o f  S i n  t h e  s t a n d a r d  way,  b u t  u s i n g  

t h e  a f o r e m e n t i o n e d  m o d i f i c a t i o n  o f  K l e e n e ' s  t r u t h  t a b l e ,

i n s t e a d  o f  t h e  u s u a l  2 - v a l u e d  t r u t h  t a b l e s .

By s a y i n g  a 3 - v a l u e d  i n t e r p r e t a t i o n  f o r  S i s  a 3 - v a l u e d  

m o d e l  f o r  S, we mean t h a t  e v e r y  c l o s e d  f o r m u l a  i n  S i s  t r u e  

u n d e r  t h e  i n t e r p r e t a t i o n .
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Now, we d e f i n e  t h e  a s s o c i a t e d  o p e r a t o r :

D e f i n i t i o n  3 . 1 . 2 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  Bp b e  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  H e r b r a n d  b a s e ,  a n d  l e t  (Tj , Fj) b e  a 3 - v a l u e d  

H e r b r a n d  i n t e r p r e t a t i o n  f o r  P .  Then  <I>P i s  d e f i n e d  a s  t h e  

f o l l o w i n g :

<I>p ( ( T ^ F j )  ) = (T2 , F j )  , w h e r e

Tj={aeBp | t h e r e  i s  a  g r o u n d  i n s t a n c e  o f  a  c l a u s e  i n  P:

a<— Lj, . . . ,  Ln, a n d  Lja . . . a L„ i s  t r u e  i n  ( T ^ F j ) ,

w h i c h  m eans  e v e r y  Lt i s  t r u e  i n  (Tj , F,) } .

F 2= {aeBp | f o r  a l l  g r o u n d  i n s t a n c e s  o f  c l a u s e s  i n  P:

a*— Lj, . . . ,  Ln, a n d  L ] A . . . A L n i s  f a l s e  i n  ( T , , F i ) ,

w h i c h  m eans  a t  l e a s t  one  i s  f a l s e  i n  ( T ^ F J ) .

We h a v e  o n e  m o re  d e f i n i t i o n .

D e f i n i t i o n  3 . 1 . 3 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  <I>P b e  t h e  

a s s o c i a t e d  o p e r a t o r  a n d  l e t  a  b e  an  o r d i n a l .  By <I>pT a ,  we mean:  

O pT 0  = «|>, <|»)

C>pT ( a + l )  = <tp (<I>pT ( a )  ) i f  a  i s  n o t  a  l i m i t  o r d i n a l

<I>pT ( a + 1 ) = u (S<a) (OpTli) i f  a  i s  a  l i m i t  o r d i n a l .

The f o l l o w i n g  t h e o r e m  i s  d u e  t o  F i t t i n g ( [ 1 0 ] , [ 3 1 ] )  

T h e o re m  3 . 1 . 1 . .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  <l>p b e  t h e  

a s s o c i a t e d  o p e r a t o r .  Then  we h a v e :

( 1 ) <!>p i s  m o n o t o n e ;

( 2 ) <1>P h a s  a l e a s t  f i x e d  p o i n t ,  <t>pT a  f o r  some o r d i n a l  a .

(3) The l e a s t  f i x e d  p o i n t  o f  <1>P i s  a  3 - v a l u e d  m o d e l  o f

Comp ( P ) .
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From t h e  a b o v e  t h e o r e m ,  we c a n  s e e  t h a t  t h e  3 - v a l u e d

s e m a n t i c s  g u a r a n t e e s  t h e  c o n s i s t e n c y  o f  C o m p (P ) ,  j u s t  a s  t h e

c l a s s i c a l  s e m a n t i c s  g u a r a n t e e s  t h e  c o n s i s t e n c y  o f  P.

B u t ,  i t  t u r n s  o u t  t h a t  <T>P i s  n o t  a l w a y s  c o n t i n u o u s .  T h u s ,  

a l t h o u g h  we know t h a t  t h e r e  e x i s t s  a n  o r d i n a l  a  s u c h  t h a t  <&pT a  

i s  t h e  l e a s t  f i x e d  p o i n t  o f  <I>P, a  c o u l d  b e  v e r y  b i g  ( [ 1 0 ] , [ 18] )

. As Kunen p o i n t e d  o u t  t h a t  <I>P c a n  b e  d i s c o n t i n u o u s  e v e n  f o r  

v e r y  s i m p l e  p r o g r a m ( [ 1 8 ] ) ,  g e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  t h i s  s e m a n t i c s  

d o e s n ' t  l e a d  t o  a r e c u r s i v e l y  d e c i d a b l e  s e t .

I n  o r d e r  t o  s o l v e  t h i s  p r o b l e m ,  Kunen c u t s  o f f  t h e

o p e r a t o r  a t  0 ), i . e . ,  h e  t a k e s  <t>pTco a s  t h e  i n t e n d e d  s e m a n t i c s  

a s s i g n e d  t o  a p r o g r a m  P,  i n  o t h e r  w o r d s  h e  r e g a r d s  a n y  g r o u n d  

a t o m  p ( t )  a s  t r u e  i f  a n d  o n l y  i f  i t  i s  t r u e  i n  <I>pTn f o r  some 

f i n i t e  n .  T h i s  a p p r o x i m a t i o n  i s  j u s t i f i e d  by  t h e  f o l l o w i n g  

i m p o r t a n t  t h e o r e m  d u e  t o  Kunen ( [ 1 8 ] ,  [ 1 9 ] )  .

D e f i n i t i o n  3 . 1 . 4 .  L e t  <l> b e  a s e n t e n c e ,  a n d  l e t  S b e  a s e t  

o f  s e n t e n c e s .  By s a y i n g  t h a t  <I> i s  a  3 - v a l u e d  l o g i c a l

c o n s e q u e n c e  o f  S,  we mean t h a t  e v e r y  3 - v a l u e d  m o d e l  o f  S i s  

a l s o  a 3 - v a l u e d  m o d e l  o f  <l>.

T h e o re m  3 . 1 . 2 .  (Kunen ( [ 1 8 ] )  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  

A b e  a s e n t e n c e .  T h e r e  i s  an  n s u c h  t h a t  A b e c o m e s  t r u e  i n  

* pTn, i f  a n d  o n l y  i f  A i s  a 3 - v a l u e d  l o g i c a l  c o n s e q u e n c e  o f  

C o m p ( P ) .
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3.1.3. Tha Declarative verse tha Procadural Semantic*.

We p r e s e n t  some i m p o r t a n t  r e s u l t s  c o n c e r n i n g  

r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  3 - v a l u e d  s e m a n t i c s  a n d  S L D N F - r e s o l u t i o n .

D e f i n i t i o n  3 . 1 . 5 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  G («— Lw . . . ,  Ln) 

b e  a n o r m a l  g o a l ,  a n d  l e t  © b e  an  a n s w e r  f o r  Pu{G} . By s a y i n g  

t h a t  0  i s  a  3 - v a l u e d  c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C o m p ( P ) u { G } ,  we mean 

t h a t  V ( ( L j A  . . . a L „ )  • 0 )  i s  a 3 - v a l u e d  c o n s e q u e n c e  o f  C o m p (P ) .

The d e f i n i t i o n  o f  c o m p u t e d  a n s w e r  i s  t h e  same a s  b e f o r e .

I t  t u r n s  o u t  t h a t  b o t h  N e g a t i o n  a s  F a i l u r e  a n d  SLDNF- 

r e s o l u t i o n  a r e  s o u n d  w i t h  r e s p e c t  t o  K u n e n ' s  s e m a n t i c s ( [ 3 1 ] )  .

T h e o re m  3 . 1 . 3 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  G b e  a 

n o r m a l  g o a l .  Then  i f  P u { G )  h a s  a  f i n i t e l y - f a i l e d  t r e e ,  t h e n  G 

i s  a 3 - v a l u e d  c o n s e q u e n c e  o f  C o m p (P ) .

T h e o re m  3 . 1 . 4 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  a n d  G b e  a 

n o r m a l  g o a l .  Then  a n y  c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  Pu{G} i s  a l s o  a 3 -  

v a l u e d  c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C o m p ( P ) u { G } .

Kunen a l s o  sh o w s  t h a t  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  o f  a l l o w e d n e s s  

o f  t h e  i n v o l v e d  p r o g r a m  a n d  g o a l ,  we a l s o  h a v e  t h e  

c o m p l e t e n e s s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n ,  i n  p a r t i c u l a r ,  o f  N e g a t i o n  

a s  F a i l u r e  w i t h  r e s p e c t  t o  h i s  s e m a n t i c s ( [ 1 9 ] ) .
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T h e o re m  3 . 1 . 5 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  G b e  an 

a l l o w e d  n o r m a l  g o a l .  Then e v e r y  3 - v a l u e d  c o r r e c t  a n s w e r  o f  

C om p(P )u{ G }  i s  g r o u n d ;  m o r e o v e r ,  i t  i s  a l s o  a c o m p u t e d  a n s w e r  

f o r  P u { G )  . I f  G i s  a l o g i c a l  c o n s e q u e n c e  o f  C o m p (P ) ,  t h e n  

t h e r e  i s  a  f i n i t e l y - f a i l e d  t r e e  f o r  P u { G } .

3.2. Hierarchical Programs.

When we i n t r o d u c e d  t h e  r e g u l a r i t y  c o n d i t i o n  i n  t h e  l a s t  

c h a p t e r ,  we d i d  s o  i n  t h e  c o n t e x t  o f  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  

e x i s t e n c e  o f  i n f i n i t e  p a t h s  i n  e v e r y  S L D N F - t r e e  f o r  t h e  

i n v o l v e d  p r o g r a m  a n d  g o a l .

Assume we c a n  f i n d  a c o n d i t i o n  t h a t  f o r  a g i v e n  a l l o w e d  

p r o g r a m  a n d  a g o a l ,  i t ' s  g u a r a n t e e d  t h a t  e v e r y  p a t h  i n  e v e r y  

S L D N F - t r e e  e i t h e r  t e r m i n a t e s  w i t h  an  e m p ty  c l a u s e  o r  f i n i t e l y  

f a i l s ;  i . e .  e v e r y  S L D N F - t r e e  i s  f i n i t e  ( I n  o t h e r  w o r d s ,  t h o s e  

t r e e s  s a t i s f y  t h e  " f i n i t e  t r e e  p r o p e r t y " . ) ,  t h e n  t h i s  

c o n d i t i o n  o f  f i n i t e  t r e e  p r o p e r t y  i s  s u f f i c i e n t  f o r  a 

c o m p l e t e n e s s  r e s u l t  ( [ 8 ] ,  [ 3 1 ] )  .

I f  t h e r e  i s  an  i n f i n i t e  p a t h  i n  an  S L D N F - t r e e ,  t h e n  

b e c a u s e  o f  t h e  f i n i t e n e s s  o f  t h e  i n v o l v e d  p r o g r a m ,  t h e r e  i s  

o n l y  a f i n i t e  n u m b e r  o f  d i s t i n c t  p r e d i c a t e  s y m b o l s  i n  t h i s  

p r o g r a m ,  i n  p a r t i c u l a r ,  a l o n g  t h e  c o n c e r n e d  p a t h .  Due t o  t h e  

" p i g e o n  h o l e "  p r i n c i p l e ,  t h e r e  m u s t  b e  r e p e t i t i o n  o f  p r e d i c a t e
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s y m b o l s  i n  t h a t  p a t h .  From t h e  d e f i n i t i o n  o f  S L D N F - d e r i v a t i o n ,  

t h e r e  m u s t  b e  a p r e d i c a t e  w h i c h  d e p e n d s  on i t s e l f ,  i . e . ,  

t h e r e  e x i s t s  r e c u r s i o n  i n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  p r e d i c a t e s  i n  t h a t  

p r o g r a m .

On t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  d u r i n g  t h e  S L D N F - r e s o l u t i o n  

p r o c e s s ,  a  r e c u r s i v e  p r e d i c a t e  i s  i n v o l v e d ,  t h e n  t h e r e  m u s t  be  

a n  i n f i n i t e  p a t h  i n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  S L D N F - t r e e .

T h e r e f o r e ,  i f  t h e r e  i s  no  r e c u r s i v e  p r e d i c a t e  i n  p r o g r a m ,  

t h e n  t h e r e  w o n ' t  b e  a n y  i n f i n i t e  p a t h  i n  a n y  S L D N F - t r e e .  We 

w i l l  h a v e  t h e  f i n i t e  t r e e  p r o p e r t y  s a t i s f i e d  f o r  t h e  i n v o l v e d  

p r o g r a m  a n d  g o a l  ( [ 3 0 ] ,  [ 3 1 J ) .

The  c l a s s  o f  h i e r a r c h i c a l  p r o g r a m s  s a t i s f i e s  t h e  a b o v e  

c o n d i t i o n  ( [ 8 ] ,  [ 3 0 ] ,  [ 3 1 ] ) .

D e f i n i t i o n  3 . 2 . 1 .  A l e v e l  m a p p i n g  o f  a  n o r m a l  p r o g r a m  i s  

a  m a p p i n g  f r o m  i t s  s e t  o f  p r e d i c a t e  s y m b o l s  t o  t h e  n o n ­

n e g a t i v e  i n t e g e r s .  The v a l u e  o f  a p r e d i c a t e  u n d e r  t h i s  m a p p in g  

i s  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  l e v e l  o f  t h a t  p r e d i c a t e  s y m b o l .

D e f i n i t i o n  3 . 2 . 2 . A n o r m a l  p r o g r a m  i s  h i e r a r c h i c a l  i f  i t  

h a s  a  l e v e l  m a p p i n g  s u c h  t h a t ,  i n  e v e r y  p r o g r a m  c l a u s e  w i t h  a 

b o d y ,  p ( t j , . . . ,  t n) <— Lu  . . . ,  Ln, t h e  l e v e l  o f  t h e  p r e d i c a t e  

s y m b o l  o f  e v e r y  l i t e r a l  i n  t h e  b o d y  i s  l e s s  t h a n  t h e  l e v e l  o f  

p r e d i c a t e  s y m b o l  p .

F o r  e x a m p l e ,  t h e  p r o g r a m  c o n s i s t i n g  o f  t h e  c l a u s e s :

[p  «— q ,  p  <— i q ]  i s  a  h i e r a r c h i c a l  p r o g r a m .
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O b v i o u s l y ,  a s  i n  a n y  c l a u s e  o f  a h i e r a r c h i c a l  p r o g r a m  t h e  

l e v e l  o f  t h e  p r e d i c a t e  i n  t h e  h e a d  i s  s t r i c t l y  g r e a t e r  t h a n  

t h e  l e v e l  o f  a n y  p r e d i c a t e  o c c u r r i n g  i n  t h e  b o d y ,  t h u s  no 

p r e d i c a t e  c o u l d  b e  r e c u r s i v e  i n  a n y  h i e r a r c h i c a l  p r o g r a m  d u e  

t o  t h e  f i n i t e n e s s  a s s u m p t i o n .  A c t u a l l y ,  i t ' s  t r u e  t h a t  a 

p r o g r a m  i s  h i e r a r c h i c a l  i f  a n d  o n l y  i f  e v e r y  p r e d i c a t e  d e f i n e d  

i n  t h e  p r o g r a m  i s  n o t  r e c u r s i v e .

The c l a s s  o f  h i e r a r c h i c a l  p r o g r a m s  i s  a s p e c i a l  c a s e  o f  

t h e  c l a s s  o f  s t r a t i f i e d  p r o g r a m s ( w h i c h  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  

t h e  n e x t  s e c t i o n ) . As i t  h a s  b e e n  shown t h a t  t h e  c o m p l e t i o n  o f  

e v e r y  s t r a t i f i e d  p r o g r a m  i s  c o n s i s t e n t  ([ 1  ])  , t h e  c o m p l e t i o n  o f  

e v e r y  h i e r a r c h i c a l  p r o g r a m  i s  a l s o  c o n s i s t e n t .

From t h e  d i s c u s s i o n  a b o u t  t h e  f i n i t e  t r e e  p r o p e r t y  a n d  

t h e  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  n o n - r e c u r s i v e n e s s  a n d  t h e  h i e r a r c h i c a l  

c o n d i t i o n ,  o n e  s h o u l d  e x p e c t  t h e  c o m p l e t e n e s s  o f  SLDNF- 

r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  C l a r k ' s  s e m a n t i c s  d e f i n e d  f o r  

h i e r a r c h i c a l  p r o g r a m s ,  when t h e  a l l o w e d n e s s  c o n d i t i o n  i s  met  

a s  w e l l .  As a  m a t t e r  o f  f a c t ,  t h i s  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t  i s  one  

o f  t h e  e a r l i e s t .  I t ' s  g i v e n  i n  t h e  same p a p e r  i n  w h i c h  t h e  

c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  i s  i n t r o d u c e d ( [ 8 ] , [ 3 0 ] ) ,  a s  an  

a p p l i c a t i o n  o f  t h e  l a t t e r .

We p r e s e n t  t h e  c o m p l e t e n e s s  p r o o f  f o r  h i e r a r c h i c a l  

p r o g r a m s , . f o l l o w i n g  K u n e n ' s  3 - v a l u e d  l o g i c  a p p r o a c h ( [ 1 9 ] ) .  At 

f i r s t ,  we h a v e  a lemma d u e  t o  K unen :
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Lemma 3 . 2 . 1 .  L e t  P b e  a h i e r a r c h i c a l  n o r m a l  p r o g r a m .  

Then  e v e r y  3 - v a l u e d  m o d e l  o f  Comp(p) i s  a l s o  a 2 - v a l u e d  mode l  

o f  C o m p ( P ) .

P r o o f :  By i n d u c t i o n  on l e v e l s  o f  p r e d i c a t e s  d e f i n e d  i n  

p r o g r a m .

T h e o re m  3 . 2 . 2 .  L e t  P b e  a h i e r a r c h i c a l  n o r m a l  p r o g r a m ,  

G b e  a n o r m a l  g o a l  a n d  l e t  PU (G )  b e  a l l o w e d .  Then  e v e r y  

c o r r e c t  a n s w e r  o f  Comp(P) i s  a n  i n s t a n c e  o f  a c o m p u t e d  a n s w e r  

o f  PU{G} .

P r o o f :  L e t  G b e  <- L1( . . . L n/ a n d  l e t  0  b e  a c o r r e c t  a n s w e r

f o r  Comp (p) u { G } , s o  t h a t  Comp (P) h V  ( ( L j A .  . . a L „ )  • 0 )  . From t h e  

p r e c e d i n g  lemma, we h a v e  V ( (LjA . . . a L „ )  • 0 )  i s  a l s o  a  3 - v a l u e d  

c o n s e q u e n c e  o f  C o m p ( p ) .  Due t o  K u n e n ' s  g e n e r a l  c o m p l e t e n e s s  

r e s u l t  f o r  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  i n  3 - v a l u e  l o g i c  

a p p r o a c h ,  t h e  c o n c l u s i o n  o f  t h e  t h e o r e m  f o l l o w s .

O b v i o u s l y ,  t h e  h i e r a r c h i c a l  c o n d i t i o n  i s  f a i r l y  s t r o n g  a s  

i t  d o e s n ' t  a l l o w  a n y  k i n d  o f  r e c u r s i o n .  A n a t u r a l  w e a k e n i n g  o f  

t h e  h i e r a r c h i c a l  c o n d i t i o n  i s  t h e  s t r a t i f i a b i l i t y  c o n d i t i o n .

3.3. Stratified Programs.

The n o t i o n  o f  s t r a t i f i e d  p r o g r a m s  i s  a  n a t u r a l  

d e v e l o p m e n t  f r o m  t h a t  o f  h i e r a r c h i c a l  p r o g r a m s  a n d  h a s
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u n d e r g o n e  a s y s t e m a t i c  s t u d y  f r o m  v a r i o u s  a n g l e s ( [ 1 ] , [ 2 3 ] ) .  

S t r a t i f i a b i l i t y  d i s a l l o w s  r e c u r s i o n  t h r o u g h  n e g a t i o n ,  i . e . ,  

a n y  a t o m i c  f o r m u l a ,  b e f o r e  i t ' s  u s e d  n e g a t i v e l y ,  m u s t  b e  w e l l  

d e f i n e d  a l r e a d y .  T h e r e f o r e ,  i t  e x t e n d s  t h e  c l a s s  o f  

h i e r a r c h i c a l  p r o g r a m s  t o  some e x t e n t .

D e f i n i t i o n  3 . 3 . 1 .  A n o r m a l  p r o g r a m  i s  s t r a t i f i e d  i f  i t  

h a s  a l e v e l  m a p p i n g  s u c h  t h a t ,  i n  e v e r y  p r o g r a m  c l a u s e  w i t h  a 

b o d y ,  p ( t i , . . . ,  t n) «— L , , . . . ,  Ln, t h e  l e v e l  o f  t h e  p r e d i c a t e  

s y m b o l  o f  e v e r y  p o s i t i v e  l i t e r a l  i n  t h e  b o d y  i s  l e s s  t h a n  o r  

e q u a l  t o  t h e  l e v e l  o f  p ,  a n d  t h e  l e v e l  o f  t h e  p r e d i c a t e  sym bo l

o f  e v e r y  n e g a t i v e  l i t e r a l  i n  t h e  b o d y  i s  l e s s  t h a n  t h e  l e v e l

o f  p .

F o r  e x a m p l e ,  t h e  p r o g r a m  c o n s i s t i n g  o f  c l a u s e s  [p<— q ,  p*- 

1  q ,  q«— q} i s  s t r a t i f i e d ;  a l t h o u g h  i t ' s  n o t  h i e r a r c h i c a l  a s  q 

d e p e n d s  on i t s e l f ,  w h i c h  i s  a r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n .

I n  t h e  p a p e r  by  A pt  e t  a l ( [ l ] ) ,  a u n i q u e  m i n i m a l

s u p p o r t e d  m o d e l  s e m a n t i c s  i s  a s s i g n e d  t o  a n y  s t r a t i f i e d

p r o g r a m  a n d  i t  h a s  b e e n  shown t o  b e  e q u i v a l e n t  t o  t h e  l e a s t  

f i x e d  p o i n t  o f  a n  i t e r a t i v e  o p e r a t o r  c o n s t r u c t e d  f o r  t h a t  

s t r a t i f i e d  p r o g r a m .  Due t o  a w e l l - k n o w n  r e s u l t  t h a t  s u c h  a 

f i x e d  p o i n t  i s  a m o d e l  o f  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  ( [ 2 1 ] ) ,  t h e  

c o n s i s t e n c y  o f  c o m p l e t i o n  f o r  a n y  s t r a t i f i e d  p r o g r a m  i s  

p r o v e d ( [ 1 ] ) .
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U n f o r t u n a t e l y ,  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  n o t  c o m p l e t e  e v e n  f o r  

t h i s  c l a s s  o f  p r o g r a m s .  As we d i s c u s s e d  i n  t h e  s e c t i o n  o f  t h e  

r e g u l a r i t y  c o n d i t i o n  i n  l a s t  c h a p t e r ,  i f  we h a v e  t h e  

s t r a t i f i e d  p r o g r a m  { p<— q ,  P<— n q ,  q« -  q} a n d  t h e  g o a l  <— p .  

t h e n  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  n o t  c o m p l e t e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  a s s i g n e d  t o  t h i s  p r o g r a m .

I t  t u r n s  o u t  t h a t  i f  we a d d  an  a d d i t i o n a l  c o n d i t i o n  o f  

s t r i c t n e s s ,  t h e n  a  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t  c o u l d  be  o b t a i n e d  f o r  

b o t h  S L D N F - r e s o l u t i o n  a n d  N e g a t i o n  a s  F a i l u r e  f o r  t h e  

c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  a s s i g n e d  t o  a s t r a t i f i e d  

p r o g r a m ( [ 6 ] ) .

F i r s t ,  we g i v e  t h e  f o r m a l  d e f i n i t i o n  o f  p o s i t i v e  a n d  

n e g a t i v e  d e p e n d e n c y  o f  o n e  p r e d i c a t e  on a n o t h e r  i n  a n o r m a l  

p r o g r a m .

D e f i n i t i o n  3 . 3 . 2 .  L e t  P b e  a  n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  p ,  

q  b e  tw o  p r e d i c a t e s .  By p  q ( r e s p .  p  q) (p d e p e n d s  

p o s i t i v e l y  ( r e s p .  n e g a t i v e l y )  on q) , we mean t h a t  e i t h e r  t h e r e  

i s  a  c l a u s e  s u c h  t h a t  p  o c c u r s  i n  t h e  h e a d  o f  t h a t  c l a u s e ,  a n d  

q  o c c u r s  i n  a  p o s i t i v e  ( r e s p .  n e g a t i v e )  l i t e r a l  i n  t h e  b o d y ,  

o r  p  d e p e n d s  p o s i t i v e l y  ( r e s p .  n e g a t i v e l y )  on  a n o t h e r  

p r e d i c a t e  r  s u c h  t h a t  t h e r e  i s  a c l a u s e  i n  P w i t h  r  i n  t h e  

h e a d  a n d  q  o c c u r s  i n  a  p o s i t i v e  l i t e r a l  i n  t h e  b o d y ,  o r  p 

d e p e n d s  n e g a t i v e l y  ( r e s p .  p o s i t i v e l y )  on a  p r e d i c a t e  r ,  a n d  

t h e r e  i s  a c l a u s e  i n  P w i t h  r  i n  t h e  h e a d ,  a n d  q  o c c u r s  i n  a
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n e g a t i v e  l i t e r a l  i n ’ t h e  b o d y .

M o r e o v e r ,  b y  p  ^  q  (p d e p e n d s  on q ) , we mean t h a t  e i t h e r  

p  2i,j q ,  o r  p q .  We w i l l  c a l l  q a d e s c e n d a n t  o f  p .

F o r  e x a m p l e ,  i n  t h e  p r o g r a m  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  c l a u s e s  

( P « - q ,  P «-  n q ,  q  <- q } /  we h a v e  p  q ,  p  q  a n d  q q .

Now, we c a n  d e f i n e  t h e  s t r i c t n e s s  c o n d i t i o n  o f  a  g o a l  

w i t h  r e s p e c t  t o  a p r o g r a m ( [ 1 ] , [ 6 ] , [ 1 9 ] ) :

D e f i n i t i o n  3 . 3 . 3 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  G

b e  a n o r m a l  g o a l  «—L , , . . . , L n; m o r e o v e r ,  i n  t h e  g o a l ,  l e t  Pi be

t h e  p r e d i c a t e  o f  Lx. T h e n :

(1) «—Lj, . . . ,  Ln d e p e n d s  p o s i t i v e l y  on a p r e d i c a t e  r  v i a  Pi i n  

c a s e  e i t h e r  Lj i s  an  a t o m  a n d  Pi r ,  o r  L 4 i s  a  n e g a t i v e  

l i t e r a l  a n d  Pj r .

(2) «— Lw . . . , L n d e p e n d s  n e g a t i v e l y  on a p r e d i c a t e  r  v i a  Pj i n  

c a s e  e i t h e r  Lt i s  an  a t o m  a n d  p! r ,  o r  i s  a  n e g a t i v e  

l i t e r a l  a n d  p t £ 4l r .

(3) P u { G )  i s  s t r i c t  i n  c a s e  G d o e s n ' t  d e p e n d  on  a n y  p r e d i c a t e  

i n  P b o t h  p o s i t i v e l y  a n d  n e g a t i v e l y  v i a  a n y  p r e d i c a t e .

We s h a l l  s a y  G i s  s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  P when Pu{G} i s  

s t r i c t .

F o r  e x a m p l e ,  g i v e n  t h e  f o l l o w i n g  p r o g r a m  { p <— q ,  p <— n q )  

a n d  g o a l  «— p ;  t h e n  t h e  g o a l  i s  n o t  s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

p r o g r a m ,  a s  p d e p e n d s  on  q  b o t h  p o s i t i v e l y  a n d  n e g a t i v e l y .

I n  t h i s  c a s e *  t h e  c o n d i t i o n  o f  s t r i c t n e s s  a m o u n t s  t o

p r e v e n t  S L D N F - r e s o l u t i o n  f r o m  r u n n i n g  i n t o  q  v  i q .
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The f o l l o w i n g  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s  a r e  d u e  t o  C a v e d o n  a n d  

L l o y d ( [ 6 ] ,  [4]) .
T h e o re m  3 . 3 . 1 .  L e t  P b e  an  a l l o w e d ,  s t r a t i f i e d  n o r m a l  

p r o g r a m  a n d  G an  a l l o w e d  n o r m a l  g o a l  s u c h  t h a t  G i s  s t r i c t  

w i t h  r e s p e c t  t o  P .  Then  e v e r y  c o r r e c t  a n s w e r  f o r  Comp(P)U{G} 

i s  a  c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  P u { G } ,  a s  w e l l .

T h e o re m  3 . 3 . 2 .  L e t  P b e  an  a l l o w e d ,  s t r a t i f i e d  n o r m a l  

p r o g r a m  a n d  G an  a l l o w e d  n o r m a l  g o a l  s u c h  t h a t  G i s  s t r i c t  

w i t h  r e s p e c t  t o  P .  I f  Comp(P)f= G, t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  f a i r  

S L D N F - t r e e  f o r  Pu{G} a n d  e v e r y  f a i r  S L D N F - t r e e  f o r  PU{G) i s  

f i n i t e l y  f a i l e d .

T h e s e  r e s u l t s  h a v e  b e e n  e x t e n d e d  by  Kunen  t o  t h e  c l a s s  o f  

c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m s ,  w h i c h  p r o p e r l y  c o n t a i n s  t h e  c l a s s  o f  

s t r a t i f i e d  p r o g r a m s ( [ 1 9 ] ) .  The r e s u l t  d e a l i n g  w i t h  c a l l -  

c o n s i s t e n t  p r o g r a m s  w i l l  be  d i s c u s s e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  

s e c t i o n .

I n  a d d i t i o n ,  t h e  c o n d i t i o n  o f  s t r i c t n e s s  c o u l d  b e  

w e a k e n e d  t o  t h e  c o n d i t i o n  o f  r e g u l a r i t y .  The  c o n d i t i o n  o f  

r e g u l a r i t y  a n d  t h e  a s s o c i a t e d  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s  w i l l  b e  

d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  4 .
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3.4. Call-conaistttnt Program.

The c l a s s  o f  c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m s  i s  i n t r o d u c e d  

i n d e p e n d e n t l y  b y  S a t o  a n d  Kunen ( [ 2 7 ] ,  [ 1 9 ] ) .  I t  d i s a l l o w s  a n y  

p r e d i c a t e  w h ic h  d e p e n d s  n e g a t i v e l y  on i t s e l f .  I n  o t h e r  w o r d s ,  

i t  " p e r m i t s  r e c u r s i o n  t h r o u g h  an  e v e n  n u m b e r  o f  n e g a t i o n "  ( [ 6 ]) 

b u t  d i s a l l o w s  r e c u r s i o n  t h r o u g h  an  o dd  num b e r  o f  n e g a t i o n .

C o n s i d e r i n g  t h e  p r o g r a m  { p  «— - |q ,  q  «— -\ p  }. I t  i s  n o t  

s t r a t i f i e d ,  b u t  i t  i s  c a l l - c o n s i s t e n t  a s  n e i t h e r  p  n o r  q 

d e p e n d s  on  i t s e l f  n e g a t i v e l y .  H ow ever ,  t h e  p r o g r a m  c o n s i s t i n g  

o f  o n l y  o n e  c l a u s e  [p<- n p )  i s  n o t  c a l l - c o n s i s t e n t .  C a l l -  

c o n s i s t e n c y  i s  w e a k e r  t h a n  s t r a t i f i a b i l i t y  i n  t h a t  i t  a l l o w s  

some k i n d  o f  r e c u r s i o n  t h r o u g h  n e g a t i o n .  The c o n d i t i o n  i s  l e s s  

i n t u i t i v e ,  h o w e v e r ,  t h a n  s t r a t i f i a b i l i t y .

The c a l l - c o n s i s t e n c y  c o n d i t i o n  s e e m s  t o  b e  d i r e c t l y  

c o n c e r n e d  w i t h  t h e  c o n s i s t e n c y  o f  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m ,  a s  i t  

i s  o b v i o u s  t h a t  i f  a  p r o g r a m  c o n t a i n s  s u c h  c l a u s e  a s  p« -  n p ,  

t h e n  i t s  c o m p l e t i o n  c o u l d n ' t  b e  c o n s i s t e n t .  The i m p o r t a n t  

t h i n g  i s  t h a t  S a t o  a n d  Kunen p r o v e d  t h a t  t h i s  c o n d i t i o n  i s  

a c t u a l l y  s u f f i c i e n t  f o r  t h e  c o n s i s t e n c y  o f  t h e  c o m p l e t e d  

p r o g r a m .

N o t e :  f r o m  t h e  e x e m p l i f y i n g  p r o g r a m  o f  [p  «— n p } ,  we c a n  

s e e  t h a t  t h e  r e a l  p r o b l e m  i n  t h e  i n c o n s i s t e n c y  o f  c o m p l e t e d
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p r o g r a m  i s  t h e  n e g a t i v e  d e p e n d e n c y  o f  a  g r o u n d  a to m  on  i t s e l f .  

So,  t h e  c a l l - c o n s i s t e n c y  p r o p e r t y  i s  a  b i t  t o o  s t r o n g  t o  

s a f e g u a r d  t h e  c o n s i s t e n c y  p r o p e r t y  o f  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m .  

I t  h a s  b e e n  shown t h a t  d i s a l l o w i n g  o f  n e g a t i v e  d e p e n d e n c y  o f  

a n y  g r o u n d  a t o m  on i t s e l f  i s  a l r e a d y  s u f f i c i e n t  f o r  t h e  

c o n s i s t e n c y  o f  c o m p l e t e d  p r o g r a m .  The c o r r e s p o n d i n g  c o n d i t i o n  

i s  c a l l e d  l o c a l  c a l l - c o n s i s t e n c y ( [ 4 ] )  .

D e f i n i t i o n  3 . 4 . 1 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m .  By s a y i n g  

t h a t  P i s  c a l l - c o n s i s t e n t , we mean t h a t  no p r e d i c a t e  d e f i n e d  

i n  P d e p e n d s  n e g a t i v e l y  on i t s e l f .

C a v e d o n  s u g g e s t s  an  e q u i v a l e n t  d e f i n i t i o n  f o r  c a l l -  

c o n s i s t e n c y ,  w h i c h  h a s  m ore  f l a v o r  o f  t h e  l e v e l  m a p p in g  

a p p r o a c h  we’ f o l l o w e d  t o  d e f i n e  b o t h  h i e r a r c h i c a l  a n d  

s t r a t i f i e d  p r o g r a m s  ( [ 4 ] ) .

D e f i n i t i o n  3 . 4 . 2 .  A n o r m a l  p r o g r a m  p  i s  c a l l - c o n s i s t e n t  

p r o v i d e d  i t  h a s  a l e v e l  m a p p i n g  s u c h  t h a t  f o r  a n y  tw o  

p r e d i c a t e  s y m b o l s  p a n d  q  i n  P,  i f  p d e p e n d s  on  q t h e n  

l e v e l  (p) t l e v e l  (q) ; a n d  i f  p d e p e n d s  b o t h  p o s i t i v e l y  a n d  

n e g a t i v e l y  on  q ,  t h e n  l e v e l ( p )  > l e v e l ( q ) .

We w i l l  a l s o  p r e s e n t  some new f i n d i n g  o f  a s y n t a c t i c a l  

p r o p e r t y  o f  c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m s ,  w h i c h  a d d s  a b i t  more  t o  

t h e  i n t u i t i v e n e s s  o f  t h i s  c o n d i t i o n .  As t h i s  i s  somew hat
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d i g r e s s i n g  f ro m  t h e  m a in  t o p i c  o f  t h i s  p a p e r ,  we p u t  i t  i n  t h e  

A p p e n d i x .

K unen  s h o w e d  t h a t  f o r  a n y  c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m ,  t h e r e  

i s  a p a r t i t i o n  f o r  a l l  p r e d i c a t e  s y m b o l s  i n  t h a t  p r o g r a m  s u c h  

t h a t  a n y  two p r e d i c a t e s  i n  e a c h  p a r t i t i o n  d e p e n d  on e a c h  

o t h e r ,  b u t  n o t  b o t h  p o s i t i v e l y  a n d  n e g a t i v e l y .  B a s e d  on t h i s  

p r o p e r t y ,  Kunen p r o v e d  a m o d e l  e x p a n s i o n  lemma(Lemma 4 . 2 . 4 )  

f o r  t h e  c l a s s  o f  c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m s .  As a s p e c i a l  c a s e  

o f  t h e  lemma, t h e  c o n s i s t e n c y  o f  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  o f  any  

c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m  i s  p r o v e d ( [ 1 9 ] ) .

By u s i n g  t h e  g e n e r a l  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  t h e  

t r a c k  o f  3 - v a l u e d  l o g i c ,  Kunen p r o v e d  t h a t  w i t h  t h e  c o n d i t i o n  

o f  s t r i c t n e s s ,  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  a c t u a l l y  c o m p l e t e  w i t h  

r e s p e c t  t o  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  ( 2 - v a l u e d )  a s s i g n e d  

t o  t h e  c l a s s  o f  c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m s ( [ 1 9 ] )  .

The  f o l l o w i n g  a r e  t h e  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s  d u e  t o  K unen:

Lemma 3 . 4 . 1 .  L e t  P b e  an  a l l o w e d ,  c a l l - c o n s i s t e n t  n o r m a l  

p r o g r a m ,  G («— L u  . . .Ln) b e  an  a l l o w e d  n o r m a l  g o a l  a n d  G b e  

s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  P ;  l e t  0  be  an  a n s w e r  f o r  PU{G }.  I f  

V ( (LjA . . . a L„) • 0 )  i s  a 2 - v a l u e d  c o n s e q u e n c e  o f  C o m p (P ) ,  t h e n  i t  

i s  a l s o  a  3 - v a l u e d  c o n s e q u e n c e  o f  C om p(P ) .

T h e o re m  3 . 4 . 1 .  L e t  P b e  an  a l l o w e d ,  c a l l - c o n s i s t e n t  

n o r m a l  p r o g r a m ,  G b e  a n  a l l o w e d  n o r m a l  g o a l  a n d  l e t  G b e
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s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  P .  Then e v e r y  c o r r e c t  a n s w e r  o f  

C om p(P)u{ G }  i s  a n  i n s t a n c e  o f  a c o m p u t e d  a n s w e r  o f  P u { G } .

P r o o f :  S t r a i g h t f o r w a r d  f ro m  t h e  lemma a n d  t h e  g e n e r a l

c o m p l e t e n e s s  r e s u l t  d e a l i n g  w i t h  3 - v a l u e d  c o n s e q u e n c e .

K unen ,  a f t e r  p r e s e n t i n g  h i s  p r o o f  o f  t h e  a b o v e  t h e o r e m ,  

s u g g e s t s  a p o s s i b l e  e x t e n s i o n  t o  i t ,  w h i c h  i s  f o r m a l l y  p u t  

f o r w a r d  a s  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  b y  C a v e d o n ( [ 4 ] ) .

T heo re m  3 . 3 . 2 .  L e t  P b e  an  a l l o w e d ,  c a l l - c o n s i s t e n t  

n o r m a l  p r o g r a m  a n d  G a  n o r m a l  g o a l  <— L , , . . . , L n. Such  t h a t  t h e  

s e t  o f  c l a u s e s  d e f i n i n g  t h o s e  p r e d i c a t e s  i n  G w h ic h  d e p e n d  

p o s i t i v e l y  a n d  n e g a t i v e l y  on some p r e d i c a t e s  i n  P i s  a 

h i e r a r c h i c a l  p r o g r a m .  I f  V ( (LjA. . . a L„) • 0 )  i s  a 2 - v a l u e d  

c o n s e q u e n c e  o f  Comp(P) t h e n  i t  i s  a l s o  a 3 - v a l u e d  c o n s e q u e n c e .

A c t u a l l y ,  w h a t  we w i l l  do  i n  C h a p t e r  4 l e a d s  t o  a 

s y n t a c t i c a l  c o n d i t i o n  f o r  t h e  i n v o l v e d  p r o g r a m  s u c h  t h a t  t h e  

c o n d i t i o n  i n  t h e  a b o v e  t h e o r e m  w i l l  b e  m e t ,  t h o u g h  o u r  

a p p r o a c h  i s  d i f f e r e n t  f r o m  h i s :  K u n e n ' s  i d e a  i s  d e v e l o p e d

b a s e d  on t h e  c o i n c i d e n c e  o f  2 - v a l u e d  a n d  3 - v a l u e d  c o n s e q u e n c e s  

o f  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m ,  a s e m a n t i c  p r o p e r t y ;  w h i l e  o u r s  i s  

m o t i v a t e d  by  t h e  p r e v e n t i o n  o f  r e c u r s i v e n e s s  o f  some 

d e p e n d e n t s  o f  a p r e d i c a t e ,  a s y n t a c t i c a l  a p p r o a c h  a n d  o u r  

r e s u l t  i s  p r o v e d  i n  t h e  c l a s s i c a l ,  2 - v a l u e d  l o g i c  way.  However  

we a l s o  make o u t  a p r o o f  o f  o u r  r e s u l t s  f o l l o w i n g  K u n e n ' s  

a p p r o a c h ,  s o  i t  i s  m o re  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  m a in  r e s u l t s  o f
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K unen .

3.5. Conclusion.

By a  d i s c u s s i o n  o f  t h e  c o n d i t i o n  o f  b e i n g  d e f i n i t e ,  

h i e r a r c h i c a l ,  s t r a t i f i e d  a n d  c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m s ,  we 

o b t a i n  t h a t  t h e y  a r e  d e v e l o p e d  by  s u c c e s s i v e  l i b e r a l i z a t i o n  

p e r t a i n i n g  t o  t h e  r e s t r i c t i o n  on t h e  o c c u r r e n c e  o f  r e c u r s i o n  

a n d  n e g a t i o n :  f r o m  t h e  t o t a l  d i s a l l o w i n g  o f  n e g a t i o n  i n

d e f i n i t e  p r o g r a m s ,  t o  d i s a l l o w i n g  o f  r e c u r s i o n  i n  h i e r a r c h i c a l  

p r o g r a m s ,  t o  d i s a l l o w i n g  r e c u r s i o n  t h r o u g h  n e g a t i o n  i n  

s t r a t i f i e d  p r o g r a m s ,  t o  d i s a l l o w i n g  o n l y  r e c u r s i o n  t h r o u g h  an  

o d d  n u m b e r  o f  r e c u r s i o n  i n  c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m s .  The  c a l l -  

c o n s i s t e n c y  c o n d i t i o n  i s  a l r e a d y  a b i t  s u b t l e .  A f t e r  t h a t ,  i t  

s e e m s  q u i t e  d i f f i c u l t  t o  f i n d  o u t  a  m e a n i n g f u l  

c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  a  b r o a d e r  c l a s s  o f  p r o g r a m s  f o r  w h i c h  a 

c o m p l e t e n e s s  r e s u l t  c a n  b e  p r o v e d .

The l i n e  f o l l o w e d  h e r e  i s  some p r o p e r  r e l a t i o n  b e t w e e n  

p r e d i c a t e s .  One a p p r o a c h  f o r  g o i n g  f o r w a r d  i s  t o  s t u d y  a 

s i m i l a r  r e l a t i o n s h i p  a t  t h e  a t o m i c  l e v e l .  F o r  e x a m p l e ,  

d e p e n d e n c y  o f  g r o u n d  a t o m s  i n  t h e  g r o u n d e d  p r o g r a m  w h i c h  i s  

f o r m e d  b y  c o l l e c t i n g  a l l  g r o u n d  i n s t a n c e s  o f  e v e r y  c l a u s e  i n  

t h e  o r i g i n a l  p r o g r a m ,  by  u s i n g  a l l  t h e  c o n s t a n t  s y m b o l  a n d  

f u n c t i o n  s y m b o l s .  Some i m p o r t a n t  a n d  i n t e r e s t i n g  r e s u l t s  h a v e
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b e e n  made i n  t h i s  d i r e c t i o n ,  f o r  t h e  l o c a l l y  h i e r a r c h i c a l ,  

l o c a l l y  s t r a t i f i e d  a n d  l o c a l l y  c a l l - c o n s i s t e n t  

p r o g r a m s ( [ 4 ] ,  [ 5 ] ,  [ 2 3 ] ,  [ 3 1 ] )  . H ow e ve r ,  t h e  e x i s t e n c e  o f  

f u n c t i o n  s y m b o l s  i n  a p r o g r a m  i m m e d i a t e l y  l e a d s  t o  a n  i n f i n i t e  

g r o u n d e d  p r o g r a m  ( [ 2 5 ] , [ 1 8 ] ) ,  w h i c h  c o u l d  c a u s e  p r o b l e m s  t o  

b o t h  t h e o r e t i c a l  s t u d y  a n d  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n .

An a l t e r n a t i v e  a p p r o a c h  i s  t o  i n s i s t  on  some g e n e r a l  

p r i n c i p l e s .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  t o  t h e  

c o m p l e t e n e s s  p r o b l e m  c o n s i d e r e d  s o  f a r  s h a r e  some common 

g r o u n d :  c o n s i s t e n c y  o f  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m ,  a l l o w e d n e s s  o f  

p r o g r a m s  a n d  g o a l s ,  a n d  s t r i c t n e s s  o f  g o a l s  w i t h  r e s p e c t  t o  

p r o g r a m s .

A f t e r  s l i g h t l y  e x t e n d i n g  o n e  o f  t h e  f o r e g o i n g  

c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s  i n  c h a p t e r  4 ,  we w i l l  e m b a r k  on  a new 

a p p r o a c h  t o w a r d s  o b t a i n i n g  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s  f o r  SLDNF- 

r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s .  We 

w i l l  s t a r t  w i t h  t h o s e  b a s i c  r e q u i r e m e n t s  m e n t i o n e d  a b o v e  a n d  

a n a l y z e  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  b a s i c  e l e m e n t s  o f  t h e  

c o m p l e t e n e s s  p r o b l e m :  S L D N F - r e s o l u t i o n  a s  t h e  p r o c e d u r a l

s e m a n t i c s ,  a n d  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  a s  t h e  

d e c l a r a t i v e  c o r r e s p o n d e n t  r e l a t i v e  t o  t h e  r e s p e c t i v e  

s y n t a c t i c a l  p a r t s  o f  a  p r o g r a m  on  w h i c h  t h e  tw o  s e m a n t i c s  a r e  

d e f i n e d .  We w i l l  e n d  up w i t h  a new c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  

c o m p l e t e n e s s  o f  a  f a i r l y  l a r g e  c l a s s  o f  p r o g r a m s  a n d  p r o v i d e
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a n  e f f e c t i v e  c o n d i t i o n  t o  t e s t  t h e  c o m p l e t e n e s s  f o r  member o f  

a  b r o a d e r  c l a s s  o f  p r o g r a m s  t h a n  t h e  c l a s s  o f  c a l l - c o n s i s t e n t  

o n e s .
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Chapf r 4. AN EXTENSION FOR A COMPLETENESS RZSULT.

4.1. Motivation.

I t  i s  w e l l  known t h a t  i n  g e n e r a l ,  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  n o t  

c o m p l e t e  f o r  n o r m a l  p r o g r a m s .  One o f  t h e  f r e q u e n t l y - q u o t e d  

e x a m p l e s  ( [ 8]  , [ 30] , [ 1 ] ) i s :  {p <- q ,  p <- i q ,  q  <-q} . I t s  

c o m p l e t i o n  i s  {p<— >q v  -) q , q<—> q } .  As q  v  -\ q  i s  t r u e  u n d e r  

a n y  m o d e l  o f  C om p(P ) ,  s o  i s  p ;  t h u s  p i s  a l o g i c a l  c o n s e q u e n c e  

o f  C o m p (P ) .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e r e  i s  no  s u c c e s s f u l  SLDNF- 

r e s o l u t  i o n  t r e e  f o r  PU{«— p)  :

N o t i c e  t h a t  t h e  p r o g r a m  m e n t i o n e d  a b o v e  i s  s t r a t i f i e d ,  s o  

g e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  n o t  c o m p l e t e  e v e n  f o r  

s t r a t i f i e d  p r o g r a m s .

L o o k i n g  a t  t h e  a b o v e  p r o g r a m ,  we may n o t e  t h a t  t h e  

p r e d i c a t e  p  i s  t h e  h e a d  o f  tw o  d i f f e r e n t  c l a u s e s ,  w h i l e  

a n o t h e r  p r e d i c a t e ,  q ,  o c c u r s  b o t h  p o s i t i v e l y  a n d  n e g a t i v e l y  i n  

t h o s e  tw o  c l a u s e s ,  a p h en o m en o n  w h i c h  c o u l d  b e  g e n e r a l i z e d .  

M o t i v a t e d  b y  t h i s  f a c t ,  A p t  e t  a l < [ 1 ] )  d e f i n e d  t h e  s t r i c t  

p r o g r a m s  t o  b e  s t r a t i f i e d  p r o g r a m s ,  i n  w h i c h  no  s u c h  k i n d  o f  

d e p e n d e n c y  w i l l  b e  a l l o w e d ,  a n d  p r e s e n t e d ( [ 1 ])  t h e  c o n j e c t u r e  

t h a t  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  c o m p l e t e  f o r  s t r i c t  p r o g r a m s  a l s o
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T h i s  c o n j e c t u r e  h a s  b e e n  s o l v e d  p o s i t i v e l y  b y  C a v e d o n  & 

L l o y d [ 6 ] w i t h  e x t e n s i o n s  on t h e  t y p e  o f  g o a l s ;  t h e i r  r e s u l t  

was f u r t h e r  e x t e n d e d  by  Kunen ( [ 1 9 ] )  u s i n g  t h e  3 - v a l u e d  l o g i c  

a p p r o a c h ;  a n d  m o r e o v e r ,  Kunen g a v e  a p o s i t i v e  r e s u l t  f o r  c a l l -  

c o n s i s t e n t  p r o g r a m s ,  a  l a r g e r  c l a s s  t h a n  t h e  s t r a t i f i e d  

p r o g r a m s ,  b u t  s t i l l  r e q u i r i n g  t h e  c o n d i t i o n  o f  t h e  p r o g r a m  

b e i n g  s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  a  g o a l .

We a p p r o a c h  t h i s  p r o b l e m  f r o m  a d i f f e r e n t  a n g l e  by 

t r e a t i n g  t h e  p r e c e d i n g  t h r e e - c l a u s e  p r o g r a m  a s  a w h o l e .  

N am ely ,  we n o t  o n l y  n o t e  t h e  d e p e n d e n c y  p r o p e r t y ,  b u t  a l s o  p a y  

a t t e n t i o n  t o  t h e  r e c u r s i v e  p r o p e r t y  o f  t h e  p r e d i c a t e  on w h ic h  

a n o t h e r  p r e d i c a t e  d e p e n d s  b o t h  p o s i t i v e l y  a n d  n e g a t i v e l y ,  

f e e l i n g  t h a t  r e c u r s i v e n e s s  p l a y s  an  i m p o r t a n t  p a r t  i n  t h i s  

s i t u a t i o n .  A s i m p l e  s u p p o r t i n g  e x a m p l e  i s :  p  «— q ,  p  <— - |q .  On 

t h e  o n e  h a n d ,  i t  i s  s t i l l  t r u e  t h a t  Comp(P) f= p ;  on t h e  o t h e r  

h a n d ,  t h e r e  d o e s  e x i s t  a  s u c c e s s f u l  S L D N F - r e f u t a t i o n  t r e e  f o r  

P u { « - p ]  .

I n  o u r  a p p r o a c h ,  we r e q u i r e  t h a t ,  i n  t h e  p r o g r a m s  u n d e r  

s t u d y ,  i f  a p r e d i c a t e  p  d e p e n d s  on a n o t h e r  o n e  b o t h  

p o s i t i v e l y  a n d  n e g a t i v e l y ,  t h e n  a l l  p r e d i c a t e s  on w h i c h  p 

d e p e n d s  s h o u l d  b e  n o n - r e c u r s i v e .  T h i s  c o n d i t i o n  i s  w e a k e r  t h a n  

t h e  o n e  d i s c u s s e d  b y  A pt  e t  a l .  M o r e o v e r ,  m o t i v a t e d  by  K u n e n ' s



67

r e s u l t ,  we w i l l  c o n s i d e r  t h e  c l a s s  o f  c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m s  

i n s t e a d  o f  t h e  s m a l l e r  c l a s s  o f  s t r a t i f i e d  o n e s .

4.2. Basic Definitions and Lammas.

We h a v e  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s .

D e f i n i t i o n  4 . 2 . 1 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  p b e  a 

p r e d i c a t e .  By D ef  (p ,  P) -(t h e  d e f i n i t i o n  o f  p i n  P) , we mean t h e  

s e t  o f  a l l  c l a u s e s ,  i n  P, w i t h  p a s  t h e  p r e d i c a t e  o f  t h e  h e a d .

F o r  e x a m p l e ,  l e t  P b e  t h e  f o l l o w i n g  p r o g r a m  ( t a k e n  f ro m  

[ 1 6 ] ) :

q  (X) <- t p  (X) 

p(X) <- i s c ( X )  

p (X) <— n o n e  (X) 

i s c ( c )

n o n e (X )  <— i  i s c ( X )

T h e n ,  D e f ( p , P )  = { p(X)  «-  i s c  (X) , p (X)  «— n o n e  (X) }

D e f i n i t i o n  4 . 2 . 2 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  R b e  

a s e t  o f  p r e d i c a t e s  o c c u r r i n g  i n  P .  By R e s ( P , R ) ( t h e  

r e s t r i c t i o n  o f  P on R) , we mean t h e  s u b - p r o g r a m  c o n s i s t i n g  o f  

e x a c t l y  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  t h o s e  p r e d i c a t e s  d e f i n e d  i n  P w h i c h  

a r e  e i t h e r  i n  R, o r  a r e  d e s c e n d a n t s  o f  some p r e d i c a t e s  i n  R. 

F o r  e x a m p l e ,  l e t  P b e  t h e  same p r o g r a m  g i v e n  b e f o r e ,  a n d
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l e t  R= {p } . T h e n ,  R e s ( P ,  R) = { p(X) «— i s c ( X ) ,  p(X) «— n o n c ( X ) ,  

i s c ( c ) * - ,  n o n e  (X) «- - | i s c ( X )  }.

Now, we c a n  b e g i n  t o  i n t r o d u c e  t h e  c o n d i t i o n  o f  

r e g u l a r i t y .

D e f i n i t i o n  4 . 2 . 3 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  p be 

a p r e d i c a t e  i n  P .  By s a y i n g  t h a t  p  i s  l e n i e n t . we mean t h a t  

t h e r e  i s  a p r e d i c a t e ,  q,  i n  P s u c h  t h a t  p  d e p e n d s  on q  b o t h  

p o s i t i v e l y  a n d  n e g a t i v e l y .

R e c a l l :  D e f i n i t i o n  3 . 2 . 2  g i v e s  o u t  t h e  d e f i n i t i o n  o f  

d e p e n d e n c y  o f  o n e  p r e d i c a t e  on a n o t h e r  p r e d i c a t e .

F o r  e x a m p l e ,  i n  a b o v e  p r o g r a m ,  b o t h  p a n d  q a r e  l e n i e n t ,  

w h i l e  n o n e  i s  n o t .

D e f i n i t i o n  4 . 2 . 4 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  R be  

a  s e t  o f  p r e d i c a t e s  o f  P.  By s a y i n g  t h a t  P i s  r e g u l a r  f o r  R, 

we mean t h a t  f o r  e a c h  l e n i e n t  p r e d i c a t e  p  i n  R, no d e s c e n d a n t  

o f  p  i s  r e c u r s i v e .  We s a y  t h a t  P i s  r e g u l a r , i f  P i s  r e g u l a r  

f o r  t h e  s e t  o f  a l l  p r e d i c a t e s  i n  P .

F o r  e x a m p l e ,  t h e  p r o g r a m  m e n t i o n e d  b e f o r e  i s  r e g u l a r ,  a n d  

s t r a t i f i e d  a s  w e l l ,  w h i l e  t h e  p r o g r a m  p  «— q ,  p  «— -| q ,  q  «— q  i s  

n o t  r e g u l a r  f o r  t h e  s e t  {p, q ) .

D e f i n i t i o n  4 . 2 . 5 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  G be  

a n o r m a l  g o a l  <—Lw L2, . . . ,  L„; m o r e o v e r ,  i n  t h e  g o a l ,  G, l e t  Pi 

b e  t h e  p r e d i c a t e  o f  Lj .  T h e n :
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(1) «— Lw . . . , L n d e p e n d s  p o s i t i v e l y  on a p r e d i c a t e  r  v i a  Pj i n

c a s e  e i t h e r  Lx i s  a n  a to m  a n d  p,  r ,  o r  Lx i s  a  n e g a t i v e

l i t e r a l  a n d  p 4 r .

(2) <-Lw . . . , L n d e p e n d s  n e g a t i v e l y  on a p r e d i c a t e  r  v i a  p* i n

c a s e  e i t h e r  L4 i s  a n  a to m  a n d  pj r ,  o r  L, i s  a  n e g a t i v e

l i t e r a l  a n d  p! r .

(3) P u {G } i s  r e g u l a r  i n  c a s e  f o r  a l l  i , j ,  i f  t h e r e  i s  a 

p r e d i c a t e  r  s u c h  t h a t  G d e p e n d s  p o s i t i v e l y  on  r  v i a  p t a n d  

n e g a t i v e l y  on  r  v i a  p j# t h e n  no  d e s c e n d e n t  o f  Pj o r  p 5 i s  

r e c u r s i v e .

We s h a l l  s a y  t h a t  G i s  r e g u l a r  w i t h  r e s p e c t  t o  P ( o r  P i s  

r e g u l a r  w i t h  r e s p e c t  t o  G) when P u{G )  i s  r e g u l a r .

F o r  e x a m p l e ,  i f  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  p r o g r a m  a n d  g o a l  

P :  a  (X) <- p(X) , q  (X) ;

b  (X) <- t p  (X) ;

G: <- a  (X) , b  (X) ; 

t h e n  P u ( G )  i s  r e g u l a r ;  b u t  i f  we a d d  o n e  more  c l a u s e ,

p  (X) <— p ( f (X )  ) , t o  P, t h e n  P u{G )  w o u ld  n o t  b e  r e g u l a r .

The n e x t  d e f i n i t i o n  i s  d u e  t o  Kunen ( [ 1 9 ] ) :

D e f i n i t i o n  4 . 2 . 6 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  R b e  

a s e t  o f  p r e d i c a t e s  o c c u r r i n g  i n  P .  We s a y  t h a t  R i s  dow nward  

c l o s e d , i f  f o r  e v e r y  p r e d i c a t e  p i n  R a n d  e v e r y  o t h e r  

p r e d i c a t e  q  o c c u r r i n g  i n  P, i f  p  i  q,  t h e n  q  i s  a l s o  i n  R.

I n  o r d e r  t o  p r o v e  a c o m p l e t e n e s s  r e s u l t  f o r  g o a l s  w h i c h
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a r e  r e g u l a r  w i t h  r e s p e c t  t o  c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m s ,  we n e e d  

t h e  f o l l o w i n g  b a s i c  l em m as .

F i r s t ,  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  o b v i o u s  r e s u l t :

Lemma 4 . 2 . 1 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  t h e n  P i s

h i e r a r c h i c a l  i f f  no  p r e d i c a t e  i n  P i s  d e f i n e d  r e c u r s i v e l y .

N e x t ,  we h a v e  a  r e s u l t  r e v e a l i n g  a  p r o p e r t y  o f  t h e

c o m p l e t e d  p r o g r a m :

Lemma 4 . 2 . 2 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  R be  a 

s e t  o f  p r e d i c a t e s  o c c u r r i n g  i n  P .  Then  C o m p ( R e s ( P , R ) ) i s  a 

s u b s e t  o f  C o m p (P ) .

P r o o f :  L e t  p  be  a p r e d i c a t e  w h i c h  o c c u r s  i n  R e s ( P , R )  . I f

i t  i s  d e f i n e d  i n  R e s ( P ,  R ) , t h e n  b y  d e f i n i t i o n  o f  R e s ( P , R ) ,  

t h e  c o m p l e t i o n  o f  p  i n  Comp(P,  R) i s  t h e  same a s  t h a t  i n  

C o m p (P ) .  I f  p  i s n ' t  d e f i n e d  i n  R e s ( P ,  R ) , t h e n  b y  d e f i n i t i o n

o f  C o m p (R e s (P ,  R ) , Vx n p ( x )  i s  i n  C o m p (R e s (P ,  R ) ) .  We c l a i m

t h a t  i t  i s  a l s o  i n  C o m p ( P ) : a s s u m e  t h a t  i t  i s  n o t  t h e  c a s e ,  

t h e n  p  m u s t  b e  d e f i n e d  i n  P .  H ow e ve r ,  a s  p  o c c u r s  i n  R e s ( P ,  

R) , i t  m u s t  b e  a d e s c e n d a n t  o f  some p r e d i c a t e  i n  R. By t h e  

d e f i n i t i o n  o f  R e s ( P ,  R ) , t h e  d e f i n i t i o n  o f  p  s h o u l d  b e  i n  

Res  (P,  R) , a s  w e l l .  I n  o t h e r  w o r d s ,  Vx i P ( x )  w o u l d n ' t  b e  i n  

C o m p ( R e s ( P , R ) ) ,  a  c o n t r a d i c t i o n .

F i n a l l y ,  n o t i n g  t h a t  C l a r k ' s  e q u a l i t y  t h e o r y ( [ 8 ] , [ 2 1 ] )  

i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  p r o g r a m ,  t h e  c o n c l u s i o n  f o l l o w s .

C o r o l l a r y  4 . 2 . 3 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  l e t
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G («— L ^  . . . ,  Ln) b e  a  n o r m a l  g o a l ,  a n d  l e t  8  b e  a s u b s t i t u t i o n  

f o r  t h e  v a r i a b l e s  i n  G. Then  8  i s  a c o r r e c t  a n s w e r  o f

C o m p ( R e s ( P , R ) ) i m p l i e s  t h a t  i t  i s  a l s o  a c o r r e c t  a n s w e r  f o r

C o m p ( P ) .

P r o o f :  L e t  M b e  a n y  m ode l  o f  C o m p (P ) .  By Lemma 4 . 2 . 2 ,

C o m p (R e s (P ,  R ) ) i s  a s u b s e t  o f  C o m p (P ) .  H ence  M i s  a m o d e l  o f  

C o m p (R e s (P ,  R ) ) a s  w e l l .  B u t  we a l s o  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  f a c t  

Comp (Res (P, R ) ) h V ( (LjA . . . aL„) • 8 ) ;  t h u s  V ( (LjA . . . aL„) • 8 ) i s  

t r u e  u n d e r  M. As M i s  a r b i t r a r y ,  we h a v e  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  

Comp (P) f= V ( (L, a  . . . aL„) • 8 ) , i . e .  8  i s  c o r r e c t  f o r  Comp (P) u {  G} .

Now, we a r e  r e a d y  t o  p r o v e  t h e  m a in  r e s u l t  o f  t h i s  

s e c t i o n ,  w h i c h  show s  t h e  i m p o r t a n c e  o f  Res  (P, R ) . The  p r o o f  i s  

l a r g e l y  b a s e d  on  t h e  f o l l o w i n g  i m p o r t a n t  r e s u l t  d u e  t o  K unen .

Lemma 4 . 2 . 4 .  ( " K u n e n ' s  T h e o r e m " ,  s e e  [ 1 9 ] ,  Th .  3 . 4 ) :  L e t  

P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  Q! a n d  Q2 b e  d i s j o i n t  s u b s e t s  

o f  t h e  s e t  o f  a l l  t h e  p r e d i c a t e s  o f  P,  s u c h  t h a t  b o t h  Qj a n d  

QjUQ? a r e  d ow nw a rd  c l o s e d .  S u p p o s e  a l s o  t h a t  P i s  c a l l -  

c o n s i s t e n t  on  Q2 a n d  t h a t  M i s  a  2 - v a l u e d  m o d e l  f o r  

Comp (Res  (P,  Q,) ) . Then  M h a s  an  e x p a n s i o n  t o  a  2 - v a l u e d  m ode l

f o r  Comp (Res (P ,  QjUQj ) ) .

T heo rem  4 . 2 . 5 .  L e t  P b e  a c a l l - c o n s i s t e n t ,  n o r m a l  

p r o g r a m ,  l e t  G («— Lx, . . . ,  Ln) b e  a n o r m a l  g o a l ,  a n d  l e t  R b e  t h e  

s e t  o f  p r e d i c a t e s  o c c u r r i n g  i n  G. Then  8  i s  a c o r r e c t  a n s w e r  

f o r  C o m p ( P ) u { G )  i m p l i e s  t h a t  i t  i s  a l s o  a c o r r e c t  a n s w e r  f o r
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C o m p (R e s (P ,  R ) ) u { G ) .

P r o o f :  As 0  i s  a c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C o m p ( P ) u { G } ,  we h a v e

t h a t  Comp (P) ^ V ( (LjA . . . a L„) • 0 )  . We w a n t  t o  show t h a t  i t  i s  a l s o  

t h e  c a s e  t h a t  comp (Res (P,  R) ) ^ V ( (L,a . . . a L„) • 0 )  .

L e t  Qj b e  t h e  s e t  o f  p r e d i c a t e s  w h i c h  a r e  e i t h e r  members  

o f  R o r  a r e  d e s c e n d a n t s  o f  p r e d i c a t e s  i n  R; a n d  l e t  Q2 b e  t h e  

s e t  o f  t h e  p r e d i c a t e s  n o t  i n  . Then  Q1OQ2=<|», Q, a n d  QjUQ2 a r e  

b o t h  dow nw ard  c l o s e d  . Now P i s  c a l l - c o n s i s t e n t ,  s o  no 

p r e d i c a t e  sy m b o l  p  i n  P s a t i s f i e s  p  £_i p ;  i n  p a r t i c u l a r  t h i s  

i s  t r u e  f o r  p r e d i c a t e s  i n  Q2. T h e r e f o r e ,  d u e  t o  t h e  p r e c e d i n g  

lemma, e v e r y  m o d e l  o f  C o m p ( R e s ( P , R ) ) c a n  b e  e x p a n d e d  t o  a 

m o d e l  o f  C om p(P ) ;  a n d  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  

Comp (P) |=V ( (LjA. . . vL„) • 0 )  , V ( ( L , a .  . . aL„) • 0 )  i s  t r u e  i n  e v e r y  

m o d e l  o f  C o m p (R e s (P ,  R ) ) .  T h e r e f o r e ,  t h e  c o n c l u s i o n  f o l l o w s .

C o r o l l a r y  4 . 2 . 6 .  L e t  P b e  a  c a l l - c o n s i s t e n t  n o r m a l  

p r o g r a m ,  l e t  G b e  a n o r m a l  g o a l  a n d  l e t  R b e  t h e  s e t  o f  

p r e d i c a t e s  i n  G. T h e n ,  0  i s  a c o r r e c t  a n s w e r  f o r  Com p(P)u{G } 

i f f  i t  i s  a l s o  a c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C o m p (R e s (P ,  R ) ) u { G ) .

P r o o f :  I m m e d i a t e  f r o m  C o r o l l a r y  4 . 2 . 3  a n d  T h eo re m  4 . 2 . 5 .

F i n a l l y ,  we s t a t e  L l o y d ' s  l i f t i n g  lemma f o r  n o r m a l  

p r o g r a m  ( [ 6 ])  a s  a  r e f e r e n c e .  I t  i s  a n  e x t e n s i o n  o f  a s i m i l a r  

r e s u l t  f o r  d e f i n i t e  p r o g r a m s ( [ 2 1 ] ) .

Lemma 4 . 2 . 7 . ( L l o y d [ 6 ] ) :  L e t  P b e  an  a l l o w e d ,  n o r m a l



73

p r o g r a m ,  G a n  a l l o w e d ,  n o r m a l  g o a l  a n d  0  a  s u b s t i t u t i o n .  

S u p p o s e  t h e r e  e x i s t s  an  S L D N F - r e f u t a t i o n  o f  P U { G 0 ) .  Then  t h e r e  

e x i s t s  an  S L D N F - r e f u t a t i o n  o f  PU{G} o f  t h e  same l e n g t h  s u c h  

t h a t ,  i f  0 n a r e  t h e  m g u ' s  f r o m  t h e  S L D N F - r e f u t a t i o n  o f

P U { G 0 )  a n d  0 /  , . . . ,  0 /  a r e  t h e  m g u ' s  f ro m  t h e  S L D N F - r e f u t a t i o n  

o f  P U { G ) ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a s u b s t i t u t i o n  o  s u c h  t h a t  

0-0!- . . . • 0 n=0,' • . . . -0 n' o.

4.3. Compltttanass Results.

At f i r s t ,  we p r e s e n t  a c o m p l e t e n e s s  r e s u l t  f o r  a s i m p l e

g o a l :

Lemma 4 . 3 . 1 .  L e t  P b e  an  a l l o w e d ,  c a l l - c o n s i s t e n t  n o r m a l  

p r o g r a m ,  a n d  l e t  L b e  an  a l l o w e d  l i t e r a l  f o r  w h i c h  P i s  

r e g u l a r  a n d  s u c h  t h a t  Comp(P)|= VL.  Then  t h e r e  i s  an  SLDNF- 

r e f u t a t i o n  f o r  Pu{<— L} .

P r o o f :  L e t  PL b e  R e s ( P , { p } ) ,  w h e r e  p  i s  t h e  p r e d i c a t e  o f

L. S i n c e  Comp(P) f= VL, we h a v e  by T heo re m  4 . 2 . 5  t h a t  Comp (PL) f= 

VL.

S u p p o s e  t h a t  p i s  n o t  l e n i e n t .  Then  PL i s  s t r i c t .  H ence ,  

b y  K u n e n [ 1 9 ] ,  PLu { « —L) h a s  an  S L D N F - r e f u t a t i o n ,  a n d  t h u s  s o  

d o e s  P u { <— L} .

S u p p o s e ,  on t h e  o t h e r  h a n d ,  t h a t  p r  a n d  p  r  f o r  

some p r e d i c a t e , r .  Then  s i n c e  P i s  r e g u l a r  f o r  L, a l l  

p r e d i c a t e s  o f  P L a r e  n o n - r e c u r s i v e .  H e n c e ,  by  Lemma 4 . 2 . 1 ,  PL
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i s  h i e r a r c h i c a l .  T h e r e f o r e ,  PLu { « — L} h a s  an  S L D N F - r e f u t a t i o n  by 

T h e o re m  3 . 1 . 2 ,  s o  d o e s  Pu{«—L ) .

N e x t ,  we r e l a t e  a lemma d e a l i n g  w i t h  a p r o p e r t y  o f  t h e  

c o n d i t i o n  o f  a l l o w e d n e s s .

Lemma 4 . 3 . 2 . ( L l o v d f 181 P r o p o s i t i o n  1 5 . 1 ) :  L e t  P b e  a

n o r m a l  p r o g r a m  a n d  G a n o r m a l  g o a l .  S u p p o s e  t h a t  P u  {G} i s  

a l l o w e d .  T hen  e v e r y  c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  P u  {G} i s  a  g r o u n d  

s u b s t i t u t i o n  f o r  a l l  v a r i a b l e s  i n  G.

Now, we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t  f o r  c a l l -  

c o n s i s t e n t  p r o g r a m s :

T h eo re m  4 . 3 . 3 .  L e t  P b e  an a l l o w e d ,  c a l l - c o n s i s t e n t  

p r o g r a m ,  G (<— Lw L2, . . . ,  Ln) be  an  a l l o w e d  g o a l ,  a n d  l e t  G be  

r e g u l a r  w i t h  r e s p e c t  t o  P .  I f  Comp(P)f= V (LjaL2a . . . a L„) . Then 

t h e r e  i s  a  r e f u t a t i o n  f o r  P u ( G ( .

P r o o f :  F i r s t  c o n s i d e r  any  p o s i t i v e  l i t e r a l  Lk i n  G: a s  «-Lk 

i s  a n  a l l o w e d  g o a l ,  P i s  r e g u l a r  w i t h  r e s p e c t  t o  Lk a n d

Comp(P) b^Lk, a l l  c o n d i t i o n s  f o r  Lemma 4 . 3 . 1  a r e  s a t i s f i e d ,  

a n d  t h u s  t h e r e  i s  an  S L D N F - r e f u t a t i o n  f o r  P u  {<—Lk>; by  Lemma 

4 . 3 . 2 ,  t h e  c o m p u t e d  a n s w e r  g r o u n d s  a l l  v a r i a b l e s  i n  Lk.

Th en ,  a s  G i s  a l l o w e d ,  f o r  e v e r y  n e g a t i v e  l i t e r a l  L^, i f  

i t  i s  n o t  g r o u n d  t h e n  t h e r e  m u s t  b e  some p o s i t i v e  l i t e r a l s  

Lkl, . . . ,  L ^  s u c h  t h a t  e a c h  Lkl c o n t a i n s  a v a r i a b l e  w h i c h  o c c u r s  

i n  L}, a n d  e a c h  o f  t h e  v a r i a b l e s  o f  L 3 o c c u r s  i n  Lkl f o r  some 

i .  By t h e  p r e c e d i n g  d i s c u s s i o n ,  t h e r e  w i l l  b e  r e f u t a t i o n s  w i t h
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c o m p u t e d  a n s w e r s  w h i c h  g r o u n d  a l l  t h e  v a r i a b l e s  i n  t h e  Lkl' s ,  

a n d  h e n c e  i n  L5. T hen ,  f o l l o w i n g  t h e s e  km r e f u t a t i o n s ,  Lemma

4 . 3 . 1  c o u l d  b e  a p p l i e d  t o  t h e  g r o u n d e d  L j ' s .

T h e r e f o r e ,  i f  we a p p l y  a c o m p u t a t i o n  r u l e  f o r  w h i c h  a l l  

t h e  p o s i t i v e  s u b - g o a l s  a r e  s o l v e d  f i r s t ,  t h e n  we h a v e  a 

r e f u t a t i o n  f o r  P u ( G )  .

When t h e  c o r r e c t  a n s w e r  i s  a l s o  g r o u n d ,  we h a v e  t h e  

f o l l o w i n g :

T h e o re m  4 . 3 . 4 .  L e t  P be  an  a l l o w e d  a n d  c a l l - c o n s i s t e n t  

p r o g r a m ,  G b e  an  a l l o w e d  g o a l  a n d  l e t  G b e  r e g u l a r  w i t h  

r e s p e c t  t o  P .  Then  e v e r y  c o r r e c t  g r o u n d  a n s w e r ,  0 ,  f o r  P u  {G} 

i s  a  c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  P u  {G) .

P r o o f :  L e t  G b e  «— L ] , . . . , L n, a n d  s u p p o s e  t h a t  0  i s  a

g r o u n d  s u b s t i t u t i o n  w i t h  Comp (P) V ( (LtA. . . a L„) • 0 )  . S i n c e  G‘ © 

i s  g r o u n d ,  i t  i s  i m m e d i a t e  f ro m  T heo rem  4 . 3 . 3  t h a t  P u { G * 0 )  h a s  

a  r e f u t a t i o n  ( w i t h  i d e n t i t y  s u b s t i t u t i o n  £ a s  c o m p u t e d  a n s w e r ) . 

By Lemma 4 . 2 . 7 ,  t h e r e  i s  a r e f u t a t i o n  o f  PU{G) w i t h  c o m p u t e d  

a n s w e r  0 '  s u c h  t h a t  f o r  some s u b s t i t u t i o n ,  o ,  0 = 0 , £ = 0 ' , o .  By 

Lemma 4 . 3 . 2 ,  0 '  i s  g r o u n d ,  a n d  t h u s  0 = 0 ' .

N o t e : I f  t h e  c o n d i t i o n  i n  T heo rem  4 . 3 . 4  t h a t  0  b e  g r o u n d  

i s  o m i t t e d ,  s i m i l a r  r e a s o n i n g  w o u ld  show t h a t  a n  i n s t a n c e  o f  

t h e  c o r r e c t  a n s w e r  0  i s  c o m p u t a b l e .  M o r e o v e r ,  i f  t h e  c o r r e c t  

a n s w e r  i s  n o t  g r o u n d ,  t h e n  by  Lemma 4 . 3 . 2  i t  c a n n o t  b e  

c o m p u t e d .
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4.4. An Alternative Proof.

Kunen o n c e  p r o v e d  t h e  f o l l o w i n g  g e n e r a l  r e s u l t  by  u s i n g  

3 - v a l u e d  l o g i c  a p p r o a c h ( [ 1 9 ] ) :

Theo re m  4 . 4 . 1 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  G b e  an 

a l l o w e d  g o a l .  I f  0  i s  a  c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C o m p (P )u { G )  w i t h  

r e s p e c t  t o  t h e  3 - v a l u e d  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s ;  t h e n  G0 

i s  g r o u n d ,  a n d  0  i s  an  i n s t a n c e  o f  a c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  

P U [ G )  .

I n  p a r t i c u l a r ,  by  s h o w i n g  t h a t  f o r  P, a c a l l - c o n s i s t e n t  

p r o g r a m  a n d  G, a  g o a l ,  w h ic h  i s  s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  P; 

e v e r y  c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C o m p (P )u { G )  i n  2 - v a l u e d  c o m p l e t e d  

p r o g r a m  s e m a n t i c s  i s  a l s o  a c o r r e c t  a n s w e r  f o r  Com p(P)u{G }  

w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  3 - v a l u e d  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s ,  

Kunen  o b t a i n e d  a  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t  f o r  c a l l - c o n s i s t e n t  

p r o g r a m  w i t h  g o a l s  w h i c h  a r e  s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

p r o g r a m (  [ 1 9 ] )  .

I n  s e c t i o n  4 . 3 ,  we show ed  t h a t  t h e  a b o v e  r e s u l t  c o u l d  be  

e x t e n d e d  s l i g h t l y ,  u s i n g  t h e  c o n d i t i o n  o f  r e g u l a r i t y  o f  g o a l s  

w i t h  r e s p e c t  t o  p r o g r a m s ,  w h i c h  i s  w e a k e r  t h a n  t h e  s t r i c t n e s s  

c o n d i t i o n .  B u t ,  i t  s e e m s  t h a t  u s i n g  t h e  c l a s s i c a l  a p p r o a c h ,  we 

c o u l d n ' t  show t h a t  e v e r y  c o r r e c t  a n s w e r  m u s t  b e  g r o u n d ,  a s  

w e l l .
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The f o l l o w i n g  p r e s e n t s  t h e  d e t a i l s  o f  a " s u g g e s t e d "  p r o o f  

f o r  t h e  s t r e n g t h e n e d  r e s u l t  v i a  K u n e n ' s  3 - v a l u e d  l o g i c  

a p p r o a c h ( [ 1 9 ] )  .

The f o l l o w i n g  lemma i s  r e p e a t e d  f r o m  C h a p t e r  3 (Lemma 

3 . 1 . 1 ) .

Lemma 4 . 4 . 2 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m .  I f  P i s  a l s o  

h i e r a r c h i c a l ,  t h e n  e v e r y  3 - v a l u e d  m o d e l  o f  i t s  c o m p l e t e d  

p r o g r a m  i s  a  2 - v a l u e d  m o d e l  o f  t h a t ,  t o o .

N o t e :  t h e  a b o v e  lemma e q u i v a l e n t l y  s a y s  t h a t  e v e r y  2 -  

v a l u e d  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  o f  a h i e r a r c h i c a l  

p r o g r a m  i s  a l s o  i t s  3 - v a l u e d  c o n s e q u e n c e .

The  n e x t  t h e o r e m  i s  a  s t r e n g t h e n e d  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t :

T h e o re m  4 . 4 . 3 . L e t  P b e  a c a l l - c o n s i s t e n t ,  n o r m a l  

p r o g r a m ,  a n d  l e t  G b e  a l l o w e d  a n d  r e g u l a r  w i t h  r e s p e c t  t o  P.  

T hen  e v e r y  c o r r e c t  a n s w e r  o f  C om p(P)u{G }  i s  g r o u n d  a n d  i s  an 

i n s t a n c e  o f  a  c o m p u t e d  a n s w e r  o f  PU{G}.

P r o o f :  L e t  H be  t h e  s e t  o f  p r e d i c a t e s  d e f i n e d  i n  P o f  

w h i c h  no  d e s c e n d a n t  o f  a n y  o f  th e m  i s  r e c u r s i v e .  O b v i o u s l y ,  

R e s ( P ,  H) i s  h i e r a r c h i c a l .

L e t  G b e  «— Ll f L2, . . . , L n; a n d  l e t  0 b e  a c o r r e c t  a n s w e r  f o r  

Comp (P) u { G )  .. By d e f i n i t i o n ,  Comp (P) f= V ( (Lxa .  . . aL„) • 0) , h e n c e ,

Comp ( P ) V ( (Lj• 0 a  . . . aL„) • 0) ; t h e r e f o r e ,  we h a v e  t h a t  f o r  

a l l  i ,  Comp(P) f= VLj*©.

L e t  qi  b e  t h e  p r e d i c a t e  o c c u r r i n g  i n  L ^  We h a v e  2 c a s e s :
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(1) Lj i s  s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  P :  K u n e n ( [ 1 9 ] )  s h o w e d  t h a t  i n  

t h i s  c a s e  0  i s  a 3 - v a l u e d  c o n s e q u e n c e  o f  C o m p (P ) ;  m o r e o v e r ,  

b y  T heo re m  4 . 4 . 1 ,  0  i s  g r o u n d .

(2) Li i s n ' t  s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  P,  i . e . ,  qt d e p e n d s  b o t h  

p o s i t i v e l y  a n d  n e g a t i v e l y  on some p r e d i c a t e  i n  P :  As G i s  

r e g u l a r  w i t h  r e s p e c t  t o  P,  s o  i s  L, w i t h  r e s p e c t  t o  P .  By 

d e f i n i t i o n ,  q t m u s t  b e  d e f i n e d  i n  R e s ( P ,  H ) .

As P i s  c a l l - c o n s i s t e n t ,  by K u n e n ' s  t h e o r e m ,  we h a v e  t h a t  

Comp (Res  (P, H) )  ̂ V L ^ © .  F i n a l l y ,  by  Lemma 4 . 4 . 2 ,  we h a v e  t h a t

L j 0  i s  a l s o  a 3 - v a l u e d  c o n s e q u e n c e  o f  Comp (Res  (P, H) ) .

M o r e o v e r ,  by  T heo re m  4 . 4 . 1 ,  L ^ ©  i s  g r o u n d  a l s o .

T h e r e f o r e ,  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g :

Comp(P)H V ( (LjA. . . aL„) • 0) i f f  Comp (P) H  (LjA . . . A L n) • 0)

i f f  Comp (P) H Lr  ©A • • • ALn' 6 ) i f f  f ° r  e v e r y  i ,  Comp(P)f=

As e a c h  Li f a l l s  i n t o  c a s e  (1) o r  c a s e  (2) d i s c u s s e d  

a b o v e ,  we h a v e  t h a t  e v e r y  Lt - 0  i s  a 3 - v a l u e d  c o n s e q u e n c e  o f  

C o m p ( P ) .

By T h e o re m  4 . 4 . 1 ,  f o r  e a c h  i ,  G u i L ^ © )  c o u l d  b e  r e f u t e d ;  

a s  e a c h  Lj i s  g r o u n d ,  we c o u l d  c o m b i n e  a l l  t h e  r e f u t a t i o n s  

f o r  P u {<~L1‘ 0} i n t o  o n e  f o r  Pu{G'0) . F i n a l l y ,  L l o y d ' s  l i f t i n g  

lemma (Lemma 4 . 2 . 7 )  t e l l s  u s  t h a t  t h e r e  i s  a c o m p u t e d  a n s w e r  

0' f o r  Pu[G] s u c h  t h a t  0  = 0 ' • 8  f o r  some 8 .
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4.5. Conclusion.

The r e s u l t s  we o b t a i n e d  i n  4 . 3  a r e  s l i g h t l y  s t r o n g e r  t h a n  

b o t h  C a v e d o n  & L l o y d ' s  a n d  K u n e n ' s  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s .  

R e g u l a r i t y  i s  a w e a k e r  c o n d i t i o n  t h a n  s t r i c t n e s s .  A l s o ,  o u r  

r e s t r i c t i o n  t o  g r o u n d  a n s w e r s  i n  T h e o re m  4 . 3 . 4  i s  n o t  a t r u e  

l i m i t a t i o n .  W i t h  r e g a r d  t o  L l o y d ' s  r e s u l t ,  h i s  Lemma 3 ( [ 6 ]) 

show s  t h a t  t h e  o n l y  c o r r e c t  a n s w e r s  f o r  a l l o w e d  g o a l s  w i t h  

r e s p e c t  t o  a l l o w e d ,  s t r a t i f i e d  p r o g r a m s  a r e  g r o u n d  o n e s .  W i th  

r e g a r d  t o  K u n e n ' s  r e s u l t ,  h i s  t h e o r e m s  3 . 6 ,  4 . 1  a n d

4 . 2 ( [ 1 8 ] & [ 1 9 ] )  show t h a t  t h e  o n l y  c o r r e c t  a n s w e r s  f o r  a l l o w e d  

g o a l s  w h i c h  a r e  s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  a  c a l l - c o n s i s t e n t  ( i  . e .  

n e a r - r e g u l a r )  a n d  a l l o w e d  p r o g r a m  a r e  g r o u n d ,  a s  w e l l .

The a l t e r n a t i v e  r e s u l t  o b t a i n e d  i n  4 . 4  i s  c a r r i e d  o u t  i n  

K u n e n ' s  a p p r o a c h ,  s o  i t ' s  more  c o n s i s t e n t  w i t h  h i s  r e s u l t s  a n d  

a l s o  s e e m s  t o  b e  a n a t u r a l  e x t e n s i o n  t o  t h e s e  r e s u l t s .
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Ch»pf r 5. A W w  Approach.

5.1. Introduction.

S i n c e  C l a r k  p r e s e n t e d  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  a n d  

s o l v e d  t h e  f i r s t  c o m p l e t e n e s s  p r o b l e m  w i t h  r e s p e c t  t o  

h i e r a r c h i c a l  p r o g r a m s ( [ 8 ] ) ,  s e v e r a l  m ore  r e s u l t s  f o r  

s t r a t i f i e d ,  c a l l - c o n s i s t e n t  a n d  o t h e r  t y p e s  o f  p r o g r a m ,  w i t h  

r e s p e c t  t o  v a r i o u s  t y p e s  o f  g o a l  h a v e  b e e n  made 

( [ 1 9 ] ,  [ 6 ] & [ 3 ] )  .

I n  o r d e r  t o  f i n d  a s t r o n g e r  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t ,  we n e e d  

t o  h a v e  a l o o k  a t  t h e  c a u s e s  f o r  i n c o m p l e t e n e s s  t o  g a i n  some 

i n s p i r a t i o n .  I n  C h a p t e r  2,  we h a v e  n o t e d  t h a t  t h e  

i n c o n s i s t e n c y  o f  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  a n d  t h e  f l o u n d e r i n g  o f  

g o a l s  a r e  tw o  m a j o r  c a u s e s  f o r  i n c o m p l e t e n e s s  o f  SLDNF- 

r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  C l a r k ' s  s e m a n t i c s  ( [ 3 0 ] , [ 2 5 ] & [ 2 8 ] ) ;  

t h u s  i t  m akes  s e n s e  t o  c o n s i d e r  o n l y  t h o s e  p r o g r a m s  w i t h  a 

c o n s i s t e n t  c o m p l e t e d  p r o g r a m  a n d  t h o s e  g o a l s  w h i c h  do  n o t  

f l o u n d e r .

I n  C h a p t e r  4,  we d i s c u s s e d  t h e  c o n d i t i o n  o f  s t r i c t n e s s  

a n d  r e g u l a r i t y  a s  s o l u t i o n s  f o r  o t h e r  c a u s e s  o f  t h e  

i n c o m p l e t e n e s s  w h i c h  a r e  i n v o l v e d  w i t h  d e p e n d e n c y  o f  a
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p r e d i c a t e  on  a n o t h e r  p r e d i c a t e ,  a s  w e l l  a s  r e c u r s i v e  

d e f i n i t i o n  o f  some d e p e n d e n t s  i n  t h e  p r o g r a m .  T h i s  work  was 

i n s p i r e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  f a m o u s  i n c o m p l e t e n e s s  

e x a m p l e  ( [ 8 ] ,  [ 1 ] ,  [ 3 0 ] )

P0: P «-  q 

P «- i q  

q  ♦— q

G: « -p .

U s i n g  t h e  same " i n c o m p l e t e n e s s  e x a m p l e "  a p p r o a c h ,  i t  

s h o u l d  n o t  b e  s u r p r i s i n g  t h a t  t h e  c o n s i d e r a t i o n  o f  y e t  o t h e r  

s u c h  e x a m p l e s  w i l l  l e a d  t o  c o m p l e t e n e s s  t h e o r e m s  a s  w e l l .  The 

m a in  r e s u l t s  o f  t h i s  C h a p t e r  a r e ,  i n  f a c t ,  m o t i v a t e d  by  t h e  

f o l l o w i n g  e x a m p l e .

E x a m p le  1:

P i :  P «-  I P -  

P «- q- 

q  «- q .

G I  <— q .

I t ' s  n o t  d i f f i c u l t  t o  s e e  t h a t  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  o f  

P I  j p  <-» i p  v  q ,  q  «  q  ) i s  c o n s i s t e n t ,  a n d  i s  e q u i v a l e n t  t o  

{ p ,  q  } . G i s  a c t u a l l y  s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  P I  a n d  

t r i v i a l l y  G i s  n o t  f l o u n d e r i n g .

B u t ,  a l t h o u g h  we h a v e  C o m p ^ )  f= q ;  t h e r e  i s  no  SLDNF- 

r e f u t a t i o n  f o r  Pj U  {«—q } .

D i f f e r e n t  f r o m  t h e  o t h e r  e x a m p l e s ,  t h e  i n c o m p l e t e n e s s  i n
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t h i s  c a s e  i s  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  a l t h o u g h  q  f o l l o w s  f ro m  

C o m p (P j ) ,  i t  r e a l l y  s h o u l d n ' t  i n  a c e r t a i n  s e n s e .

The p o i n t  i s  t h a t  q <— q i s  t h e  o n l y  p a r t  o f  t h e  p r o g r a m

t o  b e  u s e d  i n  S L D N F - r e s o l u t i o n ;  i f  q w e re  c o m p u t e d  i n  t h e

p r o c e s s ,  t h e n  by  t h e  s o u n d n e s s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  

r e s p e c t  t o  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s ,  q w o u ld  b e  a 

c o n s e q u e n c e  o f  Comp(q  «— q) , o r  q «-» q ,  w h i c h  i s  f a l s e .

One o f  t h e  p o s s i b l e  e x p l a n a t i o n s  f o r  t h i s  i s  t h a t  

a l t h o u g h  q «— q i s  t h e  o n l y  p a r t  o f  t h e  p r o g r a m  u s e d  t o  t e s t  

t h e  c o m p u t a b i l i t y  o f  t h e  a n s w e r  ' y e s '  b y  s y m b o l i c  

m a n i p u l a t i o n ,  i t ' s  n o t  t h e  p a r t  t h a t  d e c i d e  t h e  t r u t h  o f  q  i n  

t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  -  t h e  w h o le  p r o g r a m  d o e s .  I n  o t h e r  

w o r d s ,  t h e  i n f o r m a t i o n  we n e e d  t o  j u d g e  o n e  p a r t  o f  t h e  s t o r y  

i s n ' t  t h e  same a s  w h a t  we h a v e  t o  t e s t  t h e  o t h e r  p a r t ,  w h i c h  

i s  i n t e n d e d  t o  b e  e q u i v a l e n t  t o  t h e  f i r s t  p a r t .

B a s e d  on t h e  a b o v e  e x a m p l e  a n d  d i s c u s s i o n ,  we h a v e  a new

a p p r o a c h  t o w a r d s  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s  -  t h a t  i s ,  t o  c o i n c i d e  

t h e  s e m a n t i c s  d e c i d e d  by  t h e  " p r o c e d u r a l l y - r e l e v a n t " p a r t  a n d  

t h e  " d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t "  p a r t  o f  a p r o g r a m  w i t h  r e s p e c t  t o  

a  g o a l .

5.2. Procadurally-Relevant vs. Declarativaly-Ralavant Part.

The u s e  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n  d e t e r m i n e s  t h a t  t h e  o n l y
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c l a u s e s  i n  t h e  s y m b o l i c  m a n i p u l a t i o n  p r o c e s s  we c o u l d  u s e  t o  

d e c i d e  w h e t h e r  a n  a n s w e r  c o u l d  b e  c o m p u t e d  f o r  a  p r o g r a m  P a n d  

a g o a l  G a r e  j u s t  t h o s e  f o r  w h i c h  t h e  p r e d i c a t e  i n  t h e  h e a d  

e i t h e r  o c c u r s  i n  G, o r  i s  a  d e s c e n d a n t  o f  some p r e d i c a t e  

o c c u r r i n g  i n  G ( [ 2 1 ] ) .  We h a v e  t h e  f o l l o w i n g :

D e f i n i t i o n  5 . 2 . 1 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  G be  

a  n o r m a l  g o a l .  By Res  (P.  G) . we mean t h e  s u b - p r o g r a m  o f  P, 

c o n s i s t i n g  o f  e x a c t l y  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  t h o s e  p r e d i c a t e s  

w h i c h  e i t h e r  o c c u r  i n  G, o r  a r e  d e s c e n d a n t s  o f  p r e d i c a t e s  

o c c u r r i n g  i n  G.

We h a d  a  s i m i l a r  d e f i n i t i o n  i n  t h e  l a s t  C h a p t e r  f o r  

Res  (P,  R) w h e r e  R i s  a s e t  o f  p r e d i c a t e s  d e f i n e d  i n  P .

We w i l l  c a l l  R e s ( P ,  G) t h e  p r o c e d u r a l l v - r e l e v a n t  p a r t  o f  

t h e  p r o g r a m  P w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  g o a l  G b e c a u s e  o f  t h e  

f o l l o w i n g  s i m p l e  o b s e r v a t i o n :

Lemma 5 . 2 . 1 . L e t  P b e  a  n o r m a l  p r o g r a m ,  G b e  a n o r m a l  

g o a l ,  a n d  l e t  0  b e  a n  a n s w e r  f o r  G; t h e n  0  i s  a  c o m p u t e d  

a n s w e r  o f  PU{G) i f f  0  i s  a c o m p u t e d  a n s w e r  o f  R es  (P,  G ) u { G } .

P r o o f :  S t r a i g h t f o r w a r d  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  R e s ( P ,  G) 

a n d  t h a t  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n .

From e x a m p l e  1,  we n o t i c e  t h a t  a l t h o u g h  R e s ( P ,  G) i s  t h e  

p r o c e d u r a l l y - r e l e v a n t  p a r t ,  i t  d o e s n ' t  c o n s t i t u t e  t h e
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" d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  p a r t " ,  i . e .  i t  c o u l d n ' t  d e c i d e  w h e t h e r  

0  i s  a  c o r r e c t  a n s w e r  o f  Comp ( P J  u { G )  . Which  p a r t  o f  t h e  

p r o g r a m  d o e s  t h a t ?

A g a i n ,  f r o m  e x a m p l e  1, we f i n d  o u t  t h a t  we m u s t  a l s o

i n c l u d e  t h e  a n c e s t o r  o f  q ,  t h a t  i s  p ,  t o  d e c i d e  t h e  t r u t h  o f

q i n  t h e  w h o l e  p r o g r a m .  The f o l l o w i n g  e x a m p l e  show s  t h a t  t h i s  

i s  s t i l l  n o t  e n o u g h .

E x a m p le  2 .

P2: P *- I P -  

P «- r .  

q r .  

r  «— r .

G: «— q .

Comp(P2) i s  a s  f o l l o w s :

(p  «  I P  v  r ,  q  <-» r , r  r}

R e s ( P 2/ G) i s :  q  «— r .  r  «— r . ,  i t s  c o m p l e t i o n  i s

{q r ,  r  <-> r } .

I t ' s  o b v i o u s  t h a t  { p , q , r }  i s  e q u i v a l e n t  t o  Comp(P2) ,  a n d  

Comp (P2) f= q ;  b u t  q  i s n ' t  c o m p u t a b l e .

N o t e :  t h e r e  i s  no a n c e s t o r  o f  q  e x i s t i n g  i n  P2, b u t  t h e r e  

d o e s  e x i s t  a p r e d i c a t e  p ,  w h i c h  i s  a n  a n c e s t o r  o f  a  d e s c e n d e n t  

o f  q  , i . e . ,  r .

We a r e  r e a d y  t o  d e f i n e  t h e  d e c l a r a t i v e  c o r r e s p o n d e n t  f o r  

R e s ( P ,  G) . F i r s t ,  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g :
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D e f i n i t i o n  5 . 2 . 2 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m .  By P r e d ( P ) . 

we mean t h e  s e t  o f  a l l  p r e d i c a t e s  o c c u r r i n g  i n  P .

D e f i n i t i o n  5 . 2 . 3 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  G b e  

a n o r m a l  g o a l .  By P r i o r  (P.  G) ( p r i o r  p r e d i c a t e s  o f  G w i t h  

r e s p e c t  t o  P) , we mean t h e  s e t  o f  a l l  p r e d i c a t e s  w h ic h  

p r o p e r l y  d e p e n d  on e i t h e r  p r e d i c a t e s  o c c u r r i n g  i n  G, o r  t h e i r  

d e s c e n d a n t s ,  i . e . ,  P r i o r ( P ,  G) c o n s i s t s  o f  e x a c t l y  t h e  p r o p e r  

a n c e s t o r s  o f  t h e  d e s c e n d a n t s  o f  t h e  p r e d i c a t e s  o f  G. F o r m a l l y ,  

we h a v e  t h a t  P r i o r  (P, G)={ p  E ( P r e d ( P ) - P r e d ( R e s  (P,  G ) ))  I 3q  

(q E P r e d ( R e s ( P ,  G) ) S. P£q)  .

F o r  e x a m p l e ,  P r i o r ( P , ,  {<—q >) = P r i o r ( P 2, {<— q})  = {p } .

D e f i n i t i o n  5 . 2 . 4 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  G b e  

a n o r m a l  g o a l .  By E x t ( P .  G ) ( t h e  e x t e n s i o n  o f  G i n  P ) , we mean 

t h e  s u b - p r o g r a m  o f  P,  c o n s i s t i n g  o f  e x a c t l y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  

a l l  p r e d i c a t e s  i n  G a n d  P r i o r  (P,  G) a n d  a l l  t h e i r  d e s c e n d a n t s .  

F o r m a l l y ,  we h a v e : E x t  (P, G) = R e s ( P ,  P r i o r ( P ,  G ) ) u R e s ( P ,  G) .

E x a m p l e :  E x t  (Px, {<—q }) = Pj ,  E x t  (P2, {<—q }) = P2.

I n  e x a m p l e s  1 a n d  2,  t h e  e x t e n s i o n  o f  G i n  P i s  t h e  same 

a s  P,  g e n e r a l l y ,  i t  n e e d  n o t  b e .  F o r  t h e  s a k e  o f  s i m p l i c i t y ,  

we make t h e  f o l l o w i n g

A s s u m p t i o n  S : I n  a n y  p r o g r a m ,  P,  no  p r e d i c a t e  o u t s i d e  

E x t  (P,  G) d e p e n d s  on a n y  o t h e r  p r e d i c a t e  i n s i d e  E x t  (P,  G ) .

I n  S e c t i o n  5 . 6 ,  we w i l l  d i s c u s s  t h e  g e n e r a l  s i t u a t i o n .
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D e f i n i t i o n  5 . 2 . 5 .  L e t  Pj a n d  P 2 b e  tw o  n o r m a l  p r o g r a m s  

s u c h  t h a t  Pj i s  a  s u b s e t  o f  P2. By s a y i n g  t h a t  P! i s  w e l l -  

c o m p l e m e n t e d  i n  P2, we mean t h a t :

(1) Pi a n d  P2- P i  s h a r e  no  f u n c t i o n  s y m b o l s ,  o r

(2) F o r  e v e r y  p r e d i c a t e ,  p ,  i n  P2 - P i ,  p d o e s n ' t  d e p e n d  

n e g a t i v e l y  on  i t s e l f .

O b v i o u s l y ,  t h e  c o n d i t i o n  o f  w e l l - c o m p l e m e n t a t i o n  i s  

d e c i d a b l e  i n  p o l y n o m i a l  t i m e .

The s i g n i f i c a n c e  o f  E x t ( P ,  G) i s  e x p r e s s e d  i n  t h e  

u p c o m i n g  Lemma 5 . 2 . 5 .

R e c a l l  t h a t  R e s ( P ,  R) d e n o t e s  t h e  s u b - p r o g r a m  o f  P, 

c o n s i s t i n g  o f  e x a c t l y  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  t h o s e  p r e d i c a t e s  

w h i c h  e i t h e r  o c c u r  i n  R, o r  a r e  d e s c e n d a n t s  o f  some p r e d i c a t e s  

i n  R.

Lemma 5 . 2 . 2 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  s u p p o s e  t h a t  

Ri a n d  R2 a r e  s e t s  o f  p r e d i c a t e s  s u c h  t h a t  P r e d  (Res (P,  R^ ) a n d  

P r e d ( R e s ( P ,  R2) ) a r e  tw o  d i s j o i n t  s u b s e t s  o f  P r e d ( P ) .  I f  b o t h  

Comp (Res  (P,  Rj) ) a n d  Comp (Res (P,  R2) ) a r e  c o n s i s t e n t  a n d  s h a r e  

no  f u n c t i o n  s y m b o l s ,  t h e n  e v e r y  m o d e l  o f  Comp(Res  (P, Rj) ) c a n  

b e  e x p a n d e d  t o  a m o d e l  o f  Comp (Res  (P, RjURj) ) .

P r o o f :  L e t  M1# M2 b e  m o d e l s  o f  Comp (Res  (P,  R^  ) a n d

C o m p (R e s (P ,  R2) ) ,  r e s p e c t i v e l y .

Now, M e n d e l s o n  show s  on p .  73 o f  [22]  t h a t  i f  a  a n d  ft a r e
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tw o  o r d i n a l  n u m b e r s  w i t h  a£B,  t h e n  a n y  m o d e l  o f  c a r d i n a l i t y  a  

o f  a  f i r s t  o r d e r  t h e o r y ,  T, e x p a n d s  t o  a m ode l  o f  T o f  

c a r d i n a l i t y  B . T h u s ,  w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  a n d  M2 c a n  

b e  a s s u m e d  t o  h a v e  t h e  same c a r d i n a l i t y .  L e t  Mi=<Di,J>,  

M2 =<D2 ,K>.  As b o t h  Dj a n d  D2 h a v e  t h e  same c a r d i n a l i t y ,  t h e r e  

i s  a  1 -1  m a p p i n g  b e t w e e n  Dj a n d  D2, l e t  i t  b e  f :  D2 - >  Dj.

D e f i n e  M=<D,I> f o r  a l l  c o n s t a n t s ,  f u n c t i o n  s y m b o l s  a n d  

p r e d i c a t e  s y m b o l s  i n  e i t h e r  R e s ( P ,  R,) o r  Res  (P,  R2) i n  t h e  

f o l l o w i n g  way:

D=Dj.

F o r  e v e r y  c o n s t a n t  c ,  i f  i t  o c c u r s  i n  R e s ( P ,  Rj) , c 1 = c J; 

o t h e r w i s e ,  c I=f  ( c K) . I f  c o c c u r s  i n  R e s ( P ,  R J ,  t h e n  c 1 

s h o u l d  b e  c o m p a t i b l e  w i t h  c J; a s  we h a v e  o n l y  f i n i t e  n u m b e r  o f  

c o n s t a n t s ,  i t  c a n  a l w a y s  b e  d o n e .

F o r  e v e r y  f u n c t i o n  s y m b o l  g , i f  i t  o c c u r s  i n  R e s ( P ,  Rj) , 

t h e n  g 1: D ->D , g 1 ( t w . . . ,  t n) =gJ ( t 1# . . . ,  t n) ; o t h e r w i s e ,  

g M t , ,  . . . , t n) = f  (gK ( t j ,  . . . , t n) ) .

F o r  e v e r y  p r e d i c a t e  sy m b o l  p ,  i f  i t  o c c u r s  i n  R e s ( P ,  Rj) , 

t h e n  p 1 i s  a  s u b s e t  o f  D, p '=  { ( d x, . . . ,  d n) I (d j ,  . . . ,  d n) e p J ) ; 

o t h e r w i s e ,  p 1 ={ ( f  ( d ^  , . . . ,  f  (dn) ) I ( d lf . . . ,  d n) e p K }.

Now, f r o m  t h e  c o n s t r u c t i o n  a n d  t h e  f a c t  t h a t  Rj a n d  R2 a r e  

d i s j o i n t ,  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g :

Mj i s  i s o m o r p h i c  t o  M r e s t r i c t e d  t o  R e s ( P ,  Rj) ( a c t u a l l y ,  

t h e y  a r e  t h e  same)  , w h i l e  M2 i s  i s o m o r p h i c  t o  M r e s t r i c t e d  t o  

R e s ( P ,  R2) ; t h u s ,  f o r  a n y  f o r m u l a ,  A, i n  e i t h e r  C o m p (R e s (P ,  

Rj) ) , o r  Comp ( R e s ( P ,  R2) ) ,  M f= A. ( [22 ] , s e c  . 2 . 1 1 )
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T h e r e f o r e ,  M i s  a  m o d e l  o f  b o t h  Comp (Res  (P,  R ^ )  a n d

Comp (Res (P, Rj) ) . F i n a l l y ,  a s  t h e y  h a v e  no  p r e d i c a t e  i n  

common, M i s  a  m o d e l  o f  Comp (Res (P,  RjUR2) ) . O b v i o u s l y ,  M 

e x p a n d s  b o t h  M, a n d  M2.

Lemma 5 . 2 . 3 .  L e t  P! a n d  P 2 b e  n o r m a l  p r o g r a m s  s u c h  t h a t

P! i s  a  s u b s e t  o f  P2, a n d  b o t h  Comp(Pj) a n d  Comp(P 2 -P i )  a r e

c o n s i s t e n t .

I f  t h e  p r e d i c a t e s  i n  P, a n d  P 2 a r e  b o t h  dow nw ard  c l o s e d ,

t h e  p r e d i c a t e s  i n  P2-P j  a n d  t h o s e  i n  P! a r e  d i s j o i n t ,  a n d  P! i s

w e l l - c o m p l e m e n t e d  i n  P2, t h e n  e v e r y  m o d e l  o f  CompfP,)  c a n  be  

e x p a n d e d  t o  a  m o d e l  o f  Comp(P2) .

P r o o f :  L e t  b e  P r e d ^ )  a n d  Q2 b e  P r e d ( P 2 - P ) ,  we h a v e  

t h a t  QjnQ2=$ a n d  C h u Q ^ P r e d  (P2) .

I f  P2~Pj i s  c a l l - c o n s i s t e n t ,  i . e . ,  P 2 i s  c a l l - c o n s i s t e n t  

on  Q2, t h e n  a s  b o t h  Qj a n d  QjUQj a r e  d ow nw a rd  c l o s e d  a n d  

Qi<̂ >Q2=<|>, b y  K u n e n ' s  t h e o r e m ,  e v e r y  m o d e l  o f  Comp (Res (P 2, Qj) ) 

c a n  b e  e x p a n d e d  t o  a m o d e l  o f  Comp (Res  (P2, Q ,uQ2) ) .

As R e s ( P 2, Qi) =Pj a n d  Res  (P2, QjUQj ) =P2, we h a v e  t h e  r e s u l t  

f o r  t h i s  c a s e .

O t h e r w i s e ,  Res  (P2, Q2) s h a r e s  no  f u n c t i o n  s y m b o l  w i t h  P! 

b y  t h e  w e l l - c o m p l e m e n t a t i o n  c o n d i t i o n .  T h e r e f o r e ,  b y  Lemma

5 . 2 . 2 ,  we h a v e  t h e  e x p e c t e d  r e s u l t .

D e f i n i t i o n  5 . 2 . 6 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  a n d  l e t  G be  

a n o r m a l  g o a l .  By s a y i n g  t h a t  G i s  w e l l - p l a c e d  f o r  P,  we mean
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C o r o l l a r y  5 . 2 . 4 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  a n d  G b e  a 

n o r m a l  g o a l  w i t h  Comp(P) c o n s i s t e n t .  I f  G i s  w e l l - p l a c e d  f o r  

P,  t h e n  e v e r y  m o d e l  o f  Comp ( E x t ( P ,  G ) ) e x p a n d s  t o  a m o d e l  o f  

C o m p ( P ) .

P r o o f :  As b o t h  P r e d ( E x t ( P ,  G ) ) a n d  P r e d ( P )  a r e  dow nward  

c l o s e d  , a n d  P r e d  (E x t  (P,  G ) ) a n d  P r e d ( P - E x t  (P,  G ) ) a r e  

d i s j o i n t  b e c a u s e  A s s u m p t i o n  S a n d ,  m o r e o v e r ,  G i s  w e l l - p l a c e d  

f o r  P ,  s o  we h a v e  t h a t  Lemma 5 . 2 . 3  i s  a p p l i c a b l e .

F i n a l l y ,  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g :

Lemma 5 . 2 . 5 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  w i t h  Comp(P) 

c o n s i s t e n t ,  l e t  G b e  a n o r m a l  g o a l  s u c h  t h a t  G i s  w e l l - p l a c e d  

f o r  P,  a n d  l e t  9  b e  an  a n s w e r  f o r  P u (G }  . Then  0  i s  a c o r r e c t  

a n s w e r  f o r  C o m p (P )u (G }  i f f  © i s  a c o r r e c t  a n s w e r  f o r  

C o m p ( E x t ( P ,  G ) ) U ( G } .

P r o o f :  I t  i s  s t r a i g h t f o r w a r d  t h a t  C o m p ( E x t ( P ,  G ) ) i s  a 

s u b s e t  o f  C o m p (P ) .

T h u s ,  " S u f f i c i e n c y "  i s  t r i v i a l  by  t h e  d e f i n i t i o n  o f  b e i n g  

a c o r r e c t  a n s w e r  a n d  " N e c e s s i t y "  f o l l o w s  f r o m  t h e  p r e c e d i n g  

c o r o l l a r y .

J u s t  a s  Lemma 5 . 2 . 5  a c t u a l l y  show s  t h a t  Comp(P) i s  a 

c o n s e r v a t i v e  e x t e n s i o n  o f  C o m p ( E x t ( P ,  G) ) , i t ' s  a l s o  t r u e  t h a t  

C o m p ( E x t ( P ,  G ) ) i s  a  c o n s e r v a t i v e  e x t e n s i o n  o f  C o m p ( R e s ( P , G ) ) .
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The same r e l a t i o n s h i p  o f  c o u r s e  e x i s t s  among P,  E x t  (P,  G) a n d  

R e s ( P ,  G) .

As E x t  (P, G) h a s  t h e  p r o p e r t y  shown i n  Lemma 5 . 2 . 5 ,  we 

w i l l  c a l l  i t  t h e  d e c l a r a t i v e l v - r e l e v a n t  p a r t  o f  t h e  p r o g r a m  P 

w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  g o a l  G.

Now t h a t ,  we h a v e  f o u n d  b o t h  t h e  p r o c e d u r a l l y - r e l e v a n t  

a n d  d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  p a r t s ,  we a r e  i n t e r e s t e d  i n  t h e i r  

r e l a t i o n s h i p .  The f o l l o w i n g  t h e o r e m  i s  t h e  m a in  r e s u l t  o f  t h i s  

s e c t i o n .

T h e o re m  5 . 2 . 6 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  w i t h  a 

c o n s i s t e n t  c o m p l e t i o n ,  a n d  l e t  G b e  a n o r m a l  g o a l  w h i c h  i s  

w e l l - p l a c e d  f o r  P .  T h e n :  i f  c o m p l e t e n e s s  h o l d s  f o r  P u { G } ,

i . e . ,  e v e r y  c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C o m p (P )u (G }  i s  an  i n s t a n c e  o f  

a  c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  P u { G } ,  t h e n ,  f o r  e v e r y  a n s w e r ,  0, f o r  

PU {G}, 0  i s  c o r r e c t  f o r  C o m p (R e s (P ,  G ) ) u { G }  i f f  i t  i s

c o r r e c t  f o r  Comp (E x t  (P, G ) ) u { G } .

P r o o f :  As Comp(P) i s  a s s u m e d  t o  b e  c o n s i s t e n t ,  b y  Lemma

4 . 2 . 2  , s o  a r e  C o m p ( E x t ( P ,  G ) ) a n d  C o m p (R e s (P ,  G ) ) .

On t h e  o n e  h a n d ,  a s  C o m p (R e s (P ,  G ) ) i s  a s u b s e t  o f  

C om p(E x t  (P,  G ) ) ,  e v e r y  c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C o m p (R e s (P ,  G ) ) u ( G )  

i s  t r i v i a l l y  a  c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C o m p ( E x t ( P ,  G ) ) U { G ) .

On t h e  o t h e r  h a n d ,  l e t  0  b e  a c o r r e c t  a n s w e r  f o r  

Comp ( E x t  (P, G ) ) u { G } ;  by  lemma 5 . 2 . 5 ,  i t  i s  c o r r e c t  f o r  Comp(P)
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u { G } .  By t h e  a s s u m p t i o n  o f  t h i s  t h e o r e m ,  0  i s  a n  i n s t a n c e  o f  

a c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  P u { G } ,  a n d  b y  Lemma 5 . 2 . 1 ,  0  i s  a l s o  an 

i n s t a n c e  o f  a  c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  R e s ( P ,  G ) u { G } .  By t h e  

s o u n d n e s s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  C l a r k ' s  

s e m a n t i c s ,  we h a v e  t h a t  0 m u s t  b e  a l s o  a c o r r e c t  a n s w e r  f o r  

Comp (Res  (P,  G ) ) U { G } .

T h e o re m  5 . 2 . 6  t e l l s  u s  t h a t  i f  we h a v e  a  c o m p l e t e n e s s  

r e s u l t ,  t h e n ,  R e s ( P ,  G) d e c i d e s  t h e  d e c l a r a t i v e  p a r t  a l s o .  In  

o t h e r  w o r d s ,  t h e  s e m a n t i c s  d e c i d e d  by  t h e  d e c l a r a t i v e l y -  

r e l e v a n t  p a r t  o f  P w i t h  r e s p e c t  t o  G c o i n c i d e s  w i t h  t h a t  

d e c i d e d  by  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p r o c e d u r a l l y - r e l e v a n t  p a r t .  The 

f o l l o w i n g  i s  a s i m p l e  d e m o n s t r a t i o n  o f  T h e o re m  5 . 2 . 6  f o r  t h e  

c a s e  t h a t  C o m p (R e s (P ,  G ) ) i s  n o t  t h e  same a s  C om p(E x t  (P, G ) ) : 

E x a m p le  3 :

P3: r, <- r, 

r  <— q 

P «- q 

p  «- i q  

G: <— p

Comp(P3) = { r.j <-> ru  r  <-> q ,  p <-» q  v  n q ,  n q } .

As ( p )  i s  a H e r b r a n d  m o d e l  o f  Comp(P3) ,  Comp(P3) i s  c o n s i s t e n t .  

O b v i o u s l y ,  we h a v e  t h a t  Comp(P3) h p ;  a n d  t h e  a n s w e r  ' y e s '  

c o u l d  b e  o b t a i n e d  f r o m  a p p l y i n g  S L D N F - r e s o l u t i o n  t o  P 3u { * - p } .  

T h e r e f o r e ,  t h e  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  t h e o r e m  a r e  s a t i s f i e d .  

M o r e o v e r ,  we h a v e  Res  (P3, G )= { p  «— q ,  p «— i q } ,  a n d
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Comp (Res  (P3, G) ) H p: a n d  also, E x t  (P3, G) = {r  «-  q ,  p «— q,  

p  <— i q ) ,  a n d  Comp (E x t  (P3, G) ) f= p .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  

i d e n t i t y  s u b s t i t u t i o n ,  a s  a  c o r r e c t  a n s w e r ,  i s  s u p p o r t e d  by 

b o t h  C o m p (R e s (P ,  G) ) a n d  Comp ( E x t ( P ,  G ) ) .

N o t e :  F o r  a p r o g r a m ,  P, w i t h  c o n s i s t e n t  c o m p l e t i o n :

(1) T heo re m  5 . 2 . 6  sh o w s  t h a t  " c o m p l e t e n e s s "  i s  s u f f i c i e n t  f o r  

t h e  c o i n c i d e n c e  o f  t h e  d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s  d e c i d e d  by  t h e  

p r o c e d u r a l l y - r e l e v a n t  a n d  t h a t  d e c i d e d  by  t h e  d e c l a r a t i v e l y -  

r e l e v a n t  p a r t s  o f  P w i t h  r e s p e c t  t o  G.

(2) P r o g r a m  Pj ( o f  E x am p le  1) show s  t h a t  t h e  c o i n c i d e n c e  o f  

t h e  tw o  s e m a n t i c s  may s o m e t i m e s  f a i l  ( o f  c o u r s e  o n l y  f o r  

i n c o m p l e t e n e s s  e x a m p l e s ) .

(3) P r o g r a m  P0 shows  t h a t  " c o m p l e t e n e s s "  i s  n o t  n e c e s s a r y  f o r  

c o i n c i d e n c e  o f  t h e  s e m a n t i c s  d e c i d e d  by  t h e  tw o  r e s p e c t i v e  

p a r t s ,  i . e . ,  t h e  c o n v e r s e  o f  T heo re m  5 . 2 . 6  i s  n o t  g e n e r a l l y  

t r u e .

I n  t h e  n e x t  s e c t i o n ,  we w i l l  show t h a t  u n d e r  some 

r e a s o n a b l e  c o n d i t i o n s ,  we c a n  o b t a i n  t h e  c o n v e r s e  o f  T heo rem

5 . 2 . 6 ,  a s  w e l l  a s  a  s t r o n g e r  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t .  I n  s e c t i o n

5 . 4 ,  we w i l l  h a v e  a l o o k  a t  some e x a m p l e s ,  d i s p l a y i n g  some 

p r o p e r t i e s  o f  t h e  r e s u l t s  we o b t a i n e d  i n  s e c t i o n  5 . 3 .  In  

s e c t i o n  5 . 5  a n d  s e c t i o n  5 . 6 ,  we w i l l  d i s c u s s  t h e  n e c e s s i t y  o f  

t h e  c o n d i t i o n  o f  w e l l - c o m p l e m e n t a t i o n  a n d  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  

o f  d e c l a r a t i v e l y - r e l a t i v e l y  p a r t ,  r e s p e c t i v e l y .  F i n a l l y ,
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5.3. A N«w Characterization of Complatanass.

We p r o v i d e  t h e  f o l l o w i n g  lemma t o  show t h a t  t h e  c o n d i t i o n  

o f  r e g u l a r i t y  p r o v i d e s  u s  w i t h  a n i c e  w o r k i n g  e n v i r o n m e n t .

Lemma 5 . 3 . 1 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m .  I f  G i s  r e g u l a r  

w i t h  r e s p e c t  t o  P ,  t h e n  R e s ( P ,  G) i s  c a l l - c o n s i s t e n t .

P r o o f :  J u s t  s u p p o s e  n o t :  t h e n  t h e r e  i s  a  p r e d i c a t e  p

d e f i n e d  i n  R e s ( P ,  G) s u c h  t h a t  p  p .  By t h e  d e f i n i t i o n  o f  

R e s ( P ,  G) , p  e i t h e r  o c c u r s  i n  G o r  i s  a d e s c e n d e n t  o f  a 

p r e d i c a t e  o c c u r r i n g  i n  G. I n  t h e  f i r s t  c a s e ,  a s  we a l w a y s  h a v e  

p p ,  p w o n ' t  b e  r e g u l a r  w i t h  r e s p e c t  t o  P ;  i n  t h e  o t h e r  

c a s e ,  t h e r e  m u s t  b e  a  p r e d i c a t e ,  q ,  i n  G s u c h  t h a t  q £ p ;  t h e n  

we a l s o  g e t  t h e  c o n t r a d i c t i o n  t h a t  G c o u l d n ' t  b e  r e g u l a r  w i t h  

r e s p e c t  t o  P,  a s  q  w i l l  d e p e n d  on p b o t h  p o s i t i v e l y  a n d  

n e g a t i v e l y ,  w h i l e  p  i s  r e c u r s i v e .

We a r e  r e a d y  t o  g i v e  t h e  p r o o f  o f  t h e  c o n v e r s e  o f  T heo rem

5 . 2 . 6 .

T h e o re m  5 . 3 . 2 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  w i t h  a 

c o n s i s t e n t  c o m p l e t i o n ,  a n d  l e t  G b e  a n o r m a l  g o a l ,  a l l o w e d  a n d  

r e g u l a r  w i t h  r e s p e c t  t o  P, a n d  w h i c h  i s  w e l l - p l a c e d  f o r  P .  

T h e n :  I f  t h e  c o r r e c t  a n s w e r s  f o r  Comp (E x t  (P,  G ) ) u { G )  a r e

e x a c t l y  t h e  c o r r e c t  a n s w e r s  f o r  C o m p (R e s (P ,  G ) ) u { G } ,  t h e n
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e v e r y  c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C o m p (P )u { G )  i s  a n  i n s t a n c e  o f  a 

c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  PU{G} .

P r o o f :  L e t  0  b e  a  c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C o m p ( P ) u { G } ,  t h e n  by 

Lemma 5 . 2 . 5 ,  i t  i s  c o r r e c t  f o r  C o m p ( E x t ( P ,  G ) ) U ( G } ,  a n d  t h u s ,  

b y  a s s u m p t i o n ,  a l s o  f o r  C o m p (R e s (P ,  G ) ) u { G } .  By Lemma 5 . 3 . 1  

a n d  T h e o re m  4 . 4 . 3 ,  i t ' s  an  i n s t a n c e  o f  a  c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  

R e s ( P ,  G ) u { G } .  F i n a l l y ,  b y  Lemma 5 . 2 . 1 ,  i t  i s  an  i n s t a n c e  o f  

a c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  P u { G ) .

C o m b i n i n g  T heo rem  5 . 2 . 6  a n d  T h e o re m  5 . 3 . 2 ,  we o b t a i n  t h e  

f o l l o w i n g  new c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  c o m p l e t e n e s s  i n  a f a i r l y  

b r o a d  c o n t e x t .

T h e o re m  5 . 3 . 3 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  w i t h  a 

c o n s i s t e n t  c o m p l e t i o n ,  a n d  l e t  a n o r m a l  g o a l  G b e  a l l o w e d  a n d  

r e g u l a r  w i t h  r e s p e c t  t o  P,  a n d  w h i c h  i s  w e l l - p l a c e d  f o r  P.  

Then  S L D N F - r e s o l u t i o n  i s  c o m p l e t e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

c o m p l e t e d  p r o g r a m  s e m a n t i c s  a s s i g n e d  t o  P u { G )  i f f  t h e  

s e m a n t i c s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  p r o c e d u r a l l y - r e l e v a n t  p a r t  o f  P 

w i t h  r e s p e c t  t o  G c o i n c i d e s  w i t h  t h a t  d e t e r m i n e d  by  t h e  

d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  p a r t .

The  f o l l o w i n g  p r e s e n t s  a c o n d i t i o n  w h i c h  i s  s u f f i c i e n t  

f o r  t h e  h y p o t h e s i s  o f  T h eo re m  5 . 3 . 2 .

Lemma 5 . 3 . 4 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  w i t h  a c o n s i s t e n t  

c o m p l e t i o n ,  a n d  l e t  G b e  a g o a l .  Then i f  t h e  f o l l o w i n g  

C o n d i t i o n  C i s  m e t :  " E v e r y  m ode l  o f  C o m p (R e s (P ,  G) ) c a n  be
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e x p a n d e d  t o  a m o d e l  o f  C o m p ( E x t ( P ,  G ) ) " ,  t h e n  t h e  c o r r e c t

a n s w e r s  f o r  Comp (Ext  (P,  G ) ) u  {G} a r e  e x a c t l y  t h e  c o r r e c t  

a n s w e r s  f o r  C o m p (R e s (P ,  G ) ) U ( G ) .

P r o o f :  S t r a i g h t f o r w a r d .

As c o n d i t i o n  C i s  n o t  e f f e c t i v e l y  d e c i d a b l e ,  i t  i s  n o t  

q u i t e  i d e a l .  I n  o r d e r  t o  h a v e  a u s e f u l  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t ,  we 

h a v e  t o  f i n d  an  e f f e c t i v e  c o n d i t i o n  w h i c h  i m p l i e s  C o n d i t i o n  C. 

I t  i s  u n d e r s t a n d a b l e  t h a t  s u c h  an  e f f e c t i v e  c o n d i t i o n  w i l l  be  

f a i r l y  s t r o n g .

One s u c h  c o n d i t i o n  i s  t h a t  t h e  w h o l e  p r o g r a m  b e  c a l l -  

c o n s i s t e n t .  I n  t h a t  c a s e ,  K u n e n ' s  th e o re m (L e m m a  4 . 2 . 4 )  

g u a r a n t e e s  t h a t  c o n d i t i o n  C w i l l  b e  m e t .  A c t u a l l y ,  t h a t ' s  t h e  

m e t h o d  we u s e d  t o  p r o v e  T heo rem  4 . 4 . 3 .  I t ' s  g i v e n  a s  C o r o l l a r y

4 . 2 . 6 .

The n e x t  e x a m p l e  shows  t h a t  i t  i s  n o t  n e c e s s a r y  t h a t  we 

m u s t  h a v e  a c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m  i n  o r d e r  t o  s a t i s f y  

C o n d i t i o n  C.

E x a m p le  4 :

P<: P «-  r .

P «-  19 -  

q  <- q .  

r  <— -| r . 

r  «- qi-
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qi «- qi -

G : <— q .

Comp (P4) = { p  <-> r  v n q ,  q  <-► q,  r  <-* n r  v  q lf q, <-> q , }, 

w h i c h  i s  c o n s i s t e n t .  ( T h e r e  a r e  e x a c t l y  tw o  m o d e l s :  p ,  r  a n d

qi m u s t  b e  a s s i g n e d  " t r u e " ,  a n d  q  may b e  a s s i g n e d  e i t h e r  

" t r u e "  o r  " f a l s e " ) .  G i s  r e g u l a r  w i t h  r e s p e c t  t o  P .

On t h e  o n e  h a n d ,  G i s  s t i l l  n o t  r e f u t a b l e ,  on t h e  o t h e r  

h a n d ,  C o m p (P J  d o e s  n o t  i m p l y  q . ( Make q lf r  a n d  p  " t r u e "  a n d  

q " f a l s e " . )

We n o t i c e  t h a t  b o t h  m o d e l s  o f  C o m p ( R e s ( P 4, G) ) , ( A s s i g n

q  " f a l s e "  o r  " t r u e " . )  c a n  b e  e x p a n d e d  t o  m o d e l s  o f  

Comp (E x t  (P4, G) ) w h i c h  i s  t h e  same a s  Comp(P4) ,  b u t  P 4 i s n ' t  

c a l l - c o n s i s t e n t .

The  a b o v e  e x a m p l e  l e a d s  u s  t o  Lemma 5 . 3 . 5 ,  w h i c h  g i v e s  

a n o t h e r  e f f e c t i v e  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  C o n d i t i o n  C.

D e f i n i t i o n  5 . 3 . 1 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m .  By C I C ( P ) ,  

we mean t h e  s e t  o f  a l l  p r e d i c a t e s  d e f i n e d  i n  P s u c h  t h a t  e a c h  

o f  t h o s e  d e p e n d s  n e g a t i v e l y  on i t s e l f .

D e f i n i t i o n  5 . 3 . 2 .  L e t  P b e  a  n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  G be  

a  n o r m a l  g o a l .  By 0 .  (P.  G) . we mean t h e  s e t  o f  a l l  p r o p e r  

d e s c e n d a n t s  o f  P r i o r ( P ,  G) w h i c h  a r e n ' t  i n  P r e d ( R e s ( P ,  G ) ) .

F o r m a l l y ,  we h a v e  t h a t

Qr (P, G) = P r e d  (E x t  ( P , G ) ) - ( P r i o r  ( P , G ) U  P r e d  (Res  (P, G ) ) )  .
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Lemma 5 . 3 . 5 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  w i t h  a c o n s i s t e n t  

c o m p l e t i o n ,  a n d  l e t  G b e  a n o r m a l  g o a l  s u c h  t h a t  R e s ( P ,  G) i s  

w e l l - c o m p l e m e n t e d  i n  R e s ( P ,  G ) u R e s ( P ,  Qr (P,  G) ) . The  f o l l o w i n g  

e f f e c t i v e  C o n d i t i o n  E i s  s u f f i c i e n t  f o r  C o n d i t i o n  C. 

C o n d i t i o n  E: P r i o r  (P,  G) n  C IC (P )  = <>

P r o o f :

As P r e d ( G ) ,  P r i o r  (P,  G) a n d  Qr a r e  a l l  s u b s e t s  o f

P r e d ( P ) ,  t h e n  by  Lemma 4.2.2 a n d  t h e  f a c t  t h a t  Comp(P) i s

c o n s i s t e n t ,  s o  i s  t h e  c o m p l e t i o n  o f  e a c h  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g

s u b - p r o g r a m s  , i . e . ,

(1) C o m p (R e s (P ,  G) ) , C o m p ( E x t ( P ,  G) ) a n d  C o m p (R e s (P ,  Qr ) ) a r e  

a l l  c o n s i s t e n t .

From t h e  d e f i n i t i o n  o f  P r i o r  (P,  G) a n d  t h a t  o f  Qr , we 

h a v e  t h a t  P r i o r  (P,  G) a n d  t h e  s e t  o f  a l l  p r e d i c a t e s  i n  R e s ( P ,  

G) a r e  d i s j o i n t ;  s o  a r e  P r i o r  (P, G) a n d  t h e  s e t  o f  a l l

p r e d i c a t e s  i n  R e s ( P ,  Qr ) ; t h u s ,  we h a v e

(2) P r i o r  (P, G) i s  d i s j o i n t  f ro m  t h e  s e t  o f  a l l  t h e  p r e d i c a t e s  

i n  R e s ( P ,  G) a n d  f ro m  t h e  s e t  o f  a l l  p r e d i c a t e s  i n  R e s ( P ,  Qr ) .

An i m m e d i a t e  c o n s e q u e n c e  o f  C o n d i t i o n  E i s

(3) P i s  c a l l - c o n s i s t e n t  on  t h e  p r e d i c a t e s  i n  P r i o r  (P,  G ) .

From t h e  way we d e f i n e  P r i o r  (P,  G) , P r e d ( G )  a n d  Qr, we 

a l s o  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  f a c t :

(4) P r e d ( R e s ( P ,  G) ) u p r e d  (Res  (P, Qr ) ) a n d  P r e d  (Res  (P,  P r i o r ( P ,  

G ) ) a r e  b o t h  dow nward  c l o s e d .



98

L e t t i n g  M b e  a m o d e l  f o r  Comp (Res (P, G) ) . By t h e  g i v e n  

d e f i n i t i o n  o f  Qr a n d  R e s ( P ,  G ) , t h e  a s s u m p t i o n  o f  t h e  w e l l -  

c o m p l e m e n t a t i o n  a n d  ( 1 ) ,  a b o v e ,  Lemma 5 . 2 . 3  i s  a p p l i c a b l e :  M 

e x p a n d s  t o  Mw a m o d e l  f o r  Comp(P,  Res  ( P r e d  (G) u Q ,  (P,  G) ) ) , 

w h i c h  i s  a c t u a l l y  t h e  c o m p l e t e d  p r o g r a m  r e s t r i c t e d  t o  t h e  s e t  

o f  a l l  d e s c e n d a n t s  o f  P r i o r  (P, G) .

M o r e o v e r ,  by  t h e  p r e c e d i n g  f a c t s  ( 2 ) - ( 4 ) ,  K u n e n ' s  t h e o r e m  

(Lemma 4 . 2 . 4 )  i s  a p p l i c a b l e ,  t h u s ,  M] c a n  b e  e x p a n d e d  f u r t h e r  

t o  a m o d e l  o f  Comp (Res (P,  P r e d  (G) u Q r (P,  G ) U P r i o r ( P ,  G) ) ) , 

w h i c h  i s  t h e  same a s  C o m p ( E x t ( P ,  G ) ) .

D e f i n i t i o n  5 . 3 . 3 .  L e t  P b e  a  n o r m a l  p r o g r a m  a n d  G b e  a 

n o r m a l  g o a l .  L e t  NBD (P,  G) d e n o t e  R e s ( P ,  G ) u R e s ( P ,  Qr (P,  G) ) . 

T h e n ,  by  s a y i n g  t h a t  G i s  s t r o n g l y  w e l l - p l a c e d  f o r  P,  we mean 

t h a t  R e s ( P ,  G) i s  w e l l - c o m p l e m e n t e d  i n  NBD (P,  G) a n d  E x t  (P, 

G) i s  w e l l - c o m p l e m e n t e d  i n  P.

T h u s ,  r e l y i n g  on  Lemma 5 . 3 . 5 ,  Lemma 5 . 3 . 4 ,  a n d  T heo rem

5 . 3 . 2 ,  we h a v e  p r o v e n  t h e  f o l l o w i n g :

T h e o re m  5 . 3 . 6 . L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  w i t h  a 

c o n s i s t e n t  c o m p l e t i o n ,  a n d  l e t  G b e  a l l o w e d  a n d  r e g u l a r  w i t h  

r e s p e c t  t o  P,  a n d  i s  s t r o n g l y  w e l l - p l a c e d  f o r  P .  Then  i f  no 

p r e d i c a t e  i n  P r i o r  (P,  G) d e p e n d s  n e g a t i v e l y  on  i t s e l f ,  ( i . e . ,  

P r i o r  (P,  G) n  C IC (P )  = <J>) t h e n  e v e r y  c o r r e c t  a n s w e r  f o r  

C o m p ( P ) u { G )  i s  a n  i n s t a n c e  o f  a c o m p u t e d  a n s w e r  f o r  P u { G )  .
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T h e o re m  5 . 3 . 6  i s  q u i t e  g e n e r a l ,  i n  t h e  s e n s e  t h a t  i t  

c o v e r s  n e a r l y  a l l  t h e  c o m p l e t e n e s s  r e s u l t s  known s o  f a r :

(1) P i s  d e f i n i t e ( [ 2 1 ] ) .

The  c o n s i s t e n c y  o f  Comp(P) i s  w e l l  k n o w n ( [ 2 ] , [ 1 ] ) .  

a n d  e v e r y  g o a l  i s  r e g u l a r  w i t h  r e s p e c t  t o  P ,  a s  no  n e g a t i v e  

l i t e r a l  c o u l d  o c c u r ;  a n d  t r i v i a l l y  i t ' s  a l l o w e d .  M o r e o v e r ,  

C IC (P )  i s  e m p t y ,  s o  c o n d i t i o n  E i s  m e t .

(2) P i s  h i e r a r c h i c a l  ( [ 8 ] , [ 2 9 ] ) .

I t  h a s  b e e n  p r o v e d  t h a t  Comp(P) i s  c o n s i s t e n t  ([  1 ] )  . 

As no p r e d i c a t e  i n  P c o u l d  be  r e c u r s i v e ,  a n y  g o a l  w i l l  b e  

r e g u l a r  w i t h  r e s p e c t  t o  P .  C IC (P )  i s  a l s o  e m p t y ,  s o  we h a v e  

c o m p l e t e n e s s  r e s u l t  f o r  a n y  a l l o w e d  g o a l .

(3) P i s  s t r a t i f i e d ( [ 6 ] ) .

I t  a l s o  h a s  b e e n  shown t h a t  Comp(P) i s  c o n s i s t e n t  

( [ 6 ] ) .  And t h e  s t r i c t n e s s  c o n d i t i o n  i n  t h e  e x i s t i n g  r e s u l t  i s  

s t r o n g e r  t h a n  t h e  r e g u l a r i t y  c o n d i t i o n ;  a n d  C IC (P )  i s  e m p ty ,  

a s  w e l l .

(4)  P i s  c a l l - c o n s i s t e n t ( [ 1 9 ] ) .

S i m i l a r  t o  ( 3 ) .

I n  a l l  t h e  a b o v e  c a s e s ,  we h a v e  CIC(P)=<j>; t h u s ,  C o n d i t i o n  

E i s  t r i v i a l l y  m e t .  R e c e n t l y ,  L. C a v e d o n  p r o v e d  t h e  

c o n s i s t e n c y  o f  l o c a l l y  c a l l - c o n s i s t e n t  p r o g r a m s  ( [ 3 1 ] ,  [4]  

& [ 5 ] ) ,  w h i c h  a c t u a l l y  r e q u i r e s  t h a t  no g r o u n d  a t o m  w i l l  d e p e n d  

on  i t s e l f  n e g a t i v e l y .  T h i s  b e i n g  t h e  c a s e ,  t h e n  l o c a l  c a l l -  

c o n s i s t e n c y  i s  w e a k e r  t h a n  t h e  c a l l - c o n s i s t e n c y . T h u s ,  C IC(P)
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n e e d n ' t  b e  e m p ty  f o r  t h i s  c l a s s  o f  p r o g r a m s .  T heo re m  5 . 3 . 6  

p r o v i d e s  an  e f f e c t i v e l y  c a l c u l a b l e  c o n d i t i o n  t o  t e s t  t h e  

c o m p l e t e n e s s  p r o p e r t y  f o r  t h a t  c l a s s  o f  p r o g r a m s  a n d  f o r  t h o s e  

e v e n  w e a k e r ,  when c o n s i s t e n c y  o f  t h e  c o m p l e t i o n  i s  p r o v a b l e .

5.4. Soma furthar Kxamplas.

I t  i s  s t i l l  p o s s i b l e  t o  f i n d  w e a k e r  c o n d i t i o n s  f o r  

c o m p l e t e n e s s ,  b a s e d  on t h e  a p p r o a c h  o f  s e m a n t i c  c o i n c i d e n c e  o f  

t h e  p r o c e d u r a l l y - r e l e v a n t  a n d  d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  p a r t s  o f  

a  p r o g r a m  w i t h  r e s p e c t  t o  a g o a l ,  i n a s m u c h  a s  n e i t h e r  

C o n d i t i o n  C n o r  C o n d i t i o n  E i s  n e c e s s a r y  f o r  c o m p l e t e n e s s .  The 

f o l l o w i n g  e x a m p l e s  w i l l  show t h i s .

E x a m p le  5 .

P 5: r  r .

r  <- p ,  q .

p  «- i q i -  

P <- r „  q .  

q  <- q .

G: «—p.
Comp(P5) ,  w h i c h  i s  t h e  same a s  Comp (E x t  (P5, G) ) , i s  t h e

f o l l o w i n g :  { r  -| r v  (pAq) , p  <-► 1 q 1v ( r 1A q ) ,  q  <-» q ,  n q , ,  i r , )

R e s ( P 5, G) i s :  { p <- T q , ;  p <- r u  q ;  q <- q)

Comp (Res  (P5, G) ) i s :  { p <-» i q i v U j A q ) ,  q  q ,  T q „  i r j } .

As t h e  o n l y  m o d e l  o f  Comp(P) m akes  r ,  p  a n d  q  " t r u e "  a n d  r j
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a n d  qj  " f a l s e " ,  Comp(P5) ^ p ;  a n d  a l s o  we h a v e  Comp (Res  (P5, G) ) 

f= p ,  a s  p i s  t r u e  i n  b o t h  m o d e l s  o f  Comp (Res  (P5, G ) ) , i . e .  one  

w h i c h  m akes  e x a c t l y  p  a n d  q " t r u e " ,  a n d  t h e  o n e  w h i c h  a s s i g n s  

" t r u e "  t o  o n l y  p .  So,  t h e  a n s w e r  ' y e s '  i s  s u p p o r t e d  by  b o t h  

p a r t s .

B u t ,  t h e  l a t t e r  m ode l  c a n n o t  b e  e x p a n d e d  t o  a m o d e l  o f  

Comp (P5) .

T h a t  i s  t o  s a y ,  C o n d i t i o n  C i s  n o t  n e c e s s a r y  f o r  t h e  

s e m a n t i c  c o i n c i d e n c e .

E x a m p le  6 .

P6: r  <- n r .  

r  «- p .  

p  <- q .

P < -  i q -

G: p .

Comp(P6) i s  ( r  <-» i  r v p ,  p <-» qv-iq ,  n q )  a n d  i t  h a s  a mode l  

i n  w h i c h  r  a n d  p  a r e  e x a c t l y  a s s i g n e d  " t r u e " .

Res  (P6, G) i s  t h e  f o l l o w s :  { p  «— q ,  p  «— n q ) .  Now

Comp (Res  (P6, G) ) h a s  a  u n i q u e  m o d e l .  ( I t  m akes  p ( o n l y )

" t r u e " .)

P r i o r ( P 6, G ) = { r ) ,  s o  i s  C I C ( P 6) ,  t h u s  t h e  C o n d i t i o n  E i s  

n o t  m e t ,  b u t  t h e  s o l e  m o d e l  o f  Comp (Res  (P6, G) ) c a n  be

e x p a n d e d  t o  a m o d e l  o f  Comp(P6) .  T h a t  i s  t o  s a y ,  C o n d i t i o n  E

i s  n o t  n e c e s s a r y  f o r  C o n d i t i o n  C.
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A l t h o u g h ,  E x a m p le  6  show s  t h a t  C o n d i t i o n  E i s  n o t  

n e c e s s a r y  f o r  C o n d i t i o n  C, E x am p le  1 a n d  t h e  f o l l o w i n g  Exam ple  

7 show t h a t  no im p r o v e m e n t  c o u l d  b e  a c h i e v e d  b y  j u s t  p u t t i n g  

s i m p l e  d e p e n d e n c y  r e s t r i c t i o n s  on p r o g r a m s .

E x a m p le  7 .

P?: P «-  I P -  

P «-  i q -  

q  <- q .

G: <— q .

P 7 i s  q u i t e  s i m i l a r  t o  P lf t h e  o n l y  d i f f e r e n c e  i s  t h a t  i n  

P lf p  d e p e n d s  p o s i t i v e l y  on q ,  b u t  h e r e ,  t h e  d e p e n d e n c y  i s  

e x p l i c i t l y  n e g a t i v e .  One c a n  a r g u e  s i m i l a r l y  a s  we d i d  i n  

E x a m p le  1 t h a t  some m o d e l  o f  Comp (Res  (P7, G) ) c a n n o t  be  

e x p a n d e d  t o  a m o d e l  o f  Comp(P7) .

5.5. On the Condition of Well-Complementation.

I n  t h e  p r o o f  o f  Lemma 5 . 2 . 5  a n d  Lemma 5 . 3 . 6 ,  we n e e d  t h e  

c o n d i t i o n  o f  w e l l - c o m p l e m e n t a t i o n . The r e a s o n  c a n  b e  shown by 

t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e :

E x a m p l e :

P : p (x ,  f  (x) )

q  (x ,  f  (x) ) i- i  q  (x,  x)

G: < - p ( u ,  v)

We h a v e  t h e  f o l l o w i n g :
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Comp (P) ={p  (x ,  f  (x) ) , q  (x ,  f  (x) ) «-» n q ( x ,  x) } .

L e t  M=<D, I>  s u c h  t h a t  D = (a ,  b } ,  f 1 ( a ) = b ,  f ! ( b ) = a ,  

p I= { ( a ,  b) , (b,  a ) }  a n d  q ' = { ( a ,  b) , (b ,  a ) ) .  O b v i o u s l y ,  M i s

a  m ode l  o f  C o m p (P ) .

M o r e o v e r ,  R e s ( P ,  G ) = E x t ( P ,  G ) = { p ( x ,  f  (x)  ) ) .

L e t  M!=<D, J>  s u c h  t h a t  f J ( a ) = a ,  f J ( b ) = b  a n d  

p J= { ( a ,  a ) ,  (b ,  b ) ) .  I t ' s  a l s o  o b v i o u s  t h a t  M, i s  a m ode l  o f

Comp (E x t  (P,  G) ) ; b u t  i t  c a n n o t  b e  e x p a n d e d  t o  a m o d e l  o f  

C o m p (P ) ,  a s  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  f  i n  Mj d o e s n ' t  f i t  t h e  same 

f u n c t i o n  s y m b o l  o c c u r r i n g  o u t s i d e  E x t  (P,  G) .

N o t e ,  I n  t h i s  e x a m p l e ,  t h e  c o n d i t i o n  o f  w e l l -  

c o m p l e m e n t a t i o n  i s  n o t  s a t i s f i e d .

I t  i s  o b v i o u s  t h a t  i f  i n t e r p r e t a t i o n  o f  f u n c t i o n  s y m b o l s  

i s  a l w a y s  f i x e d ,  e . g . ,  i n  p r a c t i c a l  l o g i c  p r o g r a m m i n g ,  one  

u s u a l l y  o n l y  w o r k s  w i t h  t h e  a s s o c i a t e d  H e r b r a n d  U n i v e r s e ;  t h e n  

we do  n o t  n e e d  t h e  c o n d i t i o n  o f  w e l l - c o m p l e m e n t a t i o n . B u t ,  

g e n e r a l l y ,  when we c o n s i d e r  m o d e l s  o f  C o m p (P ) ,  we h a v e  t o  

c o n s i d e r  a l l  t h e  p o s s i b l e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  f u n c t i o n  

s y m b o l s ( [ 3 1 ] ) ,  s o  we n e e d  t h i s  c o n d i t i o n  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e .

From t h e  a b o v e  e x a m p l e ,  we c a n  s e e  t h a t  i f  t h e  c o n d i t i o n  

f a i l s ,  E x t  (P,  G) may n o t  b e  t h e  d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  p a r t .  

B u t ,  i f  we r e d e f i n e  t h e  w h o l e  p r o g r a m  a s  t h e  d e c l a r a t i v e l y -  

r e l e v a n t  p a r t ,  t h e n  s e m a n t i c  c o i n c i d e n c e  i s  s t i l l  e q u i v a l e n t  

t o  c o m p l e t e n e s s ,  a n d  t h e  C o n d i t i o n  C p r o v i d e d  b y  Lemma 5 . 3 . 4
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i s  s t i l l  s u f f i c i e n t  f o r  s e m a n t i c  c o i n c i d e n c e .  B u t ,  i t ' s  no 

l o n g e r  t r i v i a l  t o  f i n d  a n  e f f e c t i v e ,  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  

s i m i l a r  t o  c o n d i t i o n  E f o r  C o n d i t i o n  C.

5.6. Th« Daclaratlvaly-Ralavant Part in Ganaral.

I n  d i s c u s s i n g  t h e  d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  p a r t  i n  S e c t i o n

5 . 2 ,  we made t h e  a s s u m p t i o n  S t h a t  no p r e d i c a t e  o u t s i d e  E x t ( P ,  

G) d e p e n d s  on a n y  p r e d i c a t e  i n s i d e  E x t  (P,  G ) , b a s e d  on w h ic h  

we s h o w e d  t h a t  e v e r y  m o d e l  o f  C o m p ( E x t ( P ,  G) ) e x p a n d s  t o  a 

m o d e l  o f  C o m p (P ) .  Thus  E x t ( P ,  G) c o m p l e t e l y  d e c i d e s  t h e  

d e c l a r a t i v e  a s p e c t s  o f  P w i t h  r e s p e c t  t o  G u n d e r  t h e  C o m p l e t e d  

P r o g r a m  S e m a n t i c s ;  s o  we c a l l  i t  t h e  d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  

p a r t  o f  t h e  p r o g r a m  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  g o a l .

G e n e r a l l y ,  t h e  a s s u m p t i o n  may n o t  b e  t r u e  a s  t h e  

f o l l o w i n g  e x a m p l e  s h o w s :

P :  Pi «“  i P i f  r

Pi «- qi

P «- I P /  qi

p  «-  q» qi

q <- q

qi «- qi
r  <—

G: <— q
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We h a v e  t h a t :  R e s ( P ,  G)={ q «- q } ,  P r i o r ( P ,  G ) = { p ) ,

E x t  (P , G) = { p  «- t p , q j ;  p  «- q ,  q ^  q «-  q ;  qj «- q j } a n d  

Qr (P, G ) = { q 1) .

M o r e o v e r ,  we h a v e  t h a t

Comp ( E x t  (P,  G ) ) = (  p  H  (t pAqj) v  (qA q^  , q <-» q ,  qj q, } a n d  

Comp(P) = { P! (t P iA r)  v q , ,  r  }uComp (E x t  (P, G) ) .

As M = (r ,  P i ,  q w p ,  q )  i s  a m o d e l  o f  C o m p (P ) ,  Comp(P) i s  

c o n s i s t e n t .  A c t u a l l y ,  M i s  t h e  o n l y  m o d e l  o f  C om p(P ) .  

T h e r e f o r e ,  we h a v e  t h a t  Comp(P) f= q ,  i d e n t i t y  s u b s t i t u t i o n  i s  

a c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C o m p ( P ) u ( G ) .

On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e r e  a r e  t h r e e  m o d e l s  f o r  Comp(Ext (P, 

G) ) : <|>, {q} a n d  ( q l ,  q ,  p )  . Among t h o s e  m o d e l s ,  $ c a n n o t

e x p a n d  t o  t h e  u n i q u e  m ode l  o f  C o m p (P ) .  I t ' s  a l s o  e a s y  t o  s e e  

t h a t  i t ' s  n o t  t h e  c a s e  t h a t  Comp (E x t  (P,  G) ) f= q ,  s o  i d e n t i t y  i s  

n o t  a  c o r r e c t  a n s w e r  f o r  Com p(E x t  (P,  G ) ) u { G } .  O b v i o u s l y ,

E x t  (P,  G) s h o u l d  n o t  b e  r e g a r d e d  a s  t h e  d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  

p a r t  o f  P w i t h  r e s p e c t  t o  G.

T h e r e f o r e ,  i n  g e n e r a l ,  E x t  (P,  G) d o e s n ' t  c o m p l e t e l y  

d e t e r m i n e  t h e  d e c l a r a t i v e  b e h a v i o r  u n d e r  t h e  g i v e n  s e m a n t i c s .  

Our t h e o r y  n e e d s  t o  b e  g e n e r a l i z e d .

The p r o b l e m  h e r e  i s  t h a t  some o t h e r  p r e d i c a t e s  o u t s i d e  

E x t  (P, G) a r e  i n v o l v e d ,  a n d  t h e y  a r e  p o s s i b l y  r e l e v a n t  t o  t h e  

d e c l a r a t i v e  s e m a n t i c s .  We s h o u l d  i n c l u d e  th e m  i n  " t h e  g e n e r a l  

d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  p a r t "  a s  w e l l .
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I n  t h i s  p a r t i c u l a r  e x a m p l e ,  we s h o u l d  r e g a r d  t h e  w h o le  

p r o g r a m  a s  t h e  d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  p a r t .  A p o s s i b l e  p r o c e s s  

s t a r t i n g  f r o m  t h e  g o a l  t o  e x t e n d  t o  a l l  t h e  r e l e v a n t  p a r t  c a n  

b e  d e s c r i b e d  a s  t h e  f o l l o w i n g :

I n i t i a l l y ,  we h a v e  R e s ( P ,  G ) ; we e x t e n d  u p w a r d  t o  f i n d  

P r i o r  (P,  G) , t h e n  dow nw ard  t o  f i n d  Qr (P,  G) ; f i n a l l y ,  we 

c o n s t r u c t  E x t ( P ,  G ) . I f  no p r e d i c a t e  o u t s i d e  E x t ( P ,  G) d e p e n d s  

on E x t ( P ,  G ) , we s h o u l d  a n d  w i l l  s t o p  r i g h t  h e r e .  B u t  a s  t h i s  

i s  n o t  t h e  c a s e  i n  t h i s  e x a m p l e ,  we s h o u l d  e x t e n d  u p w a r d  a g a i n  

t o  f i n d  P i ,  w h i c h  i s  an  a n c e s t o r  o f  a p r e d i c a t e  i n s i d e  E x t ( P ,  

G) , a n d  e x t e n d  dow nw ard  t o  f i n d  a l l  t h e  d e s c e n d a n t s  o f  p t . As 

we t h e n  h a v e  e x h a u s t e d  t h e  w h o le  p r o g r a m ,  we s t o p  h e r e .  We may 

a l s o  s t o p  b e c a u s e  n o t h i n g  e l s e  d e p e n d s  on o r  b e  d e p e n d e d  by  

w h a t  we h a v e  a l r e a d y  f o u n d .

I n  t h e  a b o v e  p r o c e s s ,  we e x t e n d  t w i c e ;  g e n e r a l l y ,  i t  c a n  

b e  m o r e .  B u t ,  a s  t h e  p r o g r a m  i s  f i n i t e ,  t h e  e x t e n s i o n  m u s t  b e  

f i n i t e  a s  w e l l .

We h a v e  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s :

D e f i n i t i o n  5 . 6 . 1 .  L e t  P b e  a p r o g r a m  a n d  l e t  R b e  a 

s u b s e t  o f  p r e d ( P )  . By D e s ( P ,  R) , we mean t h e  s e t  c o n s i s t i n g  o f  

a l l  t h e  d e s c e n d a n t s  o f  p r e d i c a t e s  i n  R. F o r m a l l y ,  we h a v e

Des  (P,  R) = { q E P r e d ( P )  I 3p£R, p £ q)

N o t e :  As we a l w a y s  h a v e  p £ p ,  s o  R i s  a  s u b s e t  o f  D e s ( P ,

R) .

F o r  e x a m p l e ,  l e t  P b e  t h e  p r o g r a m  g i v e n  a t  t h e  b e g i n n i n g
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o f  t h i s  s e c t i o n  a n d  R b e  {p, r ,  q ) ,  t h e n  D e s ( P ,  R) w i l l  be  

R u { q , )  .

D e f i n i t i o n  5 . 6 . 2 .  L e t  P b e  a p r o g r a m  a n d  l e t  R b e  a 

s u b s e t  o f  P r e d ( P ) .  By A n c ( P ,  R) , we mean t h e  s e t  c o n s i s t i n g  o f  

a l l  t h e  a n c e s t o r s  o f  p r e d i c a t e s  i n  R. F o r m a l l y ,  we h a v e  

Anc (P,  R) = { p e P r e d ( P )  I 3qeR, p ^ q ) •

S i m i l a r l y ,  we h a v e  t h a t  A n c ( P ,  R) i s  a s u b s e t  o f  R.

F o r  e x a m p l e ,  L e t  P b e  t h e  p r o g r a m  g i v e n  b e f o r e  a n d  l e t  R 

b e  {q} ,  t h e n  A n c ( P ,  R) w i l l  b e  R u ( p } .

D e f i n i t i o n  5 . 6 . 3 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  a n d  l e t  G be  

a  n o r m a l  g o a l .  We d e f i n e  a p r e d i c a t e - e x t e n s i o n  f u n c t i o n ,  e x t ,  

a s  f o l l o w s :

e x t  (0 ,  P,  G)=Des  (P, P r e d ( G ) )

e x t ( i ,  P,  G )= A n c(P ,  e x t ( i - l ,  P,  G) ) i f  i ^ l  a n d  i  i s  odd ,  

e x t ( i ,  P,  G ) = D e s ( P ,  e x t ( i - l ,  P,  G) ) i f  i £ l  a n d  i  i s  e v e n .  

M o r e o v e r ,  l e t  i 0 b e  t h e  minimum n u m b e r  s u c h  t h a t  

e x t ( i ,  P,  G) i s  t h e  same a s  e x t ( i  + l ,  P,  G) ; we d e f i n e  t h e  

g e n e r a l  e x t e n s i o n  o f  G w i t h  r e s p e c t  t o  P,  d e n o t e d  EXT(P,  G ) , 

t o  b e  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  P on e x t  ( i 0, P, G) , i . e .  EXT(P,  G) = 

R e s  (P,  e x t  ( i 0, P,  G) ) .

From t h i s  d e f i n i t i o n ,  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g :  

e x t ( 0 ,  P, G ) = D e s ( P r e d ( G ) ) = P r e d ( R e s ( P ,  G ) ) ;  

e x t  (1 ,  P,  G )= A nc(P ,  P r e d ( R e s ( P ,  G ) ) )
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= P r i o r ( P ,  G) U P r e d ( R e s ( P ,  G ) ) ;  

e x t  (2 ,  P ,  G ) = D e s ( P ,  P r i o r ( P ,  G) U P r e d  (Res (P, G ) ))

= P r i o r  (P,  G) U P r e d  (Res  (P,  G ) ) U Q r (P,  G)

Then  E x t  (P,  G) =Res  (P,  P r i o r ( P ,  G ) ) u R e s ( P ,  G)

= R e s ( P ,  P r i o r ( P ,  G) U P r e d ( R e s ( P ,  G) ) )

=Res (P, P r i o r  (P, G) U P r e d  (Res (P, G) ) u Q r (P, G) ) , 

= R e s ( P ,  e x t  (2,  P,  G ) )

A c t u a l l y ,  e x t  (2 ,  P,  G) = P r e d ( E x t  (P,  G ) ) . Now, i f  we a s s u m e  

t h a t  no p r e d i c a t e  o u t s i d e  E x t ( P ,  G) d e p e n d s  on a n y  p r e d i c a t e  

i n s i d e  E x t  (P, G) , t h e n  we h a v e  A n c ( P ,  P r e d  (E x t  (P,  G) ) ) =

P r e d ( E x t ( P ,  G ) ) ,  o r  e x t  (3 ,  P, G )= A nc(P ,  e x t  (2 ,  P,  G) ) = 

e x t  (2 ,  P,  G) . By d e f i n i t i o n ,  we h a v e  i 0 =2, s o  EXT(P,  G ) = R e s ( P ,  

e x t  (2 ,  P,  G ) ) = E x t ( P ,  G) . So,  t h e  d e f i n i t i o n  we g a v e  b e f o r e  i n  

s e c t i o n  5 . 2  i s  r e a l l y  a s p e c i a l  c a s e  o f  t h i s  g e n e r a l

d e f i n i t i o n .

We s a i d  b e f o r e  t h a t  a s  P i s  f i n i t e ,  i 0 e x i s t s .  M o r e o v e r ,  

a s  e x t  ( i 0, P,  G) i s  a  f i x e d  p o i n t  o f  t h i s  e x t e n s i o n  p r o c e s s ,  

i t  i s  t r u e  t h a t  n o t h i n g  o u t s i d e  EXT(P,  G) w i l l  b e  r e l e v a n t  t o  

t h e  p r e d i c a t e s  i n s i d e ;  i n  o t h e r  w o r d s ,  no  p r e d i c a t e  o u t s i d e  

EXT (P,  G) w i l l  e i t h e r  d e p e n d  on o r  b e  d e p e n d e d  on b y  a n y  

p r e d i c a t e  i n s i d e  EXT(P,  G ) . T h e r e f o r e ,  p r e d i c a t e s  i n  P -EX T(P ,  

G) a r e  d i s j o i n t  f r o m  t h o s e  i n  EXT(P,  G ) . I t  i s  e a s y  t o  c h e c k

t h a t  c o n d i t i o n s  f o r  b o t h  Lemma 5 . 2 . 3  a n d  Lemma 5 . 2 . 5  a r e  m e t ,

t h u s  i t  make s e n s e  t o  c a l l  EXT(P,  G) t h e  g e n e r a l

d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  p a r t  o f  P w i t h  r e s p e c t  t o  G.
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I t  i s  a l s o  e a s y  t o  c h e c k  t h a t  a l l  t h e  r e s u l t s  i n  S e c t i o n  

5 . 3  up  t o  Lemma 5 . 3 . 4  a r e  s t i l l  v a l i d  i f  we r e p l a c e  E x t  (P,  G) 

w i t h  EXT (P,  G) a n d  r e p l a c e  " d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  p a r t "  w i t h  

" g e n e r a l  d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  p a r t " .

As f a r  a s  a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  Lemma 5 . 3 . 5  i s  c o n c e r n e d ,  

we p r e s e n t  t h e  f o l l o w i n g  d i s c u s s i o n :

D e f i n i t i o n  5 . 6 . 4 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  a n d  l e t  G be  

a n o r m a l  g o a l .  By t h e  p r i o r  p r e d i c a t e s  a t  i th e x t e n s i o n , f o r  

i  o d d ,  d e n o t e d  by  P r i o r ( i ,  P,  G) , we mean t h e  s e t  o f  p r o p e r  

a n c e s t o r s  o f  t h e  p r e d i c a t e s  i n  e x t ( i - l ,  P,  G ) . F o r m a l l y ,  we 

h a v e :  P r i o r  ( i ,  P, G ) = e x t ( i ,  P ,  G ) - e x t ( i - l ,  P,  G ) , i n  w h i c h  i  

i s  o d d .

By t h e  e x t r a  d e s c e n d a n t s  a t  i t h  e x t e n s i o n (0.  ( i . P,  G) ) 

f o r  i  e v e n ,  we mean t h e  s e t  o f  p r e d i c a t e s  w h i c h  a r e  t h e  

d e s c e n d a n t s  o f  p r e d i c a t e s  i n  e x t ( i - l ,  P,  G ) , b u t  n o t  i n  

e x t ( i - l ,  P, G) . F o r m a l l y ,  we h a v e :  Qr ( i ,  P, G ) = e x t ( i ,  P, G ) -  

e x t ( i - l ,  P,  G ) , i n  w h i c h  i  i s  e v e n .

We h a v e  t h a t  P r i o r  (P,  G ) = P r i o r ( l ,  P,  G) a n d  Qr (P,  G)=Qr (2,  

P,  G) .

N o t i c e ,  R e s ( P ,  e x t  (0 ,  P, G ) ) = R e s ( P ,  G) . I n  Lemma 5 . 3 . 5 ,  

we s h o w e d ,  b y  u s i n g  t h e  c o n d i t i o n  o f  w e l l - c o m p l e m e n t a t i o n  o f  

R e s ( P ,  G) i n  Res  (P,  G ) U R e s ( P ,  Qr (P,  G) , how a m o d e l  o f  

C o m p (R e s (P ,  G ) ) e x p a n d s  t o  a m o d e l  o f  Comp(P,  R e s ( Q r (2,  P,  G) 

u  e x t ( 0 ,  P,  G) ) , a n d  f u r t h e r  e x p a n d s  t o  a  m o d e l  o f  Comp(P,
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R e s ( Q r (2 ,  P, G ) u e x t ( 0 ,  P,  G ) u P r i o r ( l ,  P, G) ) ) , w h i c h  i s

Comp(P,  R e s ( e x t (2 ,  P, G ) ))  a n d  c a n  b e  s i m p l i f i e d  a s  Comp(P,  

E x t  (P, G ) ) .

L e t ' s  a s s u m e  we h a v e  a m o d e l ,  Mx, f o r  Comp ( e x t  ( i ,  P, G) ) , 

w i t h  i  e v e n .  I f  i  i s  n o t  i 0, t h e n  we c a n  c o n s t r u c t  e x t ( i + l ,  P, 

G) . I f  Qr ( i  + 2 ,  P, G) i s  n o t  e m p t y ,  t h e n  b y  d e f i n i t i o n  o f  Qr ,

i t  i s  d i s j o i n t  f r o m  e x t ( i ,  P,  G ) , s o  i f  t h e  w e l l -

c o m p l e m e n t a t i o n  c o n d i t i o n  h o l d s  f o r  R e s ( P ,  Qr ( i  + 2,  P, G) ) i n  

R es  (P, Qr ( i  + 2 ,  P, G ) ) U R e s ( P ,  e x t ( i ,  P, G) , t h e n  by  t h e  same 

a r g u m e n t  we g a v e  i n  Lemma 5 . 2 . 3 ,  Mi e x p a n d s  t o  a m o d e l  o f  

Comp (Res  (P, Qr ( i + 2 ,  P, G ) u e x t ( i ,  P,  G) ) ) , a n d  f u r t h e r  e x p a n d s  

t o  a m o d e l  Ml t 2  o f  C o m p (R e s (P ,  e x t ( i  + 2 ) ) )  i f  P i s  c a l l -  

c o n s i s t e n t  on P r i o r  ( i  + 1,  P ,  G ) , by  t h e  d e f i n i t i o n  o f

P r i o r ( i + l ,  P,  G) a n d  K u n e n ' s  t h e o re m (L e m m a  4 . 2 . 4 ) .  I f  Qr ( i + 2 ,  

P ,  G) i s  e m p t y ,  t h e n  by  t h e  s e c o n d  p a r t  o f  t h e  a b o v e  a r g u m e n t ,  

Mi c a n  e x p a n d  t o  a  m ode l  o f  Mi4l i f  t h e  c o n d i t i o n s  l i s t e d  t h e r e  

s a t i s f i e d ,  i n c i d e n t a l l y ,  i n  t h e  s e c o n d  c a s e ,  i 0 = i + l .

The  a r g u m e n t  f o r  i  b e i n g  o dd  i s  s i m i l a r  t o  t h e  f i r s t  p a r t  

o f  t h e  p r e c e d i n g  p a r a g r a p h ,  when Qr ( i + 1 ,  P,  G) i s  n o t  e m p t y .

T h e r e f o r e ,  we h a v e  p r o v e d  t h e  f o l l o w i n g  T h e o re m  5 . 6 . 1 ,  

w h i c h  i s  a  g e n e r a l  f o rm  o f  T h eo re m  5 . 3 . 6 .

T h e o re m  5 . 6 . 1 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m  w i t h  a 

c o n s i s t e n t  c o m p l e t i o n ,  a n d  l e t  G b e  a n o r m a l  g o a l  s u c h  t h a t  G 

i s  a l l o w e d  a n d  r e g u l a r  w i t h  r e s p e c t  t o  P,  w h i c h  i s  e x t r e m e l y
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w e l l - p l a c e d  f o r  P .  Then  i f  f o r  a l l  i £ i 0, no  p r e d i c a t e  i n  

P r i o r  ( i ,  P ,  G) d e p e n d s  n e g a t i v e l y  on  i t s e l f ,  t h e n  e v e r y  

c o r r e c t  a n s w e r  f o r  C om p(P)u{G }  i s  an  i n s t a n c e  o f  a c o m p u t e d  

a n s w e r  f o r  P u { G } .

I n  t h e  a b o v e  t h e o r e m ,  b y  G i s  e x t r e m e l y  w e l l - p l a c e d  f o r  

P,  we mean t h a t  f o r  a l l  e v e n  i £ i 0/ e x t ( i - 2 ,  P,  G) i s  w e l l -  

c o m p l e m e n t e d  i n  R e s ( P ,  e x t ( i - 2 ,  P,  G ) u Q r ( i ,  P,  G) ) a n d  EXT(P, 

G) i s  w e l l - c o m p l e m e n t e d  i n  P .

We n o t e  t h a t  t h e  c o n d i t i o n  o f  e x t r e m e  w e l l - p l a c e m e n t  a n d  

a l l  t h e  o t h e r  c o n d i t i o n s  t o  b e  s a t i s f i e d  i n  an  a p p l i c a t i o n  o f  

t h e  p r e c e d i n g  t h e o r e m  a r e  e f f e c t i v e l y  d e c i d a b l e  i n  p o l y n o m i a l  

t i m e .

We e n d  t h i s  s e c t i o n  b y  a n a l y z i n g  t h e  p r o g r a m / g o a l  p a i r  

p r e s e n t e d  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h i s  s e c t i o n :

The  p r e d i c a t e  e x t e n s i o n  p r o c e s s  i s  a s  f o l l o w s :

e x t  (0 ,  P,  G )= { q }

e x t  (1 ,  P,  G) = {p,  q}

e x t  (2 ,  P ,  C ) = { p ,  q ,  q x}

e x t  (3 ,  P,  G) ={Pi,  p ,  q ,  qj >

e x t  (4 ,  P,  G) ={P i ,  r ,  p ,  q ,  }

io= 4 .

EXT (P,  G ) = R e s ( P ,  e x t ( i 0 ,  P,  G ) ) = P .

As p e P r i o r ( l ,  P,  G) a n d  p  p ,  s o  t h e  s u f f i c i e n t

c o n d i t i o n  i n  T h eo re m  5 . 6 . 1  f a i l s ,  t h e  c o m p l e t e n e s s  c a n n o t  be
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g u a r a n t e e d ;  a c t u a l l y ,  i t  d o e s  f a i l  i n  t h i s  c a s e .

We c a n  s e e  t h a t  { q ^ ,  a  m o d e l  o f  Comp (Res (P,  e x t ( 0 ,  P,

G) ) U  Comp (Res  (P, Qr (2,  P ,  G) ) ) ( w h ic h  i s  Comp (Res  (P,  G) ) u

C o m p (R e s (P ,  Qr (P, G ) ) ) )  c a n n o t  e x p a n d  t o  a m o d e l  o f

Comp(Res  (P,  e x t  (2,  P,  G ) ) ( w h ic h  i s  C om p(E x t  (P,  G ) ))  a s  i n  any

m o d e l  o f  t h e  l a t t e r ,  q m u s t  b e  a s s i g n e d  " t r u e " .  N e e d l e s s  t o  

s a y  t h a t  i t  c a n n o t  e x p a n d  t o  a m o d e l  o f  Comp (EXT (P,  G) ) . 

S e m a n t i c  c o i n c i d e n c e  f a i l s .

5.7. Conclusion.

We s t a r t  w i t h  a n  i n t e r e s t i n g  e x a m p l e  o f  i n c o m p l e t e n e s s ,  

t h e n  d e f i n e  t h e  c o n c e p t s  o f  p r o c e d u r a l l y  a n d  d e c l a r a t i v e l y -  

r e l e v a n t  p a r t s  o f  a  p r o g r a m  w i t h  r e s p e c t  t o  a  g o a l ,  a n d  

d e v e l o p  t h e  i d e a  o f  t h e  c o i n c i d e n c e  o f  t h e  d e c l a r a t i v e  

s e m a n t i c s  d e t e r m i n e d  by  t h e  d e c l a r a t i v e l y - r e l e v a n t  p a r t  a n d  

t h e  c o r r e s p o n d i n g  p r o c e d u r a l l y - r e l e v a n t  p a r t ,  a n d  f i n a l l y  

o b t a i n  a n  e q u i v a l e n t  c o n d i t i o n  f o r  c o m p l e t e n e s s  u n d e r  a  s e t  o f  

r e a s o n a b l e  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  p r o g r a m s  a n d  g o a l s  u n d e r  s t u d y .

I n  t h e  c a s e  when t h e  c o n d i t i o n  o f  e x t r e m e  w e l l - p l a c e m e n t  

i s  s a t i s f i e d ,  we s u p p l i e d  an  e f f e c t i v e  c o n d i t i o n  f o r  

c o m p l e t e n e s s ,  one  w h i c h  i s  g e n e r a l  a n d  w e a k e r  t h a n  t h e  

c o n d i t i o n s  p r e v i o u s l y  known.
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I t  i s  o b v i o u s  t h a t  m ode l  e x p a n s i o n  i s  t h e  b o t t l e n e c k  i n  

o b t a i n i n g  a n y  s t r o n g e r  r e s u l t s  f o l l o w i n g  t h i s  new a p p r o a c h .  

F o r  g e n e r a l  n o r m a l  p r o g r a m ,  i n c l u d i n g  t h o s e  w i t h  f u n c t i o n  

s y m b o l s ,  we w o u ld  l i k e  t o  s e e  c o n d i t i o n s  w e a k e r  t h a n  t h o s e  o f  

Lemma 5 . 2 . 3  u n d e r  w h i c h  a m o d e l  c a n  b e  e x p a n d e d .  T h a t  i s  w h e re  

f u r t h e r  e f f o r t s  s h o u l d  b e  m ade .  O t h e r  q u e s t i o n s  f o r  f u t u r e  

w ork  i n c l u d e  t h a t  o f  f i n d i n g  c o n d i t i o n s  w e a k e r  t h a n  C o n d i t i o n  

E i n  t h e  c a s e  when t h e  e x t r e m e  w e l l - p l a c e m e n t  c o n d i t i o n  i s  

m e t ,  a n d  t h a t  o f  f i n d i n g  an  e f f e c t i v e l y  t e s t a b l e  a n d  

s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  s e m a n t i c  c o i n c i d e n c e  when w e l l -  

c o m p l e m e n t a t i o n  f a i l s .

1



114

Appendix. CALL-CONSISTENCY AND PARADOX.

I n  l o g i c  p r o g r a m m i n g  a p p l i c a t i o n s ,  when we a p p l y  SLDNF- 

r e s o l u t i o n  t o  s o l v e  a g o a l  w i t h  r e s p e c t  t o  a l o g i c  p r o g r a m ,  

s o m e t i m e s  t h e r e  i s  a d e r i v a t i o n  s t a r t i n g  w i t h  t h a t  g o a l ,  

l e a d i n g  t o  s u b - g o a l s ,  among w h i c h  i s  t h e  n e g a t i o n  o f  t h e  

o r i g i n a l  g o a l .

E x a m p le  1:

P :  p <- q ,  r  G0: «-  p

q «- Hi/ 1 r ,  G,: <- q ,  r

q l  <- i p ,  q,  G?: «-  q , ,  n r , ,  r

G: «- p  G3 <— i p ,  q , ,  i  r , ,  r

We h a v e  a n  S L D N F - d e r i v a t i o n  a s  shown a b o v e ,  i t  s t a r t s  

w i t h  t h e  o r i g i n a l  g o a l  a s  G0, i n  G3 -| p  a p p e a r s .

More f o r m a l l y ,  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g :

D e f i n i t i o n  1 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  p b e  a 

p r e d i c a t e  s y m b o l  d e f i n e d  i n  P , a n d  l e t  t ,  t ,  b e  t e r m s .  By 

s a y i n g  t h a t  p ( t )  l e a d s  t o  a n e a r - p a r a d o x , we mean t h e r e  i s  an  

S L D N F - d e r i v a t i o n  s t a r t i n g  w i t h  p ( t )  a n d  e n d i n g  w i t h  a g o a l  

w h i c h  c o n t a i n s  i p ( t , )  a s  o n e  o f  i t s  s u b - g o a l s .

We c a l l  t h e  d e r i v a t i o n  (« -p  ( t )  ; . . . ; « - L , ,  . . . , i p  ( t , )  , . . . ,  Ln) 

a n e a r - p a r a d o x  f o r  p r e d i c a t e  p i n  p r o g r a m  P .  I f  no s u c h  

d e r i v a t i o n  e x i s t s  f o r  a n y  p r e d i c a t e  i n  P , we c a l l  P a n e a r ­

p a r a d o x  f r e e  p r o g r a m .
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R o u g h l y  s p e a k i n g ,  a  n e a r - p a r a d o x  r e q u i r e s  t h a t  t o  s o l v e  

p ( t ) ,  we h a v e  t o  s o l v e  n p f t j )  f i r s t .  I t  s e e m s  t h a t  i n  some 

c a s e s  n e a r - p a r a d o x  d o e s n ' t  make s e n s e .  We w i l l  make an  

a n a l y s i s  o f  n e a r - p a r a d o x  a n d  c o n s i d e r  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  t o  

a v o i d  i t s  o c c u r r e n c e .

I f  we a r e  t a k i n g  a p r o p o s i t i o n a l  l a n g u a g e  a s  t h e  

u n d e r l y i n g  l a n g u a g e  o f  o u r  p r o g r a m ,  t h e n  i t ' s  c l e a r  t h a t  no  

d e r i v a t i o n  c o n t a i n i n g  a n e a r - p a r a d o x  c o u l d  l e a d  t o  a 

r e f u t a t i o n .

I n t u i t i v e l y ,  i n  t h i s  c a s e  a n e a r - p a r a d o x  w o u ld  r e q u i r e  

t h a t  t o  show t h a t  p  i s  t r u e ,  you  n e e d  t o  show -| p  i s  t r u e ,  

w h i c h  o b v i o u s l y  l e a d s  t o  n o w h e r e .

F o r m a l l y ,  we n o t i c e  t h a t  i n  o r d e r  t o  h a v e  a r e f u t a t i o n  

f o r  P u {<— p ) ,  we m u s t  h a v e  a f i n i t e l y - f a i l e d  t r e e  f o r  P u{«—p )  

f i r s t ,  a n d ,  a s  t h e  n e a r - p a r a d o x  i s  a l w a y s  o n e  o f  t h e  c h o i c e s  

t o  d e v e l o p  t h e  g o a l  «— p ,  no s u c h  t r e e  e x i s t s .

F i n a l l y ,  i f  Comp(P) i s  c o n s i s t e n t ,  t h e n  w i t h  t h e  

s o u n d n e s s  o f  b o t h  S L D N F - r e s o l u t i o n  a n d  N e g a t i o n  a s  F a i l u r e ,  we 

c o u l d  o b t a i n  a c o n t r a d i c t i o n  t o  t h e  a s s u m p t i o n  o f  t h e  

e x i s t e n c e  o f  a  n e a r - p a r a d o x .

N e x t ,  we a n a l y z e  t h e  s i t u a t i o n  when a f i r s t  o r d e r  

l a n g u a g e  i s  t a k e n  a s  t h e  u n d e r l y i n g  l a n g u a g e  o f  o u r  p r o g r a m .

W i t h  t h e  o c c u r r e n c e  o f  v a r i a b l e s ,  we w i l l  s e e  t h a t  n e a r ­

p a r a d o x  i s n ' t  f a t a l .  T h i s  i s  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  i f  a
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p r e d i c a t e  i s n ' t  v a l i d ,  t h e n  f o r  some g r o u n d  t e r m s  i t  c o u l d  b e  

" t r u e "  a n d  f o r  some o t h e r s  i t  c o u l d  b e  f a l s e .  T h e r e f o r e ,  i t  

m a k es  a l l o w a b l e  s e n s e  t h a t  t h e  t r u t h  o f  a g r o u n d  a t o m i c  

f o r m u l a  d e p e n d s  on t h e  f a l s e h o o d  o f  t h e  same p r e d i c a t e  w i t h  a 

d i f f e r e n t  g r o u n d  t e r m .  We h a v e  t h e  f o l l o w i n g :

E x a m p le  2 :

P :  p ( a )  «—r  (x) , n p ( b )  G0: <- p ( a )

r  (a)  G , : r  ( x j  , n p (b)

G: <- p ( x )  G2: «- i p ( b )  - - >  <— p ( b )

s u c c e e d s  <—  f a i l s  

G3: <—

H e r e ,  we h a v e  a n e a r - p a r a d o x :  (G0, G3) , w h i c h  s t i l l  l e a d s  

t o  a r e f u t a t i o n .  We n o t i c e  t h a t  p ( b )  i s  n o t  an  i n s t a n c e  o f  

p ( a ) ;  b u t ,  e v e n  when p ( t )  i s  an  i n s t a n c e  o f  P ( t i ) ,  a  n e a r ­

p a r a d o x  may l e a d  t o  a r e f u t a t i o n ,  a s  shown i n  t h e  f o l l o w i n g  

e x a m p l e :

E x a m p le  3:

P :  Cj p  (x ) <- r  (x) , q  (x) G0: «-  p ( x 0) c 3, © ^ { X q/ X i )

c 2 q  (a)  <- i p ( b )  G3: <- r ( x 3) ,  q ( x 3) c 3, 8 2= { X j / a }

G: <—p (x ) G2: <- q ( a )  c 2, 0 3={}

G3: <- -) p  (b) — > «—p ( b )

s u c c e e d s  *—  f a i l s

G4: <—

H e r e  we s e e  t h a t  ( G j , . . . , G 3) i s  a  n e a r - p a r a d o x  , l e a d i n g  

t o  a r e f u t a t i o n ,  e v e n  t h o u g h  p ( b ) = p ( x 0)- {x0 / b } .  We n o t i c e  t h a t  

p  (x0) • ©!* 0 2- 0 3=p (a)  , w h i c h  i s  n o t  t h e  same a s  p ( b ) .
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As a s p e c i a l  c a s e  o f  n e a r - p a r a d o x ,  we h a v e  t h e  n o t i o n  o f  

a p a r a d o x .

D e f i n i t i o n  2 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  p b e  a 

p r e d i c a t e  sy m b o l  d e f i n e d  i n  P;  a n d  l e t  t ,  t lf b e  tw o  t e r m s .  By 

s a y i n g  t h a t  p ( t )  l e a d s  t o  a p a r a d o x  i n  P,  we mean t h a t  t h e r e  

i s  an  S L D N F - d e r i v a t i o n  w i t h  l e n g t h  n ,  s t a r t i n g  w i t h  «—p ( t )  t o  

a  g o a l  c o n t a i n i n g  i p t t j  a s  o n e  o f  i t s  s u b - g o a l s ,  w i t h  p ( t ) - 0  

= p f t j ) ;  h e r e  0  i s  © ! • . . . • © „ ,  a n d  e a c h  0 X i s  t h e  mgu (m os t  

g e n e r a l  u n i f i e r )  g e n e r a t e d  a t  s t e p  i  f o r  t h e  d e r i v a t i o n .

We c a l l  t h i s  d e r i v a t i o n  («— p ( t ) ; . . . ; f - L , ,  . . . ,  n p ( t , )  , . . . ,  Ln 

a  p a r a d o x  f o r  p r e d i c a t e  p i n  p r o g r a m  P.  I f  no  s u c h  d e r i v a t i o n  

e x i s t s  f o r  a n y  p r e d i c a t e  i n  P,  we c a l l  P a p a r a d o x  - f r e e  

p r o g r a m .

We h a v e  t h e  f o l l o w i n g  lemma t o  show t h e  n e e d  t o  a v o i d  

p a r a d o x .

Lemma 1 .  L e t  P b e  a n  a l l o w e d  n o r m a l  p r o g r a m  w i t h  Comp(p) 

c o n s i s t e n t ,  a n d  l e t  p ( t )  b e  a l i t e r a l  w i t h  p d e f i n e d  i n  P .  I f  

p ( t )  l e a d s  t o  a  p a r a d o x ,  t h e n  no  p a t h  i n  a n y  S L D N F - t r e e  

c o n t a i n i n g  t h e  p a r a d o x  a s  an  i n i t i a l  s e g m e n t  c o u l d  l e a d  t o  an  

S L D N F - r e f u t a t i o n .

P r o o f :  J u s t  s u p p o s e  i n  an  S L D N F - r e s o l u t i o n  t r e e  f o r

P U ( G ) ,  t h e r e  i s  p a t h  s t a r t i n g  w i t h  «-  p ( t ) ;  . . .  ;

«— Lj ,  . . . ,  i  p  ( t j )  , . . . ,  Ln w h i c h  l e a d s  t o  t h e  e m p ty  c l a u s e .  Then  

we w o u l d  h a v e  r e f u t a t i o n s  f o r  b o t h  P u ( < - p ( t )  ) a n d
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PU {«-L ! ,  . . . ( 1 p ( t ) , . . . , L n) .

On t h e  o n e  h a n d ,  a s  P u ( G )  i s  a l l o w e d ,  s o  i s  e v e r y  G i ,  

shown b e l o w :

G0: « - p ( t )

Gn: L i , • • • ,  i  P ( t  i ) > . . . ,  Ln

Gn: w h e r e  T p ( t l ) ’ 0 '  i s  p i c k e d  up

G f : <—

So a l l  v a r i a b l e s  i n  t l  m u s t  o c c u r  i n  some p o s i t i v e  s u b ­

g o a l ,  s a y ,  Lt ; a s  t h e r e  i s  a r e f u t a t i o n  f o r  P u ( G n ) ,  t h e r e  m u s t  

b e  r e f u t a t i o n s  f o r  Pu{<—L J  f o r  a l l  t h o s e  L / s .  M o r e o v e r ,  a s  

P u {  <—L j ) i s  a l l o w e d ,  s o  by  L l o y d ' s  lemma(Lemma 4 . 3 . 2 .  [ 2 1 ] ) ,  a l l  

v a r i a b l e s  i n  Lx w i l l  b e  g r o u n d e d  a s  r e s u l t s  o f  t h o s e  

r e f u t a t i o n s .  So a r e  t h o s e  v a r i a b l e s  i n  p ( t j ) .  T h e r e f o r e ,  a s  a 

r e s u l t  a s  t h o s e  r e f u t a t i o n s ,  t h e r e  e x i s t s  s u c h  a g o a l  GN, 

p (t!> • 0 '  i s  g r o u n d e d ,  0 '  =©!• . . . • ©N, h e r e  0 4 i s  t h e  mgu p r o d u c e d  

a t  s t e p  i  o f  t h e  S L D N F - d e r i v a t i o n .

From s t e p  N on ,  t h e  s a f e n e s s  c o n d i t i o n  i s  a l w a y s  m e t ,  

t h u s  t h e  g r o u n d  s u b - g o a l  T p ( t j ) ' 0 '  c o u l d  b e  s e l e c t e d  a t  a n y  

s t e p .  As i t  m u s t  b e  s o l v e d  t o  g e t  a r e f u t a t i o n  f o r  GN, i t  h a s  

t o  b e  s e l e c t e d  a t  some s t e p .  W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  s a y  

i t ' s  s e l e c t e d  a t  s t e p  N, a n d  a  f i n i t e l y - f a i l e d  t r e e  s u r e l y  

e x i s t s .  By t h e  s o u n d n e s s  o f  N e g a t i o n  a s  F a i l u r e ,  Comp(P)(= 

n p ( t l )  • 0 '  .

On t h e  o t h e r  h a n d ,  s u p p o s e  o = 0 N4l’ . . . ' 0 f . T hen  a s  we know, 

0 * 0 '  • o  i s  t h e  c o n c a t e n a t i o n  o f  a l l  m g u ' s  p r o d u c e d  i n  t h i s  

r e f u t a t i o n  o f  Pu{<—p ( t ) . By t h e  s o u n d n e s s  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n ,
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we h a v e  t h a t  Comp (P) f= V (p ( t ) • ©• 0 '  • O) , f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  

p a r a d o x  we h a v e  p ( t )  • 0 = p  ( t , )  , a n d  a l s o  p ( t i ) ' © '  i s  g r o u n d .  So 

we h a v e  t h a t  Comp(P)f=

T h e s e  r e s u l t s  c o n t r a d i c t  t h e  a s s u m p t i o n  o f  t h e  

c o n s i s t e n c e  o f  C o m p (P ) .  T h e r e f o r e ,  t h e  c o n c l u s i o n  o f  t h e  lemma 

h a s  b e e n  p r o v e d .

N e x t ,  w e ' l l  show t h a t  c a l 1 - c o n s i s t e n c y  i s  s u f f i c i e n t  f o r  

t h e  n e a r - p a r a d o x  f r e e n e s s .  F i r s t ,  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g :

Lemma 2 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  l e t  p  b e  a 

p r e d i c a t e  s y m b o l  d e f i n e d  i n  P .  S u p p o s e  t h e r e  i s  a n  SLDNF- 

d e r i v a t i o n  i n  t h e  fo rm  o f  («-p  ( t )  , . . . , « — Llf . . ,  Lk, . . ,  Ln) . L e t  q b e  

t h e  p r e d i c a t e  s y m b o l  i n  Lk, we c l a i m  t h a t  f o r  a l l  k

(1) i f  Lk i s  a  p o s i t i v e  l i t e r a l ,  t h e n  p  q,  i . e . ,  p  d e p e n d s  

p o s i t i v e l y  on q ;

(2) i f  Lk i s  a n e g a t i v e  l i t e r a l ,  t h e n  p  ^  q,  i . e . ,  p  d e p e n d s  

n e g a t i v e l y  on  q .

P r o o f :  By i n d u c t i o n  on m, t h e  l e n g t h  o f  t h e  g i v e n  

d e r i v a t i o n .  I f  m = 1:  t h e n  we h a v e  a d e r i v a t i o n  i n  o n l y  o n e  

s t e p ,  a s  shown b e l o w :

G0: < - p ( t )

G j : < Lj , . . . ,  Lk, . . . , Ln

Then  by  d e f i n i t i o n ,  p ( t )  i s  an  i n s t a n c e  o f  t h e  h e a d  o f  a 

c l a u s e  i n  P .  The r e s u l t  i s  o b v i o u s  b y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  

p r e d i c a t e  d e p e n d e n c y .

I n d u c t i v e l y ,  we a s s u m e  t h e  r e s u l t  h o l d s  f o r  a n y
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d e r i v a t i o n  w i t h  l e n g t h  l e s s  t h a n  m.

By d e f i n i t i o n  o f  S L D N F - r e s o l u t i o n ,  f o r  k ,  Lk c o u l d  be  

o b t a i n e d  i n  o n e  o f  o n l y  tw o  w a y s :

(1) Lk i s  i n h e r i t e d  f ro m  Gm, t h e n  b y  t h e  i n d u c t i v e  a s s u m p t i o n ,  

we h a v e  t h e  e x p e c t e d  r e s u l t .

(2) Lj, . . ,  L, . . ,  Lp, a n d  Lk i s  i n t r o d u c e d  by  r e s o l v i n g  L w i t h  

a n  i n s t a n c e  o f  some c l a u s e  i n  P w hose  h e a d  h a s  t h e  same 

p r e d i c a t e  a s  t h a t  i n  L. From t h e  f a c t  t h a t  L m u s t  b e  p o s i t i v e ,  

t h e  i n d u c t i v e  a s s u m p t i o n  a n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  d e p e n d e n c y  

r e l a t i o n ,  we h a v e  t h e  r e s u l t  f o r  t h i s  c a s e  a l s o .

The f o l l o w i n g  r e s u l t  p r o v i d e s  a s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  

n e a r - p a r a d o x  f r e e n e s s .

T heo re m  3 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m .  I f  P i s  c a l l -  

c o n s i s t e n t ,  t h e n  P i s  n e a r - p a r a d o x  f r e e .

P r o o f :  J u s t  s u p p o s e  n o t .  By d e f i n i t i o n  o f  p a r a d o x ,  we 

w i l l  h a v e  a l i t e r a l  p  ( t ) , l e a d i n g  t o  a g o a l  <— L1# . . ,  -\ p  (t x) , . . ,  Ln 

i n  some S L D N F - r e s o l u t i o n  t r e e .

Th en ,  by  t h e  a b o v e  lemma, we i m m e d i a t e l y  h a v e  t h a t  p 

d e p e n d s  n e g a t i v e l y  on p .

As p a r a d o x  f r e e n e s s  i s  a  s p e c i a l  c a s e  o f  n e a r - p a r a d o x  

f r e e n e s s ,  we h a v e  t h a t  c a l l - c o n s i s t e n c y  i s  s u f f i c i e n t  f o r  

a v o i d i n g  p a r a d o x  i n  p r o g r a m .

We h a v e  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e  t o  show t h a t  i n  g e n e r a l
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c a l l - c o n s i s t e n c y  i s  n o t  n e c e s s a r y  f o r  a p r o g r a m  t o  b e  p a r a d o x -  

f r e e  .

E x a m p le  4:

P :  p  <- n r ,  q

r  «- q w p

G: <— p

T h e n ,  a s  p  r ,  r  p ,  s o  p  p .  So P i s  n o t  c a l l -  

c o n s i s t e n t .  N e v e r t h e l e s s ,  we d o n ' t  h a v e  a n e a r - p a r a d o x  f o r  

p r e d i c a t e  p i n  p r o g r a m  P,  i . e . ,  P i s  p a r a d o x  f r e e .

A l t h o u g h ,  p a r a d o x  i s  n o t  v e r y  l i k e l y  t o  o c c u r ,  a n d  o t h e r  

n e a r - p a r a d o x e s  s h o u l d n ' t  be  d i s a l l o w e d  i n  t h e  p r a c t i c e  o f  

l o g i c  p r o g r a m m i n g ,  i t  i s  i n t e r e s t i n g  t h a t  t h e  c a l l - c o n s i s t e n t  

p r o g r a m s  s h a r e  t h e  p r o p e r t y  o f  b e i n g  n e a r - p a r a d o x  f r e e .

We c o u l d  g e n e r a l i z e  t h e  i d e a  o f  n e a r - p a r a d o x  i n  a n a t u r a l  

way a s  f o l l o w s .

D e f i n i t i o n  3 .  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  a n d  G a n o r m a l  

g o a l .  By s a y i n g  t h a t  G l e a d s  t o  a g e n e r a l  n e a r - p a r a d o x , we 

mean t h a t  t h e r e  i s  a  d e r i v a t i o n  s t a r t i n g  w i t h  G, e n d i n g  w i t h

G ' , w h i c h  i s  a n o t h e r  n o r m a l  g o a l  s u c h  t h a t  G c o n t a i n  P ( t ) ,

a n d  G' c o n t a i n s  l P f t J ,  f o r  some t e r m s  t  a n d  t j .

We h a v e  r e s u l t s  f o r  g e n e r a l  n e a r - p a r a d o x  s i m i l a r  t o  w h a t  

we h a v e  o b t a i n e d  f o r  n e a r - p a r a d o x .  I n  p a r t i c u l a r ,  we h a v e  t h e
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f o l l o w i n g  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  g e n e r a l  n e a r - p a r a d o x  

f r e e n e s s .

T h e o re m  4.  L e t  P b e  a n o r m a l  p r o g r a m ,  G b e  a n o r m a l  

g o a l ,  a n d  l e t  G b e  s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  P,  t h e n  G w o n ' t  l e a d  

t o  a g e n e r a l  n e a r - p a r a d o x  i n  P.

P r o o f  : J u s t  s u p p o s e  n o t . L e t  G («— Lj , . . . ,  p  ( t ) , . . . ,  L„) ; . . . ;  

G' («— L j . , . . . ,  n p ( t j )  , . . . ,  L„.) b e  t h e  s h o r t e s t  g e n e r a l  n e a r ­

p a r a d o x  .

As n e g a t i v e  l i t e r a l  c a n n o t  i n t r o d u c e  new l i t e r a l s ,  t h e  

d e r i v a t i o n  m u s t  f a l l  i n t o  o n e  o f  t h e  f o l l o w i n g  tw o  c a s e s :

( 1 ) p ( t )  i s  t h e  s e l e c t e d  l i t e r a l  a n d  i p ( t , )  i s  i n t r o d u c e d  by  

e i t h e r  p ( t )  o r  i t s  d e s c e n d a n t .  Then  Lemma 2 a p p l i e s ,  we h a v e  

p p .  As G d e p e n d s  p o s i t i v e l y  on  p  v i a  p  a n d  n e g a t i v e l y  on 

p v i a  p ,  G i s  n o t  s t r i c t  w i t h  r e s p e c t  t o  P .

(2 ) i p t t j )  i s  i n t r o d u c e d  by e i t h e r  Lj f o r  some i ,  o r  i t s  

d e s c e n d a n t .  Then  L[ m u s t  b e  p o s i t i v e ,  t h e n  by Lemma 2 ,  we h a v e  

t h a t  t h e  p r e d i c a t e  i n  L! d e p e n d s  on p n e g a t i v e l y .  So we h a v e  

t h a t  G d e p e n d s  p o s i t i v e l y  on p v i a  p  a n d  n e g a t i v e l y  on p v i a

Li.

As t h o s e  a r e  t h e  o n l y  p o s s i b l e  c a s e s ,  we h a v e  t h e  

e x p e c t e d  c o n c l u s i o n .
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