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A b s t r a c t

T h e  t r a n s i e n t  r e s p o n s e  o f  a  r e c t a n g u l a r  w i n d o w  p a n e  e x p o s e d  to  

a f a r - f i e l d  s o n i c  b o o m  d i s t u r b a n c e  i s  s t u d i e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  b o t h  th e  

l i n e a r  an d  n o n l i n e a r  t h e o r i e s .  T h e  s o n i c  b o o m  d i s t u r b a n c e  c a u s e s  a  

l a t e r a l  d i s t u r b a n c e  in  th e  f o r m  o f  a n  N - s h a p e d  p r e s s u r e  p u l s e  a n d  a n  

i n p l a n e  d i s t u r b a n c e  in  th e  f o r m  o f  a s i n u s o i d a l  p u l s e .

In th e  l i n e a r  t h e o r y ,  t h e  i m p o s i t i o n  o f  l a t e r a l  a n d  i n p l a n e  p u l s e s  

m a y  he  s i m u l t a n e o u s  o r  s e p a r a t e d  by  a b r i e f  t i m e - d e l a y .  In a d d i t i o n  

t h e r e  m a y  b e  a s t a t i c  i n p l a n e  l o a d .  D u e  to  th e  i n p l a n e  s i n u s o i d a l  p u l s e  

l o a d ,  th e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  i s  o f  t h e  M a t h i e u  t y p e .  A n  i m p r o v e d  p r o ­

c e d u r e  in s o l v i n g  M a t h i e u ' s  e q u a t i o n  i s  p r e s e n t e d .  T h e  e f f e c t s  o f  th e  

i n p l a n e  s t a t i c  a n d  d y n a m i c  l o a d s ,  t h e  p u l s e  d u r a t i o n s ,  a n d  t h e  t i m e - l a g  

a r e  s t u d i e d .

In t h e  n o n l i n e a r  t h e o r y ,  in  a d d i t i o n  to  t h e  u s u a l  s i m p l y  s u p p o r t e d  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  tw o  s e t s  o f  i n p l a n e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  s p e c i ­

f i e d :  m o v a b l e  v e r t i c a l  s i d e s  an d  i m m o v a b l e  v e r t i c a l  s i d e s .  F o r  b o th

s e t s  o f  i n p l a n e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  t h e  l o n g i t u d i n a l  i n e r t i a  o f  t h e  p l a t e  

i s  e i t h e r  n e g l e c t e d  o r  c o n s i d e r e d  b y  a s s u m i n g  th a t  t h e  l o n g i t u d i n a l  m a s s  

i s  c o n c e n t r a t e d  a t  t h e  top  o f  t h e  p l a t e .  T h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a r e  

r e d u c e d  to  a s e t  o f  o r d i n a r y  n o n l i n e a r  c o u p l e d  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  b y  

u s i n g  th e  G a l e r k i n  m e t h o d .  T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  b y



H a m m i n g ' s  m o d i f i e d  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  i n t e g r a t i o n  m e t h o d .  T h e  

e f f e c t s  o f  t h e  d y n a m i c  i n p l a n e  l o a d ,  t h e  l a t e r a l  o v e r p r e s s u r e ,  an d  th e  

m o v a b l e  an d  i m m o v a b l e  v e r t i c a l  s i d e s  a r e  s t u d i e d .  A  c o m p a r i s o n  o f  

th e  r e s u l t s  o b t a i n e d  by th e  l i n e a t  and nr n|]r«>ai t h e o r i e s  i s  m a d e .



1

C H A F T L R  ]

I N T R O D U C T I O N

T h e  e f f e c t s  o f  s o n i c  b o o m  d i s t u r b a n c e s  o n  s t r u c t u r a l  e l e m e n t s  h a v e  

b e e n  e x t e n s i v e l y  s t u d i e d  in  r e c e n t  Jl | T h e  d i s t u r b a n c e  w a s  i d e a l ­

ly  ed a s  a n  N sh a  ped  p r e  s : 1 ■ i • v:avr' m o v i n g  e i t h e r  p a r a l l e l  o r  n o r m a l  1 

;ne  r ' l i i frm  of ih* s t r u c t u r a l  e l e m e n t  [2 ] ,  T h e  l o a d  i'l t h e r e f o r e  l a t e r a l l y  

a p p l i e d .  O n e  o f  t h e  m o s t  v u l n e r a b l e  s t r u c t u r a l  e l e m e n t s  i s  k n o w n  to  b e  

th e  p l a t e  g l a s s  w i n d o w  [3j .  D u e  to a c e r t a i n  u n f a v o r a b l e  c o m b i n a t i o n  o f  

c i  r c i m i s t a n c e s ,  a w i n d o w  p a n e  rnay b e  s u b j e c t e d  to  i n p l a n e  a s  w e l l  a s  

l a t e r a l  d i s t u r b a n c e s .  It i s  c o n c e i v a b l e  t h a t  m u c h  h i g h e r  s t r e s s  a m p l i ­

t u d e s  m a y  r e s u l t  d u e  to  th e  p r e s e n c e  o f  t h e  a d d i t i o n a l  i n p l a n e  d i s t u r b a n c e .

A  r e c t a n g u l a r  p l a t e  s u b j e c t e d  to  a n  i n p l a n e  s t a t i c  l o a d  t e n d s  to  

b e c o m e  m o r e  f l e x i b l e  i f  th e  l o a d  i s  c o m p r e s s i v e  a n d  m o r e  r i g i d  i f  i t  i s  

t e n s i l e .  T h e  v i b r a t i o n  p r o b l e m s  o f  a r e c t a n g u l a r  p l a t e  w i t h  c o n s t a n t  

i n p l a n e  s t a t i c  l o a d s  and v a r i o u s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  h a v e  b e e n  s t u d i e d  

r a t h e r  e x t e n s i v e l y  [4 j .  I h e  d y n a m i c  r e s p o n s e  o f  a p l a t e  s u b j e c t e d  to  a 

s t e a d y  - s t a t e  p e r i o d i c  i n p l a n e  d i s t u r b a n c e  h a s  a l s o  b e e n  e x t e n s i v e l y  

t r e a t e d  [5][fj] .  H o w e v e r ,  th e  d y n a m i c  b e h a v i o r  o f  a p l a t e  s u b j e c t e d  to  

b o t h  l a t e r a l  an d  i n p l a n e  d i s t u r b a n c e s  h a s  not  a p p e a r e d  in  t h e  l i t e r a t u r e .

W h en  a f l a t  p l a t e  i s  s u b j e c t e d  to  a s t e a d y - s t a t e  p e r i o d i c  i n p l a n e  

d i s t u r b a n c e ,  the  p l a t e  m a y  e x h i b i t  l a t e r a l  o s c i  I ] a t i o n s , T h i s  t y p e  o f  

o s c i l l a t i o n  i s  i n d u c e d  by w h a t  i s  k n o w n  a s  a p a i a i  i t i r i c  e x c i t a t i o n .
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L i n e a r  t h e o r i e s  c a n  b e  use<i  Lu p red ic t :  th e  f r e q u e n c y  z o n e s  l o r  w h i c h  a 

l a t e r a l  p a r a m e t r i c  e x c i t a t i o n  m a y  e x i s t .  H o w e v e r ,  n o n l i n e a r  e f f e c t s  

m u s t  b e  i n c l u d e d  to  d e t e r m i n e  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e s e  o s c i l l a t i o n s .

U s i n g  a n o n l i n e a r  t h e o r y ,  B o l o t i n  [5 ]  p r e s e n t e d  a  o n e  m o d e  

s o l u t i o n  f o r  t h e  a m p l i t u d e  o f  ' h e  l a t e r a l  p a r a m e t r i c  v i b r a t i o n s  o f  a  

s a r i p l y  s u p p o r t e d  p l a t e .  It w a s  a s s u m e d  t h a t  t h e  l o n g i t u d i n a l  m a s s  o f  

th e  p l a t e  w a s  s m a l l  a n d ,  t h e r e f o r e ,  th e  d i s t r i b u t e d  l o n g i t u d i n a l  i n e r t i a  

of  th e  p l a t e  w a s  n e g l e c t e d .  T h e  p e r i o d i c  i n p l a n e  d i s t u r b a n c e  w a s  

t r a n s m i t t e d  to  th e  p l a t e  b y  a r i g i d  b a r .  T h e  p r o b l e m  w a s  s o l v e d  f o r  

a r i g i d  b a r  t h a t  w a s  m a s s l e s s  and  f o r  a  r i g i d  b a r  w h i c h  h a d  a  d i s t r i ­

b u t e d  m a s s  a l o n g  i t .  T h e  p r i n c i p a l  i n s t a b i l i t y  z o n e  w a s  d e t e r m i n e d  a s  

w e l l  a s  th e  a m p l i t u d e  o f  th e  l a t e r a l  v i b r a t i o n s .

S o m e r s e t  an d  E v a n - I w a n o w s k i  [6], u s i n g  a  l a r g e  d e f l e c t i o n  

t h e o r y ,  a n a l y z e d  th e  s a m e  p r o b l e m  u s i n g  a f o u r  m o d e  e x p a n s i o n  f o r  

th e  a m p l i t u d e  o f  t h e  l a t e r a l  p a r a m e t r i c  v i b r a t i o n s .  T h e r e  w a s  a  d i s ­

t r i b u t e d  m a s s  a l o n g  t h e  r i g i d  b m  on m e  t o p  an d  th e  e f f e c t s  o f  th e  d i s ­

t r i b u t e d  l o n g i t u d i n a l  i n e r t i a  o f  t h e  p l a t e  w e r e  i n c l u d e d  in  t h e  a n a l y s i s .

It w a s  s h o w n  t h a t  th e  i n p l a n e  d i s t r i b u t e d  i n e r t i a  i n f l u e n c e s  t h e  f r e ­

q u e n c i e s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  p r i n c i p a l  i n s t a b i l i t y  z o n e ,  f  u r t h e r ,  i t  

w a s  s h o w n  th a t  w h e n  t h e  m a s s  on  t h e  to p  b e c o m e s  v e r y  l a r g e ,  t h e  s o l u ­

t i o n  r e d u c e s  to  t h a t  g i v e n  by B o l o t i n  [5 j .
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It i s  c l e a r  t h a t  t h e  p r i m a r y  a i m  o f  t’...' a b o v e  i n v e s t i g a t i o n s  [5 ]  

[6]  w a s  to  s t u d y  th e  d y n a m i c  s t a b i l i t y  o f  t h e  s t r u c t u r e  u n d e r  th e  p a r a ­

m e t r i c  e x c i t a t i o n .  T h e  p h e n o m e n o n  o f  i n s t a b i l i t y  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  

l a r g e  t in  e .  On the  o t h e r  h a n d  th e  n r o s i  i t i n v e s t i g a t i o n  d e a l s  w i t h  the  

d y n a m i c  r e s n n n s e  o f  a r e i  ‘a n n u l a r  p l a t e  s u b j e c t e d  to  b o t h  i n p l a n e  and  

l a t c t a l  i i s c i i l  a u c e s  w h i c h  a r e  e s s e n t i a l l y  t r a n s i e n t  m n-Vnr-i .

T h e  r e c t a n g u l a r  p l a t e  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  i s  s i m p l y  s u p p o r t e d  

a l o n g  a l l  e d g e s .  It i s  s u b j e c t e d  to  a l a t e r a l  d i s t u r b a n c e  in  th e  f o r m  o f  

an  N - s h a p e d  p r e s s u r e  p u l s e ,  a n d  to  a  d y n a m i c  i n p l a n e  d i s t u r b a n c e  in  

t h e  f o r m  o f  a  s i n e  p u l s e  ( F i g .  1), T h e  i m p o s i t i o n  o f  t h e  l a t e r a l  a n d  

i n p l a n e  d i s t u r b a n c e s  m a y  b e  s i m u l t a n e o u s  o r  s e p a r a t e d  b y  a  b r i e f  

t i m e - d e l a y .  In a d d i t i o n ,  t h e r e  m a y  b e  a  s t a t i c  i n p l a n e  l o a d  (or  p r e ­

s t r e s s )  in  th e  v e r t i c a l  fy) d i r e c t i o n .  H o w e v a 1, th e  l o a d i n g  c o n d i t i o n  a t  

th e  t o p  o f  t h e  p l a t e  i s  s u c h  th a t  i t  i s  i n c a p a b l e  o f  t r a n s m i t t i n g  a  t e n s i l e  

l o a d .  In o t h e r  w o r d s ,  t h e  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  p r e s t r e s s  an d  t h e  d y n a m ­

ic  i n p l a n e  l o a d  c a n  n e v e r  b e  in  t e n s i o n  a n d ,  i f  t h e  p r e s t r e s s  i s  a b s e n t ,  

t h e  s i n u s o i d a l  i n p l a n e  p u l s e  h a s  o n l v  a c o m p r e s s i o n  p h a s e .

T h e  p r o b l e m  i s  s t u d i e d  f i r s t  b y  a s m a l l  d e f l e c t i o n  o r  l i n e a r  

t h e o r y .  D u e  to  th e  p r e s e n c e  o f  th e  i n p l a n e  d y n a m i c  l o a d  in t h e  f o r m  

of  a s i n e  p u l s e ,  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a r e  o f  t h e  M a t h i e u  t y p e  [7 ] .

F o r  th e  p r e s e n t  p r o b l e m ,  o n l y  th e  s t a b l e  s o l u t i o n  i s  o f  i n t e r e s t .  T h e  

h o m o g e n e o u s  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  by a or  n. e u u r t  m  sc  s u g g e s t e d  b y  

F l o q u e t  [8 ] ,  F o l l o w i n g  Me L a c h l a n  j Jj, the  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  in
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t e r m s  o f  M a t h i e u  f u n c t i o n s  o f  f r a c t i o n a l  ord^*  . H o w e v e r ,  i t  i s  d i s ­

c o v e r e d  th a t  th e  p r o c e d u r e  o u t l i n e d  b y  M c L a c h l a n  d o e s  n o t  a l w a y s  i n s u r e  

an  a c c u r a t e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  in  t h e  s e r i e s  s o l u t i o n .  A n  

im p r o v e r ;  p r o c e d u r e  i s  p r e s e n t e d  in i . h a u r e  ■■ ,1 w h i c h  r e m o v e s  t h i s  d r a w ­

b a c k .  O n c e  the  s o l u t i o n  to  th e  b u r m . g e n e n n s  e q u a t i o n  i s  o b t a i n e d ,  t h e  

(it i’*, < u i <- 1 s o l u t i . u i  i s  d e t e r m i n e d  b y  th e  m e t h o d  o f  vr-ri d i o n  o t p a r a ­

m e t e r s  .

It m a y  b e  a n t i c i p a t e d  t h a t  th e  l a t e r a l  d e f l e c t i o n  o f  t h e  p l a t e  m a y  

r e a c h  s u c h  a m a g n i t u d e  a s  to  r e n d e r  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  l i n e a r  t h e o r y  

i n v a l i d .  In t h a t  c a s e ,  th e  n o n l i n e a r  p l a t e  e q u a t i o n s  k n o w n  a s  t h e  V on  

K a r m a n  [1 0 ]  e q u a t i o n  m u s t  b e  u s e d  to  t a k e  in t o  a c c o u n t  t h e  s t r e t c h i n g  

o f  Jhe m i d - s u r f a c e  o f  th e  p l a t e .  F'or t h i s  d y n a m i c  p r o b l e m ,  t h e  e q u a ­

t i o n s  o f  m o t i o n  an d  t h e  a s s o c i a t e d  b o u n d a r y  c o n d v t i o n s  c a n  b e  d e r i v e d  

by H a m i l t o n ' s  P r i n c i p l e  [ l l ] .  T h e  d e r i v a t i o n  i s  c a r r i e d  o u t  in  t h e  

A p p e n d i x .

In C h a p t e r  1, th e  p r o b l e m  i s  p o s e d  f o r  t w o  d i f f e r e n t  i n p l a n e  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :  m o v a b l e  v e r t i c a l  s i d e s  a n d  i m m o v a b l e  v e r t i c a l

s i d e s .  A l o n g  th e  to p  e d g e  o f  t h e  p l a t e ,  w h e r e  t h e  d y n a m i c  i n p l a n e  l o a d  

i s  t r a n s m i t t e d  to  t h e  p l a t e ,  t w o  s e t s  o f  c o n d i t i o n s  a r e  s p e c i f i e d .  O n e  

h a s  th e  l o n g i t u d i n a l  m a s s  o f  t h e  p l a t e  l u m p e d  a l o n g  a  r i g i d  b a r  an d  th e  

o t h e r  a  r i g i d  b a r  w i t h  no m a s s .  A l l  t h e  s i d e s  o f  t h e  p l a t e  a r e  c o n ­

s t r a i n e d  to  r e m a i n  s t r a i g h t .  A  t h r e e  tnoui-  e x p a n s i o n  f o r  t h e  la t e r a l
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d e f l e c t i o n  i s  p r o p o s e d .  The in p l a n e  < i i s p i a c > m m i u  a r e  d e t e r m i n e d  in  

t e r m s  o f  t i e  Ia ter . - j  d e f l e c t i o n  By u s i n g  th e  G a l e r k i r  M e t h o d  [ l^J ,  the  

e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  g o v e r n i n g  the  l a t e r a l  d e f l e c t i o n s  a r e  r e d u c e d  to  a 

s e t  o f  i ' r b i i : y d i f f e r e n t i a l  e q a . i t .o i  - T it  f t  e q u a t i o n s  a r e  c o u p l e d  

a m i  n o n l i n e a r ,  and a r e  so i  e.. - u . a c r  i^a. 1 ■/ o s ' n ^  H a m m i n g ' s  M o d i f i e d  

P ' i ■ I . t o  ( .tor Intt a; i a 11 on T e c h n i q u e  [13] .

tn (Chapter 4. the  s o l u t i o n s  b a s e d  on the  l i n e a r  and n o n l i n e a r  

t h e o r i e s  a r e  a p p l i e d  to  a s q u a r e  g l a s s  p la t e  w i th  the  r a t i o  o f  s i d e s ,  a,  

to t h i c k n e s s ,  h ,  of  J 4 0 .  The s e v e r i t y  o f  the  d y n a m i c  r e s p o n s e  o f  th e  

p la t e  to the d y n a m i c  l o a d i n g s  is  s t u d i e d  w i th  the  h e l p  o f  a d i m e n s i o n -  

l e s s  q u a n t i t y  k n o w n  a s  the  d y n a m i c  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  fo r  s t r e s s  

( D A l ' i .  The  D A F  i s  d e f i n e d  a s  the  r a t io  of  th e  m a x i m u m  d y n a m i c  

s t r e s s  to  the m a x i m u m  s t a t i c  s t r e s s .  T h e  m a x i m u m  s t a t i c  s t r e s s  i s  

o b t a in e d  on th e  b a s i s  o f  the  s m a l l  d e f l e c t i o n  t h e o r y  w h e n  th e  p l a t e  i s  

s u b j e c t e d  to th e  p e a k  p r e s s u r e  o f  the  N - s h a p e d  p r e s s u r e  p u l s e  u n i ­

f o r m l y  a p p l i e d  o v e r  the p la t e .  il is  s e e n  that  if the  DAT i s  k n o w n  fo r  

a g i v e n  p l a t e  s u b j e c t e d  to  th e  g i v e n  d i s t u r b a n c e s ,  th e  m a x i m u m  s t r e s s  

c a n  be  e a s i l y  o b t a in e d .

U s i n g  the  l i n e a r  t h e o r y ,  the c a s e  w i th  no t i m e - l d g  i s  c o n ­

s i d e r e d  f i r s t ,  f o l l o w e d  b y  the  c a s e  w i th  e i t h e r  a  p o s i t i v e  o r  a  n e g a t i v e  

t i m e - l a g .  A p o s i t i v e  t i m e - l a g  m e a n s  tht * the l a t e i a l  d i s t u r b a n c e  

l e a d s  the  in p l a n e  d is tv r b a n *  e hy 3 • *’ rh - e f f e c t s  o f  the
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i n p l a n e  l o a d s  (both s t a t i c  an d  d y n a m i c ) ,  th e  d u r a t i o n  of  th e  i n p l a n e  

d y n a m i c  l o a d ,  an d  th e  t i m e - d e l a y  b e t w e e n  th e  i n p l a n e  an d  l a t e r a l  d i s ­

t u r b a n c e s  a r e  s t u d i e d .

T o  s i m p l i f y  th e  a m o u n t  o f  c o m p u t a t i o n s  in t h e  n o n l i n e a r  m o d e l ,  

the  d u r a t i o n  o f  th e  i n p l a n e  an d  l a t e r a l  d i s t u r b a n c e s  a r e  m a d e  th e  s a m e  

an d  th e  t i m e - l a g  i s  n o t  c o n s i d e r e d .  In the  c a s e  o f  th e  m o v a b l e  s i d e s ,  

i t  i s  s h o w n  t h a t  i f  th e  p r e s t r e s s  i s  a b s e n t  the  e f f e c t  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  

i n e r t i a  i s  n e g l i g i b l e  f o r  th e  p r o b l e m  s t u d i e d .  T h e  e f f e c t s  o f  th e  

d y n a m i c  i n p l a n e  l o a d ,  t h e  o v e r p r e s s u r e  o f  th e  N - s h a p e d  d i s t u r b a n c e ,  

and th e  m o v a b l e  an d  i m m o v a b l e  v e r t i c a l  s i d e s  a r e  s t u d i e d .

A  c o m p a r i s o n  of  the  l i n e a r  an d  n o n l i n e a r  t h e o r i e s  i s  m a d e  to  

d e l i n e a t e  the  v a l i d i t y  of  th e  l i n e a r  t h e o r y .  F o r  s m a l l  o v e r p r e s s u r e ,  

p^ l e s s  th a n  Zps^ th e  d e f l e c t i o n s  o b t a i n e d  b y  th e  l i n e a r  t h e o r y  a r e  

o n l y  10% g r e a t e r  th a n  t h o s e  o f  th e  n o n l i n e a r  t h e o r y ,  fo r  the  p l a t e  c o n ­

s i d e r e d .
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C h a p t e r  I R e s p o n s e  o f  R e c t a n g u l a r  P l a t e s  B a s e d  o n  S m a l l  D e f l e c t i o n

T h e o r y

a) F o r m u l a t i o n  o f  th e  P r o b l e m

C o n s i d e r  a s i m p l y  s u p p o r t e d  r e c t a n g u l a r  p l a t e ,  o f  s i d e s  a  a n d  b,  

an d  of u n i f o r m  t h i c k n e s s  h ,  w h i c h  i s  s u b j e c t e d  to an  i n p l a n e  a s  w e l l  a s  

a l a t e r a l  d i s t u r b a n c e .  T h e  l a t e r a l  d i s t u r b a n c e  i s  c h a r a c t e r i z e d  b y  a n  

N - s h a p e d  p r e s s u r e  p u l s e  f o l l o w e d  w i t h  a t i m e  d e l a y ,  t , b y  t h e  i n p l a n e  

d i s t u r b a n c e  c h a r a c t e r i z e d  b y  a s i n g l e  s i n e  p u l s e .  In a d d i t i o n ,  t h e r e  i s  

an  i n p l a n e  p r e s t r e s s  in  t h e  v e r t i c a l  d i r e c t i o n ,  N , T h e  p l a t e  a n d  t h e

in w h i c h  c o m m a  r e p r e s e n t s  d e r i v a t i v e  w i t h  r e s p e c t  to  s p a c e  a n d  doty  

d e r i v a t i v e  w i t h  r e s p e c t  to  t i m e .  w  i s  t h e  l a t e r a l  d e f l e c t i o n  o f  th e  p l a t e ,  

an d  H i s  th e  H e a v i s i d e  f u n c t i o n .  D e f i n i n g :

T h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  o f  t h e  p l a t e  [ 1 4 ]  i s

DV*W  > [Qd H(t-t0)H6*T>t0-t) + N yl w jyy

+ / x  w  - ( i -  z t  f  r )  H ( T  '  t ) ( 2 . 1 )

t o ± 2  T *  £  ,  R 
T i l (2 . 2 )

w h e r e  *^11 *S t*i e  f u n d a m e n t a l  p e r i o d  o f  t h e  p l a t e  c o r r e s p o n d i n g  to

m  - n - 1 in  t h e  f o l l o w i n g  p e r i o d  e q u a t i o n :

' 1

(2 .  3)
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(2,  1) m a y  b e  w r i t t e n  a s :

+ z u  P + zrSi
4 - t 1 / * /* -

Qo$i n 2- l  U ’ t u ) H a - t 0) H U Z + i 0 ' t )

+ N W,r / - t l ± f °  (J-  i t i i ) H ( Z ' t )  .
/U. /l

T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  for  the plat*- art-:

w w. 0
X X

w w , —  0
vy

at x 0 an d  x

a t  y 0 and y b.

L e t t i n g

(2.  4)

(2.  5)

oo OO

n i ; i  n = i
H » TT>

a. 5/ /I
n?T y (2 . 6 )

an d  e x p a n d i n g  t h e  r i g h t  s i d e  o f  {2. 4)  in a d o u b l e  s i n e  s e r i e s ,  o n e  g e t s  

f o r  a n y  {m ,  n) t h e  f o l l o w i n g  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n :

in n f ?  nTT/  M y

i  [

-  U  mr)1 s i n  —  ( t  -to'i
N c ot t  J

-  U -  Z t t Z )  H ( Z - t )
m  n 7T1 h

in  w h i c h  t h e  t i m e  d e r i v a t i v e  i s  t a k e n  w i t h  r e s p e c t  to  t and

(2. 7)



N c - h <rQ

<TC = ^
i f i - i / 2) i b

(2. 7} m a y  be w r i t t e n  in a s i m p l e r  l i m n '

( 2 . 8 )

W .  * f()n\  ̂ ^rnn '  ̂ ' ■
n i , :  T

'.X Z

f  H i t - I )f11 /I ^

w i th

(2 .  9)

B ( i n f  (  ^ a i  i ^
; \ ~ z n ~ ^f,

2 S „ - ( 2 n r r /  9*o
N c.

l l

(2 . 1 0 )

U s i n g  the  f o l l o w i n g  t r a n s f o r m a t i o n

( 2 . 1 1 )

( 2 . 9 )  b e c o m e s :

f L 2 £ n (lV) * J A m n . 2 ^ n 10 s  ,  ̂  M [ i t  ̂ j ]  / j [ *  j  - « t^ + ? ) ] } Jm ^  ̂

(2 - 1 2 )



-  4 1 ^ o  fc / °< 'i
"'n ' mnoi V 77

(2. 14)

It i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  s u p p o r t  a t  t h e  t o p  o f  t h e  p l a t e  i s  s u c h  t h a t  no  

t e n s i l e  i n p l a n e  l o a d  i s  t r a n s m i t t e d  t o  t h e  p l a t e .  H e n c e  th e  fo  - w in g  

c o n d i t i o n  i s  s p e c i f i e d :

xs o f f  t h e  p l a t e  ,(2.  12)  b e c o m e s  an o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  w i t h  

c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s ,  a n d  w i t h  p r o p e r  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  t h e  s o l u t i o n  

i s  e a s i l y  o b t a i n a b l e .  In th e  t i m e  i n t e r v a l  w h e r e  t h e r e  i s  a n  i n p l a n e  

p u l s e  but no  l a t e r a l  l o a d ,  (2. 12}  b e c o m e s  a n  e q u a t i o n  o f  the  M a t h i e u  

t y p e .  If t h e r e  i s  a n  i n p l a n e  p u l s e  a s  w e l l  a s  a  l a t e r a l  l o a d ,  (2 .  121 i s  

an i n h o m o g e n e o u s  M a t h i e u  e q u a t i o n .  T h e  p r o c e d u r e  i s  to s o l v e  t h e  

M a t h i e u  e q u a t i o n  s u p p l e m e n t e d  b y  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  w h i c h  m a y  b e  

o b t a i n e d  b y  t h e  s t a n d a r d  m e t h o d  o f  v a r i a t i o n  o f  p a r a m e t e r s .

Ny t Q0 t o s  2^ i. O . (2.  15 )

T h r e e  c a s e s  f o r  t h e  t i m e - l a g  a r e  c o n s i d e r e d :  t < 0o
t 0 , a n d  t > 0 . I n  t h e  t i m e  i n t e r v a l  w h e r e  t h e  i n p l a n e  p u l s e

oo
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b )  S o l u t i o n  to  M a t h i e u ' s  E q u a t i o n

T h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s  a r e  t h e  t y p i c a l  o n e s  t h a t  r e q u i r e  s o l u t i o n :

T ( y )  * C At -  2  ^  c o s  T  <■%) -  / i l l ] , )  ( 2 . 1 6 )

+ ( A - c o s a y ^ )  T l ^ )  = o  ( 2 . 1 7 )

» i_________________________________________________________ _
w h e r e  T r e p r e s e n t s  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e  o f  T w i t h  r e s p e c t  to  ,

A  and q a r e  g i v e n  a s  s p e c i f i e d  in  (2.  13) .  T h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  m a y  b e  

s p e c i f i e d  a s  f o l l o w s :

at 1 ~- T l % '>  '  D 1

T ‘ U )  '  ° Z

w h e r e  ’J and D a r e  p r e s c r i b e d  o r  p r e d e t e r m i n e d .1
T h e  s o l u t i o n  to  (2. 17)  m a y  b e  w r i t t e n  a s  [8 ] [9 ] :

C1 S  e  . 1 2 . 1 8 )
1 Sz-w> i 5  £ S=-»  J  '

w h e r e  a n d  a r e  t o  b e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  d

i s  a n u m b e r ,  d e p e n d i n g  o n  A  a n d  q, s t i l l  to  b e  d e t e r m i n e d .  F o r  t h e  

v a l u e s  o f  A  and  q c h o s e n  in  t h i s  i n v e s t i g a t i o n ,  t h e  s o l u t i o n ,  (2,  18) ,  

w o u l d  a l w a y s  b e  s t a b l e  a t  l a r g e  . T h e r e f o r e  d c a n  b e  r e p r e ­

s e n t e d  by i(  Of  + m ) ,  w h e r e  i s  a  r e a l  f r a c t i o n  a n d  m  i s  a n  i n t e g e r .

T h e n  f o r  m  o d d  a n d  e v e n  (2 .  18)  t a k e s  t h e  fo llo w in g  fo r m s  r e s p e c t iv e ly :
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T -  wj  1  COSC7 r + i t  J- Kj ' I  c2 f > i S 'h  (2 ^  ^  ( 2 . 1 9 a )

T '  tf, 51 C ,  e o s t 2 r - r # ) n  21 c 2 r  ^ 1 2 ^ + fy')*) ( 2 . 1 9 b )
r- - ao ^ ri - ao

S u b s t i t u t i n g  e i t h e r  t e r m  ot (2. 19a )  in t o  (2. 17) an d  s e t t i n g  t h e  c o e f f i ­

c i e n t  o f  ( o s U r y J y ^  )q, o r  s i n ( 2 f >  1 + %r ) )£. to  z e r o  f o r  f  = -oo t D »  > 

o n e  o b t a i n s  th e  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n

[ A  ■ ( j r n t } ' f ] C 2 M 1  -  % ( c 3r , 3 +  C2 r . 1 ) - 0 .  ( 2 . 2 0 a )

S i m i l a r l y ,  u s i n g  (2. 19b)  o n e  g e t s :

L A  - ( a r  C z r  -  % ( C  2 r , 2 + Ca r . 2 ) = o . (2 .  2 0 b )

A l l o w i n g  r to  t a k e  b o t h  p o s i t i v e  an d  n e g a t i v e  i n t e g e r  v a l u e s  a s  

w e l l  a s  z e r o ,  a n u m b e r  o f  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  in  th e  s a m e  n u m b e r  

o f  u n k n o w n  c o e f f i c i e n t s  a r e  o b t a i n e d  b y  t r u n c a t i n g  (2,  2 0 )  f r o m  b o t h  

e n d s .  It w a s  f o u n d  th a t  b y  t r u n c a t i n g  t h e  s e r i e s  a t  l r /  > r0 - f K t  2 * N 

w h e r e  N £  5, th e  t e r m s  o f  t h e  s e r i e s  n e g l e c t e d  a r e  v e r y  s m a l l  d u e  to  

t h e  r a p i d  c o n v e r g e n c e  o f  th e  s e r i e s .  S i n c e  t h e r e  a r e  n s i m u l t a n e o u s  

h o m o g e n e o u s  e q u a t i o n s  in  n u n k n o w n  c o e f f i c i e n t s ,  t h e  v a l u e  o f  Qr m a y  

b e  d e t e r m i n e d  a s  a n  e i g e n v a l u e  b y  s e t t i n g  th e  d e t e r m i n a n t  e q u a l  t o  z e r o .
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ThiB p r o c e d u r e ,  h o w e v e r ,  i s  n o t  s u i t a b l e  b e c a u s e  in m o s t  c a s e s  ( e x c e  pt  

w h e n  A  i s  v e r y  s m a l l )  i t  i s  v e r y  d i f f i c u l t  to f in d  a c c u r a t e l y .  A

m o r e  a c c u r a t e  m e t h o d  o f  o b t a i n i n g  m u s t  b e  u s e d .  T h i s  m e t h o d  i s

d i s c u s s e d  in th e  n e x t  s e c t i o n .

T h e  Qr , e v a l u a t e d  by- th e  m e t h o d  o u t l i n e d  in t h e  n e x t  s e c t i o n ,  

i s  s u b s t i t u t e d  i n t o  (2. 2 0 ) ,  an d  th e  c o e f f i c i e n t s  m a y  b e  d e t e r m i n e d .  A n  

a c c u r a t e  e v a l u a t i o n  o f  th e  C r s d e p e n d s  o n  t h e  c o r r e c t n e s s  o f  Qr u s e d  

a n d  th e  p r o c e d u r e  by w h i c h  t h e  t  ' s  lli  ̂ d e t e r m i n e d .  Tf t h e  CTs s o  d e t e r ­

m i n e d  y i e l d  a c h e c k  Qr w h i c h  i s  t h e  s a m e  a s  t h e  o r i g i n a l  u s e d ,  it

i s  an  a s s u r a n c e  th a t  a l l  t h e  C’s a r e  c o r r e c t .  O t h e r w i s e ,  th e  r e s u l t s  

a r e  in d o u b t .  A s s u m i n g  th a t  a n  a c c u r a t e  h a s  b e e n  o b t a i n e d ,  t h e

p r o p e r  p r o c e d u r e  i s  to  s e t  a s i d e  th e  e q u a t i o n  h a v i n g  t h e  s m a l l e s t  f a c t o r

( a b s o l u t e  v a l u e )  f o r  C_ in (2, 2 0 a )  (or  f o r  C in  (2, 2 0 b ) ) .  E a c h2 r  + 1 2 r

c o e f f i c i e n t  in  t h e  r e m a i n i n g  e q u a t i o n s  i s  t h e n  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  

to  o n e  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s ,  an d  th e  e q u a t i o n s  s o l v e d  f o r  th e  n o r m a l i z e d  

c o e f f i c i e n t s .  B y  u s i n g  th e  e q u a t i o n  w h i c h  w a s  s i n g l e d  o u t  a t  t h e  s t a r t ,  

th e  a c c u r a c y  o f  t h e  C's i s  c h e c k e d  b y  r e c o v e r i n g  Q* an d  c o m p a r i n g  

i t  w i t h  t h e  i n i t i a l  v a l u e  o f  ^  , In th e  p r e s e n t  w o r k ,  t h e  r e c o v e r e d

u s u a l l y  a g r e e  w i t h  th e  i n i t i a l  o n e s  to  s e v e r a l  s i g n i f i c a n t  f i g u r e s .

It i s  n o t e d  t h a t  t h e  a b o v e  p r o c e d u r e  i s  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  o f  

Me L a c h la n  [ 9 ]  w h o  a l w a y s  s e t s  a s i d e  th e  e q u a t i o n  f o r  r -  0 in  ( 2 . 2 0 )  f o r  

r e c o v e r i n g  W h e n  M c l . a c h l a n ' s  p r o c e d u r e  i s  f o l l o w e d ,  T a b l e  1
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i n d i c a t e s  t h a t  th e  c h e c k  i s  f a r  f r o m  c o n f i r m i n g  t h e  f a c t  t h a t  the

i n i t i a l  u s e d  a n d  t h e r e f o r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  C d e t e r m i n e d  a r e

< o r i ' e i t .  It s h o u l d  b e  p o i n t e d  o u t  th a t  th e  i n i t i a l  l i s t e d  in  T a b l e  1

a r e  o b t a i n e d  b y  a n  i m p r o v e d  f o r m u l a  s u p p l e m e n t e d  b y  a n  i t e r a t i o n  p r o ­

c e d u r e  T h e y  a r e  b e l i e v e d  to  b e  m o r e  a c c u r a t e  t h a n  t h o s e  o b t a i n e d  b y  

t h e  e x i s t i n g  m e t h o d  [9 ] .  T h i s  i s  c o n f i r m e d  by  t h e  f a c t  t h a t  b y  a d o p t i n g  

t h e  n e w  p r o c e d u r e  o u t l i n e d  a b o v e ,  a l l  t h e  i n i t i a l  Qr S a r e  c o n f i r m e d  t o  

b e  a l m o s t  e x a c t .

T a b l e  1. C o m p a r i s o n  o f  I n i t i a l  an d  C h e c k

--------------------
A

1 -1

q I n i t i a l C h e c k  $r

4 .  4 6 5 0. 7 4 4 0.  0 8 9  3 0.  0 5 7 0

1 7 .  2 8 2. 88 0. 1251 0.  1 8 0 3

38. 94 0_ 02 8 0. 2 39 9 6. 2 2 5 0

38. 88 6 4 8 0 . 1 8 9 5 7 0. 1 2 4 1 3

4 1 .  8 2 7 . 2 1 1 0 . 4  6 7 4 0. 5 8 2

6 9 .  12 11 5 2 5 0. 2 5 3 5 0. 371

8 4 .  27 1 4 . 0 4 5 0. 1 1 3 4 9 0. 0 5 7 2

1 0 8 .  00 18. 0 0 0.  3 1 7 3 9 1 . 4 8 2 8

1 2 5 .  14 15 .  68 0. 15 5 - 0 .  681

1 4 4 . 0 0 18. 0 0 0. 952 0. 6 7 9
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F o r  m o d e s  h i g h e r  t h a n  th e  f u n d a m e n t a l ,  A  i s  u s u a l l y  v e r y  l a r g e ,  a n d  

m u c h  b i g g e r  th a n  q. T h e n  a n o t h e r  p r o c e d u r e ,  n a m e l y  p e r t u r b a t i o n ,  i s  

m o r e  e f f i c i e n t  f o r  o b t a i n i n g  t h e  s o l u t i o n  [9 ] .  R e w r i t e  (2. 17) in  t h e  f o l l ­

o w i n g  f o r m :

« •

T t / l /  - ( 2 . 2 1 )

F i r s t  n eg l  e c t  th e  r. h. s . th e so l  uti  on then ( o n t i s t s  o r c o n  î  an d  B i n  ^ ,

N o w  s u b s t i t u t e  c o s l ^  for 1 o n  the  r. ti. s .  of (2. 2 1), t h e r e  r e s u l t s

T  + A T  '  % [ 2 ) + C os ( f A * 2 )l^] , <2. 2Z)

f o r  w h i c h  th e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d .  S u b s t i t u t i n g  t h e  l a t t e r  

f o r  T in ( 2 , 2 1 )  o n  th e  r.  h.  s .  , a n o t h e r  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  m a y  b e  o b t a i n e d .  

B y  r e p e a t i n g  t h i s  p r o c e d u r e ,  a n d  a l s o  u s i n g  s i n ^ f  , t h e  s o l u t i o n

t a k e s  th e  f o r m  o f  a n  i n f i n i t e  s e r i e s :

T "  K* X  S i n ( W ’ 2 r ) > l  ( 2 . 2  3)
J  r - —  * *  r r - »  v

w i t h  t h e  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n  a s  f o l l o w s :

4 r ( l A - r ) C r  -  t f C r_J  + Cr y l ) ^  o  .

If r <<  A ,  th e  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n  m a y  b e  s i m p l i f i e d  to  y i e l d :



4 r C r - ^ ( C r _ ± * C r ^ )  , o  ,

16

(2. 2 4 )

w h i c h  i s  i d e n t i c a l  to  th e  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n  f o r  t h e  J - B e s s e l  f u n c t i o n  

p r o v i d e d  t h a t

C r  J r ( % / 2 f X )  .

W h e n  q / £  f A «  r , Ti
of  i t s  e x p a n s i o n ,  o r

(2.  25 )

m a y  b e  r e p r e s e n t e d  by th e  f i r s t  t e r m

{ 2 . 2 6 )

g i v i n g

c r / c r - i  '  r  •

H e n c e  t h e  c o e f f i c i e n t s  d e c r e a s e  v e r y  r a p i d l y  a s  r  i n c r e a s e s ,  (2. 2 3 )  

m a y  b e  e x p r e s s e d  a s ;

f 9 fii
T  = K, ^  J r Ct > 0 o s ( { ^ - 2 r ) o +  1  T r ^ / 2 W ) s i n ^ M ' 2 r ) 9  ( 2 . 2 7

f : - r 0 fi-To

w h e r e  r r e p r e s e n t s  t h e  l a r g e s t  r a t  w h i c h  t h e  s e r i e s  m a y  h e  t r u n -o

c a t e d .

O n c e  t h e  s o l u t i o n  to  {2. 17) i s  a v a i l a b l e ,  t h e  s o l u t i o n  o f  (2.  16)  

i s  o b t a i n e d  b y  t h e  s t a n d a r d  m e t h o d  o f  v a r i a t i o n  o f  p a r a m e t e r s  t a k i n g  

in t o  c o n s i d e r a t i o n  t h e  p r o p e r  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .
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c)  D e t e r m i n a t i o n  o f  ^

A l t e r n a t i v e l y  t he  s o l u t i o n  o f  (2. 17)  m a y  b e  w r i t t e n  a f t e r  M c L a c h l a n

[9]  a s :

T ~  Ka C e ^  ( f y i )  + rf- ( « ,  » ( 2 . 2 8 )

v'iir r- iti’. i K , a r e  c o n s t a n t s  to b e  d e t e r m i n e d  h v  t he  i n i t i a l  c o n d i t i o n s

ir.d w tie re

t?n f
( 2 . 2 9 a )

(2.  29b)

w h i c h  a r e  k n o w n a s  M a t h i e u  f u n c t i o n s  o f  f r a c t i o n a l  o r d e r .  T h e  f u n c t i o n s ,  

Cr (lJ ,oO and a r e  s t i l l  to b e  d e t e r m i n e d .  d i s  a  n u m b e r

w h i c h  m a y  b e  r e p r e s e n t e d  by d m  t w i t h  m  an i n t e g e r  and 0  < < 1 .

It i s  n o t e d  f r o m  (2,  17) that  A  and q m u s t  b e  r e l a t e d  s o  that  w h e n  

q v a n i s h e s  A  r e d u c e s  t o  d 2 and t he  s o l u t i o n  d e g e n e r a t e s  to  t h e  f i r s t  

t e r m s  o f  (2.  2 9 a )  and (2. 2 9b ) .  L e t t i n g

A =  oi 2 * J ^ r  %r  (2* 30>

and s u b s t i t u t i n g  C e ,  a n d  S e ,  a s  T t o g e t h e r  w i t h  (2 . 30)  i n t o  ( 2 . 1 7 )a a

and c o l l e c t i n g  c o e f f i c i e n t s  of  l i k e  power ' :  o f  q,  lh r r ^  r e s u l t s  a n  i n f i n i t e



n u m b e r  o f  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  in  a n d  S w h i c h  c a n  b e

s o l v e d  in  s e q u e n c e .  B y  r e q u i r i n g  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  f o r  C a n d  ,

t h e  C , S an d  f- c a n  b e  d e t e r m i n e d .  M c L . a c h l a n  [ 9 ]  h a s  g i v e n

t h e  Wr  up to  of  ̂ . It w a s  f ou nd  that  it do*js not  a l w a y s  y i e l d  a  s u f f i ­

c i e n t l y  a c c u r a t e  v a l u e  o f  , and h e n c e  t h e  t e r m  g i s  h e r e b y  p r e

s c n t e c  * . 3 ; h f  s h o w n  t h a t  t h e   ̂ w i t h  o dd  i n d i c e s  v a n i s h  a n d  t h o s e  

w i t h  e v e n  i n d i c e s  a r e

2(ot2- 1 )

a * . .

. _ A j L J l Z 3 j L + 1 X
t _  ( c / M )

°4-'ll+4d* - i+o$Scli +t+Z.2Bti** 27+74 g
£ 4<  12  8 ^  <*)(<**-/O  ( 2 . 3 1 )

2 2
It i s  s  e e n  f r o m  {2. 30)  i f  2  ^ < <. d  , an d  t h e  s e r i e s  i s  r a p i d l y

c o n v e r g e n t ,  a s  a  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  d 2  = A  . I n s e r t i n g  A  f o r  d z in  • 

a n d  o m i t t i n g  t e r m s  o f  p o w e r s  o f  q l a r g e r  t han  the  s e c o n d  in  {2. 3 0 ) ,  a s  

a s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n :
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S u b s t i t u t i n g  (2.  7 2) f o r  d 2 in ^ ^  * ant* r e t a i n i n g  d 2  -  A  f o r  t h e  o t h e r  o< 

o f  (2,  31) ,  (2.  30)  b e c o m e s :

A 2 - r m + a Ol ± r  ^  - iA 1}-% ( £ A  + 7 )  J4  . ( m t g r )  I  - ^ J r  y a .  i T t / T S ?  ( A  - + )

< > r ? A + 2  9 ) I  6 

<: 1  f a  ■ i7 7 ^ 7 ! )  f  A  - ? )

_ ( /1 (£A'_ l  711 * V  - /  + o •? <\a ‘V C -■ 2 2 8 A ■ i *V • r , f - yA t . ' ? f  7? l
2 8 ) f V l ) V ' T  9 J . U. 3 3 )

N o w  Or m a y  b e  c o m p u t e d  by t h e  f o l l o w i n g  p r o c e d u r e :  s u b ­

s t i t u t i n g  (2,  33)  i n t o  {2. 31)  t o  e v a l u a t e  the  dCb w h i c h  in t u r n  a r e  s u b ­

s t i t u t e d  i n t o  (2.  30)  t o  c o m p u t e  a  n e w  d.  T h e  v a l u e  o f  d i s  s u b s t i t u t e d  

i n t o  (2.  31)  to d e t e r m i n e  t h e  n e w o t ' s  w h i c h  in t u r n  a r e  s u b s t i t u t e d  i n t o  

(2.  30)  to c o m p u t e  a n o t h e r  d. T h i s  p r o c e d u r e  i s  r e p e a t e d  u n t i l  no  

s u b s t a n t i a l  c h a n g e  t a k e s  p l a c e  b e t w e e n  t w o  i t e r a t i o n s .  O n c e  d i s  

o b t a i n e d  9 r  c a n  b e  e x t r a c t e d .



2 0

C h a p t e r  < R e s p o n s e  o f  R e c t a n g u l a r  P l a t e s  B a s e d  o n  N o n l i n e a r  T h e o r y

a)  F o r m u l a t i o n  o f  P r o b l e m

In C h a p t e r  Z, the  l i n e a r  hc l  a'  i o r  nf  a re< t a n g u l a r  p l a t e  s u b j e c t e d

tn the  . s i m u l t a n e o u s  a p p J u a t 1 ol  the  h . n i u r b a m  e s  s h o w n  in F i g .  1 i s

s,  ■■iOn ■ c e  o r ,  i f  t he  l a t e r a l  d e f l e c t i o n  i s  n o t  s m a l l  a s  c n m p r  f e d

io  t r > i - t.. - n e s s  *he p l a t e ,  the  l i n e a r  t h e o r y  u s .  H m ( h a p ^ e r  2  m a y

not  )Ji \ <. an a c c u r a t e  J e s u e p L .  \ > i c  • u e  b e h a v i o r  o f  t h e  p l a t e .  In

e s s e n c e ,  t he  t e r m s  O'.'.t r* | v e ^ e  .i the  s t r e t c h i n g  of  the  m i d d l e  s u r f a c e  

of  the  p l a t e  m u s t  be  r e t a i n e d  r e s u l t i n g  in a s e t  o f  r o n l i n e a r  e q u a t i o n s  

o f  m o t i o n .  T h e  s t a t i c  e q u i v a l e n t  i s  k n o w n  a s  t he  V o n  K a r m a n  e q u a ­

t i o n  | 1 0 ).

In t h i s  c h a p t e r ,  t h e  n o n l i n e a r  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  w i l l  b e  u s e d  

to  s t u d y  t h e  s a m e  p r o b l e m  d e a l t  w i t h  in t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r .  T h e  

e q u a t i o n s  an d  t he  a s s o c i a t e d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w i l l  b e  d e r i v e d  

t h r o u g h  the  u s e  o f  H a m i l t o n ' ! .  P r . , , c i p l e  in  the  A p p e n d i x .  T h e s e  e q u a ­

t i o n s  a r e :

O b  ' * * * * ■+ ^ M  y V + ^  ' y v ~i V

A  + 2hix y i L  ^ x y  +  ^  W l 9 v  " ^  + f
Q? a b  ^  i 2

( 3 .  l a )

~ } (  l-' w ' *  L;,t t  f  h . * , y  v > n  
£  z  } 1 y - * '  b
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i t  -  + i 1- y-y + ^ , l ]
<& 2 b 2 *  * , b  e

+ <± ^ J . + _ " + ? J  ” »SL 5 i i y  )  -  O
^ j   ̂ £ <rv b z ’ a u b a ^

, ,  , •••!- j o ±  v , i ;  +  < i + v )  *_ a , „  « . / • ? • • • * >  v . .
b * /a.2 2  *-6 /  1

1 2 (  v  W .  :> V " ' , - . v ' 7 , - .  . < /  i-') w ._  ~ '  . ^; / ' ' Y . J J  f  +   _ 'X x 4 __ >x  - » y  ;  o
' t) 3  *"* f * . * k  2  CL.*}) /

w h e r e  w  w  , n u . v , x x . v y a, ;d t 1

h i

In a d d i t i o n ,  t h e  m i d d l e  s u r f a c e  s t r e s s e s  an d  s t r a i n s  a r e :

£. - U , -  i  1  4  ( w , - ' ) 2

**  a  J* + * a *  *

£ XY - m , 9  +  A  v , -  + _b! w , 5 w j t ,
7  h y  a  a t  '

(3.  l b )

{3.  l c )

<3. 2a)

(3.  2 b)

(3.  2 c )

(3.  3a)

(3.  3b)
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N xy  = (3.  3c)
2Ci+lS)

T h e  p l a t e  i s  s i m p l y  s u p p o r t e d  in  t h e  l a t e r a l  d i r e c t i o n .  In t h e  

p l a n e  of  the  p l a t e  t he  e d g e  v 0  i s  r o s ' r a i m ' H  f r o m  m o t i o n  an d  the  

v e r t i c a l  e d g e ^  i r e  e i t h e r  - ' l o w e d  to  m o v e  o r  be  r e s t r i c t e d  f r o m

A 1 t h e  e d g e s  a r e  r e s t r i c t e d  to  r e m a i n  s t r a i g h t .  At  t h e  t o p

> V i 1. f r s o q i i  n. e d a r c onrl i * i on i s  m?  i 1 - ■ • * ■ > : <y l a v i n g  a r i g i d

b a r .  n *t* r i g i d  bar  m a y  b e  m a s s t e s s  or m a y  h a v e  a d i s t r i b u t e d  m a s s .

j h e r e i o r e  t he  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  c a n  b e  s t a t e d  a s :

w  w  , - — - 0  a t  x 0  an d  y 1x x

w w ,  = 0  a t  y 0 and y - 1 ( 3 . 4 a )
y y

u 'f (t ) a t  x  - 0x
u - f  (?)  a t  X = 1

X

a t  y  - 0

P (t ) a t  y  = 1
y

( 3 . 4 b )

N -  -  -
x y  = 0  a t  x  - 0 , x - 1 , y  - 0 , a n d  y 1

( 3 . 4 c )

It i s  n o t e d  that  w h e n  the  v e r t i c a l  s i d e s  a r e  r e s t r a i n e d  f r o m

m o t i o n ,  'P ( it ) i s  z e r o  a t  x 0  and x 1 .
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b)  S o l u t i o n  f o r  a R e c t a n g u l a r  P l a t e  w i t h  M o v a b l e  V e r t i c a l  S i d e s  

P e t  t he  s o l u t i o n  f or  w  be:

w  (x,  y ,  t ) - A ( t  ) s i n  TT x s i n  TT y  + B ( t  ) s i n  T  x  s i n  3 IT y

t C ( t )  s i n  3 H  x s i n  77" y
I ■

w n e r e  Aft  ), l i f t  ) an d  C( t  ) a i  t f u n c t i o n s  o f  t i m e .  S u b s t i t u t i n g  i n t o

( h  l b )  and ( *>. l c )  and r e t a i n i n g  the  p r o d u c t s  o f  A 2, A B  a n d  A C ,  t h e

t w o  c o u p l e d  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  b e c o m e :

2 A h  £  t } L < 3 . 6 )

t  t i - » )  *
2 cl*

w h e r e

 ̂^  [ ( ' i /  + 217x t  £ b 27-o/ . ) s / r ;T.*cos  jT7y]

*n 2TTx t o ^ S T T y  

+ ( 2 b ‘  t  ( £ ' W ) o / )  ?<0^77 5 oc-s-tTTy]

7 A c [ 7 - t b * " 2  j. a ?  ) i i n  2 TTx ^ ( ' 1 2  b 2 + + v Q ? h i f ) 4 f f X  

t ( 6  6  2  2  c J  ) 5 * -1 277 X £o* 3 77 y

a n d
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$ U y , i ) ^  C o i f f y  t (a? -tb*) st o n r y  t o s i-rrx J
Z '  4  a .4  A 3  *-M# [ q} - 2 i s h 2) s * n  i n  y  t ( - f2 a ? '+ 1 v b 3)s m '4 T ry

^ & a,* ' 2 b S )  t i n  27Ty r o s 277" X
+ (12 aj* *■ 4 b 2 ) i i n  4TTf  C o j j m y ]

-(AC t ( -  ? oJ  r ( -2 f  8i>) t  *‘b '  n j j r /  r o s  n r *

+ ( in/ +- ( 8  - 2 V i b  2 )  t i n  J77 y J

S o l a t lo i m l o r u (x ,  y,  t )  ami  v (* ( y_, 

Let

u (x  - y r t ) u ( X , y  , t ) f (x , y , t ) (3.  8 a)

and

v (x , y , t ) v j (x , y , t ) t v (x . y  , t )

(3.  8 b)

w h e r e  u^(x ,  y,  t )  and v^(x , y,  t ) s a t i s f y  t h e  h o m o g e n e o u s  d i f f e r ­

e n t i a l  e q u a t i o n s  f f j j *  St  ~ ^ ) w i t h  the  i n h o m o g e n e o u s  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s  (i.  e .  , (3.  4 b ) and (3 4 c )) a nd  u (x,  y ( t") an d  v  ( x , y ,  t~)
£ b

s a t i s f y  e q u a t i o n s  (3. 6 ) and (3.  7)  wi t h  h o m o g e n e o u s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

( i . e . ,  (3.  4b)  an d  (3.  4 c ) w i t h  f x ~ f y  ~ O ).
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D i s p l a c e m e n t s  u 7( x ,  y,  t ) and v ( x,  y,  t }
£ i

L e t

-  _  ^  2 c a  A z z  A  A
Uz ( - 9 , y } t )  - U %>i'' i V  * + ^  3 / 0  277 f  Cus 37?7

- S 2 M 3  ^  . - - i f A S  ,
t u  ; / , 2 V x  r o s » v y  -t u  $ t m i f x  zos+ify

^ - 2  0 * Z 4 0 A C  .
*  U  T x  + (j S m 4 7 7 x

— 2.i/3 u - - * A, Z # t Qa ^
i  tJ b n >  J f i x  - i ' . * Z r> i t -5/n f  17 X C O S ’i T i y  ( 3 .  9 a )

and

V ^ CX> y , t ) z  V W m / T T /  t  v CciS ? 71 * j /.")>(/ y

-  '+ V S "1 3  77 7  + V f " 7  4 T /

+  y 22A& Coi 27Jx s i / WTT 7  +  V 2 + ^ ^ C 0 i ? T 7 x  5/ 0 4 ^ 7

-  2iAC - -  4 ? At  —
+ V r  o S 3  77 X 5 7 71 3 77 ■/ V CG5 4 7 J S .

( 3 . 9 b )

T h e  s u p e r s c r i p t s  o f  u ani l  v a r e  u s e d  f o r  e a s y  i d e n t i f i c a t i o n  o f  t h e  

t e r m s .

T h e  a n a l y s i s  i s  g r e a t l y  s i m p l i f i e d  i f  t he  l o n g i t u d i n a l  i n e r t i a  

t e r m s  in (3.  6 ) a n d  (3.  7)  a r e  n e g l e c t e d .  T o  c o m p e n s a t e  f o r  t h e  e f f e c t  

o f  l o n g i t u d i n a l  i n e r t i a ,  it i s  a s s u m e d  t h a t  a l l  the  m a s s  o f  t h e  p l a t e  i s  

c o n c e n t r a t e d  a t  t h e  t o p  o f  t he  p l a t e  a l o n g  a r i g i d  b a r .
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S u b s t i t u t i n g  (3. 9a )  an d  {3. 9b)  i n t o  {3. 6 ) an d  {3, 7)  a nd  c o m p a r i n g  

t h e  c o e f f i c i e n t s  of  e a c h  sir) mJ7 x Cosnrr y ( E q u a t i o n  ( 3 . 6 ) )  an d  t o s p - n f  rn f  

( E q u a t i o n  (3. 7 ) ) ,  t h e  u n k n o w n  c o e f f i c i e n t s  in (3.  9a )  a n d  (3.  9b)  c a n  b e  

d e t e r m i n e d  in t e r m s  o f  t he  u n k n o w n  t i m e  f u n c t i o n s  o f  t h e  l a t e r a l  d i s ­

p l a c e m e n t s .  T h i s  r e s u l t s  in t he  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n s  f o r  u^ a n d  v^:

-  T f h S  A 2 R  js inafr x  ̂ * ■ j n  ,  n * '.os 2 W y~\
L / (i <*, / i  O '  _J

( Q,J h *  ( - 2  + ̂ s j ') -  b *  )  s n ) ? 7 T  x  Co<> ?

8 gl(oJ  t  b * ) 2'

+ (  a ?  b 3 ( 8  -  u )  t - 6 4  * 2 o  ct4 )  s i  m i r x  c.os+TrJ  

8 (V ( +  t  h2 ) *'

+AC  [  « b z ~ l v  t i n z i i x  +. ( - I S b 2f i ^ ) s a i 4 T r J <  

/ C t t b 2

+ (ou3 ^ ( M ^ ) t 3 fc^-a4 ) s'tn 3 T7x  doJ 2 77 y  
8 n. (o.2 ^ t a ) a

+ (ci?b3 ( i - x >) +  I2 b*+Q,*) si n  coSiTty  I \
4eu (Ok*+4 6*)2 -J 7

(3 .  1 0 a )

and
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v ^ f x , 9 , t )  -  H b  5 A 2' \ ( -CL3+ » b 2)  s i n l f y  + 1 t o S S i f X  S in i - fTy
l L la T fJ  ' i t

f A f i f "  ( ' t x ^ - Z v b*)  s in i f f y  + (-12 cl2+ i » b a)  s t n + V y
L / 6  6 a /  f i f t a , 2

*  ( v 7 b 2 ( 6 *~f J/) + 3 o J * - h* ) Co $ 377^  5/fl 377 y

H  t e c 2 + t>3 ) 2

■t ( cl 2y 2 (&~*s) + I 2 a ? + i>1' )  z o n n j i  >fn * V y  
1 h ( 4 o * * 6 ?

■ M C [ ~  f f t 1 b 2 f - 2  f  - f t /  -fb*)  « « 2 » > * / f l * T y  
8 b ( C L 2 f b * ) 2

+ ( a * b 2 ( 8 ' -t-a? + J o z o s ^ V x  s / o 3 77y j 7
n b l ^  + l b * ) 2 " J j

(3.  10b)

D i s p l a c e m e n t s  (x,  y , t ) an d  f x , y , t )

L e t t i n g

u (x , y , t j  - (1 2x> ?  ( t )  (3.  1 1a )
1 x

vx <x. 7. 7) = -V ^ y(o . (3. ub)

i t  i s  s e e n  t ha t  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  an d  t he  h o m o g e n e o u s  e q u a t i o n s  

o f  m o t i o n  a r e  i d e n t i c a l l y  s a t i s f i e d .  T h e  f u n c t i o n s  f ^ ( t )  a n d  ' f y f ’t )  

a r e  o b v i o u s l y  r e l a t e d ,  a n d  m a y  b e  d e t e r m i n e d  b y  t he  e q u i l i b r i u m  c o n ­

d i t i o n s  a l o n g  t he  b o u n d a r i e s .



F i r s t  c o n s i d e r  t h e  d y n a m i c  e q u i l i b r i u m  o f  t h e  r i g i d  l o a d i n g  b a r :

j V t , ? ,  = - ( 3 v  + ( ? 0  - ? ) -  M i h  a/’ f v  ) .  <3- 1 2 )

'  i t 9

U s i n g  (3.  2)  a n d  (3.  3) ,  (3.  12)  h s c o m e s ;

V  f r 'U w  +  ? V _ t _  i t )  -  H t e t ' t i )
o,  Hi h * Z '

+ LO* w 2 h A 2 < 3 + X 1/  )  (3.  1 2a)

i *

2
w h e r e  u> 0  -  f  /i______  an d  JvL i s  t h e  m a s s  p e r

Mfc 6  ( 1 - 7 * 7

u n i t  l e n g t h  o f  t h e  r i g i d  b a r .  S i n c e  t h e  v e r t i c a l  s i d e s  a r e  m o v a b l e ,  

t h e  s t r e s s  r e s u l t a n t s  a l o n g  t h e  b o u n d a r i e s  x  - 0  an d  x  = 1  s h o u l d  

v a n i s h ,  w h i c h  g i v e s :

2  6  f  ( U j r ' k u ’ d  + w a .1  )  - V "f , < * )  ( 3 . 1 3 )
a- o F  8  h* '

S u b s t i t u t i n g  (3.  13)  i n t o  (3.  12)  y i e l d s :

7  0  7 -v n -it 1
d V ,  j. ( r a l w>s )  ( l - n O f *  ;  j'irt=— H U i - i ) )
d i '  f y ,  ■'*'
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L a t e r a l  D i s p l a c e m e n t

S u b s  t i t u t  ing ( ) . I 0)  a n d  ( v  11 )  i u t :> ( . b ) t o  g e t  a nd  v  , a n d  in  

t u r n  u, v  and w ,  ( .1. ■->), mt<> ( 5. d ), , , 3 > and  (3.  l a ) ,  t he  l a s t  e q u a t i o n ,  

(3.  l a ) ,  g o v e r n i n g  t h e  lal i . i ' a i  d-.-ja.j- i i,\- -d ■. an b e  r e d u c e d  to  t h r e e  

o r d i n a r y  n o n l i n e a r  i uiifiL-d ■, >; < > , -d i i . d m n s  by  u s i n g  t h e  G a l e r k i n  

m e t h o d  \ 1 ) I t i e s * ?  i - q i i n t . m i s  a r t - :

■I' A i> r! '
f‘ ‘ f t  4,

'1 * i  i / z )  )

i  *- ' )  .. 3>A2& _ 5 A 2C 

c S  n +I C AAsy I  a - * 2 )

l ± A _____ (3.  15)

(J  - 2 t / Z ) H ( i - t )

iCAl C J i t 2?  / d / 3  V f '  4 V \  W J i  \
t o J + h 2) 2 7J2l , ( i ^ J  f ,A‘ i A V  U *  a . t V j  J



f -  f  0  V *  r ! i  f  1 A  C  z  f z ,  ( 1  -  2 t / i )  H  ( Z  '  £  )
d t 1 v a . 2 b2 J A Tf3

t h 3 t r *  r t\  ;  A X  / 1?_-_ I * 3 + ^ i  i r  2

X / * ' l / - v 3 ( a-'
A*C

a f h "  '■ k *  (a .2* 4 A ) (3.  17)

t(,A ’ /LA* 6 }(* C

(a , ’i t , 2 ?  irt y  4h ( i ' + 2)

T o  s i m p l i f y  th( | ,rt’ hi-r t a n a l y s i s  a p l a t e  i s  n o w  c o n s i d e r e d .

Ej 1 i r t i i  n a  t i n  £* i'roi!- I *■ 1.^),  i .. It i ^ir; I T I i I, u n c  g e t s :

1 i t 2 >4 = ' V L fA A  '»*. ' t * ' \  ( t  ~ f t /  i )  H C Z - t )
d t ‘ TT* t \ b )

3 7T2f J - y a J 4 A* - 3 A J& i A 2 C _ H* A f y a
7T2  h l

(3.  18)

^  +  t o o i f 2 b  z  f - /  a  -  ̂ t  /  f }  // f r - 1 )
c 7 T 4  t  U : /

i f ) 7Tl

(3.  19)

^ * o o 7 T a C -  u  * * w r P  W ^ - f )
i r « £  U J

(3. 2 0 )
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f O V  -f /  r  * * ■ (  * i  +■ s i n  - 1 -  H u t - l ) )
ai i* W* h* A  h A  { Nc ^  /

(3. 21)

* n' I 1 ^
2 h .. A

"■* ■- Mi, ■ i  . OnflJ IN. -  -t T?’-1 L> ,
t t j O -  " i  1

; t i n ot . ' i t ha i »t .mi', tin t >' • < ■ 11 1 it .-; 11 m ■ 1 r . » g t h e  b o u n d  a r y

/  1 ’> c o n s i d e r e d  j]i:;-Uj.t'l i t  i m i d  l o a d i n g  \. . ; w i t h  d i s t r i b u t e d  m a s s ,

an  e x p l i *  il c x p r f b s i o i j  in t w u ' n  A. t an  b e  f o m  d i m m e d i a t e l y

f r o m  ( h 2 1):

1 itK,
-  - + i i  n — v H f «  t  t ) \ * IT* h ~ , ( 3 . 2 2 )
N fc r-.'c, - * t  i a  8

It i s  b e l i e v e d  that  the  e f l c o t  of  t h e  l o n g i t u d i n a l  m e r t i a  s h o u l d  b e  

b o u n d e d  by t he  f o l l o w i n g  t wo  f a s t s ,  o n e  w i t h  the  rr .as s  o f  t he  p l a t e  

c o n c e n t r a t e d  in a r i g i d  b<. r  and the  o t h e r  w i t h  the  m a s s  n e g l e c t e d .  ItA-
N

w i l l  b e  s h o w n  in t he  n e x t  c h a p t e r  that  w i t h  £   ̂ , t he  r e s p o n s e
N c

of  the  p l a t e  i s  a p p r o x  im. i t  i Jy t h e  s a m e  l or  both e a s e s .
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c )  S o l u t i o n  f o r  a R e c t a n g u l a r  P l a t e  w i tK i m m o v a b l e  V e r t i c a l  S i d e s

If the  v e r t i c a l  s i d e s  of the  jjiuti ,1 r e  i m m o v a b l y  c o n s t r a i n e d  

at  x  - 0  and x  - 1 f u hi ,  t he  d i s p b o  ui i ' ent  Uj - 0  w i l l  s a t i s f y  t he  

h o m o g e n e o u s  p a r t  o f  (s  hi ami  i >. >' I ; f-i flu- b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .

T h e n  w i t h  ' fy z Q j ( 3. 1*1) I > >. r i i < s ,

<i /  i ( t , , >V0 ) 1 f  J ■ C l J .  d e  ut 0 s i n  ( Jfl> 7  1

R , h
it

4 < r , ,  . . . 0 ) 2 r r 2 [.A‘ a , . .  £  )  ( 3 . 14 a )
/. 8  a . '

T h e  e qu a  t i o n s  g o v e r n i n g  1 he  hi U r \ .! ■ P i *. t ion (( 3, 15) ,  (3.  1 6 ), an d  (3.  17) )  

b e c o m e :

A  + VTT* Z l x  f  i  + i  „ /: i i -  2 i l i ) H ( Z - t )
£  2  ju  ^  a . 2  6 a /  /<  / ■  7 T S

^ d t j i d 3 ( i - V 1 4 »  ,  3 a *b  3 AJC
1 / - „ »  '  0.4 «,»iJ i -  J  a *  p/ £

(3.  15a)

f i t® * 07r_„r J t  A * - *  M A 2 ( j -  S t / D H t Z - l )
«f{ JU,  ̂dt- b J  '$/.*'}' If

( A ^ y  * ^  v  ^  — _____
)c/u  * * 6 *  f a *  y  a , *  M a V f a * ) ' *

/ 6  4 * C  t c y & _  .  «  *  /  i» *>. A 1

(3.  1 6 a)
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*■ i 1 -■) C -- (1 - 2 ? / T  )  H t  Z - l )
t i t *  / a, l a , 2 h2 J l j u h U i

_ 9 h 3 7T*z / i  (  A 3C /  ^ y 2 '] , A * C
iî T ~ "  I / - » * ': V <  * Z ’ tS r ' /T  ;

(3. 17a)
f .'6 'y V  f  A  / V  + J

r r ^ h a s y  o > i  A3 / J

1 i n  a  . - i ( ( U . i n ‘ | i i , u - i f -, 11  j , i ' r i M j ( 3 ,  r. l ;  b e e  o m e ;

+ i n 7 A - ' l - ' i f r  ( J  / °  /• /  t ; f )  t f ( Z - t )
4 1 1  i f *  £  I A /  '

(3.  18 a )

.  }J!L 'lA ’y 2?$.4*. j ^ lj  „ s V c  - ^  4  A  ^ ° > v /17  
* t / - v a n * a - » * ) h  J

^  ♦ /W 77j 6  r 7 t f Z / H ( l - t ) -  3- ? W j
i 2 7T-* r  U /  *

«Tfl

c/ £

1 * 1 6  /  j 3 ^  J ? o * -  / 3 ^ 2 + ( 1 t  1 i ( j  2/  j ) - A  ' J i A * C  1
25 y  ir*£j-j>*)A J

(3.  1 9 a )
r t f '  c

17 A

^  + l9Cp}*C - ; _ , )■/ j, // f r - f ) .
d ? 2  I T 1 F  i / W  *

(334- 2 o» - f 3v 2 4 ( 4*1  )(1 I,3-) y  A 4 1
M j M  2 5 /  T T * a - x » h  J  ( J . 2 0 a )
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sT'fy '-tv' ^ 4  f t /  f\ . i*. , " Ve ,
■------   - f    y  *  i ■-- *” 1 -  r - I Cy' f

r j  f 2  f i  I- V N  . ■/ '  T: 0

+ ----------- — {3. 2 1 a )
2  k h

Nil g l e e  t ing  1 1 j t i n e r t i a  of  tin- r i g i d  b ar .  ( 3. 2 1 a)  b e c o m e s :

r ;  1  i  ,  f  J , , /  ? / '  , - : \ 77' A ' 1 + I )
'f v  '- ‘ ( -  J f  ;  I I I —  ' 1  < ■» <- ' J I *-

7 ( f.;r 6 , ,  K
(3.  2 2 a )

d )  N u n i r n c t i l  P r u c e d u r e

T h e  «ynt i : i n  of n o n l i n e a r  n r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ({3.  18)  - 

(3 21)  andl  . I Hal -  ( 3 . 2 la ) !  w a s  s o l v e d  on the  I B M  3 6 0 - 5 0  c o m p u t e r  a t  

T h e  C i t y  C o l l e g e  o f  N e w  Yo rk  u s i n g  H a m m i n g ’s m o d i f i e d  p r e d i c t o r - c o r -  

r e c t o r  i n t e g r a t i o n  s c h e m e  [ L 6 |. It i n v o l v e s  c o m p u t a t i o n s  o f  c e r t a i n  

i t e m s  a s  g i v e n  he low:

P r e d i c t o r .  ^  = /, * -t 4 f  < J /„ j  + » V j )

M o d i f i e r :

C o r  r e c t o r :

F i n a l  V'alue

t 1 " H  1
n  *  x  ^  ^ ^  ft *  l  > ^  ^

Cn # j - — f  ̂ 7*1 ~ Yn - 2  f  ̂ fJ 1 n * J + 1  ' 1  ^
ft

This  s c h e m e  i s  a s t a b l e  f o u r t h - o r d e r  i n t e g r a t i o n  p r o c e d u r e  t ha t  

r e q u i r e s  the  e v a l u a t i o n  of  t h e  r i g h t  h an d  s i d e  o f  a s y s t e m  o f  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n s  o f  t h e  f o r m  v * -  f ( t , y )  o n l y  t w o  t i m e s  p e r  s t e p .  It  a l s o  h a s  t h e  

a d v a n t a g e  o f  b e i n g  a b l e  to e s t i m a t e  the  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  a t  e a c h  

s t e p  an d  t hu s  the  p r o c e d u r e  i s  a b l e  to i h o u s e  an d  c h a n g e  t h e  s t e p  s i z e  

w i t h o u t  a s i g n i f i c a n t  a m o u n t  o! c o m p u l a t i o n  t i m e ,
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S i n c e  thin s c h e m e  i s  not  s e n  s t , i i  tu'.i , <j. u u n g a - K u t t a  m e t h o d ,  

w h i c h  ordy  r e q u i r e s  the i n i t i a l  c o n d i t i o n s  to b e g i n  the  s o l u t i o n ,  i s  u s e d  

to  s t a r t  t he  s o l u t i o n .  Sim. e the  hur.g. i -  Kutra m e t h o d  i s  u s e d  o n l y  f o r  

s t a r t i n g  the  s o l u t i o n ,  m u t t e i s  bi t .h -m-t -t i 11. y and  m i n i m i z a t i o n  o f  

r o u n d o f f  e r r o r s  a r e  not  in r .. ■ t. >r.< .!,  . h e n u n  0 1  s i g n i f i c a n c e

■ *' i i , ■ ■ ■■ j ; i ..,. o t t h e  t r i i ■,. a I i o r i e i i n i . A c t u r d  ing to Ral  9  +e-n * j ■' .

! ■ ■ R u n g -  K n i t ,  ' . h e l m  Vil'ik li h a s  the n -  ̂i i . r  o i  .tui ■ ti . ^ , 1  o f  the

t r un t  d t i un  f i r m  is:

'i' i+J to r ■ '74 *i ■ * ^  - i I z * J i .o'5 3 5 -o 4^ * t?l i  947$

w h e r e

d t  n 4 (■ t  fy , , )

■A 2 s n f ( h j  < j /() f 4 .it , j

Atj = *in f ( t' (l * 1'j ; S L r , , I ' ihl u I * '5 875

n f  (. i f] + *  1 11 j / , ; f  . i  > ?i  rj r>4 <■4^ " i - h i '  icM^ 4 3  -$ 3 2 $ ^  +  ^ 3^ '

S i n c e  it i s  v r r v  u . f  >: ' . o i  h h  th, s i  ->t-rlr t i n g  v a l u e s  b e  a s  

a c c u r a t e  a s  p o s s i b l e ,  th. , - i t  r i l ' tu i  i [ ■, t i t e r a t i o n  s t e p  u s i n g  t h e  

f o l l o w i n g  f o u r t h - o r d e  i i rite i poht t loo n r : : ;  il.i:

7 i  ;  ^  t »‘ * ' 4  h  > t \  * U  )
24

t
'A = vc, # zt r. c \  H - / ,  * ■/, ;

3

' / 3 '  7 0 *■ i A f r t  1o * * U i  '* u *  ' i  }e
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C h a p t e r  4. D y n a m i c  R e s p o n s e  o f  a  S q u a r e  P l a t e

T h e  s o l u t i o n s  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  2 b a s e d  o n  t h e  l i n e a r  t h e o r y  

a n d  in  C h a p t e r  3 b a s e d  o n  t h e  n o n l i n e a r  t h e o r y  a r e  n o w  a p p l i e d  t o  a  

s q u a r e  p l a t e .  A f t e r  t h e  t i m e  f u n c t i o n s  a r e  d e t e r m i n e d ,  t h e  b e n d i n g  

s t r e s s e s  an d  t h e  m e m b r a n e  s t r e s s e s  c a n  b e  d e t e r m i n e d .  S i n c e  o n e  i s  

r o n c e r n e d  w i t h  t h e  m a x i m u m  s t r e s s ,  t h e  s e v e r i t y  o f  t h e  d y n a m i c  

r e s p o n s e  o f  t h e  p l a t e  t o  t h e  d y n a m i c  l o a d i n g s  c a n  b e  c o n v e n i e n t l y  d i s ­

p l a y e d  b y  a d i m e n s i o n l e s s  q u a n t i t y  k n o w n  a s  t h e  d y n a m i c  a m p l i f i c a t i o n  

f a c t o r  f o r  s t r e s s  ( h e r e a f t e r  D A F ) .  In w h a t  f o l l o w s ,  t h e  D A F  w i l l  b e  

f i r s t  d e f i n e d  a n d  t h e n  f o l l o w e d  b y  a  p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  

b y  t h e  l i n e a r  a n d  n o n l i n e a r  t h e o r i e s .  A  c o m p a r i s o n  o f  t h e  r e s u l t s  w i l l  

b e  m a d e  w h i c h  s e r v e s  t o  d e l i n e a t e  t h e  l i m i t  o f  v a l i d i t y  o f  t h e  l i n e a r  

m o d e l .

a )  D y n a m i c  A m p l i f i c a t i o n  F a c t o r

T h e  D A F  i s  d e f i n e d  a s  t h e  r a t i o  o f  t h e  m a x i m u m  d y n a m i c  s t r e s s  

to  t h e  m a x i m u m  s t a t i c  s t r e s s  o r

D A F  - ( <rj +<rt ) /  0 3  <4 ’

w h e r e  i s  t h e  d y n a m i c  b e n d i n g  s t r e s s  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  p l a t e

g i v e n  b y  [ 1 4 "| ■

r AjD ( w , r y + v V x 'x) (4 . 2 )
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a n d  f t h e  i n p l a n e  s t r e s s  w h i c h  i s  t h e  s u m  o f  t h e  i n p l a n e  p r e s t r e s s ,

N ^ / h  , a n d  t he  d y n a m i c  i n p l a n e  s t r e s s ,  Q c  / h  , w h i c h  o c c u r s  a t  

t h e  s a m e  t i m e  a s  t h e  d y n a m i c  b e n d i n g  s t r e s s ,  0"^ T h e  s t a t i c  s t r e s s ,  

cr5  , i s  the  b e n d i n g  s t r e s s  a t  the  c e n t e r  o f  a  s q u a r e  p l a t e  o f  s i d e s ,  a,  

a n d  t h i c k n e s s ,  h,  s u b j e c t e d  to a  u n i f o r m  p r e s s u r e  p It i s  n o t e d  that  

. i s  a f i c t i t i o u s  s t r e s s  u s e d  f o r  c o n v e n i e n c e  A s s u n . i n p ,  2s t o  b e  

0.  ^31 [ 1 7 ]  c a n  b e  c o m p u t e d  by:

0 "̂  - o . 2 1 1  ( 4 . 3 )

If t h e  D A F  i s  k n o w n  f o r  a  g i v e n  p l a t e  s u b j e c t e d  to  a  g i v e n  d i s ­

t u r b a n c e ,  t he  m a x i m u m  d y n a m i c  s t r e s s  c a n  b e  e a s i l y  o b t a i n e d .  F u r t h e r  

w h e n  o n e  c o m p a r e s  t h e  D A F ' s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  l i n e a r  a n d  n o n l i n e a r  

m o d e l s ,  o n e  i s  e s s e n t i a l l y  c o m p a r i n g  t h e  m a x i m u m  s t r e s s  a m p l i t u d e s  

e v a l u a t e d  b y  t h e  r e s p e c t i v e  m o d e l s .
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b)  R e s p o n s e  o f  P l a t e  B a s e d  on  L i n e a r  T h e o r y

T h e  d y n a m i c  r e s p o n s e  of  t h e  p l a t e  s u b j e c t e d  to  a  s i m u l t a n e o u s  

l a t e r a l  N - s h a p e d  p r e s s u r e  p u l s e  and a s i n u s o i d a l  i n p l a n e  p u l s e  i s  n o w  

c o n s i d e r e d  u s i n g  the  l i n e a r  t h e o r y .  T h e  c a s e  w i t h  no t i m e - l a g  i s  c o n ­

s i d e r e d  f i r s t ,  f o l l o w e d  b y  (He c a s e  w i t h  e i t h e r  a  p o s i t i v e  or  n e g a t i v e  

t i m e - l a g .  A  p o s i t i v e  t i m e - l a g  m e a n s  that  t h e  l a t e r a l  di 3 ' ■] *■ o a n c e  l e a d s  

t h e  i n p l a n e  d i s t u r b a n c e  b y  a c e r t a i n  t i m e  and a n e g a t i v e  t i m e - l a g ,  the  

i n p l a n e  d i s t u r b a n c e  l e a d s  the  l a t e r a l  d i s t u r b a n c e  by a c e r t a i n  t i m e .

D u e  to  t h e  l a r g e  n u m b e r  o f  p a r a m e t e r s  i n v o l v e d ,  it w o u l d  be  

i m p r a c t i c a l  to  t r y  to  l o c a t e  t he  a b s o l u t e  m a x i m u m  D A F  by v a r y i n g  a l l  

t h e  p a r a m e t e r s .  On t he  o t h e r  ha n d ,  i t  i s  n o w  p o s s i b l e  to  i n v e s t i g a t e  

a f e w  t y p i c a l  c a s e s  s o  a s  to  l e a r n  the  t r e n d  an d  t h e  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  

by  w h i c h  the  i n t e r a c t i o n  of  t he  v a r i o u s  p a r a m e t e r s  c a n  b e  b e t t e r  u n d e r ­

s t o o d .  In a l l  c a s e s  t he  r a t i o ,  a / h ,  w a s  t a k e n  t o  b e  2 4 0 [ 1 7 ]  w h i c h  c o r r e ­

s p o n d s  t o  w h a t  i s  b e i n g  u s e d  f o r  r e l a t i v e l y  l a r g e  g l a s s  p a n e s  i n s t a l l e d  

c o m m e r c i a l l y .

In e v a l u a t i n g  the  t i m e  f u n c t i o n s ,  t he  f i r s t  n i n e  s y m m e t r i c  m o d e s  

a r e  c o m p u t e d  and  t he  c o n t r i b u t i o n  o f  hi  g h e r  m o d e s  a r e  n e g l e c t e d .  Due  

t o  t h e  r a p i d  c o n v e r g e n c e  of  t he  s e r i e s  s o l u t i o n ,  r e l i a b l e  r e s u l t s  c a n  b e  

o b t a i n e d  b y  c o n s i d e r i n g  j u s t  t h e  f i r s t  t h r e e  m o d e s  a s  d e m o n s t r a t e d  in  

T a b l e  2 f o r  a  t y p i c a l  c a s e .
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T a b l e  2.  C o m p a r i s o n  o f  M a x i m u m  R e s p o n s e  - i h r e e  V e r s u s  N i n e  M o d e s

P q  = 2 N  / N  - 0
y  c

Q / N  
o  c -  1 / 4

T h r e e M o d e s N i n e  M o d e s

R w D A F w D A F

. 60 0.  42 2 2 190 n .  4 2 4 2. 2 70

. HO 0. 5 r'*J 2, 821 0. 5 6 0 2.  881

. 9 6 0. 581 2. 8 3 0 0. 581 2 S 5 f>

1.  20 0.  51 2 2.  5 65 0 .  H | , ... M >4

1 40 0.  45 j 3 6 8 0. 4 54 £ . t > O

1. 60 0. 4 3 8 2. 76 3 0. 4 4 0 2 . 8 3 1

1 80 0. 4 5 2 2. 882 0.  4 5 4 2. 96 7

1. 97 0.  5 1 8 2. 9 4 0 0.  51 o 3. 0 1 5

2. 2 0 0.  5 0 4 2 ,  9 8 3 0. 5 05 3. 07 3

2.  40 0.  4 7 5 2.  9 9 9 0. 4 7 7 3. 0 8 8

2.  60 0. 4 7 9 3. 0 0 0 0.  4 8 0 3. 05 3

2.  80 0.  4 8 2 2. 9 9 9 0.  4 8 3 3. 091

3. 0 0  

. .....................

0. 4 8 5 2.  9 9 9 0. 4 8 6 3. 0 8 2

B e f o r e  p r e s e n t i n g  r e s u l t s  f o r  s p e c i f i c  c a s e s ,  it  i s  h e l p f u l  to  

r e c o g n i z e  c e r t a i n  p e c u l i a r  e f f e c t s  b r o u g h t  a b o u t  by t h e  p r e s e n c e  o f  the  

i n p l a n e  l o a d .  It i s  c l e a r  t h a t  s i n c e  O ' ^  a nd  0" a r e  p r o p o r t i o n a l  

to  p w h i l e  O' i s  i n d e p e n d e n t  o f  p , t h e  D A K  i s  n o t  l i n e s  rK ^ r o p o r -
o y o

t i o n a l  to  p^.  In f a c t ,  a s  p^ i n c r e a s e s  the  D A F  d e c r e a s e s  a l t h o u g h  t h e  

m a x i m u m  s t r e s s  i n c r e a s e s .  F u r t h e r ,  t h e  D A F  i s  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o  

a t  R  -  T  = 0 f o r  w h i c h  t h e  d y n a m i c  e f f e c t  w o u l d  o r d i n a r i l y  h e  z e r o  i f  

t h e r e  w e r e  n o  i n p l a n e  l o a d s .



4 0

i ) N o  T i m e - l a g

T h e  e n v e l o p e s  o f  t h e  D A F  a s  a  f u n c t i o n  of  R a r e  g i v e n  in F i g .  2

f o r  Q / N  = 1 / 4  a nd  0 to  i l l u s t r a t e  t h e  e f f e c t  o f  t h e  d y n a m i c  i n p l a n e  l o a d ,  o  c

T h e  o v e r p r e s s u r e ,  p , i s  t a k e n  to tie 1 : i s r and tl r d u r a t i o n  o f  t he  i n p l a n e  

dvn ami * .  l o a d  ir, t he  s a m e  a s  t h e  l a t e r a l  N - s h a p e d  p u l s e  (e»t -- 1). It ii, 

r b s o r v e d  that  t he  D A F  i s  a l w a y s  h i g h e r  w h e n  th' r l i e  i n p l a n e

l o a d .

In F i g .  3 t he  c r i t i c a l  t i m e ,  t , f or  t h e  m a v m m m  DAP'  c o r r e  ­

s p o n d i n g  to  F i g .  2 i s  p l o t t e d  a s  a f u n c t i o n  o f  R. Tt i s  st  en that  t he  

p r e s e n c e  of  the  d y n a m i c  i n p l a n e  l o a d  t e n d s  to  s h i f t  t he  t i m e  at  w h i c h  t he  

m a x i m u m  s t r e s s  o c c u r s  f r o m  t h e  f r e e  p h a s e  to the  f o r c e d  p h a s e  o f  t h e  

m o t i o n .  W h e n  R i s  s l i g h t l y  a b o v e  1, t h e  c r i t i c a l  t i m e ,  at  w h i c h  t h e  

m a x i m u m  s t r e s s  o c c u r s ,  i s  a l w a y s  f o u nd  to b e  in the  c o m p r e s s i o n  p h a s e  

o f  t h e  N - s h a p e d  p u l s e .  T h e  p r a c t i c a l  i m p l i c a t i o n  i s  t h a t  e x c e p t  f o r  a  

v e r y  f l e x i b l e  p l a t e ,  t h e  m a x i m u m  s t r e s s  a l w a y s  o c c u r s  at  t he  b e g i n n i n g  

of  t h e  N - s h a p e d  d i s t u r b a n c e  d u e  to t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  i n p l a n e  d i s t u r b a n c e .  

T h e  e f f e c t  o f  a s t a t i c  i n p l a n e  c o m p r e s s i v e  l o a d  o r  p r e s t r e s s-wr
( N ^ / N ^  =■ 1/4) m a y  b e  s e e n  in F i g .  4 w h e r e  t h e  e n v e l o p e s  o f  DAP' v e r s u s  R

a r e  p l o t t e d .  T h e  m a x i m u m  DAP'  i s  5, 7 f o r  Q / N  = 1 / 4  and 4,  7 f o rr  o  c

Q / N  = 0.  C o m p a r i n g  F i g .  4 w i t h  F i g .  Z. t h e  i n c r e a s e  in t h e

m a x i m u m  D A F  d u e  t o  the  p r e s e n c e  o f  t h e  p r e s  t r e s s  i s  a b o u t  2.  0 f o r  R  

a b o v e  1 . 4 .  A s  in  t h e  p r e v i o u s  c a s r  whcr,  i l .o t ‘ f ■ s i s  a b s e n t ,  t h e



41

D A F  i s  a l w a y s  h i g h e r  w h e n  t h e r e  1 9  a d y n a m i c  i n p l a n e  l o a d .

In F i g .  5,  t h e  c r i t i c a l  t i m e ,  t , l o r  the  m a x i m u m  D A F  c o r r e ­

s p o n d i n g  t o  F i g .  4  i s  p l o t t e d  a s  a f u n c t i o n  o f  R.  A  s i m i l a r  t r e n d  i s  

f o u n d  a s  in  F i g .  3, i .  e .  , t h e  c r i t i c a l  t i m e  m n d s  to b e  s h i f t e d  t o  the  

f o r c e d  p h a s e .

In F i g .  (,i, t h e  e f f e c t s  of  i n c r e a s i n g  t h e  d u r a t i o n  of  t h e  d y n a m i c

i n p l a n e  l o a d  i s  s e e n .  It i s  o b .so  i 1 >' i t* - *• r a l . t h e  l o n g e r  d u r a t i o n

{*<■ -  2)  g i v e s  s m a l l e r  D A F ' s ,  h e m  t  i s  l e s s  c r i t i c a l ,  

i i )  W i t h  T i m e - l a g

T h a t  t h e  s i m u l t a n e o u s  a p p l i c a t i o n  ol  l a t e r a l  a n d  i n p l a n e  d i s ­

t u r b a n c e s  w i t h o u t  a t i m e - l a g  m a y  no t  be  t he  m o s t  l i k e l y  c a s e  i s  o b v i ­

o u s .  F u r t h e r m o r e ,  i t  m a y  n o t  b e  t h e  m o s t  c r i t i c a l  c a s e .  H e n c e  a  

t i m e - l a g  i s  i n t r o d u c e d  i n t o  t he  l i n e a r  p r o b l e m  t o  s t u d y  t h e  p o s s i b l e  

e f f e c t s .  It i s  d e c i d e d  to  c h o o s e  a r e l a t i v e l y  l a r g e  v a l u e  o f  R ( R = 3)  

b e c a u s e  i t  w a s  d i s c o v e r e d  f r o m  t h e  p r e v i o u s  r e s u l t s  t ha t  t h e  D A F  u s u a l l y  

i s  s t a b i l i z e d  a t  s u c h  a  v a l u e  o f  R.  i t . ,  i - . i l t s n r f ;  p r e s e n t e d  i n  T a b l e  3.

It i s  c l e a r  t h a t  w i t h  a p r o p e r  t i m e - l a g  ( po &i t i v e  o r  n e g a t i v e )  t h e  a b s o ­

l u t e  m a x i m u m  D A F  i s  a l w a y s  l a r g e r  in e v e r y  c a s e  t h a n  t h e  c o r r e s p o n d ­

i n g  v a l u e  f o r  n o  t i m e - l a g .  C o r r e s p o n d i n g  to <-lQ/ N  - 1 / 4  , t h e

m a x i m u m  D A F  c o u l d  b e  l a r g e r  t h a n  b w h e n  ^ / N (. - 1 / 4  a n d  l a r g e r  t h a n

V
4 w h e n  N / N  = 0  . T h e s e  D A F ' s  a x e  s i g n i f i c a n t l y  l a r g e r  t h a n  t he

y c
c o r r e s p o n d i n g  D A F ' s ,  4 .  0 4  and 2. t>‘> wIu m  i h e  U v n a m i c  i n p l a n e  l o a d  i s  

a b s e n t .
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T a b l e  3a.  M a x i m u m  D A F  a r d  t C o r r e s p o n d i n g  t o  N e g a t i v e  T i m e - l a g .

p i Q / N  = 1 / 4  a / h  - 2 4 0
o  o c

L o a d i n g  
C o n d i t i  on P A F D A FD A F c rc r

. 180 3 . 9 7 . 16 8 3. 25 . 1703. 50

N / N 1/4 . 2 2 0 . 180

. 1 60 . 165N / N

N / N 1 / 4 . 1 80 . 180 6 . 00 . 200

T a b l e  ib.  M a x i m u m  D A F  arid t C o r r e s p o n d i n g  to  P o s i t i v e  T i m e - l a g .

Q / N  o
a / h  _ 2 4 01 / 4Po c:

0 . 10
L o a d i n g  
C o n d i t i o n D A FD A F D A F

c r c rc r

N / N 2. 673. 50 . 180 . 170 . 50 02. 72

N / N 1/4 5. 66 . 175. 2 2 0 4.  64 . 1 70 4. 00

. 6 8 4N / N . 1 6 02.  91

4.  92 . 180 . 8 5 0
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c )  R e s p o n s e  o f  P l a t e  B a s e d  o n  N o n l i n e a r  i n e o r y

T h e  n o n l i n e a r  m o d e l  i s  c o n s t r u c t e d  to i n c l u d e  the  m i d - s u r f a c e  

s t r e t c h i n g  of  t he  p l a t e .  A t  t h e  b o u n d a r y  of  t h e  p l a t e ,  i t  i s  n o  l o n g e r  

s u f f i c i e n t  to p r e s c r i b e  c o n d i t i o n s  g o v e r n m p  the  l a t e r a l  d i s p l a c e m e n t  o n l y .  

T h e  i n p l a n e  d i s p l a c e m e n t s  l m i r a c t i o n s )  m u s t  a l s o  b e  p r e s c r i b e d .  Jn 

tin p r e v i o u s  c h a p t e r ,  t w o  d i f f e r e n t  b o u n d a r y  c o n d i t h .  , i i ( j . j e c i t i e d :  

hi e v e r t i c a l  s i d e s  and  i m m o v ^ h l e  v c T l i e . w  -i  o t  in b o t h  c a s e s ,  

t he  s i d e s  a r e  to  r e m a i n  s t r a i g h t .  A l o n g  t h e  e d g e  win  i e the  d y n a m i c  

i n p l a n e  l o a d  i s  t r a n s m i t t e d ,  t w o  s e t s  o f  c o n d i t i o n s  a r e  s p e c i f i e d .  O n e  

h a s  the  m a s s  o f  t h e  p l a t e  l u m p e d  a l o n g  a r i g i d  l iar  a* t he  t o p  o f  t he  

p l a t e  (k - 1) and t h e  o t h e r  a r i g i d  b a r  w i t h  no m a s s  (k - 0).  T o  s i m p l i f y  

t he  p r o b l e m  f o r  t he  n o n l i n e a r  c a s e ,  t he  l a t e r a l  an d  m p l a n e  p u l s e s  a r e  to  

h a v e  the  s a m e  d u r a t i o n  ( ^  - 1) and t h e r e  i s  n o  t i m e - l a g .

a r e  c o m p u t e d  an d  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  h i g h e r  m o d e s  a r e  n e g l e c t e d .  T h e  

m e m b r a n e  s t r e s s  in t h e  p l a t e  c o r r e s p o n d i n g  m  tlu- b o u n d a r i e s  w i t h  

m o v a b l e  s i d e s  b e c o m e s :

In e v a l u a t i n g  t h e  t i m e  f u n c t i o n s ,  t h e  f u s t  t h r e e  s y m m e t r i c  m o d e s

8 C<t/M
A 2 (  1  '  C. 0 5  2TT X ) +■ 2 AC  fCOii'TTX - 'l

- 2 A B COi ̂77x ( cos *77y - -1 COS^TTy)  
o f

-?AC ( Cos ) T l x  ±_ ' j Oi J  v
i f (4.  4)
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a n d  t h e  m e m b r a n e  s t r e s s  c o r r e s p o n d i n g  t the i m m o v a b l e  v e r t i c a l  s i d e s  

b e c o m e  s :

in t he  l i n e a r  m o d e l .

T h e  p r o b l e m  w i t h  t he  m o v a b l e  v e r t n  a 1 w a s  s o l v e d  n u m e r i ­

c a l l y  f o r  k - 0 (no m a s s  on t op )  a n d  k 1 (wi t h  m a s s  on top)  w h e n  t h e  

p r e s t r e s s  w a s  a b s e n t .  T h e  m a x i m u m  d e f l e c t i o n s  a nd  s t r e s s e s  o b t a i n e d  

w e r e  f ou nd  to b e  a l m o s t  i d e n t i c a l .

If H .  2 1 ) ,  f o r  t h e  m o v a b l e  v e r t i c a l  side** i s  l i n e a r i z e d ,  t h e  s o l u ­

t i o n  f o r  q u i e s c e n t  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  i s ;

nr, - F n 2  f A *  -  A ?  C O : s i r X  < * A r.  /  r , ,  wt tA - c o s * tTx  )

■ 2 A F  77 > { -jv /

' ? A C  ( C o l  2 7Tx - 4 r o o n T T x  )  ̂  ̂ “
j r

7 T i l ' V
(4.  5)

T h e  d y n a m i c  b e n d i n g  s t r e s s  i s  e v . - i n i *  -1 b ,■ tb ■ ■ i ■ - ..a i.i on,  (4.  2 ), a s

1 2 (qJ h ) t l - » * )  N
)

4 <*,/(& L. ) r )
h r  i t  v'O n 

a jh " >>t
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Wi t h  a / h  2 4 0 ,  - 0,  Z 31,  k - 1 , o< 1 , and T  g r a s t e r  t h a n  0.  1,  (4. 6)

i s  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  to

* 7 T N y

LNc
( i -  CCS ; - ■ r t ' .

rr+ 1 r, t n S o n t )
<*o r

T: ilit int. > Lia oi the  l o a d u i j ,  b a r  in ‘t u <!, the  s o l u t i o n  to  t h e

l i n e a r r / t j - l  fo; < >f ( i . Z 1 ) i s

(4.  6a)

f Y
± n l________

J -y*)
?_Y 4-

I N f N,

'i 77 t
(4. 7)

If N / N  ■ 0, t he  t w o  s o l u t i o n s  a r e  ;< pp r ox  i uu- ‘ > 1 e q u a l  p r o v i d e d  1 
V C 40~ R

i s  m u c h  l e s s  t han  u n i t y .  T h i s  i s  tr i e  e x c e p t  f o r  v e r y  s m a l l  R.  T h e r e ­

f o r e  i t  s e e m s  t h a t  t he  l o n g i t u d i n a l  i n e r t i a  t a n  h e  n e g l e c t e d  i f  R  i s  not  

t o o  s m a l l  an d  t h e r e  i s  no  p r e s t r e s s .  In t h e  s u b s e q u e n t  d i s c u s s i o n  b o t h  

t h e  l o n g i t u d i n a l  i n e r t i a  an d  t h e  p r e s t r e s s  w i l l  n o t  b e  c o n s i d e r e d .

T h e  m a x i m u m  D A F  f o r  t he  m o v a b l e  v e r t i c a l  s i d e s  a s  a f u n c t i o n  

o f  R i s  g i v e n  in F i g .  7 f o r  p = 1 an d  in F i g ,  tt l or  p Z. C o m p a r i n g  

F i g .  7 w i t h  F i g .  8,  t he  e f f e c t  o f  the  i n p l a n e  d y n a m i c  l o a d  o n  t h e  m a x i ­

m u m  D A F  i s  s e e n  to b e  l e s s  f o r  p Z w h e n  R i s  g r e a t e r  t han  1, Z.o

T h e  m a x i m u m  D A F  a s  a f u n c t i o n  o f  R >s p l o t t e d  f o r  t h e  i m m o v ­

a b l e  a n d  m o v a b l e  b o u n d a r i e s  in F i g .  u for  / N  0 an d  p - 2,
i : C O

F i g .  9 s h o w s  t h a t  t h e  m a x i m u m  D A F  i s  a l w a y s  l a r g e r  f o r  t h e  m o v a b l e

b o u n d a r i e s  t h a n  f o r  t he  i m m n v  ib,* < . . 1  -  i* no t  s u r p r i s i n g
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s i n c e  t h e  l a t e r a l  d e f l e c t i o n  of  a  p l a t e  e x p o s e d  to a l a t e r a l  l o a d  o n l y  s h o u l d

b e  l a r g e r  w h e n  t he  b o u n d a r i e s  a r e  a l l o w e d  to m o v e .  H o w e v e r  in  F i g .  10,

w h e r e  a l l  t h e  c o n d i t i o n s  on t h e  p l a t e  ar* the  s a m e  a s  in F i g .  9 e x c e p t

Q / N  - 1 / 4 ,  it  i s  s e e n  t h a t  tin* 1J' i d<* b o u n d a r i e s  m a y  b e ,o c

d e p e n d i n g  o n  R ,  l a r g e r  o> i  m a l l e i  + h a r  t h e  D A I  f o r  t h e  i m m o v a b l e

b o u n d a r i e s .  It i s  n o t e d  t h a t  f o r  t h e  e n t i r e  r a n  f .  wh d e r  t h e r e  i s

a n  i n p l a n e  d y n a  ii m :  p u i - o  m  m i  t - > „ f >' T e r e n c e  b e t w e e n

t h e  m a x i m u m  D A F ' s  i o r  t h e  m o v a b l e  ar-d m m  . . c a b l e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,

d)  C o m p a r i s o n  of  [ . i n e a r  a n d  N o n l i n e a r  T h e n  m s

T h e  d y n a m i c  b e n d i n g  s t r e s s .  T i s  no l o n g e r  p r o p o r t i o n a l  to

i n  t h e  n o n l i n e a r  m o d e l  a s  it w a s  in d i e  l i n e a r  m o d e l .  F u r t h e r m o r e ,  t h e r e  

i s  a  m e m b r a n e  s t r e s s  d u e  to  the  m i d - s u r f a c  e s t i  e t c h i n g .  A s  a  r e s u l t ,  

t h e  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n s  t h r o u g h  t h e  t h i c k n e s s  o f  t he  p l a t e  a r e  d i f f e r e n t  

f o r  t h e  t w o  m o d e l s .  H o w e v e r ,  i f  o n e  i s  i n t e r e s t e d  in t h e  m a x i m u m  s t r e s s  

w h i c h  a l w a y s  o c c u r s  on the- s u r f a c e '  o f  the  p l a t e ,  s o m e  m e a n i n g f u l  c o m ­

p a r i s o n  c a n  b e  m a d e  ol th. t w o  m o d e l s  In o r d e r  (o m a k e  t h e  c o m p a r i s o n ,  

t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  t he  f i r s t  t h r e e  m o d e s  i s  u s e d  f o r  b o t h  m o d e l s .  T h e  

d e c r e a s e  in t h e  n umb e  r of  m o d e s  u s e d  d o e s  not  s i g n i f i c a n t l y  c h a n g e  t h e  

r e s u l t s  o f  t h e  l i n e a r  m o d e l  a s  w a s  d e m o n s t r a t e d  in T a b l e  2.

If t h e  e q u a t i o n s  (3,  1 8 - 3 . 2 0 ,  3 . 2 2 )  w h i c h  a r e  f o r  t h e  m o v a b l e

b o u n d a r i e s  w i t h  t h e  i n e r t i a  o f  t h e  r i g i d  b a r  n e g l e c t e d  a r e  l i n e a r i z e d ,  t h e  

r e s u l t i n g  e q u a t i o n s  (2,  d) a r e  thnsr  . b ' m m . t  p.- n>n l i n e a r  t h e o r y .  T h e r e ­

f o r e ,  f o r  t he  p u r p o s e  o f  c o m p a r i s o n ,  the  < p r e s e n t e d  f o r  the  n o n l i n e a r

m o d e l  a r e  f o r  the  m o v a b l e  b o u n d i  ir*-.
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T h e  e n v e l o p e s  ot w a s  a f u n c t i o n  of  p a r e  g i v e n  in F i g .  11 f o r

R - 1 Q / N  i s  t a k e n  to be  0 and  1 / 4  It i s  s e e n  that  at a v a l u e  o f  w  
o t

a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  to 0 5, the  l i n e a r  and n o n l . n c a r  d e f l e c t i o n s  d i f f e r

o n l y  by  a b o u t  1 0 fV  Of c o u r s e ,  the  d i f f e r e n c e  b e c o m e s  m a g n i f i e d  a s  w

m  rt  a s c s  It i s  a l s o  n o t e d  t h a t  the  e f f e c t  of  the  i n p l a n e  p u l s e  on the

d e f l e c t i o n s  i s  m o r e  or  l e s s  c o n s t a n t  f o r  t he  n o n l i n e a r  m o d e l  a t  l a r g e  w.

If t h e  c u r v e s  f o r  the  m a x i m u m  D A F  in F i g .  7 a r e  n o w  c o m p a r e d

to t h o s e  of  F i g .  2,  o b t a i n e d  b y  t he  l i n e a r  t h e o r y ,  o n e  s e e s  that  t h e y  a r e

a l m o s t  i d e n t i c a l  T h i s  i s  not  s u r p r i s i n g  s i n e  the  d e f l e c t i o n  in t h i s  c a s e

i s  a l w a y s  l e s s  than  0 V T h i s  i n d i c a t e s  that the  r e s u l t s  of  t he  l i n e a r

th f o r y  a r e  s t i l l  a c c u r a t e .

In F i g  12,  the e n v e l o p e s  of  the  def le* t ion v e r s u B  R w i t h

Q / N 1 / 4  and p - 2 a r e  s h o w n .  It i s  s e e n  that  t he  d e f l e c t i o n s  / t h e  o c o

m a x i m u m  of  w h i c h  i s  a b o u t  0 6)  f o r  the  l i n e a r  m o d e l  a r c  a b o u t  10% 

l a r g e r  than  t he  d e f l e c t i o n s  f o r  t he  n o n l i n e a r  m o d e l  T h e r e f o r e ,  o n e  

w o u l d  e x p e c t  that  t h e  s t r e s s e s  p r e d i c t e d  b y  the  l i n e a r  m o d e l  m a y  b e  

m o r e  than 10% h i g h e r  than  w h a t  i s  p r e d i c t e d  by  the  n o n l i n e a r  m o d e l .

T h i s  i s  v e r i f i e d  in F i g  11 w h e r e  t he  e n v e l o p e s  o f  t he  D A F  a r e  p l o t t e d  

If a 10% e r r o r  i s  t o l e r a t e d ,  it s e e m s  that  t h e  v a l i d i t y  o f  t he  l i n e a r  

t h e o r y  s h o u l d  b e  c o n f i n e d  to a v a l u e  o f  w  l e s s  than  o n e  - h a l f
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It i s  n o t e d  f r o m  t i g .  1 i that  f : r  R l e s s  t h an  1. 2 ,  t h e  D A F  o f  

t h e  n o n l i n e a r  m o d e l  i s  l a r g e r  t han  tht  D A F  o f  t he  l i n e a r  m o d e l .  T h i s  

i s  fine to the  f a c t  t h a t  w h e n  R i s  l e s s  t h a n  1 2,  the  c r i t i c a l  t i m e  o c c u r s  

a f t e r  t he  d y n a m i c  i n p i a n e  p u l s e  i s  o f f  t h e  p l a t e .  A p p a r e n t l y  t he  m e m ­

b r a n e  s t r e s s  in  t he  n o n l i n e a r  m o d e l  m o r e  t h an  o f f s e t s  the  d i f f e r e n c e  

i n  t h e  b e n d i n g  s t r e s s  w h i c h  a s  t h e  d e f l e c t i o n ,  i s  l a r g e r  i n  t h e  l i n e a r  

m o d e l .

In F i g .  14 t he  e n v e l o p e s  o f  t h e  d e f l e c t i o n  v e r s u s  R a r e  s h o w n  

f o r  ■ ■ 10 f o r  t h e  s a m e  p l a t e  U n l i k e  the  r e s u l t s  s h o w n  in F i g .  12,  

the  d e f l e c t i o n  of  the  l i n e a r  m o d e l  i s  m u c h  l a r g e r  t h a n  the  d e f l e c t i o n  

of  the  n o n l i n e a r  m o d e l .  O b v i o u s l y  o n e  w o u l d  n o t  e x p e c t  t h e  s t r e s s e s  

p r e d i c t e d  b y  t he  l i n e a r  t h e o r y  to b e  a c c e p t a b l e .  H o w e v e r ,  e v e n  t h e  

V on  H a r m a n ' s  n o n l i n e a r  t h e o r y  p r e d i c t s  t he  m a x i m u m  d e f l e c t i o n  on  

the1 o r d e r  of  o n e  a nd  a h a l f  to  t w i c e  the  p l a t e  t h i c k n e s s .  T h e  q u e s t i o n  

n a t u r a l l y  a r i s e s  a s  to w h e t h e r  t h e  r e s u l t s  of  t he  n o n l i n e a r  m o d e l  a r e  

v a l i d .  A  h i g h e r  o r d e r  n o n l i n e a r  t h e o r y  m a y  be n e c e s s a r y .
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C h a p t e r  5. S u m m a r y  and C o n c l u s i o n s

T h e  t r a n s i e n t  r e s p o n s e  o f  a s i m p l y  s u p p o r t e d  r e c t a n g u l a r  p l a t e  

s u b j e c t e d  to  a d y n a m i c  i n p l a n e  l o a d  in the  f o r m  o f  a s i n e  p u l s e  and to  a  

l a t e r a l  N - s h a p e d  p r e s s u r e  p u l s e  i s  e-nam m o I n e  i m p o s i t i o n  o f  the  

l . i i o r a l  a n d  m p i a n e  d i s t u r o a n c e s  m a y  b e  s i m u l t a n e o u s  o r  s e p a r a t e d  by 

a b r i e f  t i m e - d e i a y .  In a d d i t i o n ,  t h e r e  m a y  be t .ir.'e .0 . p l ane  c o m ­

p r e s s i v e  l oad .  The  s u p p o r t  >>< b- ■ r 1 . 0  t e n s i l e  i n p l a n e

l o a d  i s  t r a n s m i t t e d  to  the  p l a t e .  ri h e  p r o b l e m  s i m u l a t e s  a w i n d o w  p an e  

e x p o s e d  to  t h e  e f f e c t s  of  a f a r - f i e l d  s o n i c  b o o m  d i s t u r b a n c e  w i t h  the  

i n p l a n e  l o a d  t r a n s m i t t e d  f r o m  the  r o o f  s t r u c t u r e .

T h e  p r o b l e m  i s  s t u d i e d  f i r s t  b y  a s m a l l  d e f l e c t i o n  o r  l i n e a r  

t h e o r y .  T h e  g o v e r n i n g  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  i s  r e d u c e d  

to  a s e t  of  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  by a s s u m i n g  m o d e  s h a p e s  t ha t  

s a t i s f y  the  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  D u e  to  t he  p r e s e n c e  of  the  i n p l a n e  

d y n a m i c  l o ad  in the f o r m  o f  a ■>irc p u l s e ,  the  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a r e  o f  

t h e  M a t h i e u  t yp e .  F o l l o w i n g  M c L . a c h l a n ,  the  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  in 

t e r m s  of  M a t h i e u  f u n c t i o n s  o f  f r a c t i o n a l  o r d e r .  H o w e v e r ,  the  e x i s t i n g  

m e t h o d  d o e s  no t  a l w a y s  i n s u r e  an a c c u r a t e  d e t e r m i n a t i o r  c o e f f i ­

c i e n t s  in  the  s e r i e s  s o l u t i o n  a s  c a n  b e  seen,  in  T a b l e  I.  An  i m p r o v e d  

p r o c e d u r e  i s  p r e s e n t e d  b y  w h i c h  f o r  al l  d" r c a s e s  e n c o u n t e r e d ,  the  

c o e f f i c i e n t s  in t he  s e r i e s  s o l u t i o n  a r e  a l w a y s  c o r r e c t l y  d e t e r m i n e d .
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T h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  l i n e a r  s o l u l . o n s  i s  d e m o n s t r a t e d  b y  

u s i n g  a t h r e e  m o d e  an d  a  n i n e  m o d e  e x p a n s i o n .  It i s  s e e n  in  T a b l e  2 

t h a t  r e l i a b l e  r e s u l t s  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  c o n s i d e r i n g  j u s t  t h e  f i r s t  

t h r e e  m o d e s .  A s  e x p e c t e d ,  th*’ i n p t i n "  d v ’ ^roic  l o a d  i n d u c e s  s u b ­

s t a n t i a l l y  h i g h e r  s t r e s s  in t he  p l a t e  ( s e e  I i g ,  I  a nd  F i g .  4 ) .  In 

a d d i t i o n ,  T a b l e  3 s h o w s  t h a t  t h e  t i m e - d e l a y  c a n  r s i : g r  a s u b s t a n t i a l  

i n c r e a s e  in  t h e  d y n a m i c  a m p l i f i c a t i o n  fact* ■ i - v .■ m e  s t r e s s .

S i n c e  the  l a t e r a l  d e f l e c t i o n  o; ti..- oiait* cai .  r c a h  s u c h  a  m a g ­

n i t u d e  a s  to  r e n d e r  t he  r e s u l t s  of  t he  l i n e a r  t h e o r y  in d o u b t ,  a  n o n l i n e a r  

t h e o r y ,  w h i c h  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  the  s t r e t c h i n g  oi  trie m i d - s u r f a c e  o f  

t h e  p l a t e ,  i s  u s e d .  T h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  and t he  a s s o c i a t e d  b o u n d ­

a r y  c o n d i t i o n s  a r e  d e r i v e d  in t he  A p p e n d i x  u s i n g  H a m i l t o n ' s  p r i n c i p l e .

In t h e  n o n l i n e a r  t h e o r y ,  in a d d i t i o n  to t he  u s u a l  s i m p l y  s u p ­

p o r t e d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  t h e  p r o b l e m  i s  p o s e d  f o r  t w o  d i f f e r e n t  

i n p l a n e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :  m o v a b l e  v e r t i c a l  s i d e s  an d  i m m o v a b l e

v e r t i c a l  s i d e s .  F o r  bo t h  s e t s  o f  m p l a n e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  t he  

l o n g i t u d i n a l  i n e r t i a  o f  t h e  p l a t e  i s  e i t h e r  n e g l e c t e d  o r  c o n s i d e r e d  b y  

a s s u m i n g  t h a t  a l l  t h e  l o n g i t u d i n a l  m a s s  i s  c o n c e n t r a t e d  at  t h e  t o p  o f  

t he  p l a t e .  A  t h r e e  m o d e  e x p a n s i o n  f o r  the  l a t e r a l  d e f l e c t i o n  i s  p r o p o s e d  

an d  t h e  i n p l a n e  d i s p l a c e m e n t s  a r e  d e t e r m i n e d  in t e r m s  o f  t h e  l a t e r a l  

d e f l e c t i o n .  T h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  i s  r e d u c e d  to a s y s t e m  o f  o r d i n a r y  

n o n l i n e a r  c o u p l e d  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ,>v <).-■ . . . . . e t t t i n  m e t h o d .  T h e s e
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e q u a t i o n s  a r e  t h e n  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  H a m m i n g ' s  m o d i f i e d  

p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  i n t e g r a t i o n  m e t h o d .  It i s  f o u n d  t h a t  i f  t h e  s t a t i c  

i n p l a n e  l o a d  i s  a b s e n t ,  t h e  s o l u t i o n s  a r e  a l m o s t  i d e n t i c a l  w h e t h e r  t h e  

l o n g i t u d i n a l  m a s s  i s  n e g l e c t e d  o r  w o  , imwiI to b e  c o n c e n ­

t r a t e d  at  t h e  top .  T h e  eff-  <;t o f  t he  t w o  d i f f e r e n t  i n p l a n e  b o u n d a r y  c o n ­

d i t i o n s  n a m e l y ,  m o v a b l e  an d  i m m o v a b l e  v e r t i r - ' 1 * .d' -s ,  is s h o w n  in

F i g .  9 f o r  Q / N  - 0 a nd  in F i g .  * ■ ■ =' l / 1 H i s  s e e n  t h a to  c n ■

t h e  m a x i m u m  s t r e s s e s  a t  t he  c e n t e r  o f  t he  p l a t e  a r e  a p p r o x i m a t e l y  t h e  

s a m e  f o r  e i t h e r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n .

W h e n  t he  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  c o r  r e s p o n d i n g  t o  the  c a s e  o f  m o v ­

a b l e  v e r t i c a l  s i d e s  a n d  no  l o n g i t u d i n a l  i n e r t i a  a r e  l i n e a r i z e d ,  t h e  r e s u l t ­

i n g  e q u a t i o n s  a r e  e x a c t l y  t h o s e  o f  t h e  l i n e a r  t h e o r y ,  T h e r e f o r e  f o r  t h e  

p u r p o s e  o f  c o m p a r i s o n ,  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e  m o v a b l e  v e r t i c a l  s i d e s  a r e

u s e d .  It i s  f o u n d  t h a t  f o r  p = 1  p s f ,  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  l i n e a r  a n d  n o n -
o

l i n e a r  t h e o r i e s  a r e  a l m o s t  i d e n t i c a l .  T h i s  i s  n o t  s u r p r i s i n g  s i n c e  t h e  

l a t e r a l  d e f l e c t i o n  i n  t h i s  c a s e  i s  a l w a y s  l e s s  t h an  0. 3 o f  t h e  t h i c k n e s s  

o f  t h e  p l a t e .  F o r  p^ -  2 p s f ,  h o w e v e r ,  it  i s  f ou nd  t h a t  t h e  d e f l e c t i o n s  

o b t a i n e d  b y  t h e  l i n e a r  t h e o r y  c a n  b e  m o r e  t han  10% l a r g e r  t h a n  t h o s e  

o b t a i n e d  b y  t h e  n o n l i n e a r  t h e o r y .  T h e r e f o r e  t he  s t r e s s e s  p r e d i c t e d  b y  

t h e  l i n e a r  t h e o r y  c a n  b e  m o r e  t h a n  10% o f f  t h a r  t ha t  p r e d i c t e d  b y  t h e  

n o n l i n e a r  t h e o r y .  O n e  m a y  c o n c l u d e ,  t h e r e f o r e ,  t ha t  i f  a  10% e r r o r  i s  

t o l e r a t e d ,  t h e  l i n e a r  t h e o r y  g i v e s  a cc*  pia.1.1 c n  .;ii l lu if t h e  l a t e r a l  

d e f l e c t i o n  i s  c o n f i n e d  to b e  l e s s  t h a n  o n e - h a l f  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  p l a t e .
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A p p e n d i x  D e r i v a t i o n  o f  N o n l i n e a r  E q u a t i o n s  o f  M o t i o n  a n d  B o u n d a r y  

C o n d i t i o n s  U s i n g  H a m i l t o n ' s  P r i n c i p l e

In a d d i t i o n  t o  t h e  u s u a l  a sBurnpt i npf i  f o r a  th in  e l a s t i c  p l a t e ,  i t  i s  

a s s u m e d  t h a t

a)  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  l a t e r a l  d e f l e c t i o n ,  w ,  i s  o f  t h e  s a m e  o r d j j .  o f  

m a g n i t u d e  a s  the  t h i c k n e s s  o f  t h e  p l a t e ;

b)  t h e  t a n g e n t i a l  d i s p l a c e m e n t s  i .f* ’ f i n H e ^ i r n a l  s o  t h a t  t h e

o n l y  s i g n i f i c a n t  n o n l i n e a r  t e r m s  in the  s t r a i n  - ■ ! i ^ p l a c e m e n t  e q u a t i o n s

a r e  w.  an d  w.  .’ x - y

T h e n  t h e  m i d d l e  s u r f a c e  s t r a i n s  a r e  g i v e n  by:

U ),K +■ I  <w j y )  
7

* l ( w , v y
a

t  W J)( W ,  y

£ ? c z o  r ^ 7 2 0  ' ^ z z o  “  ®
( A .  1)

a n d  t h e  s t r a i n s  a t  a n y  p o i n t  a r e  g i v e n  by:

I  -^ X X 0  '  2  W' M

i y y  ' ^ y y o  ~ ^  v*, y y

: 6 X y o  " 2 2  W ) x y

6 , 2  = ^ 7 2  5 6 2 2  z  °



F u r t h e r m o r e ,  it  w i l l  be  a s s u m e d  that the s t r a in s  a r e  s m a l l  so  that H ooke'  

L aw  djipU^s

w h ich  m e a n s  that the in te g r a l  o f  the la g r a n g ia n  fu n ction  {L ,=U -T-W ) o v e r

to  a l l  a d m i s s i b l e  v ir tu a l  d i s p la c e m e n t s .  T h e s e  v ir tu a l  d i s p la c e m e n t s  

v a n is h  at the  in i t ia l  and f in a l c o n f ig u r a t io n s .  It i s  n o ted  th at T i s  the  

k in e t ic  e n e r g y  of the body^ U i s  the to ta l  s tr a in  e n e r g y  o f  d ie  body; and  

W i s  the w ork  don e  by the  e x te r n a l  f o r c e s .  F o r  a l in e a r l y  e la s t i c  

m a t e r ia l

2.<i+V)

(A. 3)

H a m il to n 's  p r in c ip le  s ta te s :

(A. 4)

a t im e  in te r v a l  t to i s  an e x tr e m u m  for  the a c tu a l  m o t io n  w ith  r e s p e c t
1 w
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S u b stitu t in g  IA ; J' < > . . .  i jittu (A. 5) and in te g ra t in g

th rou gh  the  th ic k n e s s  v ’1 1

1 /  " J" J  t  Nx U,* r i < t v , x )

*- -  ( N x  W ,  „  ' ■'■ I Is f \ \ ' , y  W t y  )

+ D { (  W Uls : , , / i v  vvMx ) w > y y

+ 2 ( 1 -  <

w h e r e

M = J L A ~  ( £ x , o + ^

* 1-1 ,1

N  - f h  fINxV - --------- : C-x-y

(A.  6 )

kV - ----------
2 U +P )

D ^ J ih L   (A.  7)
/ 2 ( i - v a ;
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If t h e  p l a t e  i s  l o a d e d  by a d i s t r i b u t e d  l a t e r a l  l o a d ,  q ( x ,  y ,  t ) ;

n o r m a 1 a n d  t a n g e n t i a l  i n p l a n e  l o a d s ,  an d  N , b e n d i n g  an d  t w i s t i n g

m o m e n t s ,  M  a n d  M ; a n d  a t r a n s v e r s e  s h e a r i n g  f o r c e ,  Q ; ( a s  
n nt  n

s h o w n  in  F i g .  15 ) t h e  e x t e r n a l  w o r k  d o n a  b y  t h e s e  f o r c e s  i s :

W  * 1  - (  M „ Je  w  J e
$  c  c

f  J  ^  w n l t  +  J  ( u c o i s t  V J < 0 » )  o / c .

V t O i e  -  U i i O « » ) o / c  ■ (A.  8)

T h e  k i n e t i c  e n e r g y  of  t h e  p l a t e  i s  g i v e n  by;

(A.  9)

S u b s t i t u t i n g  (A.  6 ) ,  (A.  7) ,  (A.  8)  a n d  (A.  9) i n t o  (A.  4)  a nd  i n t e ­

g r a t i n g  b y  p a r t s  y i e l d s ;

( i f  [(" ytu W _ W +" ^ * W, s K +■ W>Yy
I I ,

1  ̂ + W , k ( .N^jv; + Nix y w )  + Wj y f N x y ^ x  + Nyp y )  +" 9 ) <* w

+ (.NxjX e N x V(y  -JU, U l ) ^ H  t-C Nrfy/X f N " f , y  <J f

* o  +  i  W j x y  5 i f ) «  Z.CS0  f  W i y y  'I ifi1# )

*  D  v  A  w  '  M o l  ^  c * T * / )

Jn

f  L ' D ( l ' V )  d  i  ( w y / * W j y y ' j A / n f r e o s * ^  W,5 y ( s i n a« - e o * * « O i  
<*c J

+ D(AW)y c o s e  + & Wjy s m « )

(A.  10)

+ t - N rin+ N 0 ) or n t C - N ^ + N ^ J ’f c J c l c .  = C .
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S i n c e  a l l  o f  t h e  v i r t u a l  d i s p l a c e m e n t s  a r e  a r b i t r a r y ,  f r o m  t h e  

f u n d a m e n t a l  t h e o r e m  of  c a l i u i a s  o f  >. j r > ■ i - i n  o f  t h e  i n t e g r a n d s  in  

e q u a t i o n  (A 10) m u s t  v a n i s h  s e p a r a t e l y .  Thi s  y i e l d s  t h e  f o l l o w i n g  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ;

\) v w - W +■ t 2 h'fv 'V)* / ^ 7 y
+■ w >x (rvJx,*  / )  + Wjy ^ * / ) x f N y i y )

N*j>x + N * m  -  «  - - o  ( A . U )

^  x y i x N7 j y ~ V  - O 

a n d  t he  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on the  b o u n d a r y  c:

0 [ ( J  - u )  ( W j x x  e o s 2 ^  2 Wi X ' / S m & t os &  t- w , y y  1/ 4 J

+  O  o r  J " £ w / i n )  - o

 ̂ _ w* vvJ cors* + ^ixy ( im V

( A vv ) c o 5 ^ ‘ '  j  ( A w )  Sii itf]
dx Jy

+-fNx Cos3# + 7 NXy  s' in& cos t?  + N y i * n l 6 2 ) w Jft

+■ ('N* yiOtf c os& +■ hJXy ^ t o 3 3e  Ny v/,c

“  Q n ■*■ ^ n t  s  O 0  <f w‘ - O
3~C

NX COJ* #  + 2.N*y l i n S C O S #  t  Ny 5/p O O w r  t Tq  r  o

C'NKS f n # e o S «  f  N *Y (C oyJ# - S i r , 2*/') t  My t o -  &r  -  N t  o r eT,t r O .

T h e s e  r e s u l t s  w e r e  f i r s t  o b t a i n e d  by l b ' :  1 jan 1 1 0 1 .
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i s  m a r r i e d  an d  h a s  no c h i l d r e n

Mr K n a p p  a t t e n d e d  el* n e n i a r y  s c h o o l  in  B r o o k l y n  a n d  g r a d u -  
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to  t h e  Ph  O C a n d i d a s  y on J u l y  3, 1 9 6 9  a n d  c o m p l e t e d  h i s  d i s s e r t a t i o n

in  M a r c h  o f  1 9 70 ,


