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ABSTRACT

T h e  L a s e r  D o p p l e r  V e l o c i m e t r y  t e c h n i q u e  w a s  
u s e d  t o  s t u d y  t h e  m e c h a n i s m  b y  w h i c h  c h a o s  c a n  
a p p e a r  i n  a s y s t e m  g o v e r n e d  b y  d e t e r m i n i s t i c  
e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a n d  t i m e - i n d e p e n d e n t  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s .  I n c o m p r e s s i b l e  f l u i d  f l o w  b e t w e e n  
c o n c e n t r i c  c y l i n d e r s ,  i n d u c e d  b y  t h e  r o t a t i o n  o f  
t h e  i n n e r  o n e  w i t h  t h e  o u t e r  o n e  f i x e d ,  w a s  c h o s e n  
b e c a u s e  i t  d i s p l a y s  a p r o g r e s s i o n  o f  i n s t a b i l i t i e s  
w i t h  i n c r e a s i n g  R e y n o l d s  n u m b e r  b e f o r e  t h e  o n s e t  
o f  c h a o s .  E a r l y  w o r k e r s [ l ]  t h o u g h t  t h e  n u m b e r  o f  
i n s t a b i l i t i e s  s o  l a r g e  t h a t  t h e  f l o w  a p p e a r s  
c h a o t i c  w h e n  i t  i s  a c t u a l l y  h i g h l y  m u l t i p l y -  
p e r i o d i c .  R e c e n t  w o r k [ 2 ]  c a s t  d o u b t  o n  t h i s  
p i c t u r e .  The  p r e s e n t  s t u d y  u s e d  a, m i n i -  c o m p u t e r  
on  l i n e  t o  a  P DP - 10  m a i n f r a m e  t o  a c q u i r e  l o n g  d a t a  
r e c o r d s .  The  c o m p u t e d  v e l o c i t y  p o w e r  s p e c t r a l  
d e n s i t i e s  t h e r e f o r e  h a d  a r e s o l u t i o n  o f  ( 1 0 - l t ) .  
H i g h  o p t i c a l  m i x i n g  e f f i c i e n c y  p r o v i d e d  a  s i g n a l  
t o  n o i s e  r a t i o  t h r e e  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  h i g h e r  
t h a n  p r e v i o u s  s t u d i e s .  As a r e s u l t ,  we h a v e  b e e n  
a b l e  t o  p r e c i s e l y  c h a r a c t e r i z e  a q u a s i - p e r i o d i c  
f l o w  a n d  s ho w  t h a t  c h a o s  a p p e a r s  a f t e r  t wo  t i m e -  
d e p e n d e n t  i n s t a b i l i t i e s .  R e l a t i o n s h i p s  o f  t h e  mode  
f r e q u e n c i e s  a t  t h e  o n s e t  o f  c h a o s  a r e  e x a m i n e d .
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1 .  INTRODUCTION

T u r b u l e n t  f l o w s  a r e  t n e  r u l e  r a t h e r  t h a n  t h e  e x c e p t i o n  

i n  n a t u r e ,  b u t  o u r  u n d e r s t a n d i n g  o f  f l u i d  f l o w s  i s  p r e d o m i ­

n a t e l y  o f  t h e  l a m i n a r  c a s e .  I n  t u r b u l e n c e  t h e o r y  m o s t  o f  t h e  

a t t e n t i o n  h a s  b e e n  g i v e n  t o  t h e  f u l l y  d e v e l o p e d  c a s e  a n d  

r e l a t i v e l y  l i t t l e  t o  i t s  o n s e t .  T h e  t h e o r i e s  o f  f u l l y  

d e v e l o p e d  t u r b u l e n c e  i n t r o d u c e  a s t a t i s t i c a l  d e s c r i p t i o n  ad  

h o c ,  a n  a p p r o a c h  w h i c h  a s s u m e s  t h a t  a v e r y  l a r g e  n u m b e r  o f  

m o d e s  o f  t h e  f l u i d  a r e  e x c i t e d .  I n  t h e  t r a n s i t i o n  p r o b l e m ,  

we a r e  a t t e m p t i n g  t o  u n d e r s t a n d  w h a t  m o d e s  a r e  i n v o l v e d  a n d  

how t h e y  b e c o m e  e x c i t e d .  T h e  c u r r e n t  s t u d y  s u p p o r t s  t h e  v i e w  

t h a t  t h e  n u m b e r  o f  m o d e s  i n v o l v e d  i n  t h e  a p p e a r a n c e  o f  

t u r b u l e n c e  n e e d  n o t  b e  l a r g e .

T h e  f l o w  b e t w e e n  c o n c e n t r i c  r o t a t i n g  c y l i n d e r s  i s  a 

n a t u r a l  c h o i c e  a s  a  s y s t e m  f o r  s t u d y  b e c a u s e  i t s  h i g h  s ym­

m e t r y  h a s  ma d e  t h e  s t u d y  o f  t h e  l a m i n a r  r e g i m e s  v e r y  

s u c c e s s f u l  c o m p a r e d  t o  m o r e  g e n e r a l  f l o w s .  H o w e v e r ,  a s  we 

s h a l l  s e e  i n  w h a t  f o l l o w s ,  a  g r e a t  d e a l  r e m a i n s  u n k n o w n  i n  

t h i s  s y s t e m .  I t  i s  u n l i k e l y  t h a t  a  d e e p e r  u n d e r s t a n d i n g  o f  

t h e  t r a n s i t i o n  p r o b l e m  w i l l  come  f i r s t  f r o m  a m o r e  g e n e r a l  

f l o w .  S i m i l a r l y ,  i n  t h e  h o p e  o f  o b t a i n i n g  d e e p e r  i n s i g h t  b y  

r e s t r i c t i n g  t h e  p r o b l e m ,  we h a v e  c h o s e n  t h e  c a s e  o f  t h e  

o u t e r  c y l i n d e r  a t  r e s t  w i t h  t h e  i n n e r  c y l i n d e r  r o t a t i n g .  

T h i s  r e s t r i c t i o n  r e p r e s e n t s  a m o d e s t  e x p e r i m e n t a l  c o n v e ­

n i e n c e ,  b u t  t h e  m a i n  r e a s o n  f o r  t h i s  c h o i c e  i s  t h e  a p p a r e n t  

d i f f e r e n c e  i n  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  t r a n s i t i o n  t o  t u r b u l e n c e
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i n  t h i s  c a s e  a s  c o m p a r e d  t o  t h e  c a s e  w h e r e  m o t i o n  o f  t h e  

o u t e r  c y l i n d e r  p r e d o m i n a t e s .  I n  t h e  l a t e r  c a s e  t u r b u l e n c e  

c a n  a p p e a r  d i r e c t l y  a n d  c a t a s t r o p h i c a l l y  f r o m  T a y l o r  v o r t e x  

f l o w [ l ] . I n  t h e  c a s e  we h a v e  s t u d i e d ,  i n t e r m e d i a t e  s t a t e s  

w e r e  known t o  o c c u r  b e f o r e  t h e  a p p e a r a n c e  o f  t u r b u l e n c e ,  b u t  

t h e  p r e s e n t  s t u d y  s h o w s  t h a t  t h e i r  n u m b e r  c a n  b e  r e d u c e d  b y  

u s i n g  s h o r t  c y l i n d e r s .  T h i s  s t u d y  a l s o  s h o w s  t h a t  a d d i t i o n a l  

p r e v i o u s l y  u n k n o w n  i n s t a b i l i t i e s  o c c u r .  T h e  h o p e  i s  t h a t  

t h e  s t u d y  o f  t h i s  p r o g r e s s i o n  w i l l  l e a d  t o  i n s i g h t  i n t o  t h e  

o n s e t  o f  t u r b u l e n c e .

I n  C h a p t e r  2 we r e v i e w  p r e v i o u s  w o r k  o n  t h i s  p r o g r e s ­

s i o n  o f  f l o w s .  I n  C h a p t e r  3 we d e s c r i b e  t h e  p r i n c i p l e s  o f  

l a s e r  D o p p l e r  v e l o c i m e t r y  p e r t i n e n t  t o  o u r  w o r k .  I n  C h a p t e r  

4 we d e s c r i b e  t h e  f l o w  a p p a r a t u s  i n  w h i c h  o u r  m e a s u r e m e n t s  

w e r e  m a d e  a n d  t h e  l a s e r  D o p p l e r  v e l o c i m e t r y  t e c h n i q u e  u s e d .  

I n  C h a p t e r  5 we p r e s e n t  o u r  r e s u l t s .  T h e  i m p l i c a t i o n s  a n d  

c o n c l u s i o n s  t h a t  c a n  b e  d r a w n  f r o m  t h e s e  r e s u l t s  a r e  p r e ­

s e n t e d  i n  C h a p t e r s  6  a n d  7 .



-  3 -

R e f e r e n c e  f o r  C h a p t e r  I

1 .  C o l e s ,  D. 1 9 6 5  T r a n s i t i o n  i n  C i r c u l a r  C o u e t t e  f l o w .  
J .  F l u i d  M e c h .  2 1 ,  3 8 5 - 4 2 5 .
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2 .  REVIEW

2 . 1 .̂ Gr o u n d w o r  k

T h e o r e t i c a l  a p p r o a c h e s  r e v i e w e d  h e r e  g e n e r a l l y  a s s u m e  

t h a t  a f l u i d  d y n a m i c  d e s c r i p t i o n  i s  r i c h  e n o u g h  t o  d e s c r i b e  

t h e  p h e n o m e n a .  T h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a r e  g e n e r a l l y  n o t  

b o u n d  b y  t h i s  a s s u m p t i o n  a n d  o f t e n  s e r v e  t o  j u s t i f y  i t .  I t  

i s  f u r t h e r  a s s u m e d  t h a t  a v i s c o u s  f l u i d  m u s t  l o c a l l y  m a t c h  

t h e  v e l o c i t y  o f  a s o l i d  b o u n d a r y .  T h i s  a s s u m p t i o n  h a s  b e e n  

j u s t i f i e d  t h e o r e t i c a l l y  b y  e x a m i n i n g  a  t h i n  l a y e r  n e a r  t h e  

b o u n d a r y  i n  a n  e x p a n d e d  c o o r d i n a t e  s y s t e m  a n d  a l l o w i n g  t h e  

f l u i d  t o  s l i p  a t  t h e  b o u n d a r y .  I t  i s  f o u n d  t h a t  f o r  v e r y  

s m a l l  b o u n d a r y  s u r f a c e  i r r e g u l a r i t i e s  a  s u r f a c e  o f  f l u i d  

v e l o c i t y  e q u a l  t o  t h a t  o f  t h e  b o u n d a r y  e x i s t s  v e r y  n e a r  t o  

t h e  b o u n d a r y [ l ] .  F i n a l l y ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  f l u i d  i s  

i n c o m p r e s s i b l e .  T h i s  a s s u m p t i o n  i s  j u s t i f i e d  i f  t h e  m o l e c ­

u l a r  r e l a x a t i o n  o f  d e n s i t y  g r a d i e n t s  i s  r a p i d  c o m p a r e d  t o  

t h e  c h a r a c t e r i s t i c  t i m e  s c a l e s  o f  t h e  f l u i d  m o t i o n .  A 

m e a s u r e  o f  t h e  r a t e  o f  e q u a l i z a t i o n  o f  d e n s i t y  g r a d i e n t s  i s  

t h e  s o u n d  s p e e d ,  a n d  t h e  d e s i r e d  p a r a m e t e r  e x p r e s s i n g  t h e  

i n c o m p r e s s i b i l i t y  o f  t h e  f l o w  i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  f l u i d  

v e l o c i t y  t o  t h e  s o u n d  s p e e d ,  w h i c h  f o r  o u r  s y s t e m  i s  a l w a y s  

l e s s  t h a n  1 0 - 3 . D e s p i t e  t h e s e  r e s t r i c t i o n s ,  a n d  h a l f  a 

c e n t u r y  o f  e f f o r t ,  t h e  r e s u l t i n g  t h e o r e t i c a l  m o d e l  i s  s t i l l  

l a r g e l y  u n e x p l o r e d .  T h u s  i t  i s  r e a s o n a b l e  t o  e x p l o r e  t h i s  

m o d e l  f u r t h e r  b e f o r e  c o n s i d e r i n g  s o m e t h i n g  m o r e  g e n e r a l .

The  p r e v i o u s  c o n s i d e r a t i o n s  r e s u l t  i n  t h e  N a v i e r - S t o k e s
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e a u a t i o n  a s  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  o f  t h e  s y s t e m :

D V / - y  \  ~y  1TX + ( v • v ) v = -vp + r .v2v ( 2 . 1 )

i n  d i m e n s i o n l e s s  u n i t s  w h e r e :

( 2 . 2 )v

a n d  U i s  t h e  s c a l e  v e l o c i t y ,  L t h e  s c a l e  l e n g t h ,  a n d  v t h e  

k i n e m a t i c  v i s c o s i t y .  T h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n :

i s  a l s o  p a r t  o f  t h e  s y s t e m  o f  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s ,  b u t  i t  

s h o u l d  be  n o t e d  t h a t  u s e  h a s  a l r e a d y  b e e n  m a d e  o f  i t  i n  t h e  

f o r m  o f  t h e  v i s c o s i t y ( l a s t )  t e r m  o f  ( 2 . 1 ) a n d  i n  s ome  c a s e s  

i t  y i e l d s  no  n e w  i n f o r m a t i o n .  F o r  t h e  c a s e  o f  c o n c e n t r i c  

c y l i n d e r s  t h e  n a t u r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  ( 2 . 1 )  a n d  ( 2 . 3 )  i s  

c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  w i t h  a x e s  c h o s e n  a s  s h o wn  i n  f i g u r e  

2 . 1  a n d  u , v , w  a r e  t h e  c o m p o n e n t s  o f  v i n  t h e  r  , *)> , a n d  z 

d i r e c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y .

We s h a l l  r e v i e w  p r e v i o u s  w o r k  b y  e x a m i n i n g  t h e  

s u c c e s s i v e  r e g i m e s  e x h i b i t e d  b y  t h e  f l o w  i n  o r d e r  o f  

i n c r e a s i n g  R e y n o l d s  n u m b e r .  Our r e v i e w  w i l l  n o t  b e

-*■ ->v-v = 0 ( 2 . 3 )

( 2 . 4 )
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F i g u r e  2 . 1

T h e  f l o w  g e o m e t r y  w i t h  d e f i n i t i o n  o f  t h e  c y l i n d r i c a l  

c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n s  a n d  t h e  m e c h a n i c a l  p a r a m e t e r s ;  a 

t h e  i n n n e r  c y l i n d e r  r a d i u s ,  b t h e  o u t e r  c y l i n d e r  

r a d i u s ,  c t h e  g a p  w i d t h ,  a n d  L t h e  f l u i d  h e i g h t .
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s t r i c t l y  H i s t o r i c a l .  T h e  f l o w s  a r e  c l a s s i f i e d  b y  r e s u l t s  o f  

t h e o r e t i c a l  w o r k  a s s u m i n g  i n f i n i t e l y  l o n g  c y l i n d e r s  a n d  

e x p e r i m e n t s  i n  l o n g  a p p a r a t i i ,  b u t  we w i l l  i n  e a c h  c a s e  

d i s c u s s  f i n i t e  l e n g t h  r e s u l t s .
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2 . 2 .  C o u e t t e  F l o w

A t  l o w  R e y n o l d s  n u m b e r  t h e  f l o w  i s  t i m e - i n d e p e n d e n t  

h a v i n g  o n l y  a  s i n g l e  n o n - v a n i s h i n g  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  i n  t h e  

a z i m u t h a l  d i r e c t i o n  w h i c h  d e p e n d s  o n l y  o n  t h e  r a d i a l  

c o o r d i n a t e .  T h i s  r e s u l t  c a n  b e  s u c e s s f u l l y  c o m p a r e d  w i t h  

t h e  s o l u t i o n  o b t a i n e d  f r o m  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n  b y  

a s s u m i n g  t h a t  t h e  f l o w  s h a r e s  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s  i n  t h e  i d e a l i z e d  c a s e  o f  i n f i n i t e  c y l i n d e r s .  T h i s  

w a s  d o n e  b y  C o u e t t e [ 2 ]  a s  a c h e c k  o n  t h e  N e w t o n i a n  s t r e s s  

a p p r o x i m a t i o n .  T h e  c y l i n d r i c a l  s y m m e t r y  g i v e s :

3 l l _ 3 V _ 3 W _ n  ( o
3* “ H  " H  “ 0 ( 2 ' 5)

w h i l e  a s s u m i n g  t h e  c y l i n d e r s  f i x e d  i n  t h e  z - a i r e c t i o n  g i v e s :

W = | j = ! l = 0  ( 2 . 6 )

F u r t h e r ,  n o - s l i p  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  g i v e  v = (0,C2ia,0)  a t  

t h e  i n n e r  c y l i n d e r  w a l l  i f  i t  h a s  a n  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  ^  

a n d  v  = ( 0 , f i 2 b , 0 ) a t  t h e  o u t e r  c y l i n d e r  w a l l  i f  i t  h a s  an  

a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  &2 . T h e  n o r m a l  c o m p o n e n t  o f  t h i s  c o n d i ­

t i o n  i s  h e l d  t o  b e  t r u e  i n  t h e  b o d y  o f  t h e  f l u i d .  We a r e  

l e f t  w i t h  t h e  f u n c t i o n a l  f o r m  o f  t h e  v e l o c i t y  v = <f>v(r).  

U s i n g  ( 2 . 5 )  a n d  ( 2 . 6 )  a n d  s e e k i n g  a t i m e -  i n d e p e n d e n t  

s o l u t i o n  s o  t h a t  t i m e  d e r i v a t i v e s  may  b e  s e t  t o  z e r o ,  we 

o b t a i n  f r o m  ( 2 . 4 ) :
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d2v
d r 2

f 1 dv 
r  dr

dp _ v2 
dr  r

•2 = 0

( 2 . 7 )

N o t e  t h a t  t h i s  s y s t e m  i s  l i n e a r ,  t h e  f i r s t  o f  w h i c h  h a s  t h e  

s o l u t i o n :

w h e r e :

v = A r + £  ( 2 . 8 )

A = and B -  (2 .9)

a n d  :

-  Rl  ,  ^y -  ^  and n -  F  (2>10)

a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  N o t e  t h a t  t h e  

R e y n o l d s  n u m b e r  d o e s  n o t  a p p e a r .  T h i s  s o l u t i o n  i s  v a l i d  f o r  

a l l  v a l u e s  o f  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r .  T h i s  d o e s  n o t  m e a n ,  h o w ­

e v e r ,  t h a t  t h e  f l o w  i t  r e p r e s e n t s  i s  o b s e r v e d  a t  a l l  

R e y n o l d s  n u m b e r s .  C o u e t t e  a n d  o t h e r  e a r l y  r e s e a r c h e r s  [ 3 ]  

o b s e r v e d  t h a t  t h i s  f l o w  d i d  n o t  p e r s i s t  a s  t h e  R e y n o l d s  

n u m b e r  was  i n c r e a s e d .
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2..J3. T a y l o r  Vor  t e x  f l o w

R a y l e i g h [ 4 ]  p r e s e n t e d  a n  i n c i s i v e  h e u r i s t i c  a n a l y s i s  o f  

t h e  s t a b i l i t y  o f  C o u e t t e  f l o w  a g a i n s t  a x i s y m m e t r i c  d i s t u r ­

b a n c e s  n e g l e c t i n g  t h e  e f f e c t  o f  v i s c o s i t y .  I n  t h i s  c a s e ,  d u e  

t o  K e l v i n ' s  t h e o r e m ,  t h e  a n g u l a r  mo men t um o f  a f l u i d  e l e m e n t  

w o u l d  r e m a i n  u n c h a n g e d  e v e n  when  d i s p l a c e d  f r o m  i t s  

e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n  t o  a  r e g i o n  o f  d i f f e r e n t  a n g u l a r  

m o m e n t u m .  M o t i o n  i n  t h e  a x i a l  a n d  r a d i a l  d i r e c t i o n s  i s

g o v e r n e d  b y  t h e  c e n t r i f u g a l  f o r c e  v 2/ r  . S i n c e  v r = k ,  a

c o n s t a n t ,  t h e  c e n t r i f u g a l  f o r c e  i s  k 2 / r 3  a n d  a s s o c i a t e d  w i t h

i t  i s  a p o t e n t i a l  pk 2 / 2 r 2  . T h e  f l o w  i s  s t a b l e  i f  t h i s  p o t e n ­

t i a l  i s  a m i n i m u m .  To a c h i e v e  t h a t ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  h a v e  

l a r g e r  v a l u e s  o f  k2  a t  l a r g e r  r a d i i .  T h u s  t h e  s q u a r e d  

c i r c u l a t i o n  m d s t  i n c r e a s e  m o n o t o n i c a l l y  o u t w a r d  f o r

s t a b i l i t y .

Von K a r m a n [ 5 ]  a r r i v e d  a t  t h e  s a m e  c r i t e r i o n  b y  

c o n s i d e r i n g  t h e  b a l a n c e  b e t w e e n  t h e  c e n t r i f u g a l  f o r c e  p v 2 / r  

a n d  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t .  I f  a r i n g  o f  f l u i d  a t  r a d i u s  n  

i s  d i s p l a c e d  t o  a  l a r g e r  r a d i u s  r 2  t h e  c e n t r i f u g a l  f o r c e  

b e c o m e s :

( 2 - H )

The  p r e s s u r e  g r a d i e n t  a t  r 2  i s  t h a t  n e e d e d  t o  b a l a n c e  t h e  

c e n t r i f u g a l  f o r c e  o f  t h e  f l u i d  o r i g i n a l l y  t h e r e ,  p v | / r 2  . I f  

t h e  c e n t r i f u a l  f o r c e  o f  t h e  n e w l y  a r r i v e d  f l u i d  i s  l a r g e r  

t h a n  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t ,  t h e r e  w i l l  b e  a n  u n b a l a n c e d  

o u t w a r d  f o r c e  w h i c h  w i l l  c a u s e  t h e  d i s p l a c e d  f l u i d  t o
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c o n t i n u e  i t s  m o t i o n  r e n d e r i n g  t h e  b a s i c  f l o w  u n s t a b l e .  The  

c o m p a r i s o n  o f  t h e s e  t wo  f o r c e s  r e d u c e s  t o :

( r iV i )2 > ( r 2v2)2 or kf > k£ (2.12)
A s i m i l a r  e x a m i n a t i o n  o f  a r i n g  o f  f l u i d  a t  rz  d i s p l a c e d  t o

ri  u n d e r  t h e  s am e  c i r c u m s t a n c e s  s h o w s  t h a t  i t  e x p e r i e n c e s  a n  

u n b a l a n c e d  f o r c e  i n w a r d .  T h u s  wh e n  t h e  R a y l e i g h  c r i t e r i o n  i s  

n o t  m e t  a f l u i d  e l e m e n t  i s  u n s t a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  

d i s p l a c e m e n t  i n  e i t h e r  r a d i a l  d i r e c t i o n .  S y n g e [ 6 ] d e r i v e d

t h i s  c r i t e r i o n  b y  a l i n e a r  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  t h e

i n v i s c i d  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  f o r  a x i s y m m e t r i c  d i s t u r b a n c e s  

a n d  C h a n d r a s e k h a r [ 7 ]  d e m o n s t r a t e d  t h e  g e n e r a l  c a s e .  

A p p l i c a t i o n  o f  t h e  R a y l e i g h  c r i t e r i o n  t o  t h e  c a s e  o f  t h e  

o u t e r  c y l i n d e r  f i x e d  i n d i c a t e s  i n s t a b i l i t y  a t  i n f i n i t e s i m a l

R e y n o l d s  n u m b e r  w h i l e  a  f i n i t e  s t a b l e  r e g i m e  i s  o b s e r v e d

e x p e r i m e n t a l l y .  The  R a y l e i g h  a n a l y s i s  m u s t  n o t  b e  c o m p l e t e .

To i n c l u d e  t h e  e f f e c t  o f  v i s c o s i t y  G . I .  T a y l o r [ 8 ] 

p e r f o r m e d  a  l i n e a r  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  t h e  C o u e t t e  f l o w  

s o l u t i o n .  S u b s t i t u t i n g :

u = u 1

v = V + V '  (2.13)

w = w 1

w h e r e  V i s  g i v e n  b y  ( 2 . 8 ) ,  i n t o  ( 2 . 4 )  g i v e s  t h e  e q u a t i o n s  

f o r  t h e  t i m e  e v o l u t i o n  o f  t h e  d i s t u r b a n c e :



w i t h  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :

u' = v'  = w' = 0 f o r
r  = 1 

b
r  = a

( 2 . 1 5 )

To i n v e s t i g a t e  t h e  e v o l u t i o n  o f  a x i s y m m e t r i c  d i s t u r b a n c e s  

s o l u t i o n  o f  t h e  f o r m :

u' = a ( r ) c o s A z  e 

v 1 = t f (r)cosAz e

a t

a t

w' = w ( r ) s i r u z  ea t

i s  a s s u m e d .  T h i s  l e a d s  t o :

(L -  A2 -  aR)  (L -  A2 )ll = 2 a2 RVW 

(L -  A2 -  aR) v  = 2RAQ

( 2 . 1 6 )

( 2 . 1 7 )

■ _ d i  , Vd_ _ 1  = d_ 
d r 2 r  d r  ~ r 2 dr 3 -  + Idr  r ( 2 . 1 8 )

w i t h  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :
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- du - r  = 1u = ^ = v  = 0 for  (2.19)

r = a

C y l i n d r i c a l  s y m m e t r y  s u g g e s t s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  

s o l u t i o n  i n  t e r m s  o f  B e s s e l  f u n c t i o n s .  T a y l o r  d e v e l o p e d  a 

c o m p l e t e  s e t  o f  o r t h o g o n a l  f u n c t i o n s  r e l a t e d  t o  t h e  B e s s e l  

f u n c t i o n s  and- e x p a n d e d  ( 2 . 1 7 ) .  T h e  r e s u l t i n g  i n f i n i t e  s e t  o f  

h o m o g e n e o u s  l i n e a r  e q u a t i o n s  i s  i n  p r i c i p l e  s o l v a b l e  a s  a 

d e t e r m i n a n t  o f  i n f i n i t e  r a n k ,  b u t  T a y l o r  e v a l u a t e d  i t  

a o p r o x i m a t e l y  f o r  a n u m b e r  o f  l i m i t i n g  c a s e s  i n c l u d i n g  t h e  

o n e  o f  i n t e r e s t  t o  u s  h e r e - t h e  n a r r o w  g a p  l i m i t .  I t  i s  

a s s u m e d  t h a t  t h e  g r o w t h  r a t e  a i s  r e a l  a n d  p a s s e s  t h r o u g h  

z e r o  s o  t h a t  t h e  s e c o n d a r y  f l o w  i s  a l s o  t i m e - i n d e p e n d e n t . 

T h i s  a s s u m p t i o n  i s  known a s  t h e  e x c h a n g e  o f  s t a b i l i t i e s  a n d  

i s  j u s t i f i e d  b y  t h e  n a t u r e  o f  t h e  d i s t u r b a n c e  a s  w e l l  a s  

e x p e r i m e n t [ 9 ] .  T h e  r e s u l t  o f  t h i s  a n a l y s i s  i s  p r e s e n t e d  i n  

f i g u r e  2 . 2 ( a ) .  F o r  c y l i n d e r s  r o t a t i n g  i n  t h e  s a m e  d i r e c t i o n  

t h e r e  i s  r o u g h  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e s e  r e s u l t s  a n d  t h e  p r e d ­

i c t i o n  o f  t h e  R a y l e i g h  c r i t e r i o n .  R i g i d  b o d y  r o t a t i o n - t h e  

d i a g o n a l  d o t t e d  l i n e -  i s  s t a b l e .  F o r  c o u n t e r - r o t a t i n g  c y l ­

i n d e r s  t h e r e  i s  a  c y l i n d r i c a l  s u r f a c e  w h e r e  t h e  v e l o c i t y  

p a s s e s  t h r o u g h  z e r o .  T h e  s q u a r e d  c i r c u l a t i o n  m u s t  d e c r e a s e  

a s  t h a t  s u r f a c e  i s  a p p r o a c h e d  f r o m  t h e  i n s i d e  a n d  t h e  f l o w  

s h o u l d  b e  u n s t a b l e .  T h e r e  a r e  e x a m p l e s  w h e r e  t h i s  i s  t r u e  

o f  t h e  T a y l o r  a n a l y s i s  b u t  i n  t h i s  c a s e  a s  i n  t h e  c a s e  o f  

i n t e r e s t  t o  u s - o u t e r  c y l i n d e r  s t a t i o n a r y ; i n n e r  o n e  r o t a t i n g -  

t h e r e  s e e m s  t o  b e  muc h  m o r e  s t a b i l i t y  t h a n  t h e  R a y l e i g h  

c r i t e r i o n  a l l o w s .  T h e  c o n c l u s i o n  i s  t h a t  t h e  i n s t a b i l i t y
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F i g u r e  2 . 2

( a )  T h e  s t a b i l i t y  b o u n d a r y  o f  C o u e t t e  

T a y l o r  [ 8 J ) (b)  T h e  s t r e a m l i n e s  o f

s e c o n d a r y  f l o w .

f l o w  ( a f t e r  

t h e  r e s u l t i n g
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m e c h a n i s m  o f  t h e  i n v i s c i d  a n a l y s i s  i s  t h e  m e c h a n i s m  o f  t h e  

v i s c o u s  c a s e  w h e n  i n s t a b i l i t y  o c c u r s ,  b u t  t h e  p r e s e n c e  o f  

t h e  v i s c o s i t y  t e n d s  t o  da mp  i t  o u t  u n t i l  i t  f i n a l l y  

o v e r c o m e s  t h e  d i s s i p a t i o n .  A p h y s i c a l  p i c t u r e  o f  t h i s  e f f e c t  

i s  t h a t  t h e  v i s c o s i t y  a d d s  a t e r m  t o  K e l v i n ' s  t h e o r e m  w h i c h  

a l l o w s  t h e  d i s p l a c e d  f l u i d  e l e m e n t  t o  e x c h a n g e  c i r c u l a t i o n  

w i t h  i t s  s u r r o u n d i n g s  a n d  m a t c h  u p  w i t h  i t s  n e w  e n v i r o n m e n t .  

To o u r  k n o w l e d g e  n o  o n e  h a s  a t t e m p t e d  a r e f i n e m e n t  o f  

R a y l e i g h ' s  a n a l y s i s  b y  a t t e m p t i n g  t o  q u a n t i f y  t h e  r a t e  a t  

w h i c h  t h i s  e q u a l i z a t i o n  o c c u r s  r e l a t i v e  t o  t h e  m a g n i t u d e  o f  

a n  u n f a v o r a b l e  c i r c u l a t i o n  g r a d i e n t .

The  f a c t  t h a t  z d o e s  n o t  a p p e a r  e x p l i c i t l y  i n  ( 2 . 1 7 )  

i n d i c a t e s  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  s e c o n d a r y  f l o w  i s  p e r i o d i c  i n  

t h e  z - d i r e c t i o n .  T a y l o r  w a s  a b l e  t o  c a l c u l a t e  t h e  s t r e a m  

l i n e s  f o r  s e l e c t e d  c a s e s  a n d  s h o w e d  t h e m  t o  b e  o f  t h e  f o r m  

s h o wn  i n  f i g u r e  2 . 2 (b)  w h i c h  c o r r e s p o n d s  w e l l  w i t h  t h e  

o b s e r v a t i o n s  t h a t  o r i g i n a l l y  i n s p i r e d  h im t o  d o  t h e  t h e o r y .  

T h e  f l o w  h a s  l o s t  i t s  t r a n s l a t i o n a l  s y m m e t r y  i n  t h e  a x i a l  

d i r e c t i o n  a n d  h a s  a c e l l u l a r  v o r t e x  s t r u c t u r e  a s  s h o w n  i n  

f i g u r e  2 . 3 ( a )  w h i c h  i s  a p h o t o g r a p h  t a k e n  u s i n g  a 

v i s u a l i z a t i o n  m e t h o d  t o  b e  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  4 .

T h i s  f o r m  c a n  b e  u n d e r s t o o d  i f  we r e c a l l  t h e  i n v i s c i d  a n a l ­

y s i s .  We p o i n t e d  o u t  t h a t  i n s t a b i l i t y  i s  i n  b o t h  r a d i a l  

d i r e c t i o n s .  T h u s  t h e r e  i s  n o  c o n t r a d i c t i o n  i n  h a v i n g  a f l o w  

w i t h  o u t w a r d  d i r e c t e d  f l o w  a t  s o m e  v a l u e s  o f  z a n d  i n w a r d  

d i r e c t e d  a t  o t h e r s  a n d  c o n t i n u i t y  r e q u i r e s  i t .  A n o t h e r
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F i g u r e  2 . 3

( a )  R / R  = 1 . 1  T i m e - i n d e p e n d e n t  T a y l o r  v o r t e x  f l o w  

w i t h  18 v o r t i c e s .  T h e  f l o w s  ' a t  t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  

f l u i d  s u r f a c e s  a r e  i n w a r d .  T h e  v e r t i c a l  b a r s  a r e  

f i d u c i a l s  s e p a r a t e d  b y  1 0 ° a n g l e s .  ( b )  R / R c = 6 . 0 .  ( c )  

R / R  c = 1 6 . 0 .  (d)  R / R c = 2 3 . 5 .  F i g u r e s  (b)  a n d  ( c )

i l l u s t r a t e  w a v y  v o r t e x  f l o w  ( w i t h  4 w a v e s  a r o u n d  t h e  

a n n u l u s ) , w h i l e  i n  (d)  t h e  w a v e s  h a v e  d i s a p p e a r e d .  I n

(b)  , ( c )  , a n d  (d)  t h e r e  a r e  17 v o r t i c e s ,  a n d  t h e  f l o w  

i s  o u t w a r d  a t  t h e  u p p e r  s u r f a c e  a n d  i n w a r d  a t  t h e  l o w e r  

s u r  f a c e .
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p i c t u r e  i s  p r e s e n t e d  b y  C o l e s [ 1 0 ]  who c o n s i d e r s  a d i s t u r ­

b a n c e  o f  a s m a l l  s e g m e n t  o f  a  v o r t e x  l i n e  a w a y  f r o m  t h e  

a x i a l  d i r e c t i o n .  T h e n  a s  s h o wn  i n  Von K a r m a n ' s  a n a l y s i s  t h e  

i n w a r d  d i s p l a c e d  e n d  w i l l  e x p e r i e n c e  a n  i n w a r d  d i r e c t e d  

f o r c e  a n d  t h e  o u t e r  d i s p l a c e d  e n d  a n  o u t w a r d  d i r e c t e d  f o r c e .  

T h e  r e s u l t i n g  t o r q u e  t h e n  c a u s e s  t h e  s e g m e n t  t o  p r o c e s s  

a b o u t  t h e  z - d i r e c t i o n  u n t i l  i t  i s  p a r a l l e l  o r  a n t i - p a r a l l e l  

t o  a z i m u t h .  S i n c e  p r e s s u r e  f o r c e s  a r e  r a d i a l  t h e  t o r q u e  i s  

d i r e c t e d  i n  t h e  a z i m u t h a l  d i r e c t i o n  a n d  t h e  v o r t e x  s e g m e n t  

c e a s e s  t o  p r e c e s s  wh e n  i t  i s  a l i g n e d  i n  t h a t  d i r e c t i o n .

L i n e a r  s t a b i l i t y  t h e o r y  p r e d i c t s  u n b o u n d e d  e x p o n e n t i a l  

g r o w t h  o f  a n  u n s t a b l e  m o d e .  T h i s  u n p h y s i c a l  p r o p e r t y  o f  t h e  

s o l u t i o n  i s  u n d e r s t a n d a b l e  when  we r e c a l l  t h a t  t h e  a n a l y s i s  

i s  b a s e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  o f  s m a l l  d i s t u r b a n c e s .  An i n f i n ­

i t e s i m a l  a m p l i t u d e  u n s t a b l e  d i s t u r b a n c e  o b e y i n g  t h e  

l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  w i l l  a f t e r  some  p e r i o d  o f  

t i m e  g r o w  t o  s u f f i c i e n t  a m p l i t u d e  t o  i n v a l i d a t e  t h e  

a s s u m p t i o n  o f  s m a l l n e s s .  A t  t h a t  p o i n t  t h e  h i g h e r  o r d e r  

t e r m s  i g n o r e d  p r e v i o u s l y  b e c o m e  i m p o r t a n t .  U s u a l l y  t h e  t h e s e  

t e r m s  o p p o s e  t h e  g r o w t h  o f  t h e  mode  s o  t h a t  i t  s a t u r a t e s  a t  

a  c o n s t a n t  a m p l i t u d e .  L a n d a u [ 1 1 , 1 2 ]  p r e s e n t e d  a v e r y  s i m p l e  

a n d  g e n e r a l  a r g u m e n t  f o r  t h i s  t y p e  o f  b e h a v i o r  i n  t h e  c a s e  

o f  a  t i m e  d e p e n d e n t  s e c o n d a r y  f l o w  w h i c h  p r e d i c t s  a 

d e p e n d e n c e  o f  t h e  s a t u r a t i o n  a m p l i t u d e  o n  R e y n o l d s  n u m b e r  o f  

t h e  f o r m  >/R-Rc . D a v e y [ 1 3 ]  s h o w e d  r i g o r o u s l y  t h a t  t h e  L a n d a u  

f o r m  o f  t h e  a m p l i t u d e  e q u a t i o n  i s  v a l i d  f o r  t h e  c a s e  o f  a 

t i m e - i n d e p e n d e n t  T a y l o r  f l o w  a n d  e v a l u a t e d  t h e  c o e f f i c i e n t s .
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D o n n e l l y [ 1 4 J  c o n f i r m e d  i t  e x p e r i m e n t a l l y  i n  a  s e m i -  

q u a n t i t a t i v e  w a y .  D o n n e l l y  a n d  S c h w a r z [ 1 5 ]  o b s e r v e d  t h a t  

f u r t h e r  i n c r e a s e s  i n  R e y n o l d s  n u m b e r  l e a d  t o  t h e  a p p e a r a n c e  

o f  h a r m o n i c s  o f  t h e  b a s i c  a x i a l  p e r i o d i c i t y .  S n y d e r  a n d  

L a m b e r t [ 1 6 ] ,  u s i n g  h o t  t h e r m i s t o r  a n e m o m e t r y ,  m e a s u r e d  t h e  

f i r s t  f o u r  F o u r i e r  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  a x i a l  w a v e f o r m ,  t h e  

f i r s t  two  o f  w h i c h  a g r e e d  w e l l  w i t h  t h o s e  o f  D a v e y .  G o l l u b  

a n d  F r e i l i c h [ 1 7 ]  i n t r o d u c e d  f u r t h e r  e x p a n s i o n s  t o  D a v e y ' s  

w o r k  a s s u m i n g  s m a l l n e s s  o f  t h e  r e d u c e d  R e y n o l d s  n u m b e r ( R -  

Rq J / R q a n d  a r r i v e d  a t  a d e p e n d e n c e  o f  t h e  F o u r i e r  

c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  f o r m :

A  cc [ ( R - R  ) / R  ] P / 2
Ap ~ V ' V  ( 2 . 20)

T h e y  m e a s u r e d  t h e  f i r s t  f o u r  c o e f f i c i e n t s  t o  h i g h  p r e c i s i o n

u s i n g  t i m e  a v e r a g e d  l a s e r  D o p p l e r  v e l o c i m e t r y  a n d  o b t a i n e d

a n  u n e x p e c t e d l y  g o o d  f i t  o u t  t o  r e d u c e d  R e y n o l d s  n u m b e r  o f  2

f o r  t h e  c a s e  o f  s m a l l  r a d i u s  r a t i o  ( n = . 6 1 )  w h e r e  t h e  T a y l o r

v o r t i c e s  r e m a i n  s t a b l e  t o  ( R - R c ) / R c ~ 5 .

More  r e c e n t l y  J . A .  C o l e [ 1 8 ]  h a s  o b s e r v e d  d e p a r t u r e s  

f r o m  t h e  C o u e t t e  s o l u t i o n  e v e n  a t  m o d e s t  R e y n o l d s  n u m b e r s ,  

t h e  e f f e c t  b e i n g  m o r e  p r o n o u n c e d  i n  s y s t e m s  w h e r e  t h e  a x i a l  

l e n g t h  i s  s h o r t  c o m p a r e d  t o  t h e  g a p  w i d t h .  S t a b l e  s h a d o w  

v o r t i c e s  a p p e a r  n e a r  t h e  e n d  w h i l e  Vr  i s  z e r o  i n  t h e  c e n t r a l  

p o r t i o n  o f  t h e  f l u i d .  As R i s  i n c r e a s e d  m o r e  c e l l s  a p p e a r  

a t  e a c h  e n d  b u t  t h e  c e n t r a l  p o r t i o n  r e m a i n s  f r e e  o f  r a d i a l  

m o t i o n  u n t i l  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  i s  c l o s e  t o  t h e  a p p e a r a n c e  

o f  s e c o n d a r y  f l o w  i n  a l o n g  a p p a r a t u s .  T h e n  c e l l s  a p p e a r  i n
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s u c c e s s i o n  f r o m  t h e  v o r t e x  r e g i o n s  a l r e a d y  p r e s e n t  a t  t h e  

e n d s .  When t h e  c e l l s  m e e t ,  t h e  p a t t e r n  t h e n  r e a d j u s t s  i t s e l f  

s o  t h a t  t h e  v o r t i c e s  a r e  r e a s o n a b l y  e q u a l  i n  s i z e  i n  t h e  z -  

d i r e c t i o n .  F l o w  i n  t h i s  r e g i m e  i s  s ho wn  i n  F i g u r e  2 . 3 ( b ) .  

C o l e  a l s o  m e a s u r e d  t h e  t o r q u e  r e a c t i o n  o n  t h e  o u t e r  c y l i n d e r  

d u e  t o  r o t a t i o n  o f  t h e  i n n e r  c y l i n d e r  a s  a f u n c t i o n  o f  

R e y n o l d s  n u m b e r  a n d  f o u n d  a c h a n g e  i n  t h e  s l o p e  o f  t h e  c u r v e  

n e a r  t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r .  H i s  r e s u l t s  a r e  s h o w n  i n  

f i g u r e  2 . 4 .  F o r  s m a l l  c e l l  h e i g h t s  h e  f o u n d  t h a t  t h e  s l o p e  

c h a n g e d  c o n t i n u o u s l y  o v e r  a  f a i r l y  w i d e  r a n g e  o f  R e y n o l d s  

n u m b e r  w h i l e  t h i s  t r a n s i t i o n  r e g i o n  o c c u p i e d  a s h o r t e r  

i n t e r v a l  i n  R e y n o l d s  n u m b e r  a s  t h e  c e l l  l e n g t h  was  

i n c r e a s e d .  T h e  c e n t e r  o f  t h i s  i n t e r v a l  i s  i n s e n s i t i v e  t o  

l e n g t h .  He c o r r e l a t e d  t h e s e  r e s u l t s  w i t h  t h e  i n d e t e r m i n a c y  

o f  v i s u a l  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  t r a n s i t i o n  a n d  f o u n d  g o o d  

a g r e e m e n t .

T h e s e  r e s u l t s  a r e  q u a l i t a t i v e l y  e x p l a i n e d  b y  t h e  

t h e o r e t i c a l  w o r k  o f  Ben j  a m i n  [ 1 9 ]  who s h o w e d  t h a t  f e a t u r e s  o f  

t h e  f i n i t e  c y l i n d e r  p r o b l e m  c a n  be  o b t a i n e d  f r o m  t h e  

i n f i n i t e  c y l i n d e r  p r o b l e m  b y  i n t r o d u c i n g  t h e  g a p  t o  l e n g t h  

r a t i o  a s  a n  i m p e r f e c t i o n  p a r a m e t e r .  F o r  t h e  i d e a l i z e d  c a s e  

o f  z e r o  i m p e r f e c t i o n  p a r a m e t e r  t h e  C o u e t t e  s o l u t i o n  

b i f u r c a t e s  i n t o  two s t a b l e  s o l u t i o n s  s y m m e t r i c  w i t h  r e s p e c t  

t o  r e v e r s a l  o f  t h e  v e l o c i t i e s .  F i n i t e  v a l u e s  o f  t h e  

i m p e r f e c t i o n  p a r a m e t e r  c a u s e  t h i s  s y m m e t r y  t o  b e  b r o k e n  a n d  

t h e  c o r r e s p o n d i n g  d e g e n e r a c y  t o  b e  l i f t e d .  The  s t a b l e  

s o l u t i o n  a t  l o w  R e y n o l d s  n u m b e r  t h e n  c o n n e c t s  s m o o t h l y  w i t h
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F i g u r e  2 . 4

T o r q u e  r e a c t i o n  o n  t h e  s t a t i c  o u t e r  c y l i n d e r  d u e  t o  

v i s c o u s  t r a n s p o r t  o f  s h e a r  s t r e s s  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  

s p e e d  o f  t h e  i n n e r  c y l i n d e r  f o r  t h e  c a s e  o f  

c / a  = 0 . 0 9 4 0  ( f r o m  C o l e [ 1 8 ] ) .
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w i t h  a c u r v e  n e a r  o n e  o f  t h e  t wo  z e r o  i m p e r f e c t i o n  b r a n c h e s  

a n d  t h e  s o l u t i o n  n e a r  t h e  o t h e r  z e r o  i m p e r f e c t i o n  b r a n c h  

b e c o m e s  s e p a r a t e d .  T h i s  d e s c r i b e s  t h e  s o f t e n i n g  o f  t h e  

T a y l o r  t r a n s i t i o n  a n d  a l l o w s  f o r  a  n o n - u n i q u e n e s s  o f  t h e  

f l o w  p a t t e r n  a t  a  g i v e n  R e y n o l d s  n u m b e r w h i c h  B e n j a m i n  

o b s e r v e d  e x p e r i m e n t a l l y .  W h i l e  B e n j a m i n ' s  t h e o r y  i s  t h e  

f i r s t  t o  d e s c r i b e  n o n - u n i q u e n e s s ,  a p h e n o m e n o n  p r e v i o u s l y  

o b s e r v e d  u n d e r '  d i f f e r e n t  c i r c u m s t a n c e s ,  h e  h a d  t h e  

d i s c o u r t e s y  t o  o b s e r v e  new e x a m p l e s  t o  f i t  h i s  t h e o r y  

r a t h e r  t h a n  e x p l a i n  s ome  o f  t h e  o l d  o n e s .
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_2.4_. Wavy Vor  t e x  F l o w

T h e  t i m e - i n d e p e n d e n t  f l o w  g i v e s  way a t  a  w e l l  d e f i n e d  

R e y n o l d s  n u m b e r  t o  a  f l o w  w h i c h  h a s  a z i m u t h a l  w a v e s  

s u p e r i m p o s e d  o n  t h e  v o r t e x  b o u n d a r i e s .  T h i s  f l o w  i s  s h o w n  i n  

f i g u r e  2 . 3 ( b )  a n d  w a s  f i r s t  o b s e r v e d  b y  T a y l o r  [ 8 ]  a n d  l a t e r  

p h o t o g r a p h e d  b y  S c h u l t z - G r u n o w  a n d  H e i n [ 2 0 ] .  T h e  m o t i o n  o f  

t h e  w a v e s  c a u s e s  t h e  v e l o c i t y  t o  a c q u i r e  a  p e r i o d i c  t i m e  

- d e p e n d e n c e  i n  E u l e r i a n  c o o r d i n a t e s  w h i c h  we w i l l  

s u b s e q u e n t l y  r e f e r  t o  a s  toi .

Th e  m o s t  e x t e n s i v e  e x p e r i m e n t a l  s t u d y  t o  d a t e  i s  t h a t  

o f  C o l e s  [ 1 0 ]  who d i d  h o t  w i r e  m e a s u r e m e n t s  i n  a i r  a n d  f l o w  

v i s u a l i z a t i o n s  i n  t wo  l i q u i d s  o f  t h i s  g e o m e t r y .  He s t u d i e d  

t h e  g e n e r a l  c a s e  w h e r e  b o t h  i n n e r  a n d  o u t e r  c y l i n d e r s  a r e  

f r e e  t o  r o t a t e  o v e r  a w i d e  r a n g e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  a n d  t h e  

p a r a m e t e r  y a n d  f o r  a  l a r g e  n u m b e r  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  

h i s t o r i e s .  He d i s c o v e r e d  t h a t  t h e  n u m b e r  o f  a x i a l  a n d  a z i ­

m u t h a l  w a v e s  i s  n o t  a u n i q u e  f u n c t i o n  o f  t h e  R e y n o l d s  

n u m b e r .  He a l s o  c o n c l u d e d  t h a t  t o  w i t h i n  h i s  e x p e r i m e n t a l  

a c c u r a c y  t h a t  t h e  p h a s e  v e l o c i t y  o f  t h e  a z i m u t h a l  w a v e s  

o b e y e d  a u n i v e r s a l  c u r v e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  w a v e n u m b e r  .

D a v e y ,  D i P r i m a , a n d  S t u a r t [ 2 1 ]  p e r f o r m e d  a m o n u m e n t a l -  

a n d  h i g h l y  l a b o r i o u s -  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  s u p e r c r i t i c a l  

T a y l o r  v o r t e x  f l o w  b a s e d  on  a d o u b l e  a m p l i t u d e  e x p a n s i o n  

a s s u m i n g  i n f i n i t e  c y l i n d e r s .  T h i s  e x p a n s i o n  i s  i n  e f f e c t  a n  

e x p a n s i o n  o f  a n  e x p a n s i o n  o f  t h e  f l o w  i n  t e r m s  o f  t h e
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e i g e n f u n c t i o n s  o f  t h e  l i n e a r  p r o b l e m  a n d  i s  t h e r e f o r e  v a l i d  

o n l y  f o r  R e y n o l d s  n u m b e r s  s l i g h t l y  a b o v e  t h e  T a y l o r  

i n s t a b i l i t y .  T h e y  f o u n d  t h a t  f o r  t h e  n a r r o w  g a p  c a s e  t h e r e  

i s  g r o w t h  o f  t h e  n o n - a x  i s y i n m e t r  i c  m o d e s  a t  a R e y n o l d s  n u m b e r  

c l o s e  e n o u g h  t o  t h e . T a y l o r  i n s t a b i l i t y  f o r  t h e  e x p a n s i o n  t o  

s t i l l  b e  v a l i d .  T h e i r  r e s u l t s  a r e  i n  r e a s o n a b l e  a g r e e m e n t  

w i t h  t h e  p r e v i o u s l y  r e p o r t e d  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  o f  

C o l e s [ 1 0 ]  a s  f a r  a s  t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r  i s  

c o n c e r n e d .  E a g l e s [ 2 2 ]  w a s  a b l e  t o  r e l a x  t h e  n a r r o w  g a p  

a s s u m p t i o n  a n d  r e t a i n  t h e  n e x t  h i g h e r  t e r m  i n  t h e  e x p a n s i o n  

a n d  v e r i f i e d  t h e  r e s u l t s  o f  D a v e y ,  D i p r i m a ,  a n d  S t u a r t  

t h e o r e t i c a l l y .

One p o i n t  o f  d i s a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  t h e o r y  o f  D a v e y  

e t .  a l .  [ 2 1 ]  a n d  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  o f  C o l e s  w a s  t h a t  

t h e o r y  p r e d i c t e d  t h a t  t h e  mo d e  w i t h  o n e  w a v e  i n  t h e  a z i m u t h  

( m= l )  w o u l d  b e  t h e  m o s t  u n s t a b l e  y e t  C o l e s  s a w  t h e  f o u r  wa ve  

mode  (m=4) a t  t h e  t r a n s i t i o n .  S c h w a r t z ,  S p r i n g e t t , a n d  

D o n n e l l y [ 2 3 ]  d i d  a n  e x p e r i m e n t  w i t h  a  l a r g e  a s p e c t  r a t i o  a n d  

m= l  w a s  t h e  f i r s t  t o  a p p e a r .  C o l e s  a p p a r a t u s ,  o n  t h e  o t h e r  

h a n d ,  h a d  a s m a l l  a s p e c t  r a t i o .

C o l e  s t u d i e d  t h e  t r a n s i t i o n  R e y n o l d s  n u m b e r  a s  a 

f u n c t i o n  o f  a s p e c t  r a t i o  a n d  f o u n d  a  s t r o n g  d e p e n d e n c e  a s  

s h o w n  i n  f i g u r e  2 . 5 .
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F i  g ur  e 2 . 5

C r i t i c a l  s p e e d s  f o r  t h e  o n s e t  o f  ( i )  T a y l o r  a n d  ( i i )  

w a v y  v o r t i c e s  d e t e r m i n e d  f r o m  v i s u a l  o b s e r v a t i o n s  f o r  

t h e  c a s e  o f  c / a =  0 . 1 1 9 0  w h i c h  i s  t h e  m o s t  n e a r l y  

c o m p a r a b l e  t o  t h e  c u r r e n t  s t u d y .
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2^j>.  C h a o s

C o l e s  o b s e r v e d  t h a t  w i t h  f u r t h e r  i n c r e a s e  i n  R e y n o l d s  

n u m b e r  s m a l l  s c a l e  m o t i o n  e v o l v e d ,  i n c r e a s i n g  i n  a m p l i t u d e  

u n t i l  t h e  a z i m u t h a l  w a v e s  e v e n t u a l l y  d i s a p p e a r e d .  T h i s  f l o w  

i s  s h o w n  i n  f i g u r e  2 . 3 ( d ) .  He a t t r i b u t e d  t h e  t r a n s i t i o n  t o  

t u r b u l e n c e  t o  ' s p e c t r a l  e v o l u t i o n ' ,  a m e c h a n i s m  p r o p o s e d  b y  

L a n d a u [ 1 0 , 1 1 ]  b a s e d  o n  f o l l o w i n g  t h e  p r o g r e s s i o n  o f  f l o w s  

t h a t  d e v e l o p s  a s  t h e  f l o w  i s  a d i a b a t i c a l l y  i n c r e a s e d  i n  

s p e e d .  A t  v e r y  l o w  R e y n o l d s  n u m b e r s  t h e  f l o w  w i l l  b e  l a m ­

i n a r  t i m e - i n d e p e n d e n t  f l o w .  As t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  i s  

i n c r e a s e d  i t  e v e n t u a l l y  r e a c h s  a  v a l u e  w h i c h  r e n d e r s  t h e  

o r i g i n a l  f l o w  u n s t a b l e .  A s e c o n d a r y  f l o w  d e v e l o p s  a n d  

s a t u r a t e s  i n  a m p l i t u d e .  T h e  s e c o n d a r y  f l o w  i s  t h e n  a n  

o s c i l l a t i o n  w h i c h  g r o w s  i n  a m p l i t u d e  a n d  e v e n t u a l l y  

s t a b i l i z e s  a t  a c o n s t a n t  v a l u e  a n d  h a s  a d e f i n i t e  f r e q u e n c y  

a s s o c i a t e d  w i t h  i t .  T h e  p h a s e  o f  t h e  o s c i l l a t i o n  h o w e v e r ,  

d e p e n d s  o n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .

W i t h  f u r t h e r  i n c r e a s e  i n  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  i t  

e v e n t u a l l y  r e a c h s  a  v a l u e  a t  w h i c h  t h e  s e c o n d a r y  f l o w  b e ­

c o m e s  u n s t a b l e .  A n e w  o s c i l l a t i o n  d e v e l o p s  a n d  g r o w s  i n  

a m p l i t u d e  e v e n t u a l l y  r e a c h i n g  i t s  s a t u r a t i o n .  T h e  f l o w  now 

h a s  two  f r e q u e n c i e s  o f  o s c i l l a t i o n  a n d  two  p h a s e  f a c t o r s  

d e p e n d e n t  u p o n  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  F u r t h e r  i n c r e a s e s  i n  

R e y n o l d s  n u m b e r  p r e s u m a b l y  a d d  s t i l l  m o r e  f r e q u e n c i e s  a n d  

p h a s e  f a c t o r s  u n t i l  t h e  m o t i o n  b e c o m e s  " c o m p l i c a t e d  a n d  

c o n f u s e d " [ 1 2 ] .
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T h i s  p i c t u r e  i m p l i e s  t h a t  t u r b u l e n t  f l o w  i s  i n  f a c t  

q u a s i - p e r i o d i c  w i t h  t h e  s t a t i s t i c a l  c h a r a c t e r  r e p r e s e n t i n g  

i g n o r a n c e  o f  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  i n  m u c h  t h e  s a m e  way a s  

i t  d o e s  i n  s t a t i s t i c a l  m e c h a n i c s .  I n  f i g u r e  2 . 6  we s h o w  how 

t h e  L a n d a u  p i c t u r e  a p p e a r s  i n  t h e  f o r m  o f  v e l o c i t y  p ow e r  

s p e c t r a .  T h i s  i s  a p l o t  o f  how t n e  t i m e  d e p e n d e n t  p o r t i o n  o f  

t h e  k i n e t i c  e n e r g y  i s  d i s t r i b u t e d  i n  f r e q u e n c y  s p a c e .  No 

s p e c t r u m  i s  d i s p l a y e d  f o r  t h e  t i m e - i n d e p e n d e n t  f l o w .  F i g u r e  

2 . 6 ( a )  s h o w s  t h e  v e l o c i t y  p o w e r  s p e c t r u m  a f t e r  t h e  f i r s t  

i n s t a b i l i t y .  T h e  s i n g l e  p e a k  o f  n o n - z e r o  f r e q u e n c y  s h o w s  

t h a t  t h e  f l o w  i s  s t r i c t l y  p e r i o d i c .  I n  f i g u r e  2 . 6 ( b )  t h e  

p r e s c e n c e  o f  two n o n - z e r o  f r e q u e n c y  p e a k s  s h o w s  t h e  t h e  f l o w  

i s  ( m o s t  l i k e l y )  q u a s i - p e r i o d i c  a n d  f i g u r e  2 . 6 ( c )  s h o w s  t h e  

t u r b u l e n t  s t a t e  w h e r e  t h e  m o t i o n  i s  h i g h l y  m u l t i p l y  

p e r i o d i c .  I t  i s  t o  b e  n o t e d  t h a t  w h i l e  t h e  s p e c t r u m  i s  

h i g h l y  p o p u l a t e d  a l l  t h e  p e a k s  p r e s e n t  a r e  d e l t a  f u n c t i o n s .  

I n  f i g u r e  2 . 7  we p r e s e n t  a  p l o t  o f  f r e q u e n c i e s  p r e s e n t  

v e r s u s  R e y n o l d s  n u m b e r .  We s h a l l  c o m p a r e  t h i s  l a t e r  t o  s i m ­

i l a r  p l o t s .  The  L a n d a u  p i c t u r e  i s  i m p r e s s i v e  a s  a n  a t t e m p t  

t o  u n d e r s t a n d  a n i g h l y  c o m p l e x  n o n - l i n e a r  p h e n o m e n o n  i n  

t e r m s  o f  a c o m p o s i t i o n  o f  r e s u l t s  o b t a i n e d  f r o m  d i f f e r e n t  

e x p a n s i o n s  o f  r e s t r i c t e d  v a l i d i t y .

H o p f [ 2 4 ]  a c t u a l l y  p r o d u c e d  a s y s t e m  o f  n o n - l i n e a r  

e q u a t i o n s  w h i c h  h a s  t h e  b e h a v i o r  d e s c r i b e d  b y  L a n d a u .  H i s  

s y s t e m :
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F i  q u r  e  2 . 6

V e l o c i t y  f l u c t u a t i o n  p o w e r  s p e c t r a  f o r  t h e  d i f f e r e n t  

r e g i m e s  o f  f l o w  i n  t h e  L a n d a u  p i c t u r e  o f  t h e  t r a n s i t i o n  

t o  t u r b u l e n c e .  T h i s  q u a n t i t y  i s  a m e a s u r e  o f  t h e  k i n e t ­

i c  e n e r g y  p e r  u n i t  f r e q u e n c y  i n  t h e  t i m e - d e p e n d e n t  

c o m p o n e n t  o f  t h e  f l o w .



(a)

CO

CO
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F i g u r e  2 . 7

A s u m m a r y  o f  t h e  f r e q u e n c i e s  a p p e a r i n g  i n  t h e  s p e c t r a  

o f  f i g u r e  2 . 6  a s  a f u n c t i o n  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  i n  t h e  

L a n d a u  p i c t u r e  o f  t h e  t r a n s i t i o n  t o  t u r b u l e n c e .
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9Z _ r~Ju . a2z
( 2 . 2 1 )

=  Z o L I * + Z o F * + p 7a t  tuu' ' '  Hax7 

wher  e :

1
f °9 =  2tt

2tt
f ( x + y ) g ( y ) d y

o

i s  t h e  c o n v o l u t i o n  i n t e g r a l  and F(x)  = a ( x )  + i b ( x )  i s  a g i v e n  

f u n c t i o n .  D e v e l o p i n g  t h e  f u n c t i o n s  u , z , a ,  and b i n  F o u r i e r  

s e r i e s  he showed t h a t  f or  mo s t  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  t h e  

s o l u t i o n  t e n d s  a s  t->°° t o w a r d :

inx
u = 0l  ( “an+n2y)e

( 2 . 2 2 )

n2u<an

z =  I (n2y ( a n- n 2y ) ) 1/?- e 1nx e x p { - ib  ( t+ a  )}  

n2" <an

The s u mma t i o n s  i n c l u d e  o n l y  t e r m s  f or  whi c h  n2y< a 2 . T h i s  h a sn

two c o n s e q u e n c e s .  F i r s t ,  t h e r e  a r e  o n l y  a f i n i t e  n u m b e r  o f  

t e r m s  i n  a n y  s o l u t i o n .  S e c o n d ,  t h e  numbe r  o f  f r e q u e n c i e s  

i n c r e a s e s  a s  y d e c r e a s e s  ( o r  a s  R i n c r e a s e s ) .  T h i s  

d e v e l o p m e n t  s t r e n g t h e n e d  b e l i e f  i n  t h e  L a n d a u  p i c t u r e .  H o p f ,  

H o w e v e r ,  c a u t i o n e d  t h a t  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  h i s  r e s u l t s  t o  

h y d r o d y n a m i c s  was  u n c l e a r  b e c a u s e  t h e  n o n - l i n e a r i t y  o f  t h e  

l a t e r  c a s e  i s  v e r y  d i f f e r e n t  i n  c h a r a c t e r  f r o m  t h e  t y p e  he  

c h o s e  t o  s t u d y .  L a t e r  we w i l l  a p p l y  t h e  b e n e f i t  o f  h i n d s i g h t  

t o  h i s  s p e c u l a t i o n .

G o l l u b  a n d  S w i n n e y [ 2 5 ]  d i d  r e a l  t i m e  l a s e r  D o p p l e r  v e l -  

o c i m e t r y  i n  a r e l a t i v e l y  s h o r t  a p p a r a t u s  o f  t h e  s a m e  r a t i o
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o f  r a d i i  a s  t h a t  u s e d  b y  C o l e s  i n  a n  e f f o r t  t o  f i n d  

a d d i t i o n a l  t i m e - d e p e n d e n t  i n s t a b i l i t i e s  a b o v e  t h e  wavy  

v o r t e x  i n s t a b i l i t y  a n d  b e l o w  R e y n o l d s  n u m b e r s  w h e r e  t h e  f l o w  

i s  c l e a r l y  t u r b u l e n t .  S u r p r i s i n g l y ,  t h e y

f o u n d  o n l y  t h r e e  s u c h  i n s t a b i l i t i e s .  T h e y  a l s o  o b s e r v e d  a 

f o u r t h  i n s t a b i l i t y  c o m p o n e n t  o f  t h e  v e l o c i t y  p o w e r  s p e c t r u m  

t h a t  w a s  n o t  r e s o l v a b l e  w i t h  t h e i r  r e s o l u t i o n  i n t o  d i s c r e t e  

f r e q u e n c i e s .  T h e  r e s u l t i n g  s u s p i c i o n  o f  t h e  L a n d a u  

c o n j e c t u r e  a n d  t h e  a b s e n c e  o f  a n y  d e t a i l e d  a n a l y t i c  t h e o r y  

o f  t h e s e  h i g h e r  R e y n o l d s  n u m b e r  i n s t a b i l i t i e s  l e d  t o  a 

s e a r c h  f o r  t h e o r i e s  h a v i n g  some  q u a l i t a t i v e  c o r r e s p o n d a n c e  

t o  o b s e r v a t i o n .

One c l a s s  o f  s u c h  t h e o r i e s  wa s  i n s p i r e d  b y  t h e  w o r k  o f  

L o r e n z [ 2 6 J  who s t u d i e d  a  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  d u e  t o  

S a l t z m a n [ 2 7 ] .  S a l t z m a n  was  i n t e r e s t e d  i n  t h e  p r o g r e s s i o n  o f  

f l o w s  i n  a  f l u i d  b e t w e e n  p a r a l l e l  p l a n e s  w h e r e  t h e  l o w e r  

p l a n e  i s  a t  a h i g h e r  t e m p e r a t u r e  t h a n  t h e  u p p e r .  The  

R a y l e i g h - B e n a r d  i n s t a b i l i t y  i s  w e l l  known b u t  b e h a v i o r  a s  

t h e  t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n c e  o f  t h e  p l a t e s  i s  i n c r e a s e d  wa s  

n o t  t h e o r e t i c a l l y  u n d e r s t o o d .  S a l t z m a n  d e v e l o p e d  t h e  

e q u a t i o n  o f  m o t i o n  f o r  t h e  s y s t e m -  t h e  B o u s i n e s s q  e q u a t i o n s -  

i n  F o u r i e r  s e r i e s  a n d  i n t e g r a t e d  a f i n i t e  n u m b e r  o f  t e r m s  

n u m e r i c a l l y .  He d i s c o v e r e d  t h a t  i n  c e r t a i n  c a s e s  a l l  b u t  

t h r e e  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  w e n t  t o  z e r o  a n d  t h e  

n o n v a n i s h i n g  v a r i a b l e s  u n d e r w e n t  i r r e g u l a r ,  a p p a r e n t l y  

n o n p e r i o d i c  f l u c t u a t i o n s .  L o r e n z  d i s c o v e r e d  t h a t  t h e  s a m e
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s o l u t i o n s  c o u l d  b e  o b t a i n e d  i f  o n l y  t h e  t h r e e  l o w e s t  o r d e r  

t e r m s  a r e  r e t a i n e d .  The  r e s u l t  i s  t h e  s y s t e m :

X = -oX + aY

Y = -XZ + rX - Y (2.23)

Z = XY -bZ

wnore  X, Y, and Z a r e  t h e  a m p l i t u d e s  o f  t h e  t h r e e  modes 

r e t a i n e d .  He s t u d i e d  t h i s  s y s t e m  n u m e r i c a l l y  and f ound  t h a t  

a t  h i g h  v a l u e s  o f  t h e  par  me t e r  r e m i n i s c e n t  o f  t h e  R a y l e i y h  

number  ( t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n c e ) ,  s o l u t i o n s  v a r y i e d  a p e r i o d -  

i c a l l y  i n  t i m e .  Thus  he showed t h a t  c h a o t i c  s o l u t i o n s  c a n  be 

c o n t a i n e d  i n  a s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  h a v i n g  o n l y  a few

d e g r e e s  o f  f r e e d o m .

A n o t h e r  c l a s s  o f  t h e o r i e s  w a s  o r i g i n a t e d  b y  S m a l e [ 2 8 ]  

a s  a p a r t  o f  h i s  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  s u b j e c t  o f  d i f f e r e n t i a l

d y n a m i c a l  s y s t e m s .  T h i s  i s  a n  o u t g r o w t h  o f  g l o b a l  a n a l y i s

w h i c h  a t t e m p t s  t o  a s c e r t a i n  p r o p e r t i e s  o f  s o l u t i o n s  o f

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i n  t h e  l a r g e  b y  a p p l y i n g  t o p o l o g i c a l  

a r g u m e n t s  t o  t h e  m a p p i n g s  o n  d i f f e r e n t i a b l e  m a n i f o l d s  t h a t

c o r r e s p o n d  t o  t h e  e q u a t i o n s .  D y n a m i c a l  s y s t e m s  i s  t h e

r e s t r i c t i o n  t o  t h e  s t u d y  o f  e q u a t i o n s  t h a t  r e p r e s e n t

p h y s i c a l  s y s t e m s .  S m a l e  p r o d u c e d  t h e  f i r s t  e x a m p l e  o f  w h a t  

i s  now known a s  a s t r a n g e  a t t r a c t o r .  T h i s  i s  a r e g i o n  o f  

p h a s e  s p a c e  w h i c h  i s  a t t r a c t i n g  b u t  i n  w h i c h  no o r b i t  i s  

s t a b l e .  The  o r b i t s  a r e  t y p i c a l l y  h y b e r b o l i c ,  t h a t  i s ,  t h e

a r e  a t t r a c t i n g  i n  s ome  d i r e c t i o n s  a n d  r e p e l l i n g  i n  o t h e r s .
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R u e l l e  a n d  T a k e n s [ 2 9 ]  p r o p o s e d  a m o d e l  f o r  t u r b u l e n c e  

i n  a  s i m i l a r  v e i n .  The,y s h o w e d  t h a t  f o r  " m o s t "  n o n l i n e a r  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a'  s t r a n g e  a t t r a c t o r  a p p e a r s  " n e a r "  a 

t r i p l y  p e r i o d i c  s o l u t i o n  s o  t h a t  c h a o s  i s  o b s e r v e d  a f t e r  two 

t i m e - d e p e n d e n t  i n s t a b i l i t i e s .  R u e l l e [ 3 0 ]  h a s  a l s o  s h o wn  

t h a t  t h e  L o r e n z  s y s t e m  d i s p l a y s  a s t r a n g e  a t t r a c t o r  b u t  w i t h  

a  s i n g l e  h y s t e r e t i c  t i m e - d e p e n d e n t  i n s t a b i l i t y  b e f o r e  t h e  

o n s e t  o f  c h a o s .

A v e r y  r e c e n t  e x p e r i m e n t a l  s t u d y  b y  W a l d e n [ 3 1 ]  s h o w s  

t h a t  t h e  t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r  f o r  t h e  d i s a p p e a r a n c e  

o f  t h e  w a v y  v o r t i c e s  i s  d e p e n d e n t  u p o n  t h e  a s p e c t  r a t i o  o f  

t h e  a p p a r a t u s .  F o r  a s p e c t  r a t i o s  s o m e w h a t  l a r g e r  t h a n  u s e d  

i n  t h e  c u r r e n t  s t u d y  h e  f o u n d  t h a t  a f t e r  t h e  i n i t i a l  

d i s a p p e a r a n c e  o f  t h e  w a v e s  t h e y  w o u l d  r e a p p e a r  a t  a h i g h e r  

R e y n o l d s  n u m b e r  a n d  d i s a p p e a r  a g a i n  a t  a s t i l l  h i g h e r  

R e y n o l d s  n u m b e r .  A s u m m a r y  p l o t  o f  h i s  r e s u l t s  i s  s h o w n  i n  

f i g u r e  2 . 8 .  He r e f e r s  t o  t h i s  p h e n o m e n o n  b y  t h e  p r o v a c a t i v e  

name  o f  " r e e m e r g e n t  o r d e r " .
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F i  g ur  e  2 . 8

Su mma r y  p l o t  o f  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r s  a t  w h i c h  t h e  

v o r t e x  w a v e s  a p p e a r  a n d  d i s a p p e a r  a s  a f u n c t i o n  o f  

a s p e c t  r a t i o  ( f r o m  W a l d e n [ 3 1 ] ) .
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i n s t a b i l i t y  o f  T a y l o r  v o r t i c e s .  J .  F l u i d  M e c h .  3 1 ,  
1 7 - 5 2 .

E a g l e s ,  P . M .  1 9 7 1  On t h e  s t a b i l i t y  o f  T a y l o r  v o r t i c e s  b y  
f i f t h - o r d e r  a m p l i t u d e  e x p a n s i o n s .  J .  F l u i d  M e c h .  4 9 ,  
5 2 9 - 5 5 0 .

S c h w a r z ,  K . W . , S p r i n g e t t ,  B . E .  a n d  D o n n e l l y ,  R . J .  1 9 6 4  
Mo de s  o f  i n s t a b i l i t y  i n  s p i r a l  f l o w  b e t w e e n  r o t a t i n g  
c y l i n d e r s .  J .  F l u i d  M e c h .  2 0 , 2 8 1 - 2 8 9 .

H o p f ,  E.  1 9 4 8  A m a t h e m a t i c a l  e x a m p l e  d i s p l a y i n g  f e a t u r e s  
o f  t u r b u l e n c e .  Comm. P u r e  A p p l . M a t h . ,  1 , 3 0 3 .

G o l l u b ,  J . P .  a n d  S w i n n e y ,  H . L .  1 9 7 5  O n s e t  o f  t u r b u l e n c e  
i n  a  r o t a t i n g  f l u i d .  P h y s .  R e v .  L e t t .  3 5 ,  9 2 7 - 9 3 0 .

L o r e n z ,  E . N .  1 9 6 3  D e t e r m i n i s t i c  n o n p e r i o d i c  f l o w .  J .  
A t m.  S c i .  2 0 ,  1 3 0 - 1 4 1 .

S a l t z m a n ,  B.  1 9 6 2  F i n i t e  a m p l i t u d e  f r e e  c o n v e c t i o n  
a s  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m .  J .  A t m o s .  S c .  1 9 ,
3 2 9 - 3 4 1 .

S m a l e ,  S .  1 96 7  D i f f e r e n t i a l  D y n a m i c a l  S y s t e m s .  B u l l .
Am. M a t h .  S o c .  7 3 ,  7 4 7 .

R u e l l e .  D.  a n d  T a k e n s ,  F .  1 9 7 1  On t h e  n a t u r e  o f  
t u r b u l e n c e .  Commun.  M a t h .  P h y s .  2 0 , 1 6 7 - 1 9 2

R u e l l e ,  D. 1 9 7 6  T h e  L o r e n z  a t t r a c t o r  a n d  t h e  p r o b l e m  
o f  t u r b u l e n c e .  Q u a n t u m  D y n a m i c s : M o d e l s  a n d  
M a t h e m a t i c s , S t r e i t ,  L . , e d . ,  New Y o r k :  Spr  i n g e r -  
V e r l a g .
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3 1 . W a l d e n ,  R.W.  1 9 7 8  T r a n s i t i o n  t o  t u r b u l e n c e  i n  
C o u e t t e  f l o w  b e t w e e n  c o n c e n t r i c  c y l i n d e r s .  P h . D .  
t h e s i s  U n i v e r s i t y  o f  O r e g o n .
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3 .  THE LASER DOPPLER TECHNIQUE 

2 - . 1 .  G e n e r  a l

S i n c e  i t s  c o n c e p t i o n  b y  Yeh a n d  C u m m i n s [ l ]  L a s e r  

D o p p l e r  v e l o c i m e t r y  (LDV) h a s  e m e r g e d  a s  t h e  s i n g l e  m o s t  

p o w e r f u l  m e t h o d  f o r  p r e c i s i o n  f l u i d  v e l o c i t y  m e a s u r e m e n t s .  

LDV i s  a c t u a l l y  a s p e c i a l i z e d  f o r m  o f  t h e  m o r e  g e n e r a l  

s u b j e c t  o f  l i g h t  b e a t i n g  s p e c t r o s c o p y .  As t h e  name  i m p l i e s  

t h i s  t e c h n i q u e  u t i l i z e s  t h e  w a v e  i n t e r f e r e n c e  p r o p e r t i e s  o f  

l i g h t  t o  d e t e c t  s m a l l  c h a n g e s  i n  f r e q u e n c y  a s  t h e  l i g h t  i s  

s c a t t e r e d  b y  a  s a m p l e  m e d i u m .  T h i s  t e c h n i q u e  c a n  b e  u s e d  t o  

s t u d y  a b r o a d  c l a s s  o f  f l u c t u a t i o n  a n d  d i f f u s i o n  p h e n o m ­

e n a ! ^ ] .  LDV i s  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  l i g h t  b e a t i n g  s p e c t r o s c o p y  

t o  t h e  c a s e  o f  s c a t t e r i n g  f r o m  s m a l l  s e e d  p a r t i c l e s  i m b e d d e d  

i n  a f l u i d  f l o w .  I n  t h i s  c a s e  t h e  s c a t t e r i n g  i s  e s s e n t i a l l y  

e l a s t i c  i n  t h e  p a r t i c l e s '  own f r a m e  o f  r e f e r e n c e  a n d  t h e  

r e s u l t i n g  D o p p l e r  s h i f t  f r e q u e n c y  i n  t h e  l a b  f r a m e  c a n  be  

u n d e r s t o o d  v e r y  s i m p l y  i n  t e r m s  o f  G a l i l e a n  t r a n s f o r m a t i o n s  

b e t w e e n  t h e  f r a m e s .  T h e  p a r t i c l e s  a r e  m a s s i v e  e n o u g h  t o  

a v e r a g e  o u t  m o l e c u l a r  s t r u c t u r e ,  y e t  s m a l l  e n o u g h  t o  b e  

r e g a r d e d  a s  m a s s  p o i n t s  o n  t h e  f l u i d  d y n a m i c  l e n g t h  s c a l e s .

Much o f  t h e  p ow e r  o f  t h e  L a s e r  D o p p l e r  V e l o c i m e t r y  

(LDV) t e c h n i q u e  d e r i v e s  f r o m  t h e  w i d e  d i s p a r i t y  b e t w e e n  t h e  

l e n g t h  a n d  t i m e  s c a l e s  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  l a s e r  r a d i a t i o n  

a n d  t h o s e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  f l u i d  f l o w s .  A l a s e r  beam c a n  b e  

f o c u s e d  t o  a  s p o t  s i z e  r e a s o n a b l y  c l o s e  t o  t h e  d i f f r a c t i o n  

l i m i t .  T y p i c a l  v a l u e s  f o r  t h e  p a r a m e t e r s  u s e d  i n  LDV s e t u p s
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l i m i t .  T y p i c a l  v a l u e s  f o r  t h e  p a r a m e t e r s  u s e d  i n  LDV s e t u p s  

a r e  s h o wn  i n  t a b l e  I .  T h e  p r o b e  v o l u m e  d i m e n s i o n  i s  

a p p r o p r i a t e  t o  t h e  h y d r o d y n a m i c  d e s c r i p t i o n  o f  a m a ny  

p a r t i c l e  s y s t e m ,  w h e r e  t h e  l e n g t h  s c a l e  i s  c h o s e n  t o  b e  

l a r g e  c o m p a r e d  t o  m o l e c u l a r  d i m e n s i o n s  a n d  s m a l l  c o m p a r e d  t o  

t h e  s i z e  o f  t h e  s a m p l e .  A l s o  s h o wn  i n  t a b l e  I  a r e  t h e  

a p p r o x i m a t e  n u m b e r  o f  m o l e c u l e s  i n  t h e  p r o b e  v o l u m e  a n d  t h e  

r a t i o  o f  t h e  l o n g e s t  p r o b e  v o l u m e  d i m e n s i o n  t o  t h e  s c a l e  o f  

t h e  a p p a r a t u s .  I t  i s  t h e  l a r g e  s i z e  o f  t h e s e  n u m b e r s  w h i c h  

j u s t i f i e s  t h e  p r e v i o u s  a s s e r t i o n .

10 -8 cm
10 -3 cm
10 -1 cm
10 + 15
10 +2

T a b l e  I

L e n g t h  S c a l e s

M o l e c u l a r  d i m e n s i o n  
P r o b e  v o l u m e  d i m e n s i o n  
a p p a r a t u s  d i m e n s i o n
Number  o f  m o l e c u l e s  i n  p r o b e  v o l u m e  
R a t i o  A p p a r a t u s / P r o b e  d i m e n s i o n

T i me

O p t i c a l  P e r i o d  1 0 -15 s e c
D o p p l e r  P e r i o d  # s e c
F l u i d  w a v e  p e r i o d  * 10  j s e c
R a t i o  F l u i d / D o p p l e r  10

I n  t h e  t i m e  d o m a i n  s i m i l a r  c o n s i d e r a t i o n s  a p p l y .  A g a i n  

r e f e r i n g  t o  T a b l e  I  we s e e  t h a t  f o r  t y p i c a l . p a r a m e t e r s , t h e  

t i m e  s c a l e s  a r e  w i d e l y  s e p a r a t e d .  We s h a l l  r e t u r n  t o  t h i s  

p o i n t  i n  t h e  d i s c u s s i o n  o f  d e t e c t i o n  s c h e m e s  w h e r e  we w i l l
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w i t h  w h i c h  a  g i v e n  d e t e c t i o n  s c h e m e  c a n  m e a s u r e  a t i m e -  

d e p e n d e n t  f l o w .

A d d i t i o n a l  a d v a n t a g e s  o f  LDV o v e r  o t h e r  v e l o c i t y  

m e a s u r i n g  t e c h n i q u e s  a r e  i t s  n o n - p e r  t u r  b a t i  v e  c h a r a c t e r  a n d  

t h e  f a c t  t h a t  t h e  LDV r e s p o n s e  t o  v e l o c i t y  i s  i n t r i n s i c a l l y  

l i n e a r  i n  t h e  v e l o c i t y .  T h e  f o r m e r  i s  p a r t i c u l a r l y  i m p o r t a n t  

i n  t h e  c a s e  o f  a c l o s e d  s y s t e m  w h e r e  a n y  p e r t u r b a t i o n  o f  t h e  

f l o w  d u e  t o  t h e  p r o b e  w i l l  b e  r e t a i n e d  i n  t h e  f l o w  a n d  

r e a p p e a r  a t  t h e  p r o b e .  T h e  l a t e r  i s  i n  c o n t r a s t  t o  a p r o b e  

l i k e  t h e  h o t - w i r e  w h e r e  t h e  r e s p o n s e  i s  n o n - l i n e a r  i n  t h e  

v e l o c i t y  a n d  r e q u i r e s  c o r r e c t i o n  o f  t h e  r a w  d a t a  w i t h  a c a l ­

i b r a t i o n  c u r v e .

W h i l e  i t  s h o u l d  i n  p r i n c i p l e  b e  p o s s i b l e  t o  m e a s u r e  

f l u i d  v e l o c i t i e s  b y  s c a t t e r i n g  l i g h t  d i r e c t l y  f r o m  t h e  f l u i d  

i t s e l f ,  i n  p r a c t i c e  t h i s  i s  n o t  d o n e  s i n c e  t h e  s c a t t e r i n g  i s  

i n  g e n e r a l  t o o  w e a k  a n d  t h e  r e s u l t i n g  l i g h t  s c a t t e r i n g  

s p e c t r u m  i s  s o  b r o a d  - i n  t h e  m e g a h e r t z  r a n g e -  t h a t  i t  

o b s c u r e s  t h e  D o p p l e r  s h i f t .  T h u s  i t  i s  c o n v e n i e n t  e x p e r i ­

m e n t a l l y  t o  s e e d  t h e  f l u i d  w i t h  p a r t i c l e s  w h i c h  a r e  s m a l l  

e n o u g h  t o  f o l l o w  t h e  f l o w  f a i t h f u l l y  b u t  l a r g e  e n o u g h  t o  

s c a t t e r  l i g h t  s t r o n g l y  a n d  w i t h o u t  i n t r o d u c i n g  u n d u e  s p r e a d  

t o  t h e  l i g h t  s c a t t e r i n g  s p e c t r u m .  T h e  c h a r a c t e r  o f  s e e d  

p a r t i c l e s  i s  n o t  a l w a y s  a  m a t t e r  o f  c h o i c e .  I n  c o m p l i c a t e d  

f l o w s  o f  e n g i n e e r i n g  i n t e r e s t  i t  i s  f r e q u e n t l y  n e c e s s a r y  t o  

u s e  p a r t i c l e s  a l r e a d y  p r e s e n t  i n  t h e  f l o w .  I n  t h e  p r e s e n t  

s t u d y  o f  a c o n t r o l l e d  l a b o r a t o r y  f l o w  i t  i s  p o s s i b l e  t o
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s t u d y  o f  a c o n t r o l l e d  l a b o r a t o r y  f l o w  i t  i s  p o s s i b l e  t o  

s e l e c t  t h e  t y p e  a n d  c o n c e n t r a t i o n  o f  s e e d  p a r t i c l e s .  I n  t h i s  

c a s e  s p h e r i c a l  p a r t i c l e s  a r e  t h e  n a t u r a l  c h o i c e  s i n c e  t h e y  

w i l l  n o t  l e a d  t o  l a r g e  c h a n g e s  i n  t h e  s i g n a l  a m p l i t u d e  a s  

t h e y  c h a n g e  o r i e n t a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  p r o b e .  F u r t h e r  

i t  i s  e a s i e r  t o  o p t i m i z e  t h e  s c a t t e r i n g  f r o m  s p h e r i c a l  

p a r t i c l e s  s i n c e  t h e i r  p r o p e r t i e s  h a v e  b e e n  s t u d i e d  m o r e  

e x t e n s i v e l y  t h a n  m o r e  g e n e r a l  s h a p e s .
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3^.2.  P a r  t i d e  M o t i o n

Th e  u s e  o f  s e e d  p a r t i c l e s  r e q u i r e s  a n  a n a l y s i s  o f  how

f a i t h f u l l y  t h e y  f o l l o w  t h e  f l o w  t o  b e  s t u d i e d .  We s h a l l  

f i r s t  c o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  a p p r o p r i a t e  t o  a 

s i n g l e  p a r t i c l e  i m m e r s e d  i n  a f l u i d  a n d  l a t e r  d i s c u s s  

b r i e f l y  c o l l e c t i v e  p a r t i c l e  e f f e c t s .  T h e  i n d e p e n d e n t  

p a r t i c l e  p r o b l e m  i n  f u l l e s t  g e n e r a l i t y  h a s  n o t  b e e n  s o l v e d .  

We w i l l  u s e  an  a p p r o x i m a t e  f o r m  a n d  l a t e r  j u s t i f y  t h e

n e g l e c t  o f  e f f e c t s  w h i c h  f o r  o u r  c a s e  a r e  s m a l l .  T h e  m o s t

g e n e r a l  f o r m  w h i c h  h a s  b e e n  s u c c e s s f u l l y  d e a l t  w i t h  i s :

it d 3 dV n . , . .- g — p^pjr = P a r t i c l e  i n e r t i a

- 3 t r y d ( V - U ) +  S t o k e s  d r a g

Po^fjf P r e s s u r e  d r a g  >( 3 . 1)

1 -itd 3 d( V- U)  t . . . .
-  j  ~ 6 ~ p Q j t  I n v i s c i d  d r a g

3    r t
-  y d 2  / i r y p  o ~~' d g / t - \  B a s s e t  t e r m

w h e r e V a n d  U a r  e t h e p a r  t i d e  a n d f l u i d  v e l o c i t i e s r  e s p e c -

t i  ve l y , Po i s t h e d e n s i t y  o f  t h e f l u i d ,  P i s  t h e d e n s i t y  o f

t h e p a r  t i d e , d i s  t h e p a r  t i d e d i a m e t e r , a n d y i s  t h e

s h e a r  v i s c o s i t y .

T h e  f i r s t  t e r m  i s  s i m p l y  t h e .  f o r c e  r e q u i r e d  t o  

a c c e l e r a t e  t h e  p a r t i c l e .  The  s e c o n d  t e r m  i s  t h e  v i s c o u s  d r a g
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* s  c a l c u l a t e d  b y  S t o k e s [ 3 ] .  T h i s  f o r m  i s  o n l y  v a l i d  f o r  l o w  

R e y n o l d s  n u m b e r s  r e l a t i v e  t o  t h e  s p h e r e ,  b u t  t h i s  c o n d i t i o n  

i s  m e t  i n  a s u r p r i s i n g l y  l a r g e  n u m b e r  o f  c a s e s .  I t s  

c o r r e c t n e s s  i n  a g i v e n  a p p l i c a t i o n  c a n  b e  a p p r o a c h e d  i n  two 

w a y s .  F i r s t  i t  c a n  b e  t a k e n  a s  a n  a n s a t z  a n d  j u s t i f i e d  a 

p o s t e r i o r i  o r  i t  c a n  s i m p l y  b e  n o t e d  t h a t  t h e  h i g h e r  o r d e r  

c o r r e c t i o n s  t o  t h e  S t o k e s  f o r m u l a  a r e  n e g a t i v e  s o  t h a t  t h e  

e s t i m a t e  o f  p a r t i c l e  f i d e l i t y  n e g l e c t i n g  t h e m  w i l l  b e  

c o n s e r v a t i v e  a n d  t h e r e f o r e . ,  a c c e p t a b l e . T h e  t h i r d  t e r m  i n

( 3 . 1 )  i s  a n  e x p r e s s i o n  o f  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  t h a t  r e s u l t s  

a c r o s s  a p a r t i c l e  a s  a r e s u l t  o f  a n  a c c e l e r a t i o n  o f  t h e  

i m b e d d i n g  f l u i d .  T h e  f o u r t h  t e r m  i s  t h e  d r a g  o f  a n  i n v i s c i d  

f l u i d  o n  a s p h e r e  a n d  r e p r e s e n t s  t h e  f o r c e  n e c e s s a r y  t o  

a c c e l e r a t e  t h e  m a s s  a d d e d  b y  r e p l a c i n g  t h e  f l u i d  i n  a 

p a r t i c l e  v o l u m e  w i t h  a p a r t i c l e .  T h e  f i r s t ,  t h i r d ,  a n d  

f o u r t h  t e r m s  a r e  s o m e t i m e s  l u m p e d  t o g e t h e r  i n t o  t h e  ' v i r t u a l  

m a s s '  t e r m .

A g r e a t  d e a l  o f  w o r k  h a s  b e e n  d o n e  o n  t h e  s o l u t i o n  t o

( 3 . 1 ) .  F o r  o u r  p u r p o s e s  we s h a l l  r e f e r  t o  a r e v i e w  a r t i c l e  

b y  H j e l m f e l t  a n d  M o c k r o s [ 4 ] ,  T h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  p a r t i c l e  

m o t i o n  i s  d e v e l o p e d  i n  t e r m s  o f  t h e  F o u r i e r  i n t e g r a l  a n d  i t s  

r e l a t i o n s h i p  t o  t h e  F o u r i e r  i n t e g r a l  o f  t h e  f l u i d  m o t i o n :

u = {? cos(u)t )  + A sin(u>t)}du)
Jo

( 3 . 2 )

V = [ n ( c  c o s ( w t + $ )  + A s i n U t + 3 ) } ] d u )
Jo

w h e r e  C a n d  A a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  a n d :
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n = / n + f T P + f i 1 • ( 3 . 3 )

r e p r e s e n t s  t h e  r e l a t i v e  a m p l i t u d e  o f  t h e  p a r t i c l e  m o t i o n  

a n d :

3 = a r c t a n
l +f  l

( 3 . 4 )

r e p r e s e n t s  t h e  r e l a t i v e  p h a s e  a n g l e .  T h e  f u n c t i o n s  f i  a n d  f. 2  

a r e  g i v e n  b y :

■F -  0) ( 01+C/iTU)/2 1 ) ( b -1  )
1 ( a + c / i r o i / 2 1 ) ^+( to+ c /T Tt i ) / 2 1 ) 2

f  _  ( a + c / r r a i / 2 *) ( b - 1 )
2 ( a + c / itoi/  2 1 ) 2 + ( oi+c / ttto/  2 ' ) 2

' (3.5)

w h e r  e :
1 8 v

>0*a TTpTpTJ+pd2

b = 2 { ( p/ p 0 )+i-}' ( 3 ‘6)

r  = 9 / v
{  ( p / p o J + ^ d /  TT

We w o u l d  l i k e  t o  e v a l u a t e  t h e  r e s p o n s e  o f  p a r t i c l e s  

i m m e r s e d  i n  w a t e r  c h a r a c t e r i z e d  b y :

p 0 = .996 gm/cm3 p = 1.05 gm/cm3
( 3 . 7 )

v = .845 cs  d = 4.81 x 10"5 cm

i m m e r s e d  i n  w a t e r .  S u b s t i t u t i n g  t h e  a b o v e  v a l u e s  i n t o  ( 3 . 5 )

a n d  a s s u m i n g  a n  a n g u l a r  f r e q u e n c y  o f  2 t t x 1 0 5  we h a v e :

a = 4 . 25  x 107 s e c -1 f 1 = 5.71 x 10~5

b = .968 f 2 = 1.65 x 10~7 ( 3 . 8 )

c = 6 . 26  x 10 s e c 172 n = 1 +
S u b s t i t u t i n g  t h e s e  v a l u e s  i n t o  ( 3 . 3 )  we s e e  t h a t  s u c h
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p a r t i c l e s  d e v i a t e  f r o m  t h e  f l u i d  m o t i o n  b y  l e s s  t h a n  1 p a r t  

i n  1 0 +It a t  a f r e q u e n c y  o f  1 0 0 kH z  w h i c h  i s  o r d e r s  o f  

m a g n i t u d e  b e y o n d  f r e q u e n c i e s  o f  i n t e r e s t .

E f f e c t s  n o t  i n c l u d e d  i n  ( 3 . 1 )  w h i c h  a r e  s o m e t i m e s  i m­

p o r t a n t  a r e :

v = T ^ (p ‘ p °)  ’ G r a v i t yI oy 0

F = o (V-U ) d 3;n Magnus  E f f e c t

F = 2 0 ( U - V ) d 2 P qP o
d U ^ l / 2
dyj

(3. 9)
S h e a r  Fl ow L i f t

x i -r = 1 0 ~ Po  ̂ C e n t r i f u g a l  r e s p o n s e
vi 18p

w h e r e  g i s  t h e  g r a v i t a t i o n a l  c o n s t a n t ,  F i s  f o r c e  o n  t h e

p a r t i c l e ,  n i s  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  r o t a t i o n  o f  t h e

p a r t i c l e ,  a n d  V̂ . a r e  t h e  r a d i a l  a n d  t a n g e n t i a l

c o m p o n e n t s  o f  t h e  p a r t i c l e  v e l o c i t y ,  a n d  w i s  t h e  a n g u l a r  

v e l o c i t y  o f  r o t a t i o n  o f  t h e  m e a n  f l o w .  G r a v i t y  c a n  be  

d i s c o u n t e d  d u e  t o  t h e  s m a l l  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  d e n s i t y  

o f  t h e  p a r t i c l e  a n d  t h a t  o f  t h e  s u r r o u n d i n g  f l u i d  a n d  m o r e  

i m p o r t a n t l y  d u e  t o  s m a l l  p a r t i c l e  s i z e .  T h e  c e n t r i f u g a l  

r e s p o n s e  c a n  a l s o  be  n e g l e c t e d  d u e  t o  s m a l l  p a r t i c l e  s i z e .  

The  Ma g n u s  e f f e c t ,  w h i c h  r e s u l t s  f r o m  r o t a t i o n  o f  t h e  

p a r t i c l e ,  a n d  s h e a r  f l o w  l i f t ,  w h i c h  r e s u l t s  f r o m  t h e

p r e s e n c e  o f  a v e l o c i t y  g r a d i e n t  a c r o s s  t h e  p a r t i c l e ,  b o t h  

r e q u i r e  t h e  e x i s t e n c e  o f  a r e l a t i v e  v e l o c i t y  f r o m  a n o t h e r
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s o u r c e  a n d  t h e r e f o r e  c a n  a l s o  b e  n e g l e c t e d .

T h e r e  i s  o n e  f i n a l  e f f e c t  we w o u l d  l i k e  t o  m e n t i o n  

w h i c h  i s  n o t  c o n t a i n e d  i n  t h e  f l u i d  m o d e l  o f  t h e  i m b e d d i n g  

m e d i u m .  T h e  s i z e  o f  p a r t i c l e  we h a v e  b e e n  c o n s i d e r i n g  i s  

m a s s i v e  e n o u g h  t o  a v e r a g e  o u t  m o s t  o f  t h e  r a n d o m  i m p u l s e s  

f r o m  i n d i v i d u a l  m o l e c u l a r  c o l l i s i o n s .  H o w e v e r ,  t h e  r a n d o m  

o c c u r r e n c e  o f  m a n y  s i m i l a r l y  d i r e c t e d  i m p u l s e s  

s i m u l t a n e o u s l y  i s  o b s e r v a b l e .  T h i s  i s  t h e  w e l l  known 

B r o w n i a n  m o t i o n  w h i c h  i s  d e s c r i b e d  a s  a r a n d o m  w a l k  p r o c e s s .  

I f  we d e s i g n a t e  AR(t)  t h e  l e n g t h  o f  t h e  r a n d o m  j u m p  a t  t i m e  

t ,  t h e  t h e  E i n s t e i n - S t o k e s [ 5]  r e s u l t s  a r e :

<AR> = 0

<(AR(t ) )2> = 6Dt ‘ ( 3 . 10 )

kTD =
6irria

w h e r e  k i s  t h e  B o l t z m a n  c o n s t a n t ,  T t h e  a b s o l u t e  

t e m p e r a t u r e ,  n t h e  s h e a r  v i s c o s i t y ,  a n d  we a s s u m e

e r g o d i c i t y  s o  t h a t  t h e  b r a c k e t s  may  i n d i c a t e  e i t h e r  t i m e  o r  

e n s e m b l e  a v e r a g i n g .  We s e e  t h a t  t h e  p a r t i c l e  w i l l  o n  t h e  

a v e r a g e  f o l l o w  t h e  f l o w  b u t  f l u c t u a t e  a b o u t  i t .  F o r  t h e  ma ny  

p a r t i c l e  c a s e  o f  i n t e r e s t  t o  u s ,  t h e  e f f e c t  t h e s e  

f l u c t u a t i o n s  h a v e  o n  t h e  e s t i m a t i o n  o f  t h e  f l u i d  v e l o c i t y  

c a n  m o s t  e a s i l y  b e  e v a l u a t e d  d i r e c t l y  f r o m  t h e  l i g h t  

s c a t t e r i n g  s p e c t r u m  a n d  w i l l  b e  d i s c u s s e d  l a t e r .

U n t i l  now we h a v e  c o n s i d e r e d  o n l y  a s i n g l e  p a r t i c l e .
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E v e n  i n  t h e  c a s e  w h e r e  t h e r e  i s  o n l y  o n e  p a r t i c l e  a t  a t i m e  

i n  t h e  p r o b e  v o l u m e  i t  i s  s t i l l  t r u e  t h a t  t h e r e  a r e  m a n y  

p a r t i c l e s  i m m e r s e d  i n  t h e  f l u i d .  One m u s t  t h e n  a s k  w h e t h e r  

t h e  s i n g l e  p a r t i c l e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a r e  a d e q u a t e  t o  

d e s c r i b e  t h e i r  b e h a v i o u r .  A t  a  c o n c e n t r a t i o n  t y p i c a l  o f  o u r  

e x p e r i m e n t s  o f  n  = 1 0 - 2 vi3t h e  m e a n  f r e e  p a t h  f o r  h a r d  s p h e r e  

c o l l i s i o n s  i s  a b o u t  8 0 0  d i a m e t e r s  s o  t h a t  i n t e r a c t i o n  c a n  be  

n e g l e c t e d .  T h e  n e x t  p o s s i b i l i t y  t o  c o n s i d e r  i s  t h e  

h y d r o d y n a m i c  i n t e r a c t i o n ,  t h a t  i s  t h e  f o r c e  o n e  p a r t i c l e  

e x e r t s  o n  a n o t h e r  b y  p e r t u r b i n g  t h e  f l u i d  f l o w  i n  i t s  

v i c i n i t y .  As we h a v e  s h o w n  a b o v e  p a r t i c l e s  o f  i n t e r e s t  t o  u s  

a r e  f i x e d  i n  t h e  f l u i d  t o  a n  e x c e l l e n t  a p p r o x i m a t i o n  s o  t h a t  

t h e y  d o  n o t  p e r t u r b  ' t h e  f l o w  a n d  d o  n o t  i n t e r a c t  h y d r o d y n a m -  

i c a l l y .  F i n a l l y  t h e r e  i s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  s u r f a c e  c h a r g e  

r e s u l t i n g  i n  a n  e l e c t r o s t a t i c  i n t e r a c t i o n .  I n  d e - i o n i z e d  

d o u b l e  q u a r t z  d i s t i l l e d  w a t e r  t h i s  e f f e c t  c a n  s o m e t i m e s  b e  a  

p r o b l e m ,  b u t  i n  o r d i n a r y  s i n g l y  d i s t i l l e d  w a t e r ,  i o n s  i n  

s o l u t i o n  s c r e e n  t h e s e  c h a r g e s  o v e r  a  v e r y  - s h o r t  r a n g e .  

T h e r e f o r e  o n e  s h o u l d  n o t  e x p e c t  t o  s e e  c o l l e c t i v e  p a r t i c l e  

e f f e c t s .
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j i .3^.  L i g h t  S c a t t e r  i n g

T h e  i n t e r a c t i o n  o f  l i g h t  w i t h  m a t t e r  a l l o w s  d e t e r m i ­

n a t i o n  o f  m a ny  a s p e c t s  o f  m a t e r i a l  s t r u c t u r e .  F o r  o u r  

p u r p o s e s ,  h o w e v e r ,  we w o u l d  l i k e  t o  r e s t r i c t  o u r s e l v e s  t o  

e l a s t i c a l l y  s c a t t e r e d  l i g h t .  We c o n s i d e r  a  c o n f i g u r a t i o n  a s  

s h o w n  i n  f i g u r e  3 . 1 ( a ) .  T h e  i l l u m i n a t i n g  r a d i a t i o n  r e p r e -

S e n t e d b y !  E0 ( t ) . V < V W ) .  (3 . 11)

i m p i n g e s  o n  a  s p h e r i c a l  p a r t i c l e  o f  d i f f e r e n t  i n d e x  o f  

r e f r a c t i o n  f r o m  t h e  i m b e d d i n g  m e d i u m .  A n u m b e r  o f  t h e o r i e s  

d e s c r i b e  t h e  s c a t t e r e d  f i e l d  i n  d i f f e r e n t  c a s e s ,  b u t  t h e y  

h a v e  i n  common t h a t  t h e  f a r  f i e l d  i s  r e p r e s e n t a b l e  a s :

t  ( t )  c i -<<{(^-r)-ain' t} (3 u )
V 1 ' 4tt | R- r  I 6

T h e  s c a t t e r i n g  t h e o r i e s  t h e n  d i f f e r  i n  t h e  e v a l u a t i o n  o f  

l t ( e ,<j>) .  N o r m a l l y  o n e  w o u l d  e x p e c t  a  3x3  m a t r i x  r e l a t i n g  two 

v e c t o r s ,  b u t  s i n c e  t h e  v e c t o r s  r e p r e s e n t  t h e  i n d e p e n d e n t  

d i r e c t i o n s  o f  p o l a r i z a t i o n ,  t h e y  a r e  t w o - d i m e n s i o n a l  a n d  t h e  

s c a t t e r i n g  m a t r i x  i s  2 x 2 .  F o r  s p h e r i c a l  p a r t i c l e s  t h e  m a t r i x  

i s  d i a g o n a l  a n d  i t s  e l e m e n t s  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  a n g l e

<f>. T h e o r i e s  come  i n  t h r e e  b a s i c  v a r i e t i e s  w h i c h  i n

h i s t o r i c a l  o r d e r  a r e  R a y l e i g h  s c a t t e r i n g ,  R a y l e i g h - G a n s -  

D e b y e  t h e o r y  a n d  Mie t h e o r y .  R a y l e i g h  t h e o r y  i s  t r u e  f o r

p a r t i c l e s  o f  a r b i t r a r y  s h a p e  p r o v i d e d  t h a t  t h e y  a r e  s m a l l  

e n o u g h .  T h e n  i t  i s  p o s s i b l e  t o  a s s u m e  t h a t  t h e  e l e c t r i c  a n d  

m a g n e t i c  f i e l d s  a r e  o f  u n i f o r m  m a g n i t u d e  a n d  p h a s e  a c r o s s  

t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  p a r t i c l e .  The  s c a t t e r i n g  may t h e n  b e
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F i q u r e  3 . 1

(a)  T h e  k i n e m a t i c s  o f  a  l i g h t  s c a t t e r i n g  e v e n t .  The  

momen t um t r a n s f e r  v e c t o r  q  = k — K a n d  0 i s  t h e  

s c a t t e r i n g  a n g l e .  (b)  T h e  r e f e r e n c e  b e a m  LDV g e o m e t r y .  

T h e  r e f e r e n c e  b e a m r  g o e s  d i r e c t l y  i n  t o  t h e  p h o t o ­

m u l t i p l i e r  w h i l e  l i g h t  s c a t t e r e d  t h r o u g h  a n  a n g l e  

f r o m  t h e  i l l u m i n a t i n g  b e a m i  m i x e s  w i t h  i t .  ( c )  A 

c r o s s - s e c t i o n  o f  t h e  m e a s u r i n g  c o n t r o l  v o l u m e  i n  t h e  

p l a n e  d e f i n e d  b y  t h e  t wo  i n t e r s e c t i n g  b e a m s .  T h e  

p a r a l l e l  l i n e s  r e p r e s e n t  t h e  1 / e  i n t e n s i t y  p o i n t s  o f  

t h e  i n d i v i d u a l  b e a m s  a n d  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  h a t c h e d  

r e g i o n  i s  t h e  l o c u s  o f  1 / e  i n t e n s i t y  p o i n t s  o f  t h e  

c o m b i n e d  b e a m s .
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(a)
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a t t r i b u t e d  t o  a n  i n d u c e d  o s c i l l a t i n g  d i p o l e  m o m e n t  a t  t h e  

c e n t e r  o f  t h e  p a r t i c l e  a n d  i t s  m a g n i t u d e  c a n  b e  c a l c u l a t e d  

f r o m  t h e  e l e c t r o s t a t i c s  o f  m a c r o s c o p i c  m e d i a  w i t h  t i m e  

a p p e a r i n g  o n l y  p a r a m e t r i c a l l y .  T h e  r e s u l t  o f  t h i s

c a l c u l a t i o n  g i v e s :

= i k 3a cos 6 0 
0 1 (3 . 13)

w h e r e  m i s  t h e  r e l a t i v e  i n d e x  o f  r e f r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  

p a r t i c l e  a n d  t h e  s u r r o u n d i n g  m e d i u m ,  k i s  t h e  m a g n i t u d e  o f  

t h e  i n c i d e n t  p r o p a g a t i o n  v e c t o r  a n d  a i s  t h e  p a r t i c l e  r a d i u s  

a n d :

(m2 - 1 ) d 3
a  - J W + 2 T (3 . 14)

i s  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  L o r e n z  t h e o r y  o f  t h e  p o l a r i z a t i o n  o f  

a d i e l e c t r i c  s p h e r e .  T h e  m o s t  i m p o r t a n t  f e a t u r e  f o r  u s  a t  

t h e  m o m e n t  i s  t h e  t h i r d  p ow e r  d e p e n d e n c e  o f  t h e  s c a t t e r e d  

a m p l i t u d e  on  t h e  r a d i u s  o f  t h e  p a r t i c l e ,  w h i c h  l e a d s  t o  a 

s i x t h  power  r a d i u s  d e p e n d e n c e  i n  t h e  i n t e n s i t y .  A l s o  t h e  

s c a t t e r i n g  i n t e n s i t y  i s  s y m m e t r i c  b e t w e e n  t h e  f o r w a r d  a n d  

b a c k w a r d  d i r e c t i o n s .  T h i s  s u g g e s t s  t h a t  o n e  s h o u l d  u s e  t h e  

l a r g e s t  p o s s i b l e  p a r t i c l e  p r o v i d e d  i t  c a n  s t i l l  f o l l o w  t h e  

f l o w  f a i t h f u l l y .  I n  f a c t  we w i l l  s e e  t h a t  t h e  d e s i r a b l e  s i z e  

o f  p a r t i c l e s  a c t u a l l y  f a l l  o u t s i d e  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  t h e  

R a y l e i g h  t h e o r y .

A t h e o r y  w h i c h  g e n e r a l i z e s  t h e  R a y l e i g h  t h e o r y  t o  

p a r t i c l e s  o f  l a r g e r  s i z e  i s  t h e  R a y l e i g h - G a n s - D e b y e  t h e o r y .
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H o w e v e r ,  t h i s  g e n e r a l i z a t i o n  i s  m a d e  a t  t h e  e x p e n s e  o f  t h e  

a d d i t i o n a l  r e q u i r e m e n t  t h a t  t h e  r e l a t i v e  i n d e x  o f  r e f r a c t i o n  

o f  t h e  s c a t t e r e r  b e  c l o s e  t o  u n i t y .  T h i s  a l l o w s  o n e  t o  

a s s u m e  t h a t  t h e  i l l u m i n a t i n g  a n d  s c a t t e r e d  w a v e s  a r e  n o t  

a p p r e c i a b l y  s h i f t e d  i n  r e l a t i v e  p h a s e  a s  t h e y  t r a v e r s e  t h e  

d i m e n s i o n s  o f  t h e  p a r t i c l e .  T h e  r e s u l t  o f  t h i s  t h e o r y  i s :

^>(e><!>) = i k 3d 3( m - l ) J 3/2 (u)  CO3( 0) ^ ( 3 . 1 5 )
w h e r e :   ̂ J } •

u = 2kd s i n ( e / 2 ) ( 3 . 1 6 )

a n d  t h e  c r i t e r i o n  f o r  i t s  a p p l i c a b i l i t y  i s :

% d | m - l | « l  (3 .17)

T h i s  t y p e  o f  s c a t t e r i n g  h a s  a m o r e  c o m p l i c a t e d  d e p e n d e n c e  on  

r a d i u s  t h a n  R a y l e i g h  s c a t t e r i n g  a n d  a l s o  i n c r e a s i n g l y  f a v o r s  

f o r w a r d  s c a t t e r  a s  p a r t i c l e  s i z e  i n c r e a s e s .  T h e  o p t i m a l  s i z e  

w i t h i n  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  t h e o r y  ma y  d e p e n d  

s e n s i t i v e l y  o n  t h e  s c a t t e r i n g  g e o m e t r y ,  b u t  b e c a u s e  we w o u l d  

l i k e  t o  g e t  a s  m u c h  s c a t t e r i n g  a s  we c a n ,  we w o u l d  l i k e  t o  

e x a m i n e  p a r t i c l e s  w h i c h  a r e  b o t h  l a r g e r  t h a n  t h i s  t h e o r y  

p e r m i t s  a n d  h a v e  l a r g e  r e l a t i v e  i n d e x  o f  r e f r a c t i o n .

Th e  g e n e r a l  t h e o r y  o f  t h e  s c a t t e r i n g  o f  l i g h t  f r o m  

s m a l l  s p h e r i c a l  p a r t i c l e s  o f  a r b i t r a r y  s i z e  a n d  m a t e r i a l  

p r o p e r t i e s  w a s  f i r s t  w o r k e d  o u t  i n  d e t a i l  b y  M i e [ 6 ] .  T h i s  

t h e o r y  i s  a  f u l l  v e c t o r  s o l u t i o n  t o  t h e  M a x w e l l  e q u a t i o n s .  

The  c a s e  o f  i n t e r e s t  f o r  u s  h e r e  i s  t h e  c a s e  o f  n o n ­

c o n d u c t i n g  n o n - a b s o r b i n g  d i e l e c t r i c  s p h e r e s .  T h e  s o l u t i o n  

d o e s  n o t  h a v e  a s i m p l e  c l o s e d  f o r m ,  b u t  c a n  b e  d e v e l o p e d  i n
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a n  e x p a n s i o n  o f  S o n i n e  p o l y n o m i a l s .  R e s u l t s  f o r  a l a r g e  

n u m b e r  o f  c a s e s  h a v e  b e e n  t a b u l a t e d [ 7 ] .  T h e  i n t e n s i t y  o f  

t h e  s c a t t e r i n g  i s  a p p r e c i a b l y  l e s s  t h a n  t h a t  p r e d i c t e d  b y  a 

s i m p l e  e x t r a p o l a t i o n  o f  R a y l e i g h  t h e o r y  a s y m p t o t i c a l l y  

a p p r o a c h i n g  a  r a d i u s  s q u a r e d  d e p e n d e n c e  f o r  v e r y  l a r g e  

p a r t i c l e s .  T h u s  we a r e  s t i l l  i n t e r e s t e d  i n  u s i n g  l a r g e  

p a r t i c l e s  w h e r e  we c a n .  D e p o l a r i z e d  s c a t t e r i n g  c a n  o c c u r  

e v e n  f o r  p a r t i c l e s  t h a t  a r e  m a d e  o f  a  m a t e r i a l  w i t h  a n  

i s o t r o p i c  p o l a r  i z a b i l i t y .  T h e  s c a t t e r e d  i n t e n s i t y  f o r  

p a r t i c l e  s i z e s  o n  t h e  o r d e r  o f  t h e  w a v e l e n g t h  o f  t h e  

i l l u m i n a t i n g  r a d i a t i o n  a n d  l a r g e r  i s  m o s t l y  i n  t h e  f o r w a r d  

d i r e c t i o n  w h i c h  i n d i c a t e s  t h a t  f o r w a r d  s c a t t e r i n g  i s  t o  b e  

p r e f e r r e d  when  i t  i s  p r a c t i c a l .  H o w e v e r ,  e v e n  i n  

b a c k s c a t t e r ,  t h e  i n c r e a s e  i n  t o t a l  s c a t t e r e d  i n t e n s i t y  w i t h  

i n c r e a s i n g  r a d i u s  i s  f a s t e r  t h a n  t h e  f o r w a r d  b i a s i n g [ 7 ] .  

E x c e p t  f o r  a f e w  s p e c i a l  c a s e s ,  l i g h t  s c a t t e r i n g  

c o n s i d e r a t i o n s  e n c o u r a g e  t h e  u s e  o f  t h e  l a r g e s t  p a r t i c l e s  

p o s s i b l e .
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3_. 4^ T h e  D o p p l e r  S h i f t

Once  we c a n  e v a l u a t e  t h e  s c a t t e r i n g  o f  l i g h t  b y  a 

s t a t i c  p a r t i c l e  we c a n  e a s i l y  g e n e r a l i z e  t o  t h e  c a s e  o f  a 

m o v i n g  p a r t i c l e .  T h e  i l l u m i n a t i n g  b e a m i s  d e f i n e d  i n  

l a b o r a t o r y  c o o r d i n a t e s .  A c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n  i s  

a p p l i e d  t o  d e s c r i b e  i t  i n  t h e  p a r t i c l e s  f r a m e  o f  r e f e r e n c e .  

The  f r e q u e n c y  i n  t h i s  f r a m e  w i l l  n o t  b e  t h e  s a m e  a s  t h e  l a b  

f r a m e .  T h e  s c a t t e r i n g  t h e o r i e s  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  

s e c t i o n  c a n  t h e n  b e  a p p l i e d .  A s e c o n d  c o o r d i n a t e  

t r a n s f o r m a t i o n  m u s t  t h e n  b e  m a d e  t o  d e s r i b e  t h e  s c a t t e r e d  

l i g h t  r e l a t i v e  t o  t h e  d e t e c t o r  w h i c h  i s  t i e d  t o  l a b o r a t o r y  

c o o r d i n a t e s .  F o r  l o w  p a r t i c l e  v e l o c i t i e s  G a l i l e a n  t r a n ­

s f o r m a t i o n s  p r o v e  a d e q u a t e  a n d  t h e  r e s u l t  f o r  t h e  D o p p l e r

s h i f t  i s :  n

“D ' = i f  s1"(e/2> Uq (3'18)

w h e r e  U i s  t h e  v e c t o r  v e l o c i t y  o f  t h e  p a r t i c l e ,  q=T<i - f t s i s  

t h e  moment um t r a n s f e r  v e c t o r ,  n i s  t h e  i n d e x  o f  r e f r a c t i o n  

o f  t h e  f l u i d ,  Ao i-s  t h e  f r e e  s p a c e  w a v e l e n g t h  o f  t h e  l i g h t ,  

i s  t h e  s c a t t e r i n g  a n g l e ,  a n d  i s  t h e  c o m p o n e n t  o f  t h e  v e l ­

o c i t y  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  mo men t um t r a n s f e r  o f  t h e  

s c a t t e r  i n g .
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P h o t o d e t e c t i o n

To o b t a i n  t h e  i n f o r m a t i o n  a b o u t  p a r t i c l e  m o t i o n  t h a t  

t h e  s c a t t e r e d  o p t i c a l  f i e l d  c o n t a i n s ,  i t  m u s t  b e  d e t e c t e d .  

T h e  m o s t  s e n s i t i v e  a n d  v e r s a t i l e  m e t h o d s  a v a i l a b l e  c u r r e n t l y  

m a k e  u s e  o f  t h e  p h o t o e l e c t r i c  e f f e c t  i n  w h i c h  a p h o t o n  i s  

a b s o r b e d  b y  a n  a t o m  a n d  a n  e l e c t r o n  e m i t t e d .  A p r a c t i c a l  

p h o t o d e t e c t o r  m u s t  o f  c o u r s e  b e  m a d e  o f  m a n y  p h o t o s e n s i t i v e  

a t o m s  a n d  m u s t  a l s o  p r o v i d e  a  m e a n s  o f  r e s t o r i n g  t h e  e m i t t e d  

e l e c t r o n s  s o  t h a t  t h e  a t o m s  c a n  r e s p o n d  t o  l a t e r  p h o t o n  

a r r i v a l s .  T h e  o u t p u t  o f  s u c h  a  s y s t e m  w i l l  t h e n  b e  

p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  n u m b e r  o f  p h o t o n s  a r r i v i n g  p e r  u n i t  

t i m e ,  w h i c h  i s  j u s t  t h e  i n t e n s i t y  o f  t h e  i n c i d e n t  o p t i c a l  

f i e l d .  T h e  i m p o r t a n t  o b s e r v a t i o n  i s  t h a t  a p h o t o d e t e c t o r  

r e s p o n d s  t o  t h e  f i e l d  i n t e n s i t y  r a t h e r  t h a n  t h e  f i e l d  

a m p l i t u d e .  T h e  d i s c r e t e n e s s  o f  t h e  e l e c t r o n i c  c h a r g e  

r e s u l t s  i n  a n  i n e s c a p a b l e  r a n d o m  n o i s e  c o m p o n e n t  o f  t h e  

r e s u l t i n g  s i g n a l  c a l l e d  s h o t  n o i s e .  T h e r e  c a n  b e  a d d i t i o n a l  

n o i s e  c o n t r i b u t i o n s  d u e  t o  t h e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  

i n c i d e n t  p h o t o n  f i e l d .

M o d e r n  a m p l i t u d e  s t a b i l i z e d  l a s e r s  a r e  t o  a g o o d  

a p p r o x i m a t i o n  c o n s t a n t  i n t e n s i t y  s o u r c e s  w h i c h  h a v e  a 

i n t e n s i t y  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n :

P( I ) dI = 6 ( I -< I> )  (3 .19)

a n d  t h e  a s s o c i a t e d  p h o t o e l e c t r o n  d i s t r i b u t i o n :

P(n,T) = ( n ! ) " 1<n>ne”<n> (3 .20)
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t h e  p r o b a b i l i t y  o f  d e t e c t i n g  n p h o t o n s  i n  a t i m e  T ,  i s  a 

P o i s s o n  d i s t r i b u t i o n [ 8 ] .  T h e  v a r i a n c e  o f  t h i s  d i s t r i b u t i o n  

i s :

<(An)2> = <n> (3 . 21 )

w h i c h  r e s u l t s  i n  t h e  s h o t  n o i s e  c o m p o n e n t  o f  t h e  

p h o t o c u r r e n t .  A G a u s s i a n  r a n d o m  f i e l d  o n  t h e  o t h e r  h a n d  h a s  

a n  i n t e n s i t y  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n :

p ( I ) d l  = < I > - 1e ‘ I / < I >  * ( 3 . 22 )

w h i c h  l e a d s  t o  a p h o t o e l e c t r o n  d i s t r i b u t i o n :

• P(n,T) = ['(1+TnT) (1+1 / <n>)n] (3'23)

w h i c h  h a s  v a r i a n c e :

<(An)2> = <n>+<n>2 (3 . 24 )

T h i s  l e a d s  t o  a n  ' e x c e s s '  n o i s e  t e r m  i n  t h e  p h o t o c u r r e n t .  

L a t e r  we w i l l  e x p l a i n  why we n e e d  t o  c o n s i d e r  b o t h  t y p e s  o f  

f i e l d ,  b u t  f o r  now l e t  u s  s i m p l y  s t a t e  t h a t  t h e  f i e l d  t o  be  

d e t e c t e d  i s  e s s e n t i a l l y  a n  a m p l i t u d e  s t a b i l i z e d  l a s e r  f i e l d  

w i t h  a s m a l l  G a u s s i a n  c o m p o n e n e t  s u p e r p o s e d .
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_3._6. T h e  R e f e r e n c e  Beam G e o m e t r y

F i g u r e  3 . 1 ( b )  s h o w s  a t y p i c a l  r e f e r e n c e  beam o p t i c a l  

a r r a n g e m e n t .  Two b e a m s ,  u s u a l l y  d e r i v e d  f r o m  t h e  s a m e  

l a s e r ,  a r e  f o c u s e d  a n d  b r o u g h t  t o  a n  i n t e r s e c t i o n  a t  t h e i r  

beam w a i s t s .  T h i s  i s  n o t  t h e  a r r a n g e m e n t  u s e d  i n  t h e  

c u r r e n t  s t u d y ,  b u t  i t s  p r o p e r t i e s  a r e  m o r e  r e a d i l y  a p p a r e n t  

a n d  t h e  c o r r e s p o n d a n c e  t o  t h e  s e t u p  a c t u a l l y  u s e d  c a n  b e  

m a d e .  S i n c e  a r e l a t i v e l y  s m a l l  a m o u n t  o f  t h e  i l l u m i n a t i n g  

l i g h t  i s  s c a t t e r e d ,  t h e  i l l u m i n a t i n g  b eam i s  u s u a l l y  muc h  

m o r e  i n t e n s e  t h a n  t h e  r e f e r e n c e  b e a m .  A s c a t t e r e r  a t  t h e  

beam i n t e r s e c t i o n  c a n  s c a t t e r  l i g h t  o u t  o f  t h e  i l l u m i n a t i n g  

beam i n t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  t h r o u g h  t r a n s m i t t e d  r e f e r e n c e  

b e a m .  The  r e s u l t a n t  e l e c t r i c  f i e l d  a m p l i t u d e  o n  t h e  p h o t o d ­

e t e c t o r  i s :

f T( t )  = £ s ( t ) + £ r ( t )  ( 3 . 25 )

w h e r e  t h e  s u b s c r i p t s  T ,  r ,  a n d  s  i n d i c a t e  t h e  t o t a l ,  

r e f e r e n c e ,  a n d  s c a t t e r e d  e l e c t r i c  f i e l d  a m p l i t u d e s  r e s p ­

e c t i v e l y .  S i n c e  t h e  p h o t o d e t e c t o r  r e s p o n d s  t o  t h e  f i e l d  

i n t e n s i t y ,  t h e  p h o t o c u r r e n t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o :

i « |ts(tHfr(t)|2 = |£s|2+l£rl2+̂ - V i“Dt < - ese'1“Dt (3-26)
w h e r e  u s e  h a s  b e e n  m a d e  o f  ( 3 . 1 1 )  a n d  ( 3 . 1 8 ) .  The  f i r s t  t wo  

t e r m s  r e p r e s e n t  a t i m e - i n d e p e n d e n t  c o m p o n e n t  o f  t h e  

p h o t o c u r r e n t  w h i l e  t h e  l a s t  two a r e  t h e  m i x i n g  t e r m s .  T h e  

r a t i o  o f  t i m e - d e p e n d e n t  t o  t i m e - i n d e p e n d e n t  c u r r e n t  i s  

c a l l e d  t h e  h e t e r o d y n e  e f f i c i e n c y .  T h e  d i f f e r e n c e  f r e q u e n c y  

o f  t h e  o p t i c a l  f i e l d s  w h i c h  a p p e a r s  i n  t h e  p h o t o c u r r e n t  d u e  

t o  t h e  m i x i n g  t e r m s  i s  u s u a l l y  c o n v e n i e n t  t o  h a n d l e  b y
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o r d i n a r y  RF t e c h n i q u e s  a n d  i s  p r e c i s e l y  t h e  D o p p l e r  s h i f t  

f r e q u e n c y .  N o t  e x p l i c i t l y  s h o w n  a b o v e  i s  t h e  s h o t  n o i s e .  

Due t o  i t s  p r e s e n c e  o n e  w o u l d  l i k e  t o  o p e r a t e  a t  t h e  h i g h e s t  

l i g h t  l e v e l s  p o s s i b l e .  U n f o r t u n a t e l y  p h o t o d e t e c t o r s  h a v e  

r a t h e r  s t r i n g e n t  l i m i t s  o n  t h e  i n t e n s i t y  t h e y  c a n  a c c e p t .  

T h u s  t h e  h e t e r o d y n e  e f f i c i e n c y  b e c o m e s  i m p o r t a n t  a s  a 

m e a s u r e  o f  t h e  s i g n a l  t o  s h o t  n o i s e  r a t i o .

From ( 3 . 2 6 )  we c a n  s e e  t h a t  t h e  h e t e r o d y n e  e f f i c i e n c y

i s  a  maximum i f  t h e  s c a t t e r e d  l i g h t  a n d  t h e  r e f e r e n c e  b e a m 

a r e  o f  e q u a l  i n t e n s i t y .  I n  p r a c t i c e  o n e  t r i e s  t o  a d j u s t  t h e  

r e l a t i v e  i n t e n s i t i e s  o f  t h e  i l l u m i n a t i n g  a n d  r e f e r e n c e  b e a m s  

s o  t h a t  t h i s  i s  t r u e .  S i n c e  t h e  s c a t t e r e d  i n t e n s i t y  i s  

p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  i l l u m i n a t i n g  i n t e n s i t y ,  we c a n  d e t e r m i n e  

t h e  e f f e c t i v e  v o l u m e  f r o m  w h i c h  i n t e r  f e r  e r  i n g  f i e l d s  o r i g i n ­

a t e  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t wo  f o c u s e d  e q u a l  

i n t e n s i t y  l a s e r  b e a m s  e a c h  r e p r e s e n t e d  b y :

I ( x . y . z )  = I 0e -< x2+J'2 )'"-8+1kz ( 3 . 27)

i n  a c o o r d i n a t e  s y s t e m  w i t h  t h e  z - a x i s  i n  t h e  b e a m d i r ­

e c t i o n .  T h e  t i m e - d e p e n d e n c e  h a s  b e e n  s u p p r e s s e d .  T h e

r e s u l t i n g  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  i s  a  m u l t i v a r i a t e  G a u s s i a n

w i t h  s u r f a c e s  o f  e q u a l  i n t e n s i t y  f o r m i n g  e l l i p s i o d s .  A

c r o s s - s e c t i o n  o f  t h e  1 / e  i n t e n s i t y  e l l i p s o i d  i s  s h o w n  i n  

f i g u r e  3 . 1 ( c )  w h e r e  t h e  1 / e  i n t e n s i t y  w i d t h s  o f  t h e  

i n t e r s e c t i n g  b e a m s  i s  s h o w n .  T h e  p r i n c i p a l  a x e s  o f  t h i s  

e l l i p s o i d  a r e  g i v e n  b y [ 9 ] :
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Ax = 2 r 0/ c o s ( e )  

Ay = 2r 0 ( 3 . 28 )

az = 2 r 0/ s i n ( e )

w h e r e  e i s  t h e  s c a t t e r i n g  a n g l e  a n d  r® i s  t h e  d i f f r a c t i o n  

l i m i t e d  w a i s t  r a d i u s  o f  a s i n g l e  f o c u s e d  b e a m .  The  l a t e r  c a n

w h e r e  Ag i s  t h e  w a v e l e n g t h  o f  t h e  l i g h t ,  f  i s  t h e  f o c a l  

l e n g t h  o f  t h e  l e n s ,  a n d  ry  i s  t h e  r a d i u s  o f . t h e  u n f o c u s e d  

beam a t  t h e  1 / e  i n t e n s i t y  p o i n t .  T h e  v o l u m e  d e f i n e d  b y  

( 3 . 2 8 )  i s  c a l l e d  t h e  m e a s u r i n g  c o n t r o l  v o l u m e .

A n o t h e r  p r o p e r t y  w h i c h  a f f e c t s  t h e  h e t e r o d y n e  

e f f i c i e n c y  i s  t h e  c o h e r e n c e  o f  t h e  s c a t t e r e d  l i g h t .  We w i l l  

d e v e l o p  t h i s  t o p i c  i n  two  p a r t s .  F i r s t ,  we c o n s i d e r  t h e  

i n f l u e n c e  o f  B r o w n i a n  m o t i o n  o n  t h e  s p e c t r u m  o f  l i g h t

s c a t t e r e d  f r o m  a  s i n g l e  p a r t i c l e .  T h i s  i s  o f  i n t e r e s t  i n  i t s  

own r i g h t  f o r  i t s  i n f l u e n c e  o n  s i g n a l  d e t e c t i o n  t o  be

d i s c u s s e d  l a t e r .  We t h e n  c o n s i d e r  t h e  m a ny  p a r t i c l e  c a s e  

w h e r e  i t  a f f e c t s  t h e  s o l i d  a n g l e  o v e r  w h i c h  l i g h t  c a n  b e  

c o l l e c t e d  w i t h o u t  d e g r a d i n g  t h e  h e t e r o d y n e  e f f i c i e n c y .

As p r e v i o u s l y  m e n t i o n e d  t h e  l i g h t  s c a t t e r e d  b y  a

p a r t i c l e  i s  a t  t h e  i n c i d e n t  f r e q u e n c y  i n  i t s  own f r a m e  o f  

r e f e r e n c e  a n d  s h i f t s  o b s e r v e d  i n  t h e  l a b  f r a m e  a r e  d u e  t o  

p a r t i c l e  m o t i o n .  F o r  a s t a t i o n a r y  p a r t i c l e ,  w h e r e  t h e  f r a m e s  

o f  r e f e r e n c e  a r e  t h e  s a m e ,  o n e  m i g h t  e x p e c t  a l l  t h e

b e  c a l c u l a t e d  f r o m : A f
r ° " ir 2r

(3 .29)
u
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s c a t t e r i n g  t o  b e  a t  t h e  i n c i d e n t  f r e q u e n c y .  H o w e v e r ,  a

p a r t i c l e  u n d e r g o i n g  B r o w n i a n  m o t i o n  w i l l  i n t r o d u c e  a 

f r e q u e n c y  s h i f t  d u r i n g  a r a n d o m  s t e p  a n d  i n  g e n e r a l  a

d i f f e r e n t  s h i f t  d u r i n g  t h e  n e x t  s t e p .  I f  we a s s u m e  t h e  

i l l u m i n a t i n g  l i g h t  i s  p e r f e c t l y  m o n o c h r o m a t i c  s o  t h a t  i t  i s  

a  s i n g l e  i n f i n i t e  w a v e  t r a i n ,  t h e  s c a t t e r e d  l i g h t  i s  n o t ,  

s i n c e  e a c h  s t e p  o f  t h e  r a n d o m  w a l k  i s  o f  f i n i t e  d u r a t i o n .  

T h e  r e s u l t i n g  s c a t t e r e d  w a v e  i s  t h e n  a s u p e r p o s i t i o n  o f  

f i n i t e  wa ve  t r a i n s  w i t h  a d i s t r i b u t i o n  o f  c h a r a c t e r i s t i c  

f r e q u e n c i e s .  B o t h  a s p e c t s  l e a d  t o  a b r o a d e n i n g  o f  t h e  

s p e c t r u m ,  t h e  r e l a t i v e  i m p o r t a n c e  o f  e a c h  d e p e n d i n g  o n  t h e  

v e l o c i t i e s  o f  t h e  s t e p s  a n d  t h e i r  d u r a t i o n s .  H o w e v e r ,  t h e  

c o m b i n e d  e f f e c t  c a n  b e  e v a l u a t e d  i n  a v a r i e t y  o f  w a y s [ 1 0 ]  

a n d  l e a d s  t o  a s p e c t r u m  f o r  t h e  s c a t t e r e d  l i g h t :

I(a, )  a  T ^ -W0K ( q 2 D)2 ( 3 -3° )

w h e r e  q 2 i s  t h e  s q u a r e d  m a g n i t u d e  o f  t h e  momen t um t r a n s f e r

v e c t o r ,  wq t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  i l l u m i n a t i n g  l i g h t ,  a n d  D 

t h e  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t  f r o m  ( 3 . 1 0 ) .  When v i e w e d  i n  t h e  

t i m e  d o m a i n  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e  G a u s s i a n  t i m e  

d i s t r i b u t i o n  o f  s t e p s  i n  t h e  r a n d o m  w a l k  l e a d s  t o  a  G a u s s i a n  

t i m e - d e p e n d e n c e  o f  t h e  o p t i c a l  f i e l d s  a n d  t h a t  we h a v e  j u s t  

d e s c r i b e d  t h e  " e x c e s s "  n o i s e  d i s c u s s e d  i n  ( 3 . 2 4 ) .

I n  t h e  ma ny  p a r t i c l e  c a s e ,  t h e  p a r t i c l e  m o t i o n s  a r e  

a s s u m e d  t o  b e  u n c o r r e l a t e d  a n d  t h e  s p e c t r u m  i s  t h e  s a m e  a s  

f o r  a  s i n g l e  p a r t i c l e ,  b u t  a n e w  f e a t u r e  a r i s e s  d u e  t o  t h e  

s p a t i a l  d i s t r i b u t i o n  o f  p a r t i c l e s .  E a c h  p a r t i c l e  i s  a
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s o u r c e  o f  a s c a t t e r e d  wa ve  w i t h  r a n d o m  s h i f t s  i n  t h e  p h a s e .  

T h u s  t h e  c o l l e c t i o n  o f  p a r t i c l e s  i n  t h e  m e a s u r i n g  c o n t r o l  

v o l u m e  a c t s  l i k e  a n  e x t e n d e d  i n c o h e r e n t  q u a s i - m o n o c h r o m a t i c  

s o u r c e .  T h e  c l a s s i c a l  t h e o r y  o f  c o h e r e n c e  i s  a d e q u a t e  t o  

d e s c r i b e  t h i s  s i t u a t i o n  a n d  m o r e  s p e c i f i c a l l y ,  i n  t h e  common 

c a s e  w h e r e  t h e  d i s t a n c e  t o  t h e  d e t e c t o r  i s  l a r g e  c o m p a r e d  t o  

t h e  s o u r c e  d i m e n s i o n s ,  t h e  v a n  C i t t e r t - Z e r n i k e  t h e o r e m  

a p p l i e s .  C a l c u l a t i o n s  h a v e  s ho wn  t h a t  a r e a s o n a b l e  e s t i m a t e  

o f  t h e  a r e a  o v e r  w h i c h  t h e  wa v e  f r o m  s u c h  a s o u r c e  i s  i n  

r e a s o n a b l e  p h a s e  a g r e e m e n t  i s [ l l ] :

Acoh = 5  <3 -3 ' )

w h e r e  a  i s  t h e  w a v e l e n g t h  o f  t h e  l i g h t  a n d  ft i s  t h e  s o l i d

a n g l e  t h a t  t h e  s o u r c e  s u b t e n d s  a t  t h e  d e t e c t o r .  T h e o r e t i c a l

a n d  e x p e r i m e n t a l  w o r k  h a s  s h o w n  t h a t  t h e  h e t e r o d y n e

e f f i c i e n c y  i s  o p t i m i z e d  i f  n o  m o r e  t h a n  o n e  c o h e r e n c e  a r e a

f a l l s  o n  t h e  d e t e c t o r [ 1 1 ] .

I f  t h e  c o l l e c t i o n  o p t i c s  a r e  a r r a n g e d  t o  c o l l e c t  l i g h t  

o v e r  o n e  C o h e r e n c e  s o l i d  a n g l e  ( t h e  s o l i d  a n g l e  f o r  w h i c h  

t h e  c o h e r e n c e  a r e a  j u s t  f i l l s  t h e  d e t e c t o r )  i t  i s  r e q u i r e d  

t h a t  t h e  f l o w  b e  h e a v i l y  s e e d e d  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  e n o u g h  

l i g h t  t o  g e t  g o o d  s i g n a l  q u a l i t y  a n d  t o  r e d u c e  t h e  p h a s e  

n o i s e  d u e  t o  t h e  r a n d o m  e n t r y  a n d  e x i t  o f  p a r t i c l e s  f r o m  t h e  

p r o b e  v o l u m e .  T h i s  c h o i c e  o f  s e e d i n g  t h e n  d e t e r m i n e s  t h e  

m e a n s  o f  e l e c t r o n i c  s i g n a l  p r o c e s s i n g .  T h e  r e s u l t i n g  s i g n a l  

i n  t h e  r e f e r e n c e  b eam c a s e  c a n  b e  v i e w e d  a s  a f r e q u e n c y  

m o d u l a t e d  s i g n a l  w i t h  c e n t e r  f r e q u e n c y  a t  t h e  D o p p l e r  s h i f t  

a p p r o p r i a t e  t o  t h e  m e a n  v e l o c i t y .  T h e  s i g n a l  p r o c e s s i n g
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r e q u i r e d  i s  s i m i l a r  t o  t h e  p r o c e s s  o f  FM d e t e c t i o n .
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_3»2* S i g n a l  P r o c e s s i n g

I n  t h e  s t e a d y  f l o w  c a s e  t h e  v e l o c i t y  i n f o r m a t i o n  c a n  b e  

e x t r a c t e d  f r o m  t h e  p h o t o d e t e c t o r  o u t p u t  b y  a  s p e c t r u m  

a n a l y z e r .  T h e  v e l o c i t y  t h e n  i s  d e t e r m i n e d  b y  l o c a t i n g  t h e  

p e a k  o f  t h e  p h o t o c u r r e n t  p o w e r  s p e c t r u m  a n d  c a l c u l a t i n g  t h e  

v e l o c i t y  t h r o u g h  ( 3 . 1 8 ) .  T h e  p h o t o c u r r e n t  s p e c t r u m  i n  t h i s  

c a s e  c o n s i s t s  o f  a  s i n g l e  p e a k  w h o s e  w i d t h  i s  d e t e r m i n e d  b y  

t h r e e  e f f e c t s .  B r o w n i a n  m o t i o n  c o n t r i b u t e s  a  w i d t h  q 2 D a s  

s h o w n  i n  ( 3 . 1 0 )  a n d  ( 3 . 3 0 ) .  I n  ( 3 . 2 8 )  we s h o w e d  t h a t  t h e  

a p p a r a t u s  i s  s e n s i t i v e  t o  a f i n i t e  v o l u m e .  I f  t h e  v e l o c i t y  

v a r i e s  a p p r e c i a b l y  a c r o s s  t h e  m e a s u r i n g  c o n t r o l  v o l u m e ,  

p a r t i c l e s  a t  d i f f e r e n t  p o i n t s  w i t h i n  t h e  v o l u m e  w i l l  i n d u c e  

d i f f e r e n t  D o p p l e r  s h i f t s  o n  t h e  s c a t t e r e d  l i g h t .  S i n c e  t h e  

t o t a l  s c a t t e r e d  f i e l d  i s  t h e  sum o f  t h e s e  c o n t r i b u t i o n s ,  t h e  

r e s u l t i n g  l i g h t  b e a t i n g  s p e c t r u m  w i l l  h a v e  a  w i d t h  

p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  v e l o c i t y  g r a d i e n t  

a c r o s s  t h e  v o l u m e .  T h i s  e f f e c t  i s  r e f e r r e d  t o  a s  v e l o c i t y  

g r a d i e n t  b r o a d e n i n g .  T h e  t h i r d  e f f e c t  c o n t r i b u t i n g  t o  

s p e c t r a l  w i d t h  i s  c a l l e d  t r a n s i t  t i m e  b r o a d e n i n g  a n d  r e s u l t s  

f r o m  t h e  f a c t  t h a t  t h e  p h a s e  o f  t h e  l i g h t  s c a t t e r e  b y  a 

s i n g l e  p a r t i c l e  i s  c o h e r e n t  o n l y  o v e r  t h e  t i m e  At t h a t  i t  

t a k e s  t o  c r o s s  t h e  m e a s u r i n g  c o n t r o l  v o l u m e .  T h e  r e s u l t  i s  

a c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  s p e c t r a l  w i d t h  “ 1 / A t .  T h e  p r e s e n c e  

o f  t h e s e  e f f e c t s  c o m p l i c a t e s  t h e  p r o b l e m  o f  f i n d i n g  t h e  p e a k  

o f  t h e  s p e c t r u m  a s  d e s c r i b e d  l a t e r .

The  c a s e  o f  f u l l y  d e v e l o p e d  t u r b u l e n c e  c a n  a l s o  b e
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s t u d i e d  i n  t h i s  wa y  i f  t h e  f l o w  i s  s t a t i s t i c a l l y  s t a t i o n a r y .  

T h e  p h o t o c u r r e n t  p o w e r  s p e c t r u m  i s  i n  t h i s  c a s e ,  h o w e v e r ,  

t h e  c o n v o l u t i o n  o f  t h e  l i g h t  s c a t t e r i n g  s p e c t r u m  a n d  t h e  

v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n  s p e c t r u m  o f  t h e  t u r b u l e n c e .  T h e  l a r g e  

d i f f e r e n c e  i n  t h e  i n t r i n s i c  w i d t h s  o f  t h e s e  two s p e c t r a  m a k ­

e s  i t  f a i r l y  e a s y  t o  e x t r a c t  t h e  t u r b u l e n c e  s p e c t r u m  f r o m  

t h e  t o t a l .  H o w e v e r ,  t h i s  m e t h o d  i n t r i n s i c a l l y  r e s t r i c t s  o n e  

t o  m e a s u r i n g  t h e  s e c o n d  o r d e r  v e l o c i t y  m o m e n t s .  A l l  h i g h e r  

m o m e n t s  h a v e  b e e n  d i s c a r d e d  i n  t h e  s p e c t r u m  a n a l y z e r .

I n  r e c e n t  y e a r s  e l e c t r o n i c  s i g n a l  p r o c e s s s i n g  f o r  LDV 

a p p l i c a t i o n s  h a s  d e v e l o p e d  t o  t h e  p o i n t  w h e r e  i t  i s  p o s s i b l e  

t o  r e c o r d  t h e  v e l o c i t y  d i r e c t l y  i n  r e a l  t i m e .  T h e r e  a r e  b o t h  

c o n t i n u o u s  t i m e  a n d  d i s c r e t e  t i m e  m e t h o d s  a v a i l a b l e  b u t  we 

d e s c r i b e  t h e  d i s c r e t e  t i m e  m e t h o d  s i n c e  i t  i s  e a s i e r  t o  

u n d e r s t a n d .  We d e f i n e  a t i m e  s t e p  At s u c h  t h a t  i t  i s  l a r g e  

c o m p a r e d  t o  t h e  t y p i c a l  D o p p l e r  p e r i o d  a n d  s m a l l  c o m p a r e d  t o  

t h e  p e r i o d  o f  t h e  f l u i d  m o d e s .  T h e  p h o t o c u r r e n t  i s  

s p e c t r a l l y  a n a l y z e d  o v e r  t h e  t i m e  i n t e r v a l  At . T h e  p e a k  o f  

t h e  s p e c t r u m  i s  f o u n d ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v e l o c i t y  f o r  t h e  

t i m e  s t e p  d e t e r m i n e d ,  a n d  t h e  r e s u l t  r e c o r d e d .  We p r o c e e d  t o  

t h e  n e x t  t i m e  s t e p  b y  a g a i n  s p e c t r a l l y  a n a l y z i n g  f o r  t h e  

t i m e  i n t e r v a l  A t ,  f i n d i n g  t h e  s p e c t r a l  p e a k ,  c a l c u l a t i n g  

t h e  v e l o c i t y  a n d  r e c o r d i n g  t h e  r e s u l t  a s  t h e  v e l o c i t y  f o r  

t h e  t h a t  t i m e  s t e p .  T h e  v e l o c i t y  r e c o r d  ( a c t u a l l y  a 

h i s t o g r a m )  i s  t h e n  t h e  c o l l e c t i o n  o f  p h o t o c u r r e n t  s p e c t r a l  

p e a k  e s t i m a t e s  t a k e n  f r o m  s u c c e s s i v e  s p e c t r a .  T h i s  p r o c e s s  

i s  d i s p l a y e d  g r a p h i c a l l y  i n  f i g u r e  3 . 2 .
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F i g u r e  3 . 2

( a )  T h e  p h o t o c u r r e n t  s p e c t r u m  o f  t h e  i d e a l  D o p p l e r  

s i g n a l  d u e  t o  b e a t i n g  o f  t h e  D o p p l e r  s h i f t e d  l i g h t  w i t h  

t h e  r e f e r e n c e  b e a m .  The  s p e c t r u m  i s  e v a l u a t e d  o v e r  a 

t i m e  i n t e r v a l  i n c l u d i n g  ma ny  D o p p l e r  c y c l e s ,  b u t  s h o r t  

c o m p a r e d  t o  t h e  f l u i d  d y n a m i c  t i m e  s c a l e s .  T h e  p e a k  

f r e q u e n c y  i s  a t  t h e  D o p p l e r  s h i f t  f r e q u e n c y .  (b)  

C o n t o u r o g r a p h  o f  a s e q u e n c e  o f  p h o t o c u r r e n t  s p e c t r a  f o r  

s u c c e s s i v e  t i m e  i n t e r v a l s  f o r  t h e  c a s e  o f  p e r i o d i c  

t i m e - d e p e n d e n t  f l o w .  The  d a s h e d  c u r v e  c o n n e c t i n g  t h e  

p e a k s  s h o w s  t h e  t i m e - d e p e n d e n c e  o f  t h e  v e l o c i t y ,  ( c )  

T h e  t i m e  s e r i e s  r e s u l t i n g  f r o m  r e c o r d i n g  t h e  p e a k  

f r e q u e n c y  f o r  e a c h  i n t e r v a l  o f  ( b ) . I t  i s  b a s i c a l l y  

t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  c o n t o u r o g r a p h  w i t h  t h e  p l a n e  o f  

c o n t a c t  p a r a l l e l  t o  t h e  u i - t - p l a n e . ( d )  T h e  v e l o c i t y

f l u c t u a t i o n  p o w e r  s p e c t r u m  f r o m  t h e  s q u a r e d  m o d u l u s  o f  

t h e  c o m p l e x  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  ( c )  .
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A v e r y  s i m p l e  s c h e m e  i s  f r e q u e n c y  c o u n t i n g .  H e r e  t h e  

s i g n a l  i s  c o n d i t i o n e d  s o  t h a t  i t  i s  a  s q u a r e  w a v e  w i t h  

a m p l i t u d e  c o m p a t i b l e  w i t h  s t a n d a r d  d i g i t a l  l o g i c  l e v e l s .  A 

s a m p l i n g  i n t e r v a l  i s  c h o s e n  l o n g  c o m p a r e d  w i t h  t h e  D o p p l e r  

p e r i o d  b u t  s h o r t  c o m p a r e d  w i t h  t h e  f l u i d  d y n a m i c  t i m e  

s c a l e s .  T h e  D o p p l e r  c y c l e s  a r e  t h e n  c o u n t e d  f o r  t h e  d u r a t i o n  

o f  t h e  s a m p l e  i n t e r v a l  a n d  t h e  r e s u l t i n g  c o u n t  s t o r e d  i n  a 

l o c a t i o n  o f  c o m p u t e r  m e m o r y .  S u b s e q u e n t  t i m e  i n t e r v a l s  a r e  

s i m i l a r l y  c o u n t e d  a n d  t h e  r e s u l t s  s t o r e d  i n  s e q u e n t i a l  l o c ­

a t i o n s  o f  m e m o r y .  T h i s  t e c h n i q u e  h a s  r a t h e r  p o o r  s i g n a l  t o  

n o i s e  c h a r a c t e r i s t i c s ,  b u t  i t  h a s  t h e  a d v a n t a g e s  t h a t  i t  i s  

i n e x p e n s i v e  a n d  e a s y  t o  i n t e r f a c e  t o  a  c o m p u t e r .

S i n c e  t h e  D o p p l e r  s h i f t  f r e q u e n c y  a p p e a r s  i n  t h e  

p h o t o c u r r e n t  s p e c t r u m  a l o n g  w i t h  n o i s e ,  a n y  m e a s u r e m e n t  o f  

i t  w i l l  b e  a n  e s t i m a t o r  d r a w n  f r o m  a n  e n s e m b l e  o f  e s t i m a t o r s  

c e n t e r e d  o n  t h e  t r u e  s p e c t r u m .  As a r e s u l t  t h e  f r e q u e n c y  o f  

t h e  p e a k  e x t r a c t e d  f r o m  s u c h  a n  e s t i m a t e  w i l l  i t s e l f  b e  an  

e s t i m a t e .  F i g u r e  3 . 3 ( a )  s h o w s  t h e  p h o t o c u r r e n t  s p e c t r u m  f o r  

a  s i n g l e  t i m e  s t e p  a s  i n  f i g u r e  3 . 2 ( a ) ,  b u t  i n  t h i s  c a s e  

i n c l u d i n g  n o i s e .  The  p e a k  o c c u r s  a t  wo ( o b s e r v e d )  r a t h e r  

t h a n  w a s  b e f o r e .  S i n c e  t h i s  d i s p l a c e m e n t  i s  d u e  t o  r a n d o m  

n o i s e  we s h o u l d  e x p e c t  i t  t o  b e  d i f f e r e n t  f o r  e a c h  t i m e  s t e p  

a n d  t h e  r e s u l t i n g  o b s e r v e d  v e l o c i t y  r e c o r d  f l u c t u a t e s  a b o u t  

t h e  t r u e  r e c o r d  a s  s h o w n  i n  f i g u r e  3 . 3 ( b ) .  I f  t h e  t r u e  

r e c o r d  i s  a s i n e  w a v e ,  t h e  o b s e r v e d  v e l o c i t y  p o w e r  s p e c t r u m  

w i l l  h a v e  a s i n g l e  s h a r p  p e a k  w i t h  a w h i t e  n o i s e  b a c k g r o u n d  

a s  i n  f i g u r e  3 . 3 ( c ) .  N o t e  t h a t  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h i s  e f f e c t
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F i g u r e  3 . 3

( a )  A s i n g l e  t i m e  i n t e r v a l  

r e a l  D o p p l e r  s i g n a l  w i t h  

f r o m  t h e  D o p p l e r  f r e q u e n c y ,  

i d e a l  s p e c t r u m  f r o m  f i g u r e  

t h e  a s s u m e d  n o i s e  s p e c t r u m  

s u m .  (b )  T h e  r e s u l t i n g  t i m e  

3 . 2 ( c )  w h e r e  t h e  s o l i d  c u r v e  

o f  t h e  t r u e  s i g n a l  a n d  

r a n d o m  f l u c t u a t i o n s  d u e  

T h e  r e s u l t i n g  v e l o c i t y  

t o  f i g u r e  3 . 2 ( d )  w h i c h  

c o m p o n e n t .

p h o t o c u r r e n t  s p e c t r u m  f o r  a 

a p e a k  f r e q u e n c y  d i f f e r i n g  

The  d a s h e d  c u r v e  i s  t h e  

3 . 2 ( a ) .  The  d o t t e d  c u r v e  i s  

a n d  t h e  s o l i d  c u r v e  i s  t h e  

s e r i e s  c o m p a r a b l e  t o  f i g u r e  

s h o w s  t h e  t i m e  v a r i a t i o n  

t h e  i n d i v i d u a l  p o i n t s  s h o w  

t h e  e f f e c t  s h o w n  i n  ( a )  . ( c )t o

f l u c t u a t i o n  s p e c t r u m  c o m p a r a b l e  

now h a s  a  b a c k g r o u n d  n o i s e
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d e p e n d s  o n  t h e  w i d t h  o f  t h e  s i g n a l  p e a k  a n d  t h e  b a c k g r o u n d  

n o i s e  l e v e l .  U s u a l l y  t h e  s i g n a l  w i d t h  i s  d e t e r m i n e d  b y  

B r o w n i a n  m o t i o n ,  t r a n s i t  t i m e  b r o a d e n i n g ,  o r  v e l o c i t y

g r a d i e n t  b r o a d e n i n g  a n d  t h e  n o i s e  i s  s h o t  n o i s e  w h i c h  i s

w h i t e .  As a  r e s u l t ,  i t  i s  u s u a l l y  d e s i r a b l e  t o  b a n d p a s s  

f i l t e r  t h e  p h o t o c u r r e n t  s i n c e  r e d u c i n g  t h e  b a n d w i d t h  w i l l  

p r o p o r t i o n a t e l y  r e d u c e  t h e  n o i s e  p ow e r  a d m i t t e d  i n t o  t h e  

s i g n a l  p r o c e s s o r .  T h e  s i g n a l  p owe r  w i l l  r e m a i n  u n a f f e c t e d  a s  

l o n g  a s  t h e  b a n d p a s s  i s  w i d e r  t h a n  t h e  s i g n a l  p e a k .

A n o t h e r  e f f e c t  r e m o v e d  b y  t h e  h i g h  p a s s  p o r t i o n  o f  t h e  

f i l t e r i n g  i s  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  s c a t t e r e d  a n d

r e f e r e n c e  b e a m s  d o  n o t  h a v e  e q u a l  i n t e n s i t i e s  e v e r y w h e r e  i n

t h e  m e a s u r i n g  c o n t r o l  v o l u m e .  As we s a w  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  

d e f i n i n g  t h a t  v o l u m e ,  u n e q u a l  i n t e n s i t i e s  l e a d  t o  i n c o m p l e t e  

i n t e r f e r e n c e .  F o r  a s t a t i c  p a r t i c l e  t h i s  w o u l d  l e a d  t o  a 

d . c .  b i a s  t o  t h e  p h o t o c u r r e n t .  F o r  a m o v i n g  p a r t i c l e  t h i s  

l e a d s  t o  a l o w  f r e q u e n c y  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  p h o t o c u r r e n t .  

T h i s  i s  t h e  r e f e r e n c e  b ea m a n a l o g  o f  a n  e f f e c t  c a l l e d  

p e d e s t a l  i n  t h e  f r i n g e  g e o m e t r y .
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D a t a  r e d u c t i o n

The  m o s t  common f o r m  o f  d a t a  r e d u c t i o n  i s  t o  c o n s t r u c t  

t h e  v e l o c i t y  p ow e r  s p e c t r a l  d e n s i t y .  I n  t h e  c a s e  o f  f u l l y  

d e v e l o p e d  t u r b u l e n c e ,  t h e  w a v e v e c t o r  s p e c t r u m  i s  t h e  o b v i o u s  

c h o i c e  f o r  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e o r y ,  s i n c e  m o s t  t h e o r i e s  

a t t e m p t  t o  d e r i v e  t h i s  q u a n t i t y  f r o m  a t r u n c a t e d  m o m e n t  

e q u a t i o n  h i e r a r c h y .  I n  t h e  c a s e  o f  t h e  o n s e t  o f  c h a o s  t h e  

f r e q u e n c y  s p e c t r u m  i s  t h e  c o n v e n i e n t  l a n g u a g e  t o  e x p r e s s  

t h e  L a n d a u  c o n j e c t u r e  a n d  o t h e r  n e w e r  t h e o r i e s  a s  m e n t i o n e d  

i n  C n a p t e r  2 .  T h e  o u t p u t  o f  a r e a l - t i m e  LDV p r o c e s s o r  c a n  b e  

r e d u c e d  t o  t h i s  f o r m  b y  e i t h e r  a n a l o g  o r  d i g i t a l  m e t h o d s ,  

t h e  c o n v e n i e n t  c h o i c e  o f t e n  d e t e r m i n e d  b y  t h e  t e c h n o l o g y  o f  

t h e  p r o c e s s o r .  Some a s p e c t s  o f  m e t h o d  a r e  common t o  b o t h  

a p p r o a c h e s ;  s ome  a r e  u n i q u e  t o  o n e .

A p o w e r  s p e c t r a l  d e n s i t y  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  f r o m  a d a t a  

r e c o r d  b y  t h r e e  m e t h o d s ,  f i l t e r i n g ,  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  a u ­

t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  a n d  s u b s e q u e n t  F o u r i e r  a n a l y s i s ,  a n d  

t h e  s q u a r e d  m o d u l u s  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m .  I n  t h e  f i l t e r  

t e c h n i q u e ,  o n e  d e t e c t s  t h e  p ow e r  t r a n s m i t t e d  t h r o u g h  a 

n a r r o w  b a n d p a s s  f i l t e r .  T h e  s p e c t r u m  i s  t h e n  c o n s t r u c t e d  b y  

r e c o r d i n g  t h e  o u t p u t  a s  t h e  f i l t e r  i s  s c a n n e d  a c r o s s  t h e  

f r e q u e n c y  r a n g e  o f  i n t e r e s t .  T h e  d i s a d v a n t a g e  i s  t h a t  m o s t  

o f  t h e  s i g n a l  p o we r  i s  r e j e c t e d  w h i l e  o n l y  t h a t  w h i c h  i s  i n  

t h e '  b a n d p a s s  c o n t r i b u t e s  t o  t h e  a c c u m u l a t i o n  o f  t h e  o u t p u t .  

T h e  a l t e r n a t i v e  i s  t o  u s e  a b a n k  o f  p a r a l l e l  f i l t e r - d e t e c t o r  

c h a n n e l s ,  b u t  t h i s  d r a s t i c a l l y  i n c r e a s e s  t h e  c o s t .  T h e
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s e c o n d  m e t h o d ,  c a l l e d  t h e  B l a c k m a n - T u k e y  m e t h o d ,  i s  a 

d i r e c t  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  W i e n e r - K h i n c h i n  t h e o r e m  a n d  w a s  

p o p u l a r  b e f o r e  t h e  a d v e n t  o f  t h e  F a s t  F o u r i e r  t r a n s f o r m  

( F F T ) . F o r  r e a s o n s  o f  s t a t i s t i c a l  c o n s i s t e n c y  ( t o  b e  

d e s c r i b e d  l a t e r )  o n e  u s u a l l y  c a l c u l a t e s  s i g n i f i c a n t l y  l e s s  

a u t o c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t s  t h a n  s a m p l e s  i n  t h e  r e c o r d .  I f  

M i s  t h e  n u m b e r  o f  c o e f f i c i e n t s  c o m p u t e d  a n d  N t h e  r e c o r d  

l e n g t h ,  t h e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  c a l c u l a t i o n  i s  o f  o r d e r  MN, 

w h i c h  i s  a n  i m p r o v e m e n t  o v e r  t h e  N c o m p l e x i t y  o f  a  d i r e c t  

d i s c r e t e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  (DFT) o f  t h e  r e c o r d .  H o w e v e r ,  

t h e  t i m e  c o m p e x i t y  o f  t h e  FFT o f  o r d e r  N I n  N,  i s  l e s s  t h a n  

t h a t  o f  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  c a l c u l a t i o n  when  N i s  l a r g e  

w h i c h  m a k e s  t h e  t h i r d  m e t h o d  t h e  b e s t  c h o i c e .

I f  we a s s u m e  t h a t  a  c o m p o n e n t  o f  v e l o c i t y  i s  a 

c o n t i n u o u s  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n  o n  t h e  i n f i n i t e  t i m e  d o m a i n ,  

we s e e  t h a t  d i s t o r t i o n s  m u s t  e n t e r  when  we t r y  t o  r e p r e s e n t  

i t  i n  a n y  o t h e r  f o r m .  A l l  m e t h o d s  h a v e  a  s p e c t r a l  

r e s o l u t i o n  l i m i t e d  b y  t h e  f i n i t e  d u r a t i o n  o f  a m e a s u r e m e n t  

a n d  a l l  m e a s u r e m e n t s  a r e ,  d u e  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  n o i s e ,  

s t a t i s t i c a l  e s t i m a t e s  o f  t h e  t r u e  v a l u e s .  T h i s  l e a d s  t o  t h e  

s u b j e c t s  o f  l e a k a g e  s u p p r e s s i o n  a n d  s t a t i s t i c a l  c o n s i s t e n c y ,  

r e s p e c t i v e l y .  R e d u c i n g  t h e  c o n t i n u o u s  t i m e  d o m a i n  t o  

d i s c r e t e  e q u a l  l e n g t h  t i m e  i n t e r v a l s  c a u s e s  t h e  a p p a r e n t  

f r e q u e n c y  o f  s ome  e x c i t a t i o n s  t o  b e  v e r y  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  

r e a l  f r e q u e n c y ,  w h i l e  r e d u c i n g  t h e  c o n t i n u o u s  r a n g e  o f  

v a l u e s  o f  t h e  f u n c t i o n  t o  t h e  d i s c r e t e  v a l u e s  r e p r e s e n t a b l e  

i n  d i g i t a l  f o r m  l e a d s  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  a n o i s e  b a c k g r o u n d
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i n  t h e  s p e c t r a .  T h e s e  a r e  t h e  s u b j e c t s  o f  a l i a s i n g  a n d  

q u a n t i z i n g  n o i s e ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e s e  f o u r  e f f e c t s  w i l l  b e  

d i s c u s s e d  i n  o r d e r .

A p u r e  m o n o c h r o m a t i c  w a v e  r e q u i r e s  a n  i n f i n i t e  

w a v e t r a i n ,  w h e r e a s  a c o l l e c t i o n  o f  f r e q u e n c i e s  c a n  c o m p r i s e  

a  f i n i t e  d u r a t i o n  w a v e t r a i n .  A f i n i t e  d u r a t i o n  m e a s u r e m e n t  

c a n n o t  d i s c r i m i n a t e  b e t w e e n  t h e  two  c a s e s .  T h e r e f o r e ,  t h e r e  

i s  a n  i n t r i n s i c  l o s s  o f  s p e c t r a l  r e s o l u t i o n .  T h e  o b s e r v e d  

r e c o r d  c a n  b e  v i e w e d  a s  t h e  c o n v o l u t i o n  o f  a f i n i t e  l e n g t h  

d a t a  w i n d o w  w i t h  t h e  r e a l  i n f i n i t e  d u r a t i o n  s i g n a l .  F r o m  t h e  

c o n v o l u t i o n  t h e o r e m  o f  F o u r i e r  a n a l y s i s  we h a v e  t h a t  t h e  

r e s u l t i n g  s p e c t r a l  e s t i m a t e  i s  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  t r u e  

s p e c t r u m  w i t h  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  d a t a  w i n d o w .  I f  n o  s p e c i a l  

p r o c e s s i n g  i s  p e r f o r m e d ,  t h e  w i n d o w  h a s  t h e  f o r m  o f  a  t o p -

h a t  f u n c t i o n  i n  t h e  t i m e  d o m a i n :
t :  ]% (3 .32)

w h i c h  h a s  t h e  t r a n s f o r m :

a n d  r e s u l t i n g  s p e c t r u m :

u(u) = 2 s in U )]7 2 ) ( 3 . 33 )

P ( m ) =  4 s t j t M o) ] 7 2 )  ( 3 > 3 4 j

T h i s  l a t e r  f o r m  i s  u n d e s i r e a b l e  d u e  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  s i d e  

l o b e s  s e p a r a t e d  f r o m  t h e  m a i n  l o b e  b y  n u l l  p o i n t s .  I t  i s  

p o s s i b l e  t o  r e d u c e  t h e  t o t a l  a m o u n t  o f  s p e c t r a l  e n e r g y  i n  

t h e  s i d e  l o b e s  a t  t h e  e x p e n s e  o f  a s l i g h t  b r o a d e n i n g  o f  t h e  

m a i n  l o b e  b y  w e i g h t i n g  t h e  i n p u t  d a t a  w i t h  a  f u n c t i o n  t h a t  

i s  t a p e r e d  n e a r  t h e  e n d s  o f  t h e  r e c o r d .  S i m p l e  f u n c t i o n s  

s u c h  a s  t h e  c o s i n e  c a n  b e  u s e d  e f f e c t i v e l y ,  b u t  e x p e r i e n c e
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h a s  s h o w n  t h a t  t h e  GEO[ 1 2 ]  w i n d o w  t o  b e  a h i g h e r  p e r f o r m a n c e  

a l g o r i t h m  i n  d i g i t a l  a p p l i c a t i o n s .  W i n d o w i n g  h a s  a n  a d d e d  

b e n e f i t  when  t h e  FFT i s  u s e d  i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  PSD.  

U n l i k e  t h e  DFT w h i c h  c a n  p r o v i d e  F o u r i e r  c o e f f i c i e n t s  o n  a 

m e s h  a r b i t r a r i l y  c l o s e  t o g e t h e r  i n  f r e q u e n c y  s p a c e ,  T h e  FFT 

g i v e s  a  f i x e d  s a m p l i n g  o f  c o e f f i c i e n t s .  I f  t h e  n o d e s  o f  

t r a n s f o r m  o f  t h e  t o p - h a t  f a l l  e x a c t l y  o n  t h e  p o i n t s  p r o v i d e d  

b y  t h e  FFT t h e  r e s u l t i n g  e s t i m a t e  o f  t h e  s p e c t r a l  w i d t h  w i l l  

b e  t o o  s m a l l .  T h i s  e f f e c t  i s  a l l e v i a t e d  i f  a  w i n d o w  i s  

a p p l i e d  b e f o r e  t h e  t r a n s f o r m  i s  t a k e n  f o r  t h e n  t h e  t r a n s f o r m  

o f  t h e  w i n d o w  d o e s  n o t  h a v e  n o d e s  c l o s e  t o  t h e  m a i n  l o b e .

Due t o  t h e  p r e s e n c e  o f  n o i s e ,  e a c h  m e a s u r e m e n t  o f  t h e  

v e l o c i t y  t h a t  a p p e a r s  i n  t h e  r e c o r d  i s  a  s t a t i s t i c a l  

e s t i m a t e  d r a w n  f r o m  a d i s t r i b u t i o n  c e n t e r e d  o n  t h e  t r u e  

v a l u e .  T h e r e f o r e ,  t h e  r e c o r d  c a n  b e  v i e w e d  a s  a c o l l e c t i o n  

o f  r a n d o m  v a r i a b l e s  w h i c h  i s  m a p p e d  b y  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  

t h e  PSD i n t o  a n o t h e r  c o l l e c t i o n  o f  r a n d o m  v a r i a b l e s .  F o r  a 

s t a t i s t i c a l l y  c o n s i s t e n t  e s t i m a t e  o n e  m u s t  h a v e  t h e  v a r i a n c e  

o f  t h e  e s t i m a t e s  d e c r e a s e  a s  t h e  n u m b e r  o f  s a m p l e s  

i n c r e a s e s .  T h e  n o r m a l  u s e  o f  t h e  m e t h o d  d e s c r i b e d  p r e v i o u s l y  

y i e l d s  a  s p e c t r u m  w h i c h  h a s  a n  i n c r e s i n g  d e n s i t y  o f  p o i n t s  

i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n  a s  t h e  r e c o r d  l e n g t h  i s  i n c r e a s e d ,  

s o  t h a t  t h e  n u m b e r  o f  s a m p l e s  c o n t r i b u t i n g  t o  a  g i v e n  

e s t i m a t e  o f  a  s p e c t r a l  p o i n t  d o e s  n o t  i n c r e a s e .  T h e r e f o r e ,  

t h e r e  i s  n o  i m p r o v e m e n t  i n  t h e  v a r i a n c e  o f  a n  i n d i v i d u a l  

p o i n t .  One m e t h o d  o f  r e d u c i n g  t h e  v a r i a n c e  i s  to.  c o l l e c t  

a d d i t i o n a l  r e c o r d s  a n d  a v e r a g e  t h e m  t o g e t h e r .  T h e  v a r i a n c e
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o f  a s p e c i f i c  v e l o c i t y  e s t i m a t e  i n p u t  t o  t h e  PSD i s  r e d u c e d  

a n d  t h e  r e s u l t i n g  o u t p u t  i n h e r i t s  t h a t  p r o p e r t y .  

E q u i v a l e n t l y ,  s e v e r a l  s e p a r a t e l y  c o n s t r u c t e d  s p e c t r a  ma y  b e  

a v e r a g e d .  A m e t h o d  t h a t  u s e s  o n l y  o n e  r e c o r d  i s  a v e r a g i n g  

n e i g h b o r i n g  c h a n n e l s  o f  t h e  PSD e s t i m a t e .  T h i s  r e d u c e s  t h e  

v a r i a n c e  a t  t h e  e x p e n s e  o f  t h e  f r e q u e n c y  r e s o l u t i o n .

A l i a s i n g  r e s u l t s  f r o m  t h e  d i v i s i o n  o f  t h e  c o n t i n u o u s  

t i m e  d o m a i n  i n t o  e q u a l  l e n g t h  d i s c r e t e  s l i c e s .  E x a c t l y  o n e  

v a l u e  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  i s  r e c o r d e d  f o r  e a c h  t i m e  

s l i c e .  S i g n a l  v a r i a t i o n s  w h i c h  o c c u r  o n  a  t i m e  s c a l e  t h a t  i s  

s m a l l  c o m p a r e d  t o  t h e  s i z e  o f  t h e  t i m e  s t e p  c a n n o t  b e

r e p r e s e n t e d  w i t h o u t  d i s t o r t i o n .  F o r t u n a t e l y  t h i s  d i s t o r t i o n

h a s  a  p r e d i c t a b l e  f o r m .  I f  a  s i n e  w a v e  h a s  a  f r e q u e n c y  

f = l / 2 A t  w h e r e  A t  i s  t h e  i n t e r v a l  b e t w e e n  s a m p l e s ,  t h e  

r e s u l t i n g  r e c o r d  c o n s i s t s  o f  v a l u e s  e q u a l  i n  m a g n i t u d e  a n d  

a l t e r n a t i n g  i n  s i g n .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  d e d u c e  t h e  o r i g i n a l  

s i g n a l  f r o m  t h i s  r e p r e s e n t a t i o n ,  b u t  f o r  h i g h e r  f r e q u e n c i e s  

t h e  s a m p l e s  w i l l  v a r y  i n  m a g n i t u d e  a n d  some  s i g n  r e v e r s a l s  

w i l l  b e  m i s s e d ,  c a u s i n g  t h e  r e c o r d  t o  a p p e a r  t o  b e  t h a t  o f  a 

l o w e r  f r e q u e n c y .  T h e  f r e q u e n c y  l / 2 A t  a s s u m e s  a  c e n t r a l  r o l e  

i n  t h e  e v a l u a t i o n  o f  a l i a s e s  a n d  i s  c a l l e d  t h e  N y q u i s t  

f o l d i n g  f r e q u e n c y .  T h e  r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  o b s e r v e d  

f r e q u e n c y  f Q t o  t h e  r e a l  f r e q u e n c y  f  when  n f £ < f < ( n + l ) f c 

i s [ 1 2 ] :

f  = f - n f  f o r  n even
0  c ( 3 . 35 )

f  = (n+1)f f o r  n oddo v c
T h i s  e f f e c t  i s  u s u a l l y  h a n d l e d  b y  b e i n g  s u r e  t h a t  t h e  s i g n a l
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i s  b a n d  l i m i t e d  b e l o w  t h e  f o l d i n g  f r e q u e n c y  b y  a f i l t e r i n g  

t e c h n i q u e .

D i g i t i z i n g  n o i s e  r e s u l t s  f r o m  t h e  r e d u c t i o n  o f  a 

c o n t i n u o u s  v a r i a b l e  t o  a  r e p r e s e n t a t i o n  b y  a  f i x e d  l e n g t h  

b i n a r y  n u m b e r  w h i c h  c a n  t a k e  o n  o n l y  a  f i n i t e  n u m b e r  o f  

v a l u e s .  I n  g e n e r a l ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e  

w i l l  f a l l  b e t w e e n  v a l u e s  o f  t h e  b i n a r y  r e p r e s e n t a t i o n ,  s o  

t h a t  t h e  d i g i t i z i n g  h a r d w a r e  m u s t  a s s i g n  a  v a l u e  w h i c h  i s  i n  

e r r o r  b y  a s  muc h  a s  + 1 / 2  t h e  v a l u e  o f  t h e  l e a s t  s i g n i f i c a n t  

b i t .  U n l e s s  some  s p e c i a l  r e l a t i o n s h i p  e x i s t s  b e t w e e n  t h e  

c o n t i n u o u s  v a r i a b l e  a n d  t h e  r e p r e s e n t a b l e  b i n a r y  n u m b e r s ,  

t h e  e r r o r s  w i l l  t e n d  t o  b e  e v e n l y  d i s t r i b u t e d  o v e r  t h e  

i n t e r v a l  e q u a l  i n  l e n g t h  t o  t h e  v a l u e  o f  t h e  l e a s t  

s i g n i f i c a n t  b i t  a n d  w i l l  h a v e  a n  e s s e n t i a l l y  w h i t e  s p e c t r u m .  

T h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  n o i s e  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  r a t i o  o f  t h e  

l e a s t  s i g n i f i c a n t  b i t  v a l u e  t o  t h e  l a r g e s t  v a l u e  r e p r e s e n t ­

a b l e  a n d  i s  t h e r e f o r e  a f u n c t i o n  o n l y  o f  t h e  w o r d  l e n g t h .  

F o r  1U b i t  q u a n t i z a t i o n ,  t n e  d i g i t i z i n g  n o i s e  i s  8 3  d b .  down 

f r o m  t h e  s i g n a l  l e v e l  [ 1 2 ] .  I n  o u r  w o r k  t h i s  i s  n e g l i g i b l e .
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A_. E x p e r  i m e n t a l  T e c h n i q u e s

T h e  f l o w  i s  p a r a m e t r i z e d  b y  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r ,  t h e  

r a t i o  o f  r a d i i ,  a n d  t h e  r a t i o  o f  t h e  g a p  t o  t h e  c e l l  

l e n g t h .  T h u s  t h e  m e a s u r e m e n t  a n d  c o n t r o l  o f  t h e s e  v a r i a b l e s  

i s  t h e  m a j o r  p o r t i o n  o f  t h e  f l u i d  m e c h a n i c  t e c h n i q u e  

r e q u i r e d .  V a l u e s  f o r  t h e  s c a l e  l e n g t h s  a r e :
Inner Cyl inder  Radius r . 2.224 cm.
Outer Cyl inder  Radius r  1 2.536 cm.
Gap c° 0.312 cm.
Flu id  Height L 6.25 cm.
Aspect Ratio L/c 20.0
Ratio o f  Radii n 0.877

A u n i f o r m  a n d  s t a b l e  r a t e  o f  r o t a t i o n  o f  t h e  i n n e r  c y l i n d e r  

i s  o b t a i n e d  b y  t h e  u s e  o f  a s y n c h r o n o u s  m o t o r  d r i v e n  b y  t h e  

o u t p u t  o f  a  p r e c i s i o n  o s c i l l a t o r .  Th'e p e r i o d  o f  r o t a t i o n  i s  

d e t e r m i n e d  b y  a n  e l e c t r o n i c  t i m e r  a n d  i s  s t a b l e  t o  w i t h i n  

+ 0 . 3 %  i n  t e n  c y c l e s .  T h e  t e m p e r a t u r e  o f  t h e  w a t e r  m u s t  b e  

c o n t r o l l e d  s i n c e  t h e  v i s c o s i t y  v a r i e s  b y  a p p r o x i m a t e l y  2 %/ 

t .  T h i s  i s  a c h i e v e d  b y  a  p r o p o r t i o n a l  c o n t r o l l e r  w i t h  a

t h e r m i s t o r  s e n s e  i n p u t  w h i c h  d r i v e s  a  h e a t i n g  e l e m e n t

i n s i d e  a b o x  e n c l o s i n g  t h e  e n t i r e  s a m p l e  p o r t i o n  o f  t h e  

a p p a r a t u s .  A f a n  p r o v i d e s  c i r c u l a t i o n  t o  make  t h e  

t e m p e r a t u r e  u n i f o r m  i n  t h e  r e g i o n  o f  t h e  f l o w  c e l l .  T h i s  

g i v e s  a c o n s t a n t  t e m p e r a t u r e  t o  w i t h i n  + . 0 5  C w h i c h  i m p l i e s  

a  c o n s t a n t  v i s c o s i t y  t o  w i t h i n  1 p a r t  i n  1 0 0 0 .  F o r  l a s e r  

D o p p l e r  m e a s u r e m e n t s  t h e  f l o w  i s  s e e d e d  w i t h  0 . 3 6 m m  or

0 . 4 8 8 u m  s p h e r e s  a t  a  c o n c e n t r a t i o n  o f  0 . 03 % or  0 . 0 6 %  by  

v o l u m e  w h i c h  c h a n g e s  t h e  v i s c o s i t y  b y  o n l y  0 . 0 5 %  o r  0 . 1 %  

r e s p e c t i v e l y [ l ] . M o s t  m e a s u r e m e n t s  w e r e  m a d e  w i t h  t h e

v i s c o s i t y  f i x e d  a t  i t s  v a l u e  a t  2 7 . 5  °C, b u t  some
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m e a s u r e m e n t s  w e r e  a l s o  m a d e  a t  30°C a n d  6 0 ^ .  No s i g n i f i c a n t  

d i f f e r e n c e  w a s  o b s e r v e d  i n  t h e  v e l o c i t y  p o w e r  s p e c t r a  

o b t a i n e d  a t  t h e  s a m e  R e y n o l d s  n u m b e r  w i t h  d i f f e r e n t  r o t a t i o n  

f r e q u e n c i e s  a n d  v i s c o s i t i e s .  No s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e s  a r e  

o b s e r v e d  when  t h e  p a r t i c l e  s i z e  o r  c o n c e n t r a t i o n  a r e  

c h a n g e d ,  c o n f i r m i n g  t h a t  B r o w n i a n  m o t i o n  a n d  c o l l e c t i v e  

p a r t i c l e  e f f e c t s  c a n  b e  n e g l e c t e d .

T h e  n u mb e r  o f  a x i a l  w a v e s  i s  d e t e r m i n e d  b y  c o m p a r i s o n  

o f  t h e  p o s i t i o n  o f  v e l o c i t y  m a x i m a  w i t h  v a l u e s  d e t e r m i n e d  

f r o m  v i s u a l i z a t i o n  w h i c h  a r e  a c c u r a t e  t o  + 8 % o f  a  c e l l .  

S u b s e q u e n t  m e a s u r e m e n t s  i n  a  g i v e n  r u n  a r e  m a d e  a f t e r  a 

q u a s i s t a t i c  c h a n g e  i n  s p e e d  w i t h  p e r i o d i c  r e m e a s u r e m e n t  o f  

t h e  s t a t e .  T h e  n u m b e r  o f  a z i m u t h a l  w a v e s  c a n  a l s o  be  

d e t e r m i n e d  b y  c o r r e l a t i n g  v i s u a l i z a t i o n  d a t a  w i t h  t h e  l a s e r  

D o p p l e r  m e a s u r e m e n t s .  I n  v i s u a l i z a t i o n  t h e  n u m b e r  o f  

a z i m u t h a l  w a v e s  c a n  b e  d e t e r m i n e d  d i r e c t l y  f r o m  s t o p  a c t i o n  

p h o t o g r a p h s .  A t  t h e  s a m e  t i m e  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  r e f l e c t e d  

i n t e n s i t y  o f  a H e l i u m - N e o n  l a s e r  p r o v i d e  t h e  f r e q u e n c y  o f  

t h e  f l u i d  m o t i o n  d u e  t o  t h e  w a v e s  p a s s i n g  a  f i x e d  p o i n t  i n  

t h e  s a m p l e .  T h i s  m a k e s  i t  p o s s i b l e  t o  i d e n t i f y  t h e  n u m b e r  o f  

w a v e s  i n  t h e  l a s e r  D o p p l e r  m e a s u r e m e n t s .  I n  t h e  n e x t  s e c t i o n  

we h o p e  t o  s h o w  t h a t  t h e  g e o m e t r i c  p a r  a m e t e r  s - R e y n o l d s  

n u m b e r ,  g a p  t o  c e l l  l e n g t h  r a t i o ,  a n d  r a t i o  o f  r a d i i -  

t o g e t h e r  w i t h  a x i a l  w a v e n u m b e r , a n d  a z i m u t h a l  w a v e n u m b e r  

g i v e  a  u n i q u e  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  t h e  f l o w .

T h e  o p t i c a l  f r o n t  e n d  o f  t h e  l a s e r  D o p p l e r  v e l o c i m e t r y
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s y s t e m  i s  s h o w n  s c h e m a t i c a l l y  i n  f i g u r e  4 . 1 ( a ) .  T h e  

s c a t t e r i n g  g e o m e t r y  i s  a  r e f e r e n c e  b e a m  b a c k s c a t t e r  g e o m e t r y  

w i t h  momen t um t r a n s f e r  o f  t h e  s c a t t e r i n g  i n  t h e  r a d i a l  d i r ­

e c t i o n  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  c y l i n d e r  a x i s .  T h e  i n c i d e n t  

l a s e r  p o we r  w a s  lOOmW o f  4 8 8 . Onm b l u e  l i g h t .  T h e  b e a m  w a s  

s p a t i a l l y  f i l t e r e d  j u s t  p r i o r  t o  e n t e r i n g  t h e  a p p a r a t u s  t o  

p r o v i d e  u n i f o r m  p h a s e  a c r o s s  t h e  b e a m  d i a m e t e r .  L i g h t  w a s  

c o l l e c t e d  o v e r  a p p r o x i m a t e l y  o n e  c o h e r e n c e  s o l i d  a n g l e  f r o m  

a  m e a s u r i n g  c o n t r o l  v o l u m e  w h i c h  i s  a c t u a l l y  t h e  

i n t e r s e c t i o n  o f  a G a u s s i a n  p r o f i l e  a n d  a n  A i r y  f u n c t i o n .  

H o w e v e r ,  we c a n  g e t  a r e a s o n a b l e  e s t i m a t e  o f  i t s  d i m e n s i o n s  

f r o m  ( 3 . 2 6 )

Ax = 32pm Ay = 31pm Az = T55 m ( 4 . 1 )

f u l l  w i d t h  a t  1 / e  i n t e n s i t y .  W i t h  t h e s e  d i m e n s i o n s  t h e

n u m b e r  o f  p a r t i c l e s  s i m u l t a n e o u s l y  i n  t h e  p r o b e  v o l u m e  i s

1 0 0  a n d  2 0 0  f o r  t h e  two c o n c e n t r a t i o n s  s t u d i e d  s o  t h a t  t h e

c o n d i t i o n  f o r  a G a u s s i a n  s c a t e r e d  f i e l d  i s  a l w a y s  s a t i s f i e d .

T h e  c o l l e c t e d  l i g h t  w a s  b e a t  w i t h  a r e f e r e n c e  b e a m on  

t h e  p h o t o c a t h o d e  o f  a p h o t o m u l t i p l i e r  t u b e .  F i g u r e  4 . 1 ( b )  

s h o w s  t h e  s i g n a l  p r o c e s s i n g  a n d  d a t a  a n a l y s i s  o f  t h e  

r e s u l t i n g  p h o t o c u r r e n t .  T h e  p h o t o c u r r e n t  w a s  AC c o u p l e d  t o  

a n  a m p l i f i e r  a n d  b a n d p a s s  f i l t e r ,  t h e n  c l i p p e d  a n d  c o u n t e d  

f o r  a f i x e d  t i m e  i n t e r v a l  w i t h  t h e  c o u n t  t r a n s f e r r e d  t o  a 

P D P - 8 / E  m i n i c o m p u t e r  a t  t h e  e n d  o f  t h e  s a m p l i n g  i n t e r v a l .  

I n  t h i s  t h i s  way t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  D o p p l e r  s i g n a l  ( a n d  

t h u s  t h e  f l u i d  v e l o c i t y )  w a s  s i m u l t a n e o u s l y  m e a s u r e d ,  

d i g i t i z e d  a n d  s t o r e d  a s  a  t i m e  h i s t o r y  i n  s e q u e n t i a l
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F i g u r e  4 . 1

S c h e m a t i c  d i a g r a m  o f  t h e  l a s e r  D o p p l e r  v e l o c i m e t r y  

s y s t e m ,  ( a )  T h e  o p t i c a l  s y s t e m ,  (b )  D i g i t a l  d a t a  a c q u i ­

s i t i o n  a n d  a n a l y s i s  e l e c t r o n i c s .
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l o c a t i o n s  o f  t h e  c o m p u t e r s  m e m o r y .  T h e  a c c u m u l a t e d  t i m e  

h i s t o r y  w a s  t h e n  t r a n s f e r r e d  b y  a 4 8 0 0  b a u d  a s y n c h r o n o u s  

s e r i a l  r e c e i v e - t r a n s m i t  i n t e r f a c e  t o  t h e  P D P - 1 0  m a i n f r a m e  

c o m p u t e r .

I n  t h e  P D P - 1 0  t h e  p o w e r  s p e c t r a l  d e n s i t y  o f  t h e  

v e l o c i t y  w a s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  s q u a r e d  m o d u l u s  o f  t h e  

F a s t - F o u r i e r  T r a n s f o r m  o f  t h e  v e l o c i t y  t i m e  r e c o r d .  T h e  

GKO[ 2 ]  w i n d o w  w a s  a p p l i e d  t o  t h e  r e s u l t i n g  s p e c t r u m  t o  

s u p p r e s s  l e a k a g e  a n d  s m o o t n i n g  wa s  e m p l o y e d  t o  ma ke  t h e  

r e s u l t i n g  s p e c t r a l  e s t i m a t e  s t a t i s t i c a l l y  c o n s i s t e n t .  A 

r e c o r d  l e n g t h  o f  8 1 9 2  s a m p l e s  g i v e s  a  f r e q u e n c y  r e s o l u t i o n  

o f  0 . 0 7 % ( h a l f - w i d t h  a t  h a l f - m a x i m u m ) .  T h e  t h e o r e t i c a l  

e s t i m a t e  o f  t h e  r e s o l u t i o n  h a s  b e e n  v e r i f i e d  b y  e v a l u a t i n g  a 

p u r e  s i n e  wa v e  w i t h  t h e  f u l l  3 6 - b i t  a c c u r a c y  o f  t h e  P D P - 1 0  

a n d  f i x i n g  t h e  v a l u e s  t o  12 b i t  i n t e g e r s  f o r  8 , 1 9 2  v a l u e s  o f  

t h e  a r g u m e n t .  T h i s  p r o g r a m  a l s o  s h o w s  t h a t  d i g i t i z i n g  n o i s e  

i s  a t  l e a s t  t h r e e  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  s m a l l e r  t h a n  o t h e r  n o ­

i s e  s o u r c e s .  F i g u r e  4 . 2 ( a )  s h o w s  a n  u n s m o o t h e d  p l o t  o f  a 

f l u i d  mode w h o s e  w i d t h  i s  n o t  r e s o l v e d  b e l o w  t h e  i n s t r u m e n t  

w i d t h .

One o f  t h e  d r a w b a c k s  o f  t h e  m u l t i c h a n n e l  f r e q u e n c y  

c o u n t i n g  s c h e m e  w h i c h  r e s u l t s  f r o m  e s t i m a t i n g  a n d  d i g i t i z i n g  

t h e . D o p p l e r  f r e q u e n c y  i n  t h e  s a m e  s t e p  i s  t h a t  a l i a s e s  a r e  

d i f f i c u l t  t o  c o n t r o l .  We h a v e  f o u n d  i t  a d e q u a t e  f o r  o u r  

p u r p o s e s  t o  t a k e  s p e c t r a  w i t h  two  d i f f e r e n t  s a m p l i n g  t i m e s  

a n d  u s e  t h e  c o m p a r i s o n  t o  i d e n t i f y  t h e  a l i a s e s .  T h e  a l i a s e s
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F i g u r e  4 . 2

S e g m e n t s  o f  a v e l o c i t y  p o w e r  s p e c t r u m  c o m p u t e d  f r o m  a 

v e l o c i t y  r e c o r d  a t  R / R  = 5 . 7 .  T h e  d i m e n s i o n l e s s  

f r e q u e n c y  i s  i n  u n i t s  o f  t h e  c y l i n d e r  f r e q u e n c y  a n d  

t h e  f u l l  s p e c t r u m  e x t e n d s  f r o m  to = o t o  2 .  ( a )  T h e  s o l ­

i d  c u r v e  i s  a  h i g h  r e s o l u t i o n  p l o t  w i t h  n o  s m o o t h i n g ;  

t h e  s p e c t r a l  l i n e  i s  t h e  f u n d a m e n t a l  f r e q u e n c y  c o m p o ­

n e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  a z i m u t h a l  w a v e s .  The  s p e c t r u m  

f o r  a p u r e  s i n e  w a v e  w i t h  t h e  s a m e  c e n t e r  f r e q u e n c y  i s  

s h o w n  b y  t h e  d a s h e d  c u r v e  ( s e e  t e x t ) .  T h e  l i n e s h a p e  a n d  

l i n e w i d t h  [ f u l l - w i d t h  a t  h a l f - m a x i m u m  (FWHM)] o f  t h e  

f l u i d  s p e c t r a l  c o m p o n e n t  i s  t h e  s a m e  a s  t h a t  o f  t h e  

p u r e  s i n e  w a v e .  ( b )  T h e  s p e c t r a l  c o m p o n e n t  <o;i a t  

w= 1 . 3 8 0  h a s  h a r m o n i c s  2a)j , 3<o1 , e t c .  w h i c h  l i e  b e y o n d  

t h e  s p e c t r a l  r a n g e  s a m p l e d ,  to = 0 t o  2 .  T h e s e  h i g h e r  

f r e q u e n c y  c o m p o n e n t s  a p p e a r  a s  " a l i a s e s "  f o l d e d  i n t o  

t h e  w = 0 t o  2 s p e c t r u m .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  c o m p o n e n t  A 

o n  t h e  l e f t  i s  a t  2 o)  ̂ -2a)!  = 1 . 2 4 0 ,  w h e r e  ai  ̂ = 2 . 0 0 0
i  .

i s  t n e  N y q u i s t  f r e q u e n c y ;  t h e  c o m p o n e n t  A o n  t h e  r i g h t  

i s  a t  4 a)i -  2o) ^ = 1 .  5 2 0 .
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a r e  i d e n t i f i e d  i n  F i g u r e  4 . 2 ( b ) .  A r e l a t i v e l y  s m a l l  n u m b e r  

o f  h a r m o n i c s  a l i a s  i n t o  t h e  r e g i o n  o f  i n t e r e s t  d u e  t o  t h e  

f a c t  t h a t  a c c u m u l a t i n g  t h e  c o u n t s  o v e r  t h e  d u r a t i o n  o f  a

s a m p l i n g  i n t e r v a l  i s  a n  i n t e g r a t e d  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e

f r e q u e n c y  w h i c h  g i v e s  t h e  i n s t r u m e n t  a l o w  p a s s  f r e q u e n c y

c h a r a c t e r i s t i c  w i t h  a  c u t o f f  f r e q u e n c y  o f  f  = l / 2 A t ,  w h e r e  A t  

i s  t h e  s a m p l i n g  t i m e .

P h o t o g r a p h s  a r e  m a d e  b y  s e e d i n g  t h e  f l o w  w i t h  K a l l -  

i r o s c o p e [ 3 ]  AQ1000  r h e o s c o p i c  l i q u i d .  F u l l  c e l l  p i c t u r e s  a r e  

t a k e n  o n  4 x 5  T r i - X  P a n  P r o f e s s i o n a l  f i l m  w i t h  s m a l l

a p e r t u r e  t o  p r o v i d e  d e p t h  o f  f i e l d .  A m e a s u r e d  e x p o s u r e  t i m e  

o f  50 /as p r o v i d e d  b y  d u a l  e l e c t r o n i c  f l a s h e s  f r e e z e s  t h e  

m o t i o n  t o  w i t h i n  h a l f  t h e  r e s o l v i n g  p owe r  o f  t h e  f i l m .  T h e  

p r i n t s  a r e  m a d e  o n  K o d a k  F - 4  Azo p a p e r  d e v e l o p e d  i n  n o r m a l  

K o d a k  D e k t o l  f o r  1 1 / 2  m i n u t e s .  T h e  s a m e  f l o w  c e l l ,

t e m p e r a t u r e  c o n t r o l  a n d  m o t o r  d r i v e  a r e  u s e d  f o r  b o t h  p h o t o ­

g r a p h i c  a n d  L a s e r  D o p p l e r  m e a s u r e m e n t s .
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R e f e r e n c e s  f o r  C h a p t e r  I V

1 .  E i n s t e i n ,  A.  1 9 0 6
c i t e d  i n  L a n d a u ,  L.  a n d  L i f s h i t z ,  E . M.  1 9 5 9  
F l u i d  M e c h a n i c s , R e a d i n g  M a s s . :  A c a d e m i c  P r e s s

2 .  O t n e s ,  R . K .  a n d  E n o c h s e n ,  L.  1 9 7 2  D i g i t a l  T i m e  S e r i e s
A n a l y s i s . New Y o r k :  W i l e y .

3 .  K a l l i r o s c o p e  Cor  p . , C a m b r i d g e , M a s s a c h u s e t t s  .

t
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j j . R e s u l  t s

P r  i n c i p a l  r  e s u l t s

We h a v e  s t u d i e d  t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  l o c a l  f l u i d  

v e l o c i t y  a t  t h e  g a p  c e n t e r  a n d  a x i a l  c e n t e r  o f  t h e  c e l l  a s  a 

f u n c t i o n  o f  t i m e  o v e r  a w i d e  r a n g e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r .  Our 

r e s u l t s  f o r  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  w a v y  v o r t i c e s  wi a g r e e  

w i t h  t h o s e  o f  C o l e s [ l ]  t o  w i t h i n  h i s  e x p e r i m e n t a l  a c c u r a c y .  

H o w e v e r ,  w i t h  t h e  h i g h  r e s o l u t i o n  a v a i l a b l e  w i t h  l o n g  d a t a  

r e c o r d s  we h a v e  b e e n  a b l e  t o  d e t e r m i n e  t h a t  t h e  f r e q u e n c y  

d e p e n d s  o n  t h e  a x i a l  w a v e n u m b e r . T h e  f r e q u e n c y  a l s o  d e p e n d s  

o n  t h e  a z i m u t h a l  w a v e n u m b e r ,  b u t  t h e s e  c h a n g e s  a r e  l a r g e  a n d  

w e r e  p r e v i o u s l y  k n o w n .  T h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  t h e  

r e m a i n d e r  o f  t h i s  s u b s e c t i o n  w i l l  b e  f o r  t h e  s t a t e  w i t h  17 

a x i a l  w a v e s  a n d  4 a z i m u t h a l  w a v e s  ( p / m = 1 7 / 4 )  w h i c h  i s  t h e  

s t a t e  we h a v e  s t u d i e d  m o s t  e x t e n s i v e l y  t o  d a t e .  T h e  

j u s t i f i c a t i o n  f o r  t h i s  a n d  r e s u l t s  f o r  o t h e r  s t a t e s  w i l l  b e  

p r e s e n t e d  l a t e r .

F i g u r e  5 . 1  s h o w s  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n  p o w e r  s p e c t r a  

r e p r e s e n t a t i v e  o f  t h e  r a n g e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r s  b e t w e e n  

5 . 4  a n d  40 o v e r  w h i c h  t h e  s t a t e  p / m = 1 7 / 4  i s  known t o  b e  

s t a b l e ,  a n d  F i g u r e  5 . 2  s h o w s  p h o t o g r a p h s  o f  t h e  c o r r e s p ­

o n d i n g  v i s u a l i z a t i o n s .  F i g u r e  5 . 1 ( a )  s h o w s  t h e  s p e c t r u m  a t  

R / R c = 9 . 84 w i t h  o n l y  t h e  oi1 f r e q u e n c y .  F i g u r e  5 . 2 ( a )  s h o w s  

t h e  f l o w  a t  t h i s  R e y n o l d s  n u m b e r  . I t s  m a j o r  f e a t u r e s  a r e  t h e  

w a v e s  o n  t h e  v o r t e x  b o u n d a r i e s  w i t h  a  p h a s e  a n g l e  b e t w e e n  

t h e  i n f l o w  a n d  o u t f l o w  b o u n d a r i e s  a n d  a r e l a t i v e  a b s e n c e  o f
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T h e  t i m e - d e p e n d e n c e  o f  t h e  

a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

s p e c t r a  f o r  a f l o w  i n  

s p e c i f i c a t i o n s  a s  

p h o t o g r a p h s  o f  t h e  

d a t a  w e r e  o b t a i n e d  f o r  

w h i c h  w a s  o b t a i n e d  a t  

l e s s  t i m e  t  a n d  

t h e  t i m e  i n  

a n g u l a r  

e x c e p t  f o r  

( s m a l l e r ) 

v i s c o s i t y  

v i s c o s i t y  i s  

a r e  s m a l l e r

F i g u r  e 5 . 1

v e l o c i t y  c o m p o n e n t  

f l u c t u a t i o n  p o w e r  

c y l i n d e r  s y s t e m  w i t h  

T h e  c o r r e s p o n d i n g  

f i g u r e  5 . 2 .  T h e s e  

w a t e r  a t  2 7 . 5  t  e x c e p t  (g)  

I n  t e r m s  o f  t h e  d i m e n s i o n -  

o f  t h e  g r a p h s  ( s e e  t e x t )  

4 . 3 2 8 t / ( R / R  ) a n d  t h e  

b y  1 .  4 52  ( R / R  c) , 

a r e  l a r g e r  

t h e  s m a l l e r  

s m a l l e r  

i n  (g)

r  a d  i a l  

v e l o c i  t y  

a c o n c e n t r i c  

g i v e n  i n  t h e  t e x t ,  

f l o w  a r e  s h o w n  i n

60 °C.  

f r  e q u e n c y  

s e c o n d s  i s  . g i v e n  b y  

f r e q u e n c y  i n  r a d i a n s / s e c o n d

( g )  w h e r e  t h e  t i m e s  ( f r e q u e n c i e s )  

b y  a  f a c t o r  o f  1 . 7 1  b e c a u s e  o f  

a t  t h e  h i g h e r  t e m p e r a t u r e .  T h e  

t h e  m a i n  r e a s o n  t h a t  t h e  v e l o c i t i e s  

t h a n  i n  ( f ) or  ( h ) .
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F i  g ur  e  5 . 2

P h o t o g r a p h s  o f  t h e  f l o w  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  v e l o c i t y  

g r a p h s  a n d  p o w e r  s p e c t r a  i n  f i g u r e  5 . 1 .  T h e  r e l a t i v e  

R e y n o l d s  n u m b e r s  R / R c a r e :  ( a )  9 . 5 ,  ( b )  1 0 . 5 ,  ( c )  1 1 . 0 ,  

(d)  1 5 . 0 ,  ( e )  1 9 . 0 ,  ( f )  2 1 . 5 ,  (g)  2 3 . 0 ,  ( h )  4 3 . 3 .  T h e r e

a r e  17 a x i a l  v o r t i c e s  a n d  4 a z i m u t h a l  w a v e s  e x c e p t  i n  

(g)  a n d  (h)  w h e r e  t h e  w a v e s  h a v e  d i s a p p e a r e d .
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s m a l l  s c a l e  s t r u c t u r e .  I n  t h i s  c a s e  t h e  two t y p e s  o f  d a t a  

a r e  s i m p l y  r e l a t e d .  T h e  p r e s e n c e  o f  coi i n  t h e  v e l o c i t y  p o w e r  

s p e c t r u m  i s  d u e  t o  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  w a v e s  o f  t h e  

v o r t e x  b o u n d a r i e s  p a s t  t h e  p r o b e  v o l u m e .

We h a v e  a l s o  f o u n d  t h a t  w i t h i n  t h e  w a v y  v o r t e x  r e g i m e  

t h e r e  i s  a r a n g e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r s  i n  w h i c h  a s e c o n d  

f r e q u e n c y  e x i s t s  w h i c h  we h a v e  c a l l e d  1 0 3  f o r  h i s t o r i c a l  

r e a s o n s  t o  b e  d i s c u s s e d  l a t e r .  T h i s  mode  a p p e a r s  s h a r p l y  a t  

a  r e l a t i v e  R e y n o l d s  n u m b e r ( R / R c ) o f  1 0 . 0 6  a s  s h o w n  i n  F i g u r e  

5 . 1 ( b ) .  A f t e r  i t s  o n s e t  t h i s  mo de  g r o w s  i n  a m p l i t u d e ,  

r e a c h e s  a m a x i mu m ,  a n d  d e c l i n e s  u n t i l  i t  d i s s a p p e a r s  a t  a 

r e l a t i v e  R e y n o l d s  n u m b e r  o f  1 9 . 3  ( F i g u r e s  5 . 1  ( c ) - 5 . 1  (g)  ) . 

T h i s  l i n e  a l s o  h a s  a n  i n t r i n s i c  w i d t h  l e s s  t h a n  o u r  i n s t r u ­

m e n t a l  r e s o l u t i o n .  We h a v e  b e e n  u n a b l e  t o  u n e q u i v o c a l l y  

i d e n t i f y  a f e a t u r e  o f  t h e  p h o t o g r a p h s  t h a t  c o u l d  l e a d  t o  

s u c h  a f r e q u e n c y  i n  t h e  s p e c t r a  ( F i g u r e s  5 .  2 ( c ) - 5 .  2 (g)  ) . 

H o w e v e r ,  t h e  a m p l i t u d e  o f  0 1 3  i s  t y p i c a l l y  t wo  o r  m o r e  o r d e r s  

o f  m a g n i t u d e  s m a l l e r  t h a n  wi i n  t h e  v e c t o r  c o m p o n e n t  s t u d ­

i e d .  U n l e s s  i t s  a m p l i t u d e  i s  a p p r e c i a b l y  l a r g e r  i n  a n o t h e r  

c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n ,  i t  s h o u l d  be  d i f f i c u l t  t o  s e e .  Some o f  

t h e  p o s s i b i l i t i e s  w i l l  b e  e x a m i n e d  i n  t h e  d i s c u s s i o n  

s e c t i o n .

W i t h i n  t h e  r e g i m e  i n  w h i c h  b o t h  a n d  0 ) 3  a r e  p r e s e n t  a  

t h i r d  s p e c t r a l  f e a t u r e  a p p e a r s ,  b u t  u n l i k e  t h e  o t h e r s  t h i s  

f e a t u r e  h a s  m e a s u r e a b l e  w i d t h  ( F i g u r e  5 . 1 ( d ) ) .  We h a v e  

c a l l e d  t h i s  f e a t u r e  B b e c a u s e  o f  i t s  b r o a d n e s s .  T h i s
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b r o a d n e s s  m a k e s  t h e  e x a c t  R e y n o l d s  n u m b e r  o f  i t s  a p p e a r a n c e  

m o r e  d i f f i c u l t  t o  d e t e r m i n e .  B g r o w s  i n  a m p l i t u d e  a s  t h e  

R e y n o l d s  n u m b e r  i s  i n c r e a s e d  u n t i l  i t  e v e n t u a l l y  d o m i n a t e s  

t h e  s p e c t r u m  F i g u r e  5 . 1 ( j ) .

A t  a r e l a t i v e  R e y n o l d s  n u m b e r  h i g h e r  t h a n  t h e  

d i s a p p e a r a n c e  o f  u) 3  w i t h  B q u i t e  p r o m i n e n t ,  t h e r e  i s  a 

s h a r p  c h a n g e  i n  t h e  n a t u r e  o f  mi . A t  R / R c = 2 1 . 9  mi a c q u i r e s  a 

m e a s u r a b l e  w i d t h  a n d  d e c r e a s e s  i n  a m p l i t u d e .  T h i s  c a n  b e  

s e e n  b y  c o m p a r i n g  f i g u r e s  5 . 1 ( h )  a n d  5 . 1 ( i ) .  N o t e  t h a t  

b e c a u s e  o f  t h e  l o g a r i t h m i c  s c a l e  t h e  h a l f  p owe r  p o i n t  i s  

v e r y  c l o s e  t o  t h e  t i p  o f  t h e  p e a k .  A t  s l i g h t l y  h i g h e r  

R e y n o l d s  n u m b e r  ( 2 3 )  o>i c a n n o t  b e  r e s o l v e d  b e n e a t h  t h e  

h a r m o n i c s  o f  t h e  B mo d e  w h i c h  now i s  two  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  

l a r g e r  i n  a m p l i t u d e  t h a n  i t s  i n i t i a l  a p p e a r a n c e .  T h i s  i s  

r e f l e c t e d  i n  t h e  v i s u a l i z a t i o n  r e s u l t s  a t  t h i s  R e y n o l d s  

n u m b e r  a s  a d i s a p p e a r a n c e  o f  p e r i o d i c  w a v e s  o n  t h e  v o r t e x  

b o u n d a r i e s  a s  w e l l  a s  a  r i c h  s m a l l  s c a l e  s t r u c t u r e .  F i g u r e  

5 . 3  s h o w s  t h e  t wo  e x t r e m e s  o f  v e l o c i t y  p o w e r  s p e c t r a  ( a )  

s h o w i n g  a R e y n o l d s  n u m b e r  n e a r  t h e  l o w e s t  f o r  w h i c h  t h e  

1 7 / 4  c e l l  s t a t e  i s  s t a b l e  a n d  ( b )  b e i n g  n e a r  t h e  h i g h e s t  

s t u d  i e d .

A s u m m a r y  p l o t  o f  t h e  f r e q u e n c i e s  o f  t h e  o b s e r v e d  m o d e s  

a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  r e l a t i v e  R e y n o l d s  n u m b e r  i s  s h o w n  i n  

F i g u r e  5 . 4 .  T n r o u g h o u t  m o s t  o f  t h e  r a n g e  eoi i s  f a i r l y  

c o n s t a n t  w i t h  a n  i n c r e a s e  a t  b o t h  e x t r e m e s ,  t h e  u p t u r n  a t  

t h e  h i g h  e n d  b e i n g  m o r e  d r a m a t i c .  W h e r e  i t  e x i s t s  uj3  i s
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F i g u r e  5 . 3

Power  s p e c t r a  o f  t h e  r a d i a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  f o r  t h e  

f l o w  b e t w e e n  c o n c e n t r i c  c y l i n d e r s  i n  t h e  s y s t e m  

d e s c r i b e d  i n  t h e  t e x t .  T h e  s p e c t r u m  i n  ( a )  c o r r e s p o n d s  

t o  t h e  f l o w  p i c t u r e d  i n  f i g u r e  2 . 3 ( b )  a n d  (b)  c o r r e ­

s p o n d s  t o  t h a t  p i c t u r e d  i n  f i g u r e  5 . 1 ( h ) .
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F i g u r e  5 . 4

T h e  f u n d a m e n t a l  f r e q u e n c y  c o m p o n e n t s  o b s e r v e d  i n  t h e  

p o we r  s p e c t r a  o f  t h e  r a d i a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  f o r  a 

f l o w  w i t h  17 v o r t i c e s  a n d  4 w a v e s  i n  a s y s t e m  w i t h  

s p e c i f i c a t i o n s  g i v e n  i n  t a b l e  2 o f  c h a p t e r  4 .  No s h a r p  

s p e c t r a l  c o m p o n e n t s  w e r e  o b s e r v e d  a b o v e  R/ R c = 2 1 . 9 .  

The  t r i a n g u l a r  p o i n t s  a n d  v e r t i c a l  b a r s  i n d i c a t e  r e ­

s p e c t i v e l y ,  t h e  c e n t e r  f r e q u e n c y  a n d  l i n e w i d t h  (FWHM) 

o f  t h e  b r o a d  c o m p o n e n t  B;  t h e  h o r i z o n t a l  b a r  i s  i t s  

a v e r a g e  c e n t e r  f r e q u e n c y .
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m o n t o n i c a l l y  i n c r e a s i n g .  T h e  b r o a d  mode  B d u e  t o  i t s  c o m p l e x  

s h a p e  i s  d i f f i c u l t  t o  a s s i g n  a p r e c i s e  f r e q u e n c y ,  b u t  t o  t h e  

l i m i t  o f  a c c u r a c y  i t  a p p e a r s  t o  b e  c o n s t a n t  i n  f r e q u e n c y  

t h r o u g h o u t  t h e  i n t e r v a l  i n  w h i c h  i t  i s  d e t e c t e d .  F o r  t h e  

s a m e  r e a s o n  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  a t  w h i c h  B f i r s t  a p p e a r s  i s  

d i f f i c u l t  t o  d e t e r m i n e ,  b u t  i t  i s  i n  t h e  i n t e r v a l  ( 1 2 , 1 4 ) .

F i g u r e  5 . 5  s h o w s  t h e  r a t i o  1 0 3 / 0^  a s  a f u n c t i o n  o f  

R e y n o l d s  n u m b e r .  We n o t e  t h a t  t h e  r a t i o  2 / 3  o c c u r s  o n  t h e  

l o w e r  e d g e  o f  t h e  r a n g e  i n  w h i c h  B f i r s t  a p p e a r s .  T h e r e  i s  

a l s o  t h e  s u g g e s t i o n  o f  f r e q u e n c y  l o c k i n g ,  b u t  t h e  s p r e a d  i n  

t h e  d a t a  f o r c e s  u s  t o  r e g a r d  t h i s  a s  m e r e l y  s u g g e s t i v e .  

F i g u r e  5 . 6  s h o w s  t h e  d i f f e r e n c e  f r e q u e n c y  tuj_ — u) 3  a s  a 

f u n c t i o n  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  w i t h  t h e  c e n t e r  f r e q u e n c y  o f  t h e  

B mode  i n d i c a t e d .  A g a i n  t h e  c o i n c i d e n c e  i s  a t  t h e  l o w e r  

e d g e  o f  t h e  r e g i o n  w h e r e  B f i r s t  a p p e a r s ,  b u t  t h e  w i d t h  o f  

t h a t  i n t e r v a l  b a r s  c e r t a i n t y .
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F i g u r e  5 . 5

T h e  d e p e n d e n c e  o f  o n  R e y n o l d s  n u m b e r  i n  t h e

r e g i m e  w h e r e  o)3 wa s  o b s e r v e d .  T h e  s i g n i f i c a n c e  o f  

“ 3 / ^ 1  = 2 / 3  i s  d i s c u s s e d  i n  c h a p t e r  6 .



0.74

0.70
OU,

a !

0.66

0.62

0.58

- 2 / 3 -

10

v*

i

i i i i i i i

14 16 18 20
R/Rc

108



-  109  -

T h i s  g r a p h  s u p p o r t s  t h e  c o n j e c t u r e  t h a t  t h e  b r o a d b a n d  

c o m p o n e n t  B i s  e x c i t e d  b y  t h e  c o m p o n e n t  a t  u>i -  w3  ,
<

s i n c e  B i s  f i r s t  o b s e r v e d  a t  R / R c -  1 2 .
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5 . 2 .  O t h e r  r e s u l t s

I n  some  o f  t h e  r u n s  we h a v e  s e e n  a v e r y  l o w  f r e q u e n c y  

mode w h i c h  we h a v e  c a l l e d  0 0 2 b e c a u s e  i t  f i r s t  a p p e a r s ,  i f  a t  

a l l ,  a t  R e y n o l d s  n u m b e r s  i n t e r m e d i a t e  b e t w e e n  t h e  a p p e a r a n c e  

o f  oi! a n d  t h e  a p p e a r a n c e  o f  o) 3  . T h i s  f e a t u r e  i s  n o t

r e p r o d u c i b l e  f r o m  r u n  t o  r u n ,  b u t  a p p e a r s  t o  b e  f a i r l y

r e l i a b l y  p r o d u c e d  b y  r a p i d  s t a r t s  t o  r e l a t i v e  R e y n o l d s  

n u m b e r s  o f  a p p r o x i m a t e l y  8  t o  1 2 .  When i t  a p p e a r s  i t  may  

l a s t  f o r  o n l y  a f e w  m i n u t e s  o r  i t  ma y  l a s t  a s  l o n g  a s  two

h o u r s .  A p l o t  o f  (i) 2  a s  a f u n c t i o n  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  i s

s h ow n  i n  F i g u r e  5 . 7 .  T h e  w2  f r e q u e n c y  d e c r e a s e s  m o n o t o n -

i c a l l y  t o  z e r o  w i t h  i n c r e a s i n g  R e y n o l d s  n u m b e r .

We h a v e  a l s o  c o n f i r m e d  t h e  a p p e a r a n c e  o f  s u b c r i t i c a l  

s h a d o w  v o r t i c e s  i n i t i a l l y  r e p o r t e d  b y  C o l e [ 2 ] .  We h a v e  

o b s e r v e d  t h e  o n s e t  o f  t h e  w a v y  v o r t e x  s t a t e  a n d  h a v e  f o u n d  

i t  t o  b e  i n  r e a s o n a b l e  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  

p r e d i c t i o n  o f  D i P r i m a ,  S t u a r t ,  a n d  D a v y  [ 3 ]  w i t h  r e s p e c t  t o  

t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r  f o r  t h e  t r a n s i t i o n .  H o w e v e r ,

t h e i r  c a l c u l a t i o n  s u g g e s t s  t h a t  t h e  m=l  mode  s h o u l d  b e  t h e

f i r s t  t o  g o  u n s t a b l e  w h i l e  we o b s e r v e  m=5 t o  b e  t h e  m o s t

u n s t a b l e .

I n  a d d i t i o n  t o  t h e  s t u d i e s  o n  t h e  1 7 / 4  s t a t e  m e n t i o n e d  

i n  t h e  p r e v i o u s  s u b s e c t i o n  we h a v e  a l s o  s t u d i e d  t h e  1 5 / 4  

s t a t e .  F i g u r e  5 . 8  i s  a  c o m p a r i s o n  o f  t h e  <*U f r e q u e n c i e s  f o r  

t h e s e  two s t a t e s .  E i t h e r  s t a t e ,  o n c e  a c h i e v e d ,  i s  s t a b l e  a s  

t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  i s  c h a n g e d  q u a s i s t a t i c a l l y  b e t w e e n
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F i g u r e  5 . 7

T h e s e  d a t a  i l l u s t r a t e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  

t r a n s i e n t  mode  <*>2 . ( a )  A p o r t i o n  o f  a v e l o c i t y  r e c o r d  

o b t a i n e d  a t  R/ R c = 1 3 . 0 .  T h e  t i m e s  T j  a n d  T 2  a r e  

r e s p e c t i v e l y  t h e  p e r i o d s  o f  t h e  c o m p o n e n t s  w i t h  

f r e q u e n c i e s  wi a n d  cd2  . ( b)  T h e  p ow e r  s p e c t r u m  c o r r e ­

s p o n d i n g  t o  t h e  v e l o c i t y  r e c o r d  i n  ( a ) ,  ( c )  D e p e n d e n c e  

o f  w2  o n  R e y n o l d s  n u m b e r  .



(s/mo) a o 'o 'o
"  (jS^rno) ~"(ro)d

o

V A

•« a:
• •

m
csnm

CM



-  1 14  -

F i g u r e  5 . 8

A c o m p a r i s o n  o f  t h e  wi f r e q u e n c y  a s  a 

R e y n o l d s  n u m b e r  f o r  t h e  17 c e l l  s t a t e  a n d  

Shown i n  t h e  u p p e r  l e f t  h a n d  c o r n e r  

i n d i c a t i n g  a f r e q u e n c y  d i f f e r e n c e  o f  1 %.

f u n c t i o n  o f  

t h e  15 s t a t e ,  

i s  a s c a l e
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m o d e r a t e  v a l u e s  ( 5 . 4 )  t h r o u g h  t h e  d i s a p p e a r a n c e  ( 1 9 . 5 )  a n d  

s o m e w h a t  a b o v e  ( 4 5 )  i n  e i t h e r  d i r e c t i o n .  T h e s e  r e s u l t s  a r e  

r e p r o d u c i b l e  i n d e p e n d e n t  o f  how t h e  s t a t e  i s  a c h i e v e d .  

V i s u a l i z a t i o n  s t u d i e s  w i t h  d i f f e r e n t  c e l l  f i l l i n g s  s h o w  t h a t  

t h i s  s t a b i l i t y - l a c k  o f  t r a n s i t i o n s  t o  o t h e r  s t a t e s - i s  a 

p r o p e r t y  o f  r e l a t i v e l y  s h o r t  c e l l  f i l l i n g s .  L o n g e r  c e l l s  

h a v e  m o r e  a c c e s s i b l e  s t a t e s  a n d  m o r e  t r a n s i t i o n s  b e t w e e n  

t h e m .  F i g u r e  5 . 9  s h o w s  t h e  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  t h e  m=4 a n d  

m=5 s t a t e s  a s  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  i s  d e c r e a s e d .  T h e  

i m p l i c a t i o n s  o f  t h i s  w i l l  b e  e x p l o r e d  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n . .
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F i g ur  e 5 . 9

T h e  d i s c o n t i n u o u s  v a r i a t i o n  o f  t h e  a z i m u t h a l  wa ve  

f r e q u e n c y  when  t h e  n u m b e r  o f  a z i m u t h a l  w a v e s  c h a n g e s  

f r o m  4 t o  5 a s  t h e  R e y n o l d s  n u mb e r  i s  d e c r e a s e d  t h r o u g h  

R / R c = 5 . 4  f o r  t h e  s t a t e  w i t h  17 a x i a l  v o r t i c e s .  The  

w a v e  f r e q u e n c y  oil j u m p s  f r o m  1 . 3 8  t o

( 5 / 4 )  x 1 . 3 8  = 1 . 7 3 .
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2.0
17/5

1.5 17/4

1.0
5 63 74

R/R
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R e f e r e n c e s  f o r  C h a p t e r  V

1 .  C o l e s  D. 1 9 6 5  T r a n s i t i o n  i n  c i r c u l a r  C o u e t t e  f l o w .  J .
F l u i d  M e c h .  2 1 ,  3 8 5 - 4 2 5 .

2 .  C o l e ,  J . A .  1 9 7 6  T a y l o r - v o r t e x  i n s t a b i l i t y  a n d  a n n u l u s -
l e n g t h  e f f e c t s .  J .  F l u i d  M e c h .  7 5 ,  1 - 1 5 .

3 .  D a v e y ,  A . ,  D i P r i m a ,  R . C . ,  a n d  S t u a r t ,  J . T .  1 9 6 8  On t h e
i n s t a b i l i t y  o f  T a y l o r  v o r t i c e s .  J .  F l u i d  M e c h .  3 1 ,  
1 7 - 5 2 .
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6_. D i s c u s s i o n

A l l  t h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  h e r e  s u p p o r t  t h e  c e n t r a l  

c o n c l u s i o n  o f  G o l l u b  a n d  S w i n n e y [ l ]  t h a t  t h e  L a n d a u  p i c t u r e  

o f  t h e  t r a n s i t i o n  t o  t u r b u l e n c e  i s  n o t  c o r r e c t  f o r  t h i s  

s y s t e m .  T h e  q u e s t i o n  p o s e d  b y  H o p f [ 2 ]  a b o u t  how t h e  n o n l i n ­

e a r i t y  o f  h i s  m o d e l  c o m p a r e s  t o  t h a t  o f  t h e  h y d r o d y n a m i c  

c a s e ,  a p p e a r s  t o  h a v e  a n  a n s w e r .  T h e y  a r e  s u f f i c i e n t l y  

d i f f e r e n t  t o  l e a d  t o  q u a l i t a t i v e l y  d i f f e r e n t  b e h a v i o r .  A f t e r  

e x p e n d i n g  t h e  e f f o r t  t o  d e t e r m i n e  t h i s  f a c t  e x p e r i m e n t a l l y ,  

i t  i s  e a s y  t o  c o n v i n c e  o u r s e l v e s  t h a t  t h i s  a n s w e r  i s  n o t  

s u r p r i s i n g .  N o n l i n e a r i t y  e n t e r s  t h e  H o p f  m o d e l  o n l y  t h r o u g h  

t h e  c o n v o l u t i o n  i n t e g r a l s  o v e r  a p e r i o d  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  

o f  t h e  F o u r i e r  s e r i e s  T h e  r e s u l t  o f  t h i s  i s  t h a t  m o d e s  o f  

d i f f e r e n t  w a v e v e c t o r  d o  n o t  i n t e r a c t .  T h e  p r o g r e s s i o n  o f  

i n s t a b i l i t i e s  i s  a  s e q u e n c e  o f  k - m o d e s  i n d e p e n d e n t l y  

b e c o m i n g  u n s t a b l e .  I n  t h e  h y d r o d y n a m i c  c a s e ,  h o w e v e r ,  t h e  

n o n l i n e a r  t e r m s  c o u p l e  m o d e s  o f  d i f f e r e n t  w a v e v e c t o r  s o  t h a t  

t h e  s t a b i l i t y  o f  a n y  g i v e n  mo d e  d e p e n d s  o n  t h e  s t r e n g t h  o f  

t h e  c o u p l i n g  t o  o t h e r  m o d e s  a n d  t h e i r  s t a b i l i t y .

T h e r e  r e m a i n  t h e  q u e s t i o n s  o f  w h e t h e r  t h e  C o u e t t e  f l o w  

s y s t e m  i s  a n  e x a m p l e  o f  e i t h e r  t h e  L o r e n z [ 3 ]  a t t r a c t o r  o r  a n  

a t t r a c t o r  o f  t h e  t y p e  d i s c u s s e d  b y  R u e l l e - T a k e n s [ 4 ] . I n  

t e r m s  o f  t h e  n umb e r  o f  t i m e - d e p e n d e n t  i n s t a b i l i t i e s  p r e c e d ­

i n g  t h e  o n s e t  o f  c h a o s ,  i t  a p p e a r s  o n  t h e  s u r f a c e  t h a t  t h e  

s y s t e m  c a n n o t  b e  a L o r e n z  a t t r a c t o r  b u t  ma y  b e  a R u e l l e -  

T a k e n s  a t t r a c t o r .  E a r l i e r ,  h o w e v e r ,  w h e n  t h e  n u m b e r  o f
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t i m e - d e p e n d e n t  i n s t a b i l i t i e s  w a s  b e l i e v e d  t o  be  g r e a t e r  t h a n  

i t  now a p p e a r s ,  R u e l l e [ 5 ]  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  t i m e - d e p e n d e n c e  

o f  o f  a!x m i g h t  b e  t r a n s f o r m e d  a w a y  i n  t h e  a p p r o p r i a t e  

r o t a t i n g  f r a m e  o f  r e f e r e n c e .  I f  t h i s  i s  t r u e  t h e n  t h e  

p o s s i b i l i t y  t h a t  c h o a s  i n  T a y l o r  v o r t e x  f l o w  i s  a L o r e n z  

a t t r a c t o r  i s  r e o p e n e d .  H o w e v e r ,  p h o t o g r a p h i c  r e s u l t s  w h i c h  

s u g g e s t  t h i s  a r e  i n s e n s i t i v e  t o  e f f e c t s  n e a r  t h e  i n n e r  a n d  

o u t e r  w a l l s  w h e r e  o n e  w o u l d  e x p e c t  t h i n g s  t o  c h a n g e  r a p i d l y .  

LDV m e a s u r e m e n t s  a r e  n e e d e d  o n  t h i s  p o i n t .  One m i g h t  t a k e  

t h e  r e a s o n a b l e  s u c c e s s  o f  t h e  t h e o r y  o f  D i P r i m a ,  D a v e y ,  a n d  

S t u a r t [ 6 ] a s  i n d i c a t i o n  o f  t h e  r i g i d  r o t a t i o n  o f  b u t  t h e  

q u e s t i o n  o f  b e h a v i o r  n e a r  t h e  w a l l s  i s  l e f t  s o m e w h a t  o p e n  b y  

t h e  n e g l e c t  o f  h i g h e r  o r d e r  t e r m s  w h i c h  o n e  w o u l d  n e e d  t o  

c h a r a c t e r i z e  a t h i n  l a y e r  a c c u r a t e l y .  F i n a l l y ,  t o  a d d  a 

r e s e r v a t i o n  a b o u t  o u r  r e s e r v a t i o n s ,  i t  i s  n o t  c l e a r  how 

e x a c t  t h e  c a n c e l l a t i o n  o f -  t h e  t i m e - d e p e n d e n c e  b y  t h e  

c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m  m u s t  b e .

T h e  a i m  o f  a c c u r a t e  m e a s u r e m e n t  o f  t h e  f r e q u e n c i e s  o f  ! 

t h e  f l u i d  m o d e s  a n d  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  a t  w h i c h  t h e y  a p p e a r  

i s  t o  a t t e m p t  t o  i d e n t i f y  i f  p o s s i b l e  w h a t  k i n d  o f  

i n s t a b i l i t y  u l t i m a t e l y  l e a d s  t o  t h e  u n p r e d i c t a b l e  b e h a v i o u r  

i n  t h e  f l o w .  One h o p e  i s  t o  f i n d  a  m a t c h  w i t h  known 

i n s t a b i l i t y  m o d e s .  I f  t h e  c e n t e r  f r e q u e n c y  o f  B c a n  b e  

a c c u r a t e l y  d e t e r m i n e d ,  o n e  c a n  t h e n  e x a m i n e  w h e t h e r  t h a t  

R e y n o l d s  n u m b e r  i s  t h e  f i r s t  o c c a s i o n  w h e r e  cjj — 0 13  = B . T h i s  

w o u l d  s u g g e s t  t h a t  t h e  a p p e a r a n c e  o f  B w a s  d u e  t o  aq a n d  oj2  

c o u p l i n g  n o n l i n e a r l y  t o  a  mode  w h i c h  r e m a i n s  u n e x c i t e d  u n t i l
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r e s o n a n c e  i s  r e a c h e d .

I t  h a s  a l s o  b e e n  s u g g e s t e d  b y  B o w e n [ 7 ]  t h a t  t h e  f i r s t  

a p p e a r a n c e  o f  B m i g h t  o c c u r  when  t h e  r a t i o  0)3 / 0 1 1  = 2 / 3 .  H i s  

a r g u m e n t  i s  b a s e d  o n  t h e  o b s e r v a t i o n  t h a t  t h e  t r a j e c t o r y  o f  

t h e  s y s t e m  i n  p h a s e  s p a c e  c h a n g e s  t o p o l o g i c a l  t y p e  when  t h e  

f r e q u e n c i e s  b e c o m e  c o m m e n s u r a t e .  When t h e  f r e q u e n c i e s  a r e  

i n c o m m e n s u r a t e  t h e  p h a s e  t r a j e c t o r y  f i l l s  t h e  s u r f a c e  o f  a 

t o r u s ,  w h e r e a s  wh e n  t h e  f r e q u e n c i e s  b e c o m e  c o m m e n s u r a t e  t h e  

t r a j e c t o r y  c o l l a p s e s  t o  a s i n g l e  c l o s e d  c u r v e  o n  t h e  t o r u s .  

W h i l e  t h e  r a t i o n a l  n u m b e r s  a r e  d e n s e  i n  t h e  r e a l s  t h e

s e n t i m e n t  t h a t  s m a l l  i n t e g e r  r a t i o s  s h o u l d  b e  i m p o r t a n t

l e a d s  o n e  t o  t h e  c h o i c e  0 0 3 / 0 0 1  = 2 / 3  a s  t h e  r a t i o  o f  t h e

s m a l l e s t  i n t e g e r s  i n  t h e  r a n g e  o v e r  w h i c h  i s  o b s e r v e d .  

R u e l l e  a n d  T a k e n s  h a v e  a l s o  s u g g e s t e d  t h e  i m p o r t a n c e  o f

s m a l l  i n t e g e r  r a t i o s  b u t  s u g g e s t  a  d i f f e r e n t  e f f e c t  , n a m e l y  

t h a t  o n c e  t h e  f r e q u e n c i e s  b e c o m e  c o m m e n s u r a t e  t h e y  s h o u l d  

r e m a i n  s o  o v e r  a  f i n i t e  i n t e r v a l  o f  R e y n o l d s  n u m b e r .  F i g u r e  

5 . 5  s h o w s  a  p l o t  o f  oo3/ooi o v e r  t h e  r a n g e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  

f o r  w h i c h  0 0 3  e x i s t s .  W h i l e  t h e r e  a r e  i r r e g u l a r i t i e s  i n  d a t a  

n e a r  t h e  r a t i o  2 / 3  a n d  t h e  o c c u r a n c e  o f  B i s  w i t h i n  a n  

i n t e r v a l  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  w h i c h  c o n t a i n s  t h i s  r a t i o ,  

n e i t h e r  o f  t h e s e  o b s e r v a t i o n s  c a n  b e  c o n s i d e r e d  

s t a t i s t i c a l l y  s i g n i f i c a n t .

T h e  s t a b i l i t y  o f  a s t a t e  u n d e r  q u a s i s t a t i c  c h a n g e  o f  

R e y n o l d s  n u m b e r  s u g g e s t s  t h a t  w h i l e  d i f f e r e n t  s t a t e s  may b e  

n e a r l y  d e g e n e r a t e  i n  e n e r g y ,  t h e y  a r e  s e p a r a t e d  b y  a b a r r i e r
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o f  r e a s o n a b l e  h e i g h t ,  m a k i n g  i t  u n l i k e l y  t h a t  t h e  n o n ­

u n i q u e n e s s  o f  s t a t e  i s  r e l a t e d  t o  t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  

t r a n s i t i o n .  T h e  r e p r o d u c i b i l i t y  o f  t h e  r e s u l t s  f u r t h e r  

s u p p o r t s  t h i s  a s s e r t i o n .  We a s s e r t  t h a t  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  

d e p e n d e n c e  o f  t h e  b e h a v i o r  o f  t h i s  s y s t e m  o n  t h e  R e y n o l d s  

n u m b e r  h i s t o r y  c a n  b e  e f f e c t i v e l y  f a c t o r e d  i n t o  two  s e p a r a t e  

p r o b l e m s .  T h e  f i r s t  b e i n g  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  s t a t e  on  t h e  

R e y n o l d s  n u m b e r  h i s t o r y  a n d  t h e  s e c o n d  b e i n g  t h e  t r a n s i t i o n  

t o  t u r b u l e n c e  u n d e r  q u a s i s t a t i c  c h a n g e s  i n  R e y n o l d s  n umb e r  

o f  a g i v e n  s t a t e .

We s u g g e s t  a n  e x p l a n a t i o n  o f  t h e  i n c r e a s i n g  n o n ­

u n i q u e n e s s  o f  t h e  o b s e r v e d  f l o w s  w i t h  i n c r e a s i n g  a s p e c t  

r a t i o  w h i c h  i s  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  w o r k  o f  B e n j a m i n  

m e n t i o n e d  e a r l i e r .  He s h o w e d  t h a t  t h e  p r e s e n c e  o f  b o u n d a r i e s  

l i f t s  t h e  d e g e n e r a c y  w i t h  r e s p e c t  t o  r e v e r s a l  o f  t h e  

v e l o c i t i e s  a n d  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  s e p a r a t i o n  o f  o t h e r w i s e  

d e g e n e r a t e  s t a t e s  i n c r e a s e s  a s  o n e  g o e s  t o  s m a l l e r  a s p e c t  

r a t i o s .  We s u g g e s t  t h a t  t h e  n o n - u n i q u e n e s s  o f  t h e  a x i a l  

w a v e n u m b e r  a r i s e s  f r o m  a l i f t i n g  o f  t h e  p e r i o d i c  t r a n s l a t i o ­

n a l  s y m m e t r y  o f  t h e  i n f i n i t e  c y l i n d e r  p r o b l e m .  T h e  

i n c r e a s i n g  s e p a r a t i o n  o f  s t a t e s  w i t h  d e c r e a s i n g  a s p e c t  r a t i o  

i n d i c a t e s  t h a t  t h e  e n e r g y  b a r r i e r  b e t w e e n  a d j a c e n t  s t a t e s  i s  

l a r g e r  f o r  s h o r t  c y l i n d e r s  r e s u l t i n g  i n  f e w e r  s t a t e s  b e i n g  

a c c e s s i b l e  w i t h  t h e  a v a i l a b l e  e n e r g y .

We b e l i e v e  t h a t  t h e  a p p e a r a n c e  o f  t h e  s h a d o w  v o r t i c e s  

i n  t h e  C o u e t t e  f l o w  r e g i m e  m i g h t  h a v e  a r e l a t i v e l y  s i m p l e
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e x p l a n a t i o n .  As m e n t i o n e d  e a r l i e r  a s o l i d  b o u n d a r y  

i n t r o d u c e s  a n  i n w a r d  r a d i a l  c o m p o n e n t  t o  t h e  f l o w  n e a r  t h e  

b o u n d a r y  a n d  a f r e e  s u r f a c e  i n t r o d u c e s  a n  o u t w a r d  c o m p o n e n t .  

T h e  l i n e a r  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  f o r  t h i s  r e g i m e  s h o w s  t h a t  t h e  

i m a g i n a r y  f r e q u e n c y  o f  t h e  v o r t e x  mode  p a s s e s  c o n t i n u o u s l y  

f r o m  n e g a t i v e  t o  p o s i t i v e  v a l u e s  a s  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  

p a s s e s  t h r o u g h  t h e  c r i t i c a l  n u m b e r  f r o m  b e l o w .  T h u s  f o r

s l i g h t l y  s u b c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r  t h e  v o r t e x  mode  i s  o n l y  

w e a k l y  d a m p e d .  S i n c e  t h e  r a d i a l  f o r c e s  a t  t h e  b o u n d a r i e s  

s h a r e  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  v o r t e x  mode  t h e y  c a n  e x c i t e  i t .  

S i n c e  t h e  e x c i t a t i o n  o c c u r s  i n  a t h i n  l a y e r  n e a r  t h e

b o u n d a r y  t h e  v o r t e x  a m p l i t u d e  s h o u l d  b e  g r e a t e s t  t h e r e  

d e c r e a s i n g  i n w a r d  i n  t h e  z - d i r e c t i o n .  C l o s e  t o  t h e  c r i t i c a l  

R e y n o l d s  n u m b e r  t h i s  d e c a y  s h o u l d  b e  e x p o n e n t i a l .

F i n a l l y ,  we w o u l d  l i k e  t o  d r a w  a t t e n t i o n  t o  t h e  v e r y

c l o s e  c o r r e s p o n d a n c e  b e t w e e n  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  a t  w h i c h

t h e  m=4 t o  m=5 t r a n s i t i o n  i s  o b s e r v e d  a n d  t h e  a p p e a r a n c e  o f  

t h e  t r a n s i e n t  mode  to2  i n  t h e  17 c e l l  s t a t e .  T h i s  s u g g e s t s  

t h a t  t h i s  mode  ma y  b e  r e l a t e d  t o  a mode  h o p p i n g  f r e q u e n c y  

b e t w e e n  t h e  two s t a t e s .  T h i s  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  s t a t e s  

p r o b a b l y  d i s p l a y s  h y s t e r s i s  a n d  t h e  mode  ma y  b e  e a s i e r  t o  

e x c i t e  i n  t h e  o v e r l a p  r e g i o n  e v e n  t h o u g h  i t  e x i s t s  o u t s i d e  

t h a t  r e g i o n .  H o w e v e r ,  t h e  m e c h a n i s m  w o u l d  h a v e  t o  b e  a b l e  t o  

e x p l a i n  why o n c e  e x c i t e d ,  t h e  mode  r e m a i n s  e x c i t e d  when  t h e  

R e y n o l d s  n u m b e r  i s  i n c r e a s e d .
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7 .  C o n c l u s i o n

We h a v e  p r e s e n t e d  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n  p o w e r  s p e c t r a  

o n e  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  h i g h e r  i n  r e s o l u t i o n  a n d  t h r e e  o r d e r s  

o f  m a g n i t u d e  l o w e r  i n  i n s t r u m e n t a l  n o i s e  t h a n  p r e v i o u s  

s t u d i e s .  As a r e s u l t  we h a v e  b e e n  a b l e  t o  d e m o n s t r a t e  t h e  

s t r i c t  t i m e  p e r i o d i c i t y  o f  w a v y  v o r t e x  f l o w  t o  a  n e w  d e g r e e  

o f  p r e c i s i o n .  We h a v e  a l s o  p r o v i d e d  t h e  f i r s t  d e f i n i t i v e  

d e m o n s t r a t i o n  o f  a q u a s i - p e r i o d i c  f l u i d  f l o w .  We h a v e  s ho wn  

t h a t  t h e  q u e s t i o n  o f  n o n - u n i q u e n e s s  o f  t h e  f l o w  a s  a 

f u n c t i o n  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  a n d  t h e  t r a n s i t i o n  t o  t u r b u l e n c e  

a r e  s e p a r a t e  i s s u e s .  We h a v e  s h o w n  t h a t  t h e  b e h a v i o r  i s  s i m ­

i l a r  b u t  d i s t i n c t  i n  d i f f e r e n t  s t a t e s .

We h a v e  s h o w n  t h a t  t h e  f i r s t  a p p e a r a n c e  o f  r a n d o m  

b e h a v i o u r  o c c u r s  a f t e r  o n l y  t h r e e  b i f u r c a t i o n s  a n d  t h a t  t h i s  

r a n d o m  e l e m e n t  c o e x i s t s  w i t h  t h e  p e r i o d i c  c o m p o n e n t s  p r e s e n t  

a t  l o w e r  R e y n o l d s  n u m b e r s .  We h a v e  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  

a p p e a r a n c e  o f  c h a o s  i s  a n  i n s t a b i l i t y  r e l a t e d  t o  a f r e q u e n c y  

c o n d i t i o n  b e t w e e n  t wo p e r i o d i c  c o m p o n e n t s .

We h a v e  p r e s e n t e d  s u g g e s t i v e  e v i d e n c e  f o r  t h e  a s s e r t i o n  t h a t  

t h e  a p p e a r a n c e  o f  c h a o s  i s  d y n a m i c a l l y  r e l a t e d  t o  t h e  

c o u p l i n g  b e t w e e n  two s h a r p  m o d e s  a n d  a t h i r d .


