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FOREWORD

A l g o r i t h m i c  s o l u t i o n s  o f  t h e  word  p r o b l e m ,  t h e  c o n j u g a c y  p r o b l e m

and  t h e  i s o m o r p h i s m  p r o b l e m  w e r e  i n v e s t i g a t e d  by  Max Dehn i n  1912  [ 4 ]

when h e  s e t t l e d  a l l  t h r e e  p r o b l e m s  f o r  t h e  g r o u p s
k

Gk — ( a ^  *̂ 1 * * * * , a k * ^ k ’ ^  ^a i , b ^  J _  1)  ,

t h e  f u n d a m e n t a l  g r o u p s  o f  c l o s e d ,  o r i e n t a b l e ,  t w o - d i m e n s i o n a l  s u r f a c e s .  

A l l  t h r e e  p r o b l e m s  a r e  i m p o r t a n t  f o r  p r e s e n t a t i o n  t h e o r y  a s  w e l l  a s  

f o r  a p p l i c a t i o n s ;  t h e  o n e  w i t h  w h i c h  we a r e  p r i m a r i l y  c o n c e r n e d  h e r e  

i s  d e s c r i b e d  b r i e f l y  a s  f o l l o w s :  F o r  a n y  p a i r  o f  e l e m e n t s  o f  a

g r o u p  G w h i c h  i s  somehow e f f e c t i v e l y  g i v e n ,  i s  t h e r e  an  e f f e c t i v e  

p r o c e d u r e  w h e r e b y  o n e  c a n  d e c i d e  i n  a f i n i t e  n u m b er  o f  s t e p s  w h e t h e r  

o r  n o t  t h e s e  e l e m e n t s  a r e  c o n j u g a t e .

F o r  c e r t a i n  c l a s s e s  o f  g r o u p s  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  c o n j u g a c y  

p r o b l e m  i s  w e l l - k n o w n .  F o r  e x a m p l e ,  f o r  f r e e  g r o u p s  i t  i s  n o t  o n l y  

known b u t  i s  e v e n  f a i r l y  t r i v i a l  [ 8 ] .  H o w e v er ,  f o r  t h e  c l a s s  o f  

g r o u p s  w i t h  a s i n g l e  d e f i n i n g  r e l a t o r  ( t o  w h i c h  t h e  g r o u p s  b e l o n g )

n o t h i n g  i s  y e t  known a b o u t  t h e  s o l u t i o n  i n  g e n e r a l ,  e v e n  t h o u g h  Magnus 

e m p l o y e d  t h e  F r e i h e i t s s a t z  t o  p r o v e  i n  a b o u t  1932  t h a t  t h i s  c l a s s  h a s  

a s o l v a b l e  word  p r o b l e m  [ 6 ] .  ( I t  w i l l  b e  c l e a r  o n c e  t h e s e  a r e  d e f i n e d  

m ore  p r e c i s e l y  t h a t  s o l u t i o n  o f  t h e  word p r o b l e m  i s  n e c e s s a r y  f o r  

s o l u t i o n  o f  t h e  c o n j u g a c y  p r o b l e m . )

The  f i r s t  e x a m p l e s  o f  f i n i t e l y  p r e s e n t e d  g r o u p s  w i t h  u n s o l v a b l e  

word p r o b l e m  w e r e  g i v e n  a b o u t  1 9 5 5  by  N o v i k o v  and B o o n e .  I n  1954  

N o v i k o v  a l s o  p u b l i s h e d  a p a p e r  o n  t h e  u n s o l v a b i l i t y  o f  t h e  c o n j u g a c y  

p r o b l e m  i n  g e n e r a l  [ 1 1 ] and  t h e n  l a t e r  showed t h e  u n s o l v a b i l i t y  e v e n
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f o r  a c l a s s  o f  f i n i t e l y  p r e s e n t e d  g r o u p s  h a v i n g  s o l v a b l e  word  p r o b l e m .

Among r e c e n t  r e s u l t s  i n  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  f o r  s e t t l i n g  t h e  

c o n j u g a c y  q u e s t i o n  i s  N. B l a c k b u r n ' s  s o l u t i o n  f o r  t h e  c l a s s  o f  f i n i t e l y  

p r e s e n t e d  n i l p o t e n t  g r o u p s  [ 2 ] .  I n  o r d e r  t o  e s t a b l i s h  f u r t h e r  p o s i t i v e  

r e s u l t s  i t  s e e m s  f e a s i b l e  t o  c o n s i d e r  v a r i o u s  g r o u p s  w i t h  known s o l v ­

a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m ,  t o  c o n s t r u c t  some new g r o u p s  f r o m  th e m  and  t h e n  

t o  i n v e s t i g a t e  t h e  same q u e s t i o n  f o r  t h e s e  new g r o u p s .  T h e  c o n s t r u c ­

t i o n  w h i c h  we p r o p o s e  i s  t h a t  o f  t h e  g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t  o r  f r e e  

p r o d u c t  w i t h  a m a l g a m a t i o n ,  n o t i n g  t h a t  G.  B a u m s l a g  h a s  shown [ l ]  t h e  

g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t  o f  two  f i n i t e l y  p r e s e n t e d  g r o u p s  i s  f i n i t e l y  

p r e s e n t e d  i f  and  o n l y  i f  t h e  a m a l g a m a t e d  s u b g r o u p  i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d .

I n  C h a p t e r  I  t h e  g e n e r a l  t h e o r e m  o n  c o n j u g a c y  i n  a  g e n e r a l i z e d  

f r e e  p r o d u c t  i s  p r e s e n t e d  t o g e t h e r  w i t h  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  

p r o v i d i n g  a n  a l g o r i t h m i c  s o l u t i o n  t o  t h e  c o n j u g a c y  p r o b l e m .  S p e c i a l  

c o n d i t i o n s  o n  t h e  f a c t o r s  o r  o n  t h e  a m a l g a m a t e d  s u b g r o u p  g i v i n g  r i s e  

t o  a s o l u t i o n  a r e  t h e n  d i s c u s s e d .

C h a p t e r  I I  i s  d e v o t e d  t o  a d e t a i l e d  s t u d y  o f  a n  a l g o r i t h m i c  

s o l u t i o n  when t h e  a m a l g a m a t e d  s u b g r o u p  i s  c y c l i c  and  t h e  f a c t o r s  a r e  

e i t h e r  f r e e ,  t o r s i o n - f r e e  n i l p o t e n t  o r  f r e e  m e t a b e l i a n  g r o u p s .  F o r  

t o r s i o n - f r e e  n i l p o t e n t  f a c t o r s  t h e  s u b g r o u p  c a n  b e  e n l a r g e d  f rom  

c y c l i c  t o  a b e l i a n  o f  r a n k  t w o ;  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h i s  c a s e  i s  t h e  

s u b j e c t  o f  C h a p t e r  I I I .  F i n a l l y  some o f  t h e  p r o b l e m s  e n c o u n t e r e d  i n  

a t t e m p t i n g  t o  s e c u r e  m o re  g e n e r a l  r e s u l t s  a r e  d i s c u s s e d  i n  some d e t a i l .
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CHAPTER I

SOLUTION OP THE CONJUGACY PROBLEM IN GENERAL CASES

S e c t i o n  1

T h i s  s e c t i o n  i s  p r e l i m i n a r y  i n  n a t u r e  an d  c o v e r s  some o f  t h e

c o n c e p t s ,  d e f i n i t i o n s  a n d  n o t a t i o n s  w h i c h  w i l l  b e  u s e d  i n  w h a t  f o l l o w s .

We b e g i n  w i t h  a s h o r t  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  c o n s t r u c t i o n s  known a s

t h e  " f r e e  p r o d u c t "  and  " g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t "  o f  g r o u p s ,  r e f e r r i n g

t h e  r e a d e r  f o r  f u r t h e r  d e t a i l s  t o  t h e  e x t e n s i v e  w ork  o f  B . H .  Neumann

o n  t h e  s u b j e c t .  L e t  G b e  a g r o u p  an d  l e t  Gq  b e  s u b g r o u p s  o f  G

w h e r e  O' r u n s  t h r o u g h  a n  i n d e x i n g  s e t  A.  I f  t h e  f o l l o w i n g  two

c o n d i t i o n s  a r e  s a t i s f i e d ,  G i s  c a l l e d  t h e  g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t  o f

t h e  s u b g r o u p s  Gq  : ( i )  G i s  g e n e r a t e d  by t h e  G&, a n d  ( i i )  f o r  e v e r y

g r o u p  X an d  e v e r y  s e t  o f  h o m o m o r p h i s m s  cp^ o f  e a c h  G ^  o n t o  X,

w h e r e  e v e r y  two cp^, tp a g r e e  when  b o t h  a r e  d e f i n e d ,  t h e r e  e x i s t s  a

h o m om orph ism  cp o f  G i n t o  X t h a t  c o i n c i d e s  w i t h  e a c h  cp^ o n  G^.

F u r t h e r ,  i f  G i s  t h e  g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t  o f  i t s  s u b g r o u p s

G { a  e A) a n d  i f  G Cl G„ = H _ ( a , p e A) w h e r e  a l l  s u c h  i n t e r -  
a  a  p

s e c t i o n s  c o i n c i d e  i n  a s i n g l e  s u b g r o u p  H, t h e n  G i s  c a l l e d  t h e  f r e e  

p r o d u c t  o f  t h e  G ^  w i t h  a m a l g a m a t e d  s u b g r o u p  H. I n  c a s e  H = 1 , i . e .

G ^  fl Gg = 1 ( a  ^  3) , t h e n  G i s  s i m p l y  c a l l e d  t h e  f r e e  p r o d u c t  o r  m o r e  

s p e c i f i c a l l y  t h e  o r d i n a r y  f r e e  p r o d u c t  o f  t h e  G ^ .

T h e  q u e s t i o n  a s  t o  w h i c h  c o n d i t i o n s  a r e  n e c e s s a r y  an d  s u f f i c i e n t  

f o r  g i v e n  g r o u p s  w i t h  p r e s c r i b e d  i n t e r s e c t i o n s  t o  b e  f i t t e d  t o g e t h e r  

t o  f o r m  a g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t  a r e  t r e a t e d  i n  g r e a t  d e t a i l  i n  

N e u m a n n ' s  e s s a y  an d  t h e y  a r e  r e f e r r e d  t o  a s  c o m p a t i b i l i t y  c o n d i t i o n s .  

W h i l e  t h e  g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t  d o e s  n o t  a l w a y s  e x i s t ,  i t  d o e s
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e x i s t  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t  w i t h  a s i n g l e  s u b ­

g r o u p  H a m a l g a m a t e d .  I n  t h i s ,  a s  i n  t h e  o r d i n a r y  f r e e  p r o d u c t  w h e r e  

t h e  a m a l g a m a t i o n  i s  t r i v i a l ,  o n e  c a n  r e p r e s e n t  t h e  e l e m e n t s  i n  a 

c e r t a i n  n o r m a l  f o r m  d e s c r i b e d  a s  f o l l o w s .  I n  e v e r y  g r o u p  G^ we 

c h o o s e  a  s y s t e m  o f  l e f t  c o s e t  r e p r e s e n t a t i v e s  m o d u l o  H; t h u s

e v e r y  e l e m e n t  g  e Gq  i s  u n i q u e l y  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  

g = h t  ( h  e H, t  E T ( B y  c o n v e n t i o n  a nd  f o r  t h e  s a k e  o f  s i m p l i c i t y ,  

t h e  u n i t  e l e m e n t  i s  c h o s e n  a s  t h e  r e p r e s e n t a t i v e  o f  H i t s e l f ,  s o  

t h a t  1  e  f o r  e v e r y  a . )  Now we d i s t i n g u i s h  c e r t a i n  w o r d s  i n  t h e

e l e m e n t s  o f  t h e  G^,; s p e c i f i c a l l y  we c a l l

w = h t . t _ . . . t  
1 2  n

a n o r m a l  w ord  i f  i t  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  c o n d i t i o n s :

( i )  E v e r y  c o m p o n e n t  t  (1  ^  i  ^  n )  i s  a r e p r e s e n t a t i v e  

( /  1)  b e l o n g i n g  t o  o n e  o f  t h e  T ^ .

( i i )  S u c c e s s i v e  c o m p o n e n t s  t ^ ,  t  b e l o n g  t o  d i f f e r e n t

s y s t e m s  o f  r e p r e s e n t a t i v e s .

( i i i )  T h e  f i r s t  c o m p o n e n t  b e l o n g s  t o  t h e  common s u b g r o u p ,  

i . e .  h € H.

We c a l l  n  t h e  l e n g t h  o f  t h e  n o r m a l  w o r d .  The  s t r i n g  o f  s y m b o l s

c o m p r i s i n g  a w ord  i s  i n t e r p r e t e d  a s  a p r o d u c t  g i v i n g  r i s e  t o  a n

e l e m e n t  o f  t h e  g r o u p  G; t h e n  t h e  w ord  i s  s a i d  t o  r e p r e s e n t  t h e  e l e m e n t  

and  t h e  l e n g t h  o f  a n  e l e m e n t  g  i s  d e f i n e d  t o  b e  t h e  l e n g t h  o f  t h e  

w ord  d e f i n i n g  i t .  I f  n  = 0 ,  g  e H, U n i q u e n e s s  o f  t h i s  n o r m a l  f o rm  i s  

e s s e n t i a l  f o r  o b t a i n i n g  r e s u l t s  a b o u t  f r e e  p r o d u c t s .

We c a l l  t h e  e l e m e n t  g  = h t ^ . . . ^  c y c l i c a l l y  r e d u c e d  i f  t ^  a n d

t  a r e  n o t  i n  t h e  same  f a c t o r  u n l e s s  n  = 1 ;  t h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o
n
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s a y i n g  t h a t  no  c o n j u g a t e  o f  g  h a s  s m a l l e r  l e n g t h  t h a n  i t s e l f .

C l e a r l y  e v e r y  e l e m e n t  i s  c o n j u g a t e  t o  a c y c l i c a l l y  r e d u c e d  o n e  s i n c e

i f  g  = h t _ . . . t  ( n  >  1)  i s  t h e  c y c l i c a l l y  r e d u c e d  f o rm  o f  an  
1 n

e l e m e n t  o f  s m a l l e s t  r e p r e s e n t a t i v e  l e n g t h  c o n j u g a t e  t o  g 1, t h e n  t ^

a n d  t  c a n n o t  b e  i n  t h e  same f a c t o r ;  o t h e r w i s e  n

t ng t « 1 = 1n n n i  2 n —1

i s  c o n j u g a t e  t o  g '  an d  h a s  s m a l l e r  r e p r e s e n t a t i v e  l e n g t h  t h a n  g .

When we w i s h  t o  c o n s i d e r  a n  e l e m e n t  g  o f  G n o t  i n  i t s  u n i q u e

n o r m a l  f o r m  b u t  s i m p l y  a s  a p r o d u c t  o f  e l e m e n t s  ( ¥ 1 )  f r o m  a l t e r n a t e  

f a c t o r s ,  we may w r i t e

g = ■ V - - P ,

an d  r e f e r  t o  t h i s  fo rm  f o r  g  a s  a r e d u c e d  f o r m .

L e t  A an d  B b e  g r o u p s ,  H an d  K s u b g r o u p s  o f  A a n d  B

r e s p e c t i v e l y  and  cp a n  i s o m o r p h i s m  b e t w e e n  H an d  K.  We d e n o t e

t h e  g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t  G o f  A an d  B a m a l g a m a t i n g  H (K) 

by  G = {A * B; H, c p}  t o  i n d i c a t e  t h a t  H a n d  K a r e  i d e n t i f i e d  

u n d e r  t h e  i s o m o r p h i s m  cp.  A and  B a r e  r e f e r r e d  t o  a s  f a c t o r s  o f  

G.  We a d o p t  t h e  c o n v e n t i o n  o f  n o t  d i s t i n g u i s h i n g  b e t w e e n  A a n d  i t s  

i s o m o r p h i c  c o p y  i n  G b u t  e x p e c t  t h a t  t h e  p o i n t  o f  v i e w  w i l l  b e  c l e a r  

f r o m  t h e  c o n t e x t .  When f o r  t h e  s a k e  o f  c l a r i t y  we w i s h  t o  c o n s i d e r  a n  

e l e m e n t  h  i n  H a s  l y i n g  s p e c i f i c a l l y  i n  B,  we s h a l l  f e e l  f r e e  

t o  w r i t e  i t  a s  k ^ ,  u n d e r s t a n d i n g  k ^  = h^cp.

More  g e n e r a l l y ,  i f  {A^ }, i  = 1 , . . . ,  n  i s  a c o l l e c t i o n  o f  g r o u p s

and  [H^ } s u b g r o u p s  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  Â  ̂ w i t h  {cp  ̂ }, i  = 1 ...........

n - 1  i s o m o r p h i s m s  w h e r e  cp e s t a b l i s h e s  t h e  i s o m o r p h i s m  o f  H w i t h
J J

H j+ 1  ’ t h e n  ® =  ̂ w i l l  r e p r e s e n t  t h e i r  g e n e r a l i z e d
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f r e e  p r o d u c t .

T h r o u g h o u t  t h i s  t h e s i s  we s h a l l  b e  c o n c e r n e d  w i t h  two p r o b l e m s  

v e r y  c l o s e l y  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c o n j u g a c y  and word  p r o b l e m s ;  t h e s e  

a r e  t h e  s o - c a l l e d  e x t e n d e d  word and  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m s .  Hence  

i t  i s  w o r t h w h i l e  t o  d e s c r i b e  a l l  f o u r  q u i t e  p r e c i s e l y .  L e t  G b e  a 

g r o u p  g i v e n  by m ea ns  o f  a p r e s e n t a t i o n ,  i . e .

G = g p  ( 5 ^ ,  * 2  ’ * * • I r i  <x i»  r 2*Xl '

w h e r e  t h e  x^ a r e  a p o s s i b l y  i n f i n i t e  b u t  r e c u r s i v e l y  e n u m e r a b l e  s e t

o f  g e n e r a t o r s  and  t h e  r  ( x  , x  , a r e  a r e c u r s i v e  s e t  o f  d e f i n i n g1 X A

r e l a t i o n s  o f  G.  G i s  s a i d  t o  b e  f i n i t e l y  p r e s e n t e d  i f  i t  h a s  a

p r e s e n t a t i o n  i n  w h i c h  t h e  n u m b er  o f  g e n e r a t o r s  and  d e f i n i n g  r e l a t i o n s  

i s  f i n i t e .

By a word  w i n  t h e  g e n e r a t o r s  o f  G i s  m e a n t  a f i n i t e  s e q u e n c e

w = g . g „ . . .R  . g m 1 2 m—1 m

w h e r e  e a c h  o f  t h e  g .  i s  o n e  o f  t h e  s y m b o l s  x , x  , x  ^ , x  \  . . .
J X 2 X 2

A s s i g n i n g  t o  t h e  s y m b o l s  t h e i r  v a l u e  i n  t h e  g r o u p  G we c a n  c o m p u te  

t h e  v a l u e  o f  a word w and  i n t e r p r e t  i t  a s  a g r o u p  e l e m e n t  g .  F o r  

t h e  m o s t  p a r t  we s h a l l  n o t  d i s t i n g u i s h  b e t w e e n  w o r d s  i n  t h e  g e n e r a t o r s  

o f  G and  t h e  g r o u p  e l e m e n t s  w h i c h  t h e y  d e f i n e  b u t  we s h a l l  u s e  t h e  

o n e  w h i c h  e f f e c t s  g r e a t e r  c l a r i t y  i n  c o n t e x t .

I .  The  word p r o b l e m .  F o r  an  a r b i t r a r y  word  w = w ( x ^  * ’ *x j  ^
1 n

g e n e r a t o r s  o f  G,  g i v e  a n  e f f e c t i v e  p r o c e d u r e  f o r  d e t e r m i n i n g  i n  a 

f i n i t e  n u m b er  o f  s t e p s  w h e t h e r  w d e f i n e s  t h e  i d e n t i t y  e l e m e n t  1 o f  

G, o r  n o t .

I I .  T h e  c o n j u g a c y  p r o b l e m .  F o r  a n y  p a i r  o f  w o rd s

w = w ( x  , . . . ,  x ) and w = w ( x . . . . x ,  ) 
x x i _  i  2 2 j  JI n  1 m
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i n  t h e  g e n e r a t o r s ,  g i v e  an  e f f e c t i v e  p r o c e d u r e  f o r  d e t e r m i n i n g  i n  a 

f i n i t e  n u m b er  o f  s t e p s  w h e t h e r  w and  w d e f i n e  c o n j u g a t eX £t

e l e m e n t s  o f  G, o r  n o t .

I I I .  The  e x t e n d e d  word  p r o b l e m  f o r  G r e l a t i v e  t o  a g i v e n  f i n i t e l y  

g e n e r a t e d  s u b g r o u p  H. L e t

H = gp  (w ( x 1 , x 2 > . .  . )  wr  ( x ^  x 2 > . .  . )  )

* *
w h e r e  t h e  w^ a r e  w o r d s  i n  t h e  g e n e r a t o r s  o f  G and  l e t  w = w 

( x  , x  , . . . )  b e  an  a r b i t r a r y  e l e m e n t  o f  G. G i v e  an e f f e c t i v e

*
p r o c e d u r e  f o r  d e t e r m i n i n g  i n  a f i n i t e  n u m b er  o f  s t e p s  w h e t h e r  w l i e s

*
i n  H a n d ,  i f  i t  d o e s ,  f o r  e x p r e s s i n g  w i n  t e r m s  o f  t h e  g e n e r a t o r s  

o f  H.

IV .  The  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m  f o r  G r e l a t i v e  t o  H. W i t h  H

and  w* a s  i n  I I I ,  g i v e  an  e f f e c t i v e  p r o c e d u r e  f o r  d e t e r m i n i n g  i n  a

*
f i n i t e  n u m b er  o f  s t e p s  w h e t h e r  w i s  c o n j u g a t e  t o  some e l e m e n t  h 

i n  H.

I f  t h e  f i r s t  o f  t h e s e  p r o b l e m s  i s  a l w a y s  d e c i d a b l e  f o r  a ny  w o r d ,

t h e n  we s a y  t h a t  t h e  g r o u p  G h a s  s o l v a b l e  word  p r o b l e m . S i m i l a r

t e r m i n o l o g y  a p p l i e s  i n  t h e  o t h e r  t h r e e  c a s e s .

As f a r  a s  n o t a t i o n  i s  c o n c e r n e d ,  we s h a l l  a s  u s u a l  w r i t e  

[ x ,  y ]  = x ^y ^ x y ;  [ x ,  y ]  i s  c a l l e d  t h e  c o m m u t a t o r  o f  x  and  y

w h e r e  t h e s e  a r e  a n y  g r o u p  e l e m e n t s .  By [ x ,  Y]  w h e r e  X and  Y a r e

s u b g r o u p s  o f  G,  we s h a l l  mean  t h e  s u b g r o u p  g e n e r a t e d  i n  G by a l l

s u c h  c o m m u t a t o r s  [ x ,  y ]  w i t h  x e X, y e Y.  I n  p a r t i c u l a r ,

[G ,  G ]  = G'  i s  c a l l e d  t h e  c o m m u t a t o r  s u b g r o u p  o f  G.

T h e  c e n t e r  o f  G, d e n o t e d  Z ( G ) , i s  t h e  s e t  o f  a l l  x i n  G

w h i c h  commute w i t h  e v e r y  e l e m e n t  i n  G:

Z (G) = [x  e G [ [ x ,  g  J = 1 f o r  a l l  g e G }.
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We t h e n  d e f i n e  i n d u c t i v e l y  a c h a i n  o f  s u b g r o u p s :

ZQ (G) = 1 ,  Z i+1  (G) i s  t h e  i n v e r s e  im a ge  i n  G o f  t h e  c e n t e r  

o f  G / Z ^ G )  and  i s  c a l l e d  t h e  i  + 1 st_ c e n t e r  o f  G. I n  t h i s  

n o t a t i o n ,  Z^(G) d e n o t e s  t h e  c e n t e r  o f  G.  T h e  u p p e r  c e n t r a l  s e r i e s  

o f  a g r o u p  G i s  t h e  s e r i e s

{l  ] = ZQ (G) £ Z 1 (G) . . .

I f  a g r o u p  G h a s  a n  u p p e r  c e n t r a l  s e r i e s  t e r m i n a t i n g  i n  a f i n i t e  

n u m b er  o f  s t e p s  i n  G, i t  i s  s a i d  t o  b e  n i l p o t e n t ; m o re  p r e c i s e l y ,  

i f  Z (G) = G,  Z , (G) 4  G,  G i s  n i l p o t e n t  o f  c l a s s  m.m m-1 mm------ ™
y  “ 1A l s o ,  by c o n v e n t i o n ,  we u s e  x t o  mean  y x y ,  t h e  c o n j u g a t e  o f  

x  by y and

Hy = {hy |y 6 G,  h e H J 
w h e r e  H i s  a s u b g r o u p  o f  G.

T h e  n o r m a l i z e r  o f  a s u b g r o u p  H o f  G,  d e n o t e d  N_ (H) i s  t h e  

s u b g r o u p  o f  G,

Ng  (H) = [g e G |Hg 5 H } 

w h i l e  t h e  c e n t r a l i z e r  o f  H, d e n o t e d  C r ^  (H) i s  t h e  s u b g r o u p

CrQ (H) = {g € G | [ g , h j  = 1 f o r  a l l  h  e h ]

I f  H ̂  G and  0 i s  an y  m a p p i n g  o f  G i n t o  a n o t h e r  g r o u p  G ' ,

t h e n  0 |H w i l l  i n d i c a t e  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  0 t o  H,
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S e c t i o n  2

We p r o c e e d  t o  d e s c r i b e  t h e  g e n e r a l  t h e o r e m  on  c o n j u g a c y  o f  

e l e m e n t s  i n  a f r e e  p r o d u c t  a s  g i v e n  by M agnus,  K a r r a s s ,  S o l i t a r  [ g ]  

The o rem  1 L e t  G = {A * B; H, cp} and  l e t  g^ b e  any  c y c l i c a l l y  

r e d u c e d  e l e m e n t  o f  G.  I n  d e t e r m i n i n g  c o n j u g a t e s  o f  g^ i n  G t h e r e  

a r e  t h r e e  c a s e s  t o  c o n s i d e r :

( i )  g^  h a s  l e n g t h  z e r o ,  i . e .  g^ = h e H. I f  g^ i s  c o n j u g a t e  t o

g , t h e n  g h a s  l e n g t h  z e r o  o r  o n e  and  t h e r e  e x i s t s  a s e q u e n c e

= h ,  > • • • »  ^

w h e r e  h^ i s  i n  H and c o n s e c u t i v e  t e r m s  o f  t h e  s e q u e n c e  a r e  c o n j u g a t e  

i n  a f a c t o r .

( i i )  g^ h a s  l e n g t h  o n e ,  i . e .  g^ l i e s  i n  A o r  B.  I f  g^ i s  

c o n j u g a t e  t o  g t h e n  e i t h e r£k

( a )  g l i e s  i n  H ( an d  we a r e  b a c k  i n  I )a

(b )  g l i e s  i n  a c o n j u g a t e  o f  H and  t h e r e  e x i s t s  a s e q u e n c eA

g , h , . . . ,  h , g s u c h  t h a t  h e H and  s u c c e s s i v e  t e r m s  o fX X  t  A 1

t h e  s e q u e n c e  a r e  c o n j u g a t e  i n  a f a c t o r

o r

( c )  g l i e s  i n  t h e  same f a c t o r  a s  g b u t  n o t  i n  a c o n j u g a t e
A X

o f  H and  g and g a r e  c o n j u g a t e  i n  t h a t  f a c t o r
« X

( i i i )  g ,  h a s  l e n g t h  g r e a t e r  t h a n  o n e ,  i . e .  g ,  = p , . . . p  ( r  > 1 ) .1 1 1 r

I f  g^ i s  c o n j u g a t e  t o  g ^ ,  t h e  l a t t e r  c a n  be  o b t a i n e d  f rom  g^ by

c y c l i c a l l y  p e r m i t t i n g  p _ . . . p  and  t h e n  c o n j u g a t i n g  by some e l e m e n t
r  ** . hh e H; i . e .  g £ = ( p .  . .  , p r  p .  . .  . p ^ )
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S i n c e  o u r  o b j e c t i v e  i s  t o  p r o v i d e  a n  a l g o r i t h m i c  s o l u t i o n  t o  t h e  

c o n j u g a c y  p r o b l e m  i t  s e e m s  h e l p f u l  a t  t h i s  p o i n t  t o  i n v e s t i g a t e  t h e

i m p l i c a t i o n s  o f  t h e  g e n e r a l  t h e o r e m  and  t o  d e s c r i b e  a p r o c e d u r e  i n

d e t a i l .  F i r s t  o f  a l l  g i v e n  a n y  two e l e m e n t s  g^ and  g 2 o f  G we 

m u s t  b e  a b l e  t o  c y c l i c a l l y  r e d u c e  o n e  o f  t h e m ,  s a y  g ^ . As s t a t e d  i n  

S e c t i o n  1 t h i s  i s  n o t  o n l y  p o s s i b l e  b u t  m e c h a n i c a l l y  s t r a i g h t f o r w a r d .

N e x t  we m u s t  b e  a b l e  t o  d e c i d e  e f f e c t i v e l y  w h e t h e r  o r  n o t  g^  l i e s  i n  

H, t h a t  i s ,  we m u s t  b e  a b l e  t o  s e t t l e  t h e  e x t e n d e d  word  p r o b l e m  f o r  A 

and  B r e l a t i v e  t o  H. F i n a l l y  we m u s t  know t h a t  A and B t h e m ­

s e l v e s  h a v e  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  and  s o l v a b l e  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  

p r o b l e m  w i t h  r e s p e c t  t o  H.

F o r  t h e  s a k e  o f  p r o c e d u r a l  e f f i c i e n c y  and  c l a r i t y  i n  w ha t  f o l l o w s ,  

we s u m m a r i z e  t h i s  i n  t h e  fo rm  o f  a p r o p o s i t i o n  t o  w h i c h  we s h a l l  r e f e r  

f r e q u e n t l y  t h r o u g h o u t  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h e  t h e s i s .

P r o p o s i t i o n  1 L e t  G = {A * B; H, c p ]  and  l e t  g^ and  g 2 be  any  

a r b i t r a r y  p a i r  o f  e l e m e n t s  o f  G. T h e n  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  G 

t o  h a v e  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  a r e :

(A) S o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i n  A an d  i n  B.

(B) S o l v a b l e  e x t e n d e d  word p r o b l e m  f o r  A and  B r e l a t i v e  t o  H.

(C) S o l v a b l e  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m  f o r  A and  B r e l a t i v e

t o  H,

(D) An e f f e c t i v e  m e t h o d  f o r  e i t h e r  p r o d u c i n g ,  i n  c a s e  g^ and

h a v e  l e n g t h  s: 1 ,  a f i n i t e  s e q u e n c e  g , h  , . . . , h  , g o f  e l e m e n t sX X  t  «

w i t h  h^ i n  H and  s u c c e s s i v e  t e r m s  c o n j u g a t e  i n  a f a c t o r  o r  e l s e

a n  e f f e c t i v e  p r o c e d u r e  f o r  d e t e r m i n i n g  t h a t  no  s u c h  s e q u e n c e  e x i s t s ,

(E)  An e f f e c t i v e  m e t h o d  f o r  e i t h e r  p r o d u c i n g ,  i n  c a s e  g and  g*■ £t
. *

h a v e  e q u a l  l e n g t h  > 1 ,  a n  e l e m e n t  h i n  H s u c h  t h a t



g l  = g 2 o r  e l s e  a n  e f f e c t i v e  p r o c e d u r e  f o r  d e t e r m i n i n g  t h a t  no  s u c h

*
h e x i s t s .

P r o o f ; C y c l i c a l l y  r e d u c i n g  o n e  o f  t h e  g i v e n  e l e m e n t s ,  s a y  g ^ ,  (B) 

a l l o w s  u s  t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  o r  n o t  i t  l i e s  i n  H. I f  i t  d o e s  (D) 

p r o v i d e s  a s e q u e n c e  t h e  l a s t  e l e m e n t  o f  w h i c h  m u s t  b e  c o n j u g a t e  t o  g 

i n  a f a c t o r  i n  o r d e r  f o r  g  a n d  g _  t o  b e  c o n j u g a t e  i n  G o r  e l s eX m

e f f e c t i v e l y  d e t e r m i n e s  t h a t  g  an d  g  a r e  n o t  c o n j u g a t e .  I f  g
1 « 1

h a s  l e n g t h  o n e ,  we c a n  by  (C) d e c i d e  e f f e c t i v e l y  w h e t h e r  o r  n o t  i t  l i e s  

i n  a c o n j u g a t e  o f  H.  I f  n o t ,  (A) i s  s u f f i c i e n t  t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  

g^  i s  c o n j u g a t e  t o  g 2 a s  c a s e  ( i i )  o f  T h e o r e m  1 a s s u r e s .  On t h e  

o t h e r  h a n d ,  i f  g^  d o e s  l i e  i n  a c o n j u g a t e  o f  H, s a y  g ^  i s  c o n j u g a t e  

t o  h  e H, (D) a g a i n  s u f f i c e s  t o  t e s t  i t s  c o n j u g a c y  w i t h  g . F i n a l l yA £t

i f  g  = p . , . p  ( r  >  1 ) ,  c a s e  ( i i i )  o f  T h e o r e m  1 a s s e r t s  t h a t
*

g „  = ( p , . . . p  p , . . . p , , )  f o r  some c y c l i c  p e r m u t a t i o n  o f  p ,  . . . p  £ l  r  i  i —i  1 r
*

an d  some h e H. S i n c e  t h e r e  a r e  o n l y  r  p o s s i b l e  p e r m u t a t i o n s ,  (E)  

s u f f i c e s  t o  e n s u r e  t h a t  we c a n  d e t e r m i n e  t h e  c o n j u g a c y  v i a  a n  e l e m e n t  

o f  H o f  g  w i t h  o n e  o f  t h e s e  e l e m e n t s  o f  l e n g t h  r  i n  G o r  e l s eCk

d e t e r m i n e  t h a t  no  s u c h  e l e m e n t  o f  H e x i s t s .

I n  c o n n e c t i o n  w i t h  (E)  we n o t i c e  t h a t  f r e q u e n t l y  i t  w i l l  b e  

n e c e s s a r y  t o  d e c i d e  n o t  o n l y  when  two  e l e m e n t s  o f  a g r o u p  X a r e  

c o n j u g a t e  b u t ,  i n  a d d i t i o n ,  w h i c h  e l e m e n t s  o f  a  s u b g r o u p  Y o f  X

e f f e c t  a n  i n n e r  a u t o m o r p h i s m  m a p p i n g  o n e  t o  t h e  o t h e r .  T h i s  m o t i v a t e s

t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n .  L e t  X b e  a g r o u p  g i v e n  by a r e c u r s i v e  

s e t  o f  g e n e r a t o r s  x  , x  , . . .  s u b j e c t  t o  a r e c u r s i v e  s e t  r  , r  , . . .1 A 1 A

o f  d e f i n i n g  r e l a t i o n s  i n  t h e s e  g e n e r a t o r s .  L e t  f u r t h e r  Y b e  a s u b ­

g r o u p  o f  X w h i c h  com es  e q u i p p e d  w i t h  a f i n i t e  s e t



10

o f  g e n e r a t o r s ,  w h e r e  e a c h  y i s  some e x p l i c i t l y  g i v e n  w o r d  i n  t h e
J

g e n e r a t o r s  x  , x  , . . .  A s s u m i n g  t h a t  X h a s  s o l v a b l e  e x t e n d e d  X &

c o n j u g a c y  r e l a t i v e  t o  Y,  i t  f o l l o w s  t h a t  Y i s  a r e c u r s i v e  s u b s e t  o f  

X,  i . e .  t h e r e  i s  a r e c u r s i v e  e n u m e r a t i o n

a ^ i  ^ 2 * • • *

o f  t h e  e l e m e n t s  o f  Y w h i c h  we s h a l l  a s s u m e  a s  f i x e d  t h r o u g h o u t .

We s h a l l  s a y  t h a t  X h a s  a s o l v a b l e  s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o b l e m  

_rel^i t_ive t o  Y i f :

( i )  F o r  e v e r y  p a i r  w , x  o f  e l e m e n t s  o f  X, t h e  s e t  C o f  t h o s e
W i X

e l e m e n t s  c  e Y w h i c h  c o n j u g a t e  w t o  x  ( i . e .  c  ^ w c  = x)  i s

r e c u r s i v e ,  i . e .  b o t h  ^  an d  i t s  c o m p l e m e n t  i n  Y a r e  r e c u r s i v e l y

e n u m e r a b l e , 

and

( i i )  F o r  e v e r y  f i n i t e  s e q u e n c e

(wx , x x ) , (w2 , x g ) , . , . ,  (wn , xn )

o f  p a i r s  o f  e l e m e n t s  o f  X, t h e r e  e x i s t s  a r e c u r s i v e l y  e n u m e r a b l e  

f u n c t i o n  f  ( f r o m  t h e  i n t e g e r s  t o  t h e  i n t e g e r s )  s u c h  t h a t

<C„ , . x ,  n Y> U < V , x ,  n Y) U- - - U <C.  , x  n Y> * fV  a2 . “ ( ( „ )  1x x  a  « n  n

We a s s u m e  f o r  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  s e c t i o n  t h a t ,  u n l e s s  o t h e r w i s e

s p e c i f i e d ,  A an d  B a r e  f i n i t e l y  p r e s e n t e d  g r o u p s ,  H an d  K a r e

f i n i t e l y  g e n e r a t e d  s u b g r o u p s  o f  A a n d  B r e s p e c t i v e l y ,  an d  cp i s

a n  i s o m o r p h i s m  o f  H o n t o  K.  O n c e  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  A a n d  B

h a v e  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i t  s e e m s  c l e a r  t h a t  t h e  p o s s i b i l i t y  o f

s o l v i n g  t h e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i n  t h e  g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t

G = [A * B; H, c p ]  i s  d e t e r m i n e d  i n  some s e n s e  by  t h e  n a t u r e  o f  t h e

s u b g r o u p  H t o g e t h e r  w i t h  i t s  r e l a t i v e  p o s i t i o n  i n  A a nd  i n  B,

i . e .  by  t h e  e f f e c t  o n  H o f  i n n e r  a u t o m o r p h i s m s  o f  A an d  B.
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S e c t i o n  3

B e f o r e  c o n c e n t r a t i n g  on  c o n d i t i o n s  o n  s u b g r o u p s  H an d  K w i t h  

t h e i r  I d e n t i f y i n g  a u t o m o r p h i s m  cp, we s h o u l d  n o t i c e  a n  i n t e r e s t i n g  

r e s u l t  s t e m m i n g  o n l y  f r o m  a s p e c i a l  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  A an d  B 

t h e m s e l v e s .

T h e o r e m  2 S u p p o s e  B i s  a n  i s o m o r p h i c  c o p y  o f  A g i v e n  a s  f o l l o w s :

A = gp  ( a ^ i  • j r ^  ( a ^ , a ^ , . . . ) ,  r ^  ( a ^ , a ^ ,

B = gp  ( b ^ , b ^ i • * • 5  ( b ^ , b ^ , . . . ) ,  r ^  ( b ^ , b ^ , . . . ) , » » * )

a n d  l e t  cp b e  t h e  i s o m o r p h i s m  g i v e n  by

cp ( a ±) = b A i  = 1 ,  2 ,  . .  .

F u r t h e r  s u p p o s e

H — gp ^a ]_ ’ a 2 * ‘  ̂ ' W2 ^a l  * a 2* * * *  ̂ ’ • * * * Wn ̂ a j_» a 2 ' * * •  ̂ ^

K = gp ^^*1 * ^ 2 * '  * *  ̂ * W2 ^^1 * ^ 2 1 ■ ■ 1 ' * '  1 ^^1 ’ ^ 2 1 '  '  '  ̂ ^

T h e n  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i n  A t o g e t h e r  w i t h  s o l v a b l e

e x t e n d e d  an d  s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o b l e m s  r e l a t i v e  t o  H i n  A a r e

s u f f i c i e n t  f o r  s o l u t i o n  o f  t h e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i n  G = (A * B; H, cp}

P r o o f : I f  A h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m ,  c e r t a i n l y  B = Acp d o e s

a l s o  and  c l e a r l y  t h e  c o n j u g a c y  o f  tw o  e l e m e n t s  i n  A i s  e q u i v a l e n t  t o

t h e  c o n j u g a c y  i n  B o f  t h e i r  i m a g e s  u n d e r  cp. T h e  same  i s  t r u e  o f  t h e

e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m ,  f o r  i f

a X = h ( a ,  x  e A,  h  e H)

t h e n

acpX<̂  = h (acp, xcp e B, h  e K)

I t  i s  p o s s i b l e  t o  show  t h a t  i n  t h i s  c a s e  t h e  r e m a i n i n g  c o n d i t i o n s  

o f  P r o p o s i t i o n  1 w h i l e  s u f f i c i e n t  a r e  n o t  n e c e s s a r y .  L e t  g ^  a n d  g ^  

b e  a n y  p a i r  o f  e l e m e n t s  o f  G w i t h  g^  c y c l i c a l l y  r e d u c e d .  I f  g^
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h a s  l e n g t h  z e r o  an d  i s  c o n j u g a t e  t o  g , t h e n  t h e r e  e x i s t s  a s e q u e n c e

g l '  h t * g 2

w i t h  h^ e H a n d  s u c c e s s i v e  t e r m s  c o n j u g a t e  i n  a f a c t o r .  I f ,  f o r  a n y

i ,  h^ i s  c o n j u g a t e  t o  li ^ i n  B, s a y  

k i  -  k i + i  < b  •  B >

t h e n

hJ 'P  = h® = h i+ 1  (acp = b)

s o  t h a t  c o n s e c u t i v e  t e r m s  ( a n d  t h e r e f o r e  g  and  g ) a r e  a l r e a d y  

c o n j u g a t e  i n  A.

I f  g  h a s  l e n g t h  o n e  a nd  i s  c o n j u g a t e  t o  g  t h e n  e i t h e r  g
X a  a

l i e s  i n  t h e  same f a c t o r  a nd  i s  c o n j u g a t e  t o  g^  i n  t h a t  f a c t o r  ( h e n c e

c l e a r l y  t h e y  a r e  c o n j u g a t e  i n  A) o r  e l s e  l i e s  i n  a c o n j u g a t e  o f

H a s  d e t e r m i n e d  by  t h e  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m  a nd  t h e r e  e x i s t s  a 

s e q u e n c e

i • • • i i

a g a i n  w i t h  s u c c e s s i v e  t e r m s  c o n j u g a t e  i n  a f a c t o r .  I n  t h e  l a t t e r  c a s e ,

j u s t  a s  a b o v e ,  a l l  c o n s e c u t i v e  t e r m s  known t o  b e  c o n j u g a t e  i n  A o r  i n

B a r e  a l r e a d y  c o n j u g a t e  i n  A.

F i n a l l y ,  i f  g .  = p . • . . p  ( r  >  1)  an d  i s  c o n j u g a t e  t o
*h *

g 2 = q 1 . . . q r , t h e n  g 2 = ( p ± . . . p r  p ± . . • P i _1 ) w i t h  h e H. F o r

h*  “ 1 ^  “ 1
p ,  e B a nd  p .  = q , i t  i s  c l e a r  t h a t  p .  cp = q cp s o  t h a tj  J e  j  e

c o n j u g a c y  i s  a l r e a d y  d e t e r m i n e d  i n  A.  T h e  s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o b l e m

*
b e i n g  s o l v a b l e  i n  A,  we c a n  d e t e r m i n e  t h o s e  h s u c h  t h a t

h* h*q = p ( j  = l , , . . , r )  a n d  p r o c e e d  t o  t e s t  q  = p .  . ,  e t c .  t h r o u g h
1 J  J  +

a l l  t h e  c o m p o n e n t s  o f  g 2<
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C o r o l l a r y  1 U n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  o f  T h e o r e m  1 f o r  G = {A * B; H, 

tw o  e l e m e n t s  a , a o f  A a r e  c o n j u g a t e  i n  G i f  an d  o n l y  i f  t h e y
1  A

a r e  c o n j u g a t e  i n  A.

P r o o f :  I f  a ,  and  a „  a r e  c o n j u g a t e  i n  A t h e n  c l e a r l y  t h e y  a r e

c o n j u g a t e  i n  G.  C o n v e r s e l y ,  s u p p o s e  a  an d  a a r e  c o n j u g a t e  i n
X w

G. T h e n  we know f r o m  T h e o r e m  1 t h a t  t h e r e  i s  a s e q u e n c e  ( p o s s i b l y

e m p t y )  o f  e l e m e n t s  o f  H, h ^ , h  , . . . ,  h .̂ s u c h  t h a t  g ^  an d  h^ a s

w e l l  a s  g  and  h a r e  c o n j u g a t e  i n  A w h i l e  s u c c e s s i v e  h a r eA X 1

c o n j u g a t e  i n  a f a c t o r .  B u t  a s  i n  T h e o r e m  2 ,  s u c c e s s i v e  t e r m s  h ^ ,

c o n j u g a t e  i n  a  f a c t o r  a m o u n t s  t o  t h e s e  t e r m s  b e i n g  c o n j u g a t e  i n  A.

T h e o r e m  3 S u p p o s e  B i s  an  i s o m o r p h i c  c o p y  o f  A a s  i n  T h e o r e m  2 .

S u p p o s e ,  f u r t h e r  t h a t  ljr i s  a n  i s o m o r p h i s m  o f  H o n t o  K (K 4  Hep)

s u c h  t h a t  lpcp * i s  a n  e l e m e n t  o f  cp (A) , t h e  g r o u p  o f  i n n e r  a u t o -  

m o r p h i s m s  o f  A w h e r e  ijfcp i s  known t o  b e  i n d u c e d  by a e A.  T h e n

t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i n  A t o g e t h e r  w i t h  s o l v a b l e

e x t e n d e d  an d  s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o b l e m s  r e l a t i v e  t o  H i n  A a r e  

s u f f i c i e n t  f o r  s o l u t i o n  o f  t h e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i n  G = {A * B; H, cp}. 

P r o o f : I f  A h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m ,  c e r t a i n l y  B = Acp d o e s  

a l s o ;  m o r e o v e r ,  two  e l e m e n t s  a r e  c o n j u g a t e  i n  A i f  an d  o n l y  i f  t h e i r  

i m a g e s  u n d e r  cp a r e  c o n j u g a t e  i n  B .  I t  i s  n o t  e q u a l l y  a p p a r e n t  t h a t  

s o l v a b l e  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i n  B r e s u l t s  f r o m  s o l v a b i l i t y  i n  

A b e c a u s e  o f  t h e  i d e n t i f y i n g  i s o m o r p h i s m  i(r; h o w e v e r  i f  

b x = k ( b  a nd  x i n  B, k  e K)

t h e n  t h e r e  e x i s t s  a n  h i n  H s u c h  t h a t  h  = k +  * 

a n d

<bX = h * )  cp- 1

. x  - 1  , . - 1b  cp = hi|icp
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b e c o m e s
-1 *

a X^  = h^cp” 1 = h a  (acp = b )
*

- 1  aT h e r e f o r e ,  i f  b  i s  c o n j u g a t e  t o  h  i n  B,  bcp i s  c o n j u g a t e  t o  h

a n d  h e n c e  c o n j u g a t e  t o  h  i n  A .  T h e  c o n v e r s e  f o l l o w s  s i m i l a r l y .  T h e

r e s t  o f  t h e  p r o o f  c o n s i s t s  i n  s h o w i n g  t h a t  t h e  r e m a i n i n g  c o n d i t i o n s  o f

P r o p o s i t i o n  1 a r e  i n  t h i s  c a s e  u n n e c e s s a r y .

L e t  g.. a n d  g  b e  a n y  p a i r  o f  e l e m e n t s  o f  G w i t h  g1 a  X

c y c l i c a l l y  r e d u c e d .  I f  g ^  h a s  l e n g t h  z e r o  a n d  i s  c o n j u g a t e  t o  g 2> 

t h e n  t h e r e  e x i s t s  a s e q u e n c e

i i ■ • • i b̂ _ i g g

w i t h  h^  i n  H a n d  c o n s e c u t i v e  t e r m s  c o n j u g a t e  i n  a  f a c t o r .  I f ,  f o r  

a n y  i ,  h ^  i s  c o n j u g a t e  t o  h i  + ̂  i n  B ,  s a y

k i  ■ k i + i  <b  e B>

t h e n

i m p l i e s

o r

h . t b  = h .  .  ♦ 
i  l + l

- 1_ ! b c P  - a
h  fcp = h .  ijicp"1 = h .  (acp = b )

i  i  l + l

* * - i
a a

h i  = h i + i

w h e r e  c o n s e c u t i v e  t e r m s  ( a n d  i n  p a r t i c u l a r  g  a n d  g „ )  a r e  a l r e a d yX a

c o n j u g a t e  i n  A.

I f  g  h a s  l e n g t h  o n e  a n d  i s  c o n j u g a t e  t o  g  , t h e n  e i t h e r  g  
1 2 ^

l i e s  i n  t h e  s a m e  f a c t o r  a n d  i s  c o n j u g a t e  t o  g ^  i n  t h a t  f a c t o r  ( a n d

h e n c e  c l e a r l y  t h e y  a r e  c o n j u g a t e  i n  A) o r  e l s e  g ^  l i e s  i n  a  c o n j u g a t e

o f  H a s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m  a n d  t h e r e  e x i s t s  

a  s e q u e n c e

g 2 ’ h t » g i
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a g a i n  w i t h  s u c c e s s i v e  t e r m s  c o n j u g a t e  i n  a f a c t o r .  I n  t h e  l a t t e r  c a s e ,

a s  p r e v i o u s l y ,  a l l  c o n s e c u t i v e  t e r m s  known t o  b e  c o n j u g a t e  i n  A o r  i n

B a r e  a l r e a d y  c o n j u g a t e  i n  A.

F i n a l l y ,  i f  g.. = p . . . p  ( r  >  1 )  a n d  i s  c o n j u g a t e  t o
*

h *
g 2 = q x . . • <ir , t h e n  g g = ( p ^ . . . P ^  • • - P j ^ )  w ± t h  h l n  H * P o r

P j  e B an d

i t  i s  c l e a r  t h a t

y i e l d s

h %
P j  = Q,

/  >!*♦ v “ I( P ,  -  V  =P

♦ , - 1  * - l  ♦ *
- I 11 ^  _ i a  h  8 - I

P j C p  =  P j C p  =  ( ^ t p

s o  t h a t  c o n j u g a c y  i s  a l r e a d y  d e t e r m i n e d  i n  A.

Assum e t h e r e f o r e  t h a t  q  t h e  f i r s t  c o m p o n e n t  o f  g  l i e s  i n  A.1 6
*

U s i n g  t h e  s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i n  A,  d e t e r m i n e  t h o s e  h s u c h  t h a t

h*
Q1 = P j

w h e r e  p i s  t h e  f i r s t  c o m p o n e n t  i n  o n e  o f  t h e  f i n i t e  n u m b e r  o f  c y c l i c

*
p e r m u t a t i o n s  o f  g ^ . F o r  e a c h  h s o  d e t e r m i n e d ,  t e s t  w h e t h e r

*  ,h ♦ _ _
2 P j + 1

an d  s o  o n  t h r o u g h  a l l  t h e  c o m p o n e n t s  o f  g  . As we h a v e  j u s t  n o t e d ,
a

c o n j u g a c y  o f  e l e m e n t s  i n  B c a n  b e  e q u i v a l e n t l y  d e t e r m i n e d  i n  A, 

t h e r e b y  c o m p l e t i n g  t h e  p r o o f .

So much f o r  s o l u t i o n s  o f  t h e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i n  g e n e r a l i z e d  f r e e  

p r o d u c t s  w h e r e  t h e  f a c t o r s  t h e m s e l v e s  a r e  e s p e c i a l l y  r e l a t e d .  We w i s h  

now t o  c o n c e n t r a t e  o n  c o n d i t i o n s  o n  t h e  a m a l g a m a t e d  s u b g r o u p  w h i c h  

r e n d e r  t h e  s o l u t i o n  m o re  t r a c t a b l e .
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S e c t i o n  4

A s s u m in g  f o r  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  s e c t i o n  t h a t  A and  B, 

f i n i t e l y  p r e s e n t e d  g r o u p s ,  h a v e  t h e m s e l v e s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m ,  

t h e n  t h e  s i m p l e s t  c o n d i t i o n s  o n  t h e i r  r e s p e c t i v e  s u b g r o u p s ,  H and  K, 

g i v i n g  r i s e  t o  a s o l u t i o n  a r e  s t a t e d  and  p r o v e d  by M a gnus ,  K a r r a s s ,

S o l i t a r  [ 8 ] .

( 1 )  H *  z  (A) a nd  K ^  Z (B)

( 2 )  H a  f i n i t e  s u b g r o u p

B o t h  ( 1 )  and  ( 2 )  a d m i t  o f  g e n e r a l i z a t i o n s  w h i c h  we p r o c e e d  t o  i n v e s t i g a t e .

An i m m e d i a t e  a p p l i c a t i o n  o f  (2 )  i s  g i v e n  a f t e r  t h i s  d e f i n i t i o n .

D e f i n i t i o n ; A g r o u p  G i s  an  FC g r o u p  ( f i n i t e  c o n j u g a t e  g r o u p )  i f  

e a c h  x  e G h a s  o n l y  a f i n i t e  n u m b e r  o f  c o n j u g a t e s .

P r o p o s i t i o n  1 L e t  A and B b e  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  FC g r o u p s  w i t h

r e s p e c t i v e  p e r i o d i c  s u b g r o u p s  P and  Q (^  1)  . I f  cp i s  an

i s o m o r p h i s m  o f  P w i t h  Q, t h e n  G = {A * B, P ,  c p } h a s  s o l v a b l e

c o n j u g a c y  p r o b l e m .

P r o o f : I n  a f i n i t e l y  g e n e r a t e d  FC g r o u p  t h e  s u b g r o u p  P c o n s i s t i n g

o f  p e r i o d i c  e l e m e n t s  i s  f i n i t e  [ 1 0 ] .

A g e n e r a l i z a t i o n  o f  (2 )  i s  g i v e n  by  t h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n .  

P r o p o s i t i o n  2 L e t  H and  K b e  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  s u b g r o u p s  o f  A

and  B,  b o t h  s u b g r o u p s  h a v i n g  t h e  p r o p e r t y  t h a t  f o r  e v e r y  x i n  H (K)

t h e  n u m b e r  o f  c o n j u g a t e s  o f  x  i n  A (B) i s  f i n i t e .  I f  A and  B 

h a v e  s o l v a b l e  e x t e n d e d  w ord  p r o b l e m  and  c o n j u g a c y  p r o b l e m  a s  w e l l  a s  

s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H, t h e n  G = {A * B; H, c p ]  h a s  

s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m .

P r o o f :  O n l y  c o n d i t i o n s  (D) and  (E)  o f  P r o p o s i t i o n  1 n e e d  v e r i f i c a t i o n .
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So a s sum e  t h a t  g and  g a r e  g i v e n  w i t h  g c y c l i c a l l y  r e d u c e d .  I f1  «  X

g^ l i e s  i n  H o r  i n  a c o n j u g a t e  o f  H, t h e  num ber  o f  p o s s i b l e  s e q u e n c e s

h l ’ h 2   h t

w i t h  s u c c e s s i v e  t e r m s  c o n j u g a t e  i n  a f a c t o r  i s  f i n i t e  by a s s u m p t i o n  

w h e t h e r  o r  n o t  g^ i s  c o n j u g a t e  t o  h^ i n  any  s u c h  s e q u e n c e  i s  

d e c i d a b l e  by t h e  s o l v a b l e  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m  f o r  b o t h  g r o u p s  

w i t h  r e s p e c t  t o  H.

I f  g i  = P I * * ' *P r  ( r  >  1 5 ’ t h e "  g 2 = q l * * ' q r  = ( p i * ‘ *P r P i * * , p i - l *  

i f  g  and  g a r e  c o n j u g a t e .  U s i n g  t h e  s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o p e r t y ,X A
. ** h

d e t e r m i n e  t h o s e  h s u c h  t h a t  q ,  = p .  and  t e s t ,  f o r  a l l  s u c c e s s i v e+ 1 l
h # .

c o m p o n e n t s  o f  g w h e t h e r  q  = p ( j  = 2 , . . . r ) .
Z J  1 + J

A g e n e r a l i z a t i o n  o f  ( 1 )  i s  g i v e n  by t h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n .  

P r o p o s i t i o n  3 L e t  H be  a s u b g r o u p  o f  A s u c h  t h a t  H ^ Z (A) and 

l e t  K be a n y  s u b g r o u p  o f  B. I f  A and B h a v e  s o l v a b l e  e x t e n d e d  

word  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H and i f  B h a s  s o l v a b l e  e x t e n d e d  c o n j u g a c y

p r o b l e m  and s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  K, t h e n

G = { A * B ;  H, cp} h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m .

P r o o f : C o n s i d e r i n g  t h e  c o n d i t i o n s  o f  P r o p o s i t i o n  1 ,  S e c t i o n  2:

(A) and  (B) a r e  s a t i s f i e d  by h y p o t h e s i s .

(C) S o l v a b l e  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i n  A r e l a t i v e  t o  H i s

i d e n t i c a l  w i t h  t h e  s o l v a b l e  e x t e n d e d  word p r o b l e m  s i n c e  any  e l e m e n t

a e A i s  i n  a c o n j u g a t e  o f  H ^ Z (A) i f  and o n l y  i f  a e H.

(D) S u c c e s s i v e  t e r m s  o f  a n y  s e q u e n c e  o f  e l e m e n t s  o f  H

h j , » h 2 ' '  ’ ’ ’ h t  ( h i  ^  h i + l )

a r e  c o n j u g a t e  i n  a f a c t o r  i f  and  o n l y  i f  t h e y  a r e  c o n j u g a t e  i n  B s i n c e

h® = ( a  e A)
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(E )  I f  g  = p . .  , p  a n d  g = q  . . . q  ( r  > 1 )  t h e n  we know t h e y  a r e  x x i *  « x r
*

c o n j u g a t e  i f  a nd  o n l y  i f  g  = (p  . . . p  p  . . . p  ) f o r  some c y c l i c
« J  r  i  j  ~1

♦
p e r m u t a t i o n  o f  t h e  c o m p o n e n t s  o f  g^  a n d  h e H. Assume w i t h o u t  l o s s

o f  g e n e r a l i t y  t h a t  q ^  e A; t h e n  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h i s  r e l a t i o n s h i p

h o l d s  o n l y  i f  q^ = P j  f o r  some j .  S i n c e  B h a s  s o l v a b l e  s t r o n g

*
c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  K, we c a n  d e t e r m i n e  t h o s e  h e H 

f o r  w h i c h
*

h
q 2 “  P j + 1

T h e  s u c c e s s i v e  q^  e A m u s t  t h e n  b e  e q u a l  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g

*
w h i l e  t h o s e  q^ e B m u s t  b e  c o n j u g a t e  v i a  h  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g

p .  w h i c h ,  o f  c o u r s e ,  c a n  b e  e f f e c t i v e l y  d e c i d e d .
J + r  ’ r

B e f o r e  t a k i n g  up  some m o re  g e n e r a l  c a s e s ,  we e s t a b l i s h  t h e  f o l l o w i n g  

d e f i n i t i o n s .

D e f i n i t i o n  I f  S i s  a s u b g r o u p  o f  G a n d  s  a n y  e l e m e n t  o f  S ,  by

t h e  c o n j u g a t o r  o f  s  i n  G , d e n o t e d  CgG ( s ) , we s h a l l  m ean  t h e  s e t

CgQ ( s )  = {x e G | s X e S ]

D e f i n i t i o n  The  c o n j u g a t o r  o f  a s u b g r o u p  S o f  G. d e n o t e d  Cg~ CS)— ' X G

i s  t h e  s u b g r o u p  o f  G g e n e r a t e d  by  t h e  c o n j u g a t o r s  o f  a l l  s  e S;  i . e .

Cgr  (S )  =  gp  (  U Cg ( s )  )G s  e S G

T h e o r e m  4 L e t  H a nd  K b e  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  s u b g r o u p s  o f  A and  B

a n d  cp a n  i s o m o r p h i s m  o f  H o n t o  K. A ssum e  t h a t  Cg (H) i sl\
i s o m o r p h i c  t o  CgQ (K) u n d e r  a u n i q u e  i s o m o r p h i s m  cp̂  w h i c h  e x t e n d s  

cp; i . e .  cp1 | H = cp. I f  A an d  B h a v e  s o l v a b l e  e x t e n d e d  w ord  and 

c o n j u g a c y  p r o b l e m s  an d  s o l v a b l e  s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H, 

t h e n  G = {a * B; H, cp} h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m .

P r o o f :  T h e  v e r i f i c a t i o n  o f  c o n d i t i o n  (D) o f  P r o p o s i t i o n  1 r e q u i r e s  m o re
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d e t a i l e d  c o n s i d e r a t i o n  s i n c e  t h e  s e q u e n c e s  h  , h  , . . . ,  h a r e  n e i t h e r
X a  X

n e c e s s a r i l y  f i n i t e  n o r  l i m i t e d  t o  c o n j u g a c y  i n  o n e  f a c t o r  a s  b e f o r e .  

A s s u m e  g  a n d  g  a r e  a n y  p a i r  o f  e l e m e n t s  o f  G w i t h  g
X  a  X.

c y c l i c a l l y  r e d u c e d .  I f  g 1 h a s  l e n g t h  z e r o  a n d  i s  c o n j u g a t e  t o  g  ,X e

t h e n  l e t

B1 • h i »  * ’ *'  h t ’ s 2 

b e  a  s e q u e n c e  w i t h  h ^  e H a n d  c o n s e c u t i v e  t e r m s  c o n j u g a t e  i n  a f a c t o r .

By r e a s o n  o f  cp* w h i c h  e x t e n d s  cp u n i q u e l y ,  e l e m e n t s  o f  H a r e

c o n j u g a t e  i n  A i f  a n d  o n l y  i f  t h e y  a r e  c o n j u g a t e  i n  B ,  f o r

h f  = h ( a  e A)
1 a+1

i m p l i e s
1 b  i

h i 9 aCp = k ± = h i + 1 cp = k i + 1  (acp = b  e B)

T h e r e f o r e  i f  g 2 h a s  l e n g t h  z e r o  o r  o n e ,  i t  i s  c o n j u g a t e  t o  g ^  i n  

t h e  f a c t o r  i n  w h i c h  i t  l i e s .

I f  g ^  h a s  l e n g t h  o n e  a n d  i s  i n  a  c o n j u g a t e  o f  H, we may r e p l a c e  

g ^  b y  a n y  c o n j u g a t e  h ^  i n  H a n d ,  r e p e a t i n g  t h e  a b o v e  a r g u m e n t ,  

t e s t  w h e t h e r  h  a n d  g  a r e  c o n j u g a t e  i n  t h e  f a c t o r  i n  w h i c h  g  l i e s .
X  Z  £ t

T h e  v e r i f i c a t i o n  o f  c o n d i t i o n  ( E )  p r o c e e d s  e v i d e n t l y  f r o m  t h e  

s o l v a b l e  s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i n  A a n d  i n  B.

An i m m e d i a t e  c o r o l l a r y  o f  T h e o r e m  4 f o l l o w s  t h i s  d e f i n i t i o n .  

D e f i n i t i o n  A s u b g r o u p  S o f  a  g r o u p  G i s  s a i d  t o  b e  m a l n o r m a l  i n  G 

i f  f o r  a n y  s  e S a n d  x  e G w i t h  x  it S ,  t h e n  s x  ^  S .

C o r o l l a r y  L e t  H b e  a  m a l n o r m a l  s u b g r o u p  o f  A a n d  K a m a l n o r m a l

s u b g r o u p  o f  B .  I f  A a n d  B h a v e  s o l v a b l e  e x t e n d e d  w o r d  a n d

c o n j u g a c y  p r o b l e m s  w i t h  r e s p e c t  t o  H a s  w e l l  a s  s o l v a b l e  s t r o n g

c o n j u g a c y  p r o b l e m ,  t h e n  G = {A * B;  H,  cp} h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  

p r o b l e m .
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P r o o f : F o r  a m a l n o r m a l  s u b g r o u p  H, Cg^,(H) = H a n d  h e n c e  cp̂  = cp.

T h e  l a s t  p r o p o s i t i o n  o f  t h i s  c h a p t e r  r e f e r s  a g a i n  t o  a c o n d i t i o n  

o n  t h e  c o n j u g a t o r s  i n  b o t h  f a c t o r s  o f  t h e  a m a l g a m a t e d  s u b g r o u p .  

P r o p o s i t i o n  4 L e t  H a n d  K b e  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  s u b g r o u p s  o f  A 

a n d  B h a v i n g  t h e  p r o p e r t y  t h a t  Cg^ (H) = C r ^  ( H ) , a n d  s i m i l a r l y  f o r  

K i n  B .  I f  A a n d  B h a v e  s o l v a b l e  e x t e n d e d  w o r d  an d  c o n j u g a c y  

p r o b l e m s  a s  w e l l  a s  s o l v a b l e  s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H, 

t h e n  G = {a * B ;  H,  cp} h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m .

P r o o f : I n  o r d e r  t o  v e r i f y  c o n d i t i o n  (D) we n e e d  o n l y  r e m a r k  t h a t

c o n j u g a t e  e l e m e n t s  o f  H a r e  e q u a l ;  h e n c e  p o s s i b l e  s e q u e n c e s

h t

c o n s i s t  o f  a s i n g l e  e l e m e n t .



21

CHAPTER I I

PARTICULAR CLASSES OP GROUPS AMALGAMATING A CYCLIC SUBGROUP

I n  t h i s  c h a p t e r  we s h a l l  i n v e s t i g a t e  t h e  s o l v a b i l i t y  o f  t h e  

c o n j u g a c y  p r o b l e m  i n  g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t s  w h o s e  f a c t o r s  a r e  g r o u p s  

o f  a p a r t i c u l a r  c l a s s  -  f r e e  g r o u p s ,  t o r s i o n  f r e e  n i l p o t e n t  g r o u p s  an d  

f r e e  m e t a b e l i a n  g r o u p s  -  a nd  w h e r e  t h e  a m a l g a m a t e d  s u b g r o u p  H i n  e a c h  

c a s e  i s  c y c l i c .  P r o o f s  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  I  w i l l  b e  r e l e v a n t  s i n c e ,  

i n  e v e r y  c a s e ,  we c a n  show t h a t  t h e  c o n j u g a t o r  an d  c e n t r a l i z e r  o f  H

c o i n c i d e .  So we no  l o n g e r  make  a n y  g e n e r a l  a s s u m p t i o n s  a b o u t  A an d

B n o r  a b o u t  H, b u t  a s s u m e  o n l y  t h a t  when  we r e f e r  t o  a n  i s o m o r p h i s m  

o f  H w i t h  K a d e f i n i t e  o n e ,  cp, i s  p r e s c r i b e d .  I n  a l l  p r o o f s ,  ( A) ,

( B ) , e t c ,  r e f e r  t o  c o n d i t i o n s  o f  P r o p o s i t i o n  1 ,  S e c t i o n  2 ,  a l l  o f  w h i c h  

w i l l  r e q u i r e  v e r i f i c a t i o n .

S e c t i o n  5

T h e o r e m  5 L e t  A an d  B b e  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  f r e e  g r o u p s  g i v e n  by

A = gp  ( a ^  a 2 , . . . , a n >

B = gp  ( b l f  b 2 , . . . ,  b n )

I f  H a n d  K a r e  m a x i m a l  c y c l i c  s u b g r o u p s  o f  A a n d  B,

H = g p  ( u  = u ( a ^ . . . ,  a n ) ) a n d  K = g p  ( v  = v ( b  , . . . . b ^ )  )

( u  a n d  v c y c l i c a l l y  r e d u c e d  o f  r e d u c e d  l e n g t h  s  and  t  r e s p e c t i v e l y ) ,

t h e n  G = {a * B;  H, cp} h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m .

P r o o f ; (A) F r e e  g r o u p s  h a v e  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  [ 8 ] ,

(B) S u p p o s e  w ( x ^ , . . . ,  Xp) i s  a n  a r b i t r a r y  w ord  i n  t h e  g e n e r a t o r s  o f

A ( B ) . C y c l i c a l l y  r e d u c i n g  w = w ( x  , . .  . , x  ) we c a n  d e t e r m i n e  i t s
1 P

a
r e d u c e d  l e n g t h ,  s a y  -t. S i n c e  t h e  l e n g t h  o f  u  i s  O'* s ,
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cr a
w ( x , . . . . .  x ) = u  o n l y  i f  t h e  l e n g t h  o f  w e q u a l s  t h e  l e n g t h  o f  u 

1 P

f o r  some a .  H e nc e  d e t e r m i n i n g  K, = a* s  f o r  some a  and  t e s t i n g  
+— O'

w = u g i v e s  an  e f f e c t i v e  p r o c e d u r e  f o r  s o l u t i o n  o f  t h e  e x t e n d e d  

w ord  p r o b l e m  i n  A (B) r e l a t i v e  t o  H ( K ) .

(C) F r e e  g r o u p s  h a v e  s o l v a b l e  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o

a m a x im a l  c y c l i c  s u b g r o u p  s i n c e  w ( x _ . . . x  ) e A l i e s  i n  a c o n j u g a t e
1 P

o f  H = gp  ( u )  o n l y  i f ,  when c y c l i c a l l y  r e d u c e d ,  w ( x , . . . x  ) i s  a
1 P

Of
c y c l i c  p e r m u t a t i o n  o f  some p o w e r  u o f  t h e  g e n e r a t o r  u .  By

+-O'
c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  l e n g t h s  o f  w and  u  a s  i n  ( B ) , we n e e d  o n l y  

d e c i d e  w h e t h e r  w i s  a c y c l i c  p e r m u t a t i o n  o f  a f i x e d  p o w e r  u ^  o f  u .

(D) A m a x i m a l  c y c l i c  s u b g r o u p  o f  a f r e e  g r o u p  i s  m a l n o r m a l  s i n c e

-1  or P 6
s i n c e  g u g = u i m p l i e s ,  f o r  f r e e  g r o u p s ,  t h a t  g = u f o r

some i n t e g e r  6 .  T h e r e f o r e  t h e  c o r o l l a r y  o f  T h e o r e m  4 a p p l i e s  t o

v e r i f y  ( D ) .

(E)  Assum e g ,  = p , . . . p  ( r  >  1)  and g 0 = q , . . , q  ( s  > 1) a r e
1 1 r  2 i s

c y c l i c a l l y  r e d u c e d .  I n  o r d e r  f o r  g  and  g t o  b e  c o n j u g a t e ,  f i r s t  

o f  a l l  r  m u s t  e q u a l  s .  L e t  P j / • ‘ P p P ^ ' • *p i _ i  b e  a n y c y c l i c  

p e r m u t a t i o n  o f  t h e  c o m p o n e n t s  o f  g^ ( t h e  t r i v i a l  p e r m u t a t i o n  i s  

i n c l u d e d ) .  S i n c e  e a c h  s u c h  p e r m u t a t i o n  r e p r e s e n t s  a p o s s i b l e  c o n j u g a t e  

o f  g , f o r  e a c h  o f  them we p r o c e e d  a s  f o l l o w s .  When q and  p a r e«  X X

c y c l i c a l l y  r e d u c e d  i n  t h e i r  f a c t o r s  ( n o t i c e  t h e  d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  

c y c l i c  r e d u c t i o n  o f  g = x . . . x ^  i n  G and  t h e  c y c l i c  r e d u c t i o n  o f  

e a c h  c o m p o n e n t  x^ i i i  i t s  f a c t o r )  , t h e y  a r e  c o n j u g a t e  i f  a nd  o n l y  i f  

q^ i s  a c y c l i c  p e r m u t a t i o n  o f  p ^ ;  i . e .  i f

-1
q l  = x P j X

U s i n g  ( B ) , we c a n  e f f e c t i v e l y  d e c i d e  w h e t h e r  x  e gp  ( u )  a n d ,  i f  i t
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6 6 d o e s ,  w h e t h e r  x = u f o r  some 6, I f  s o ,  t h e n  u i s  t h e  u n i q u e

e l e m e n t  o f  H w h i c h  c o n j u g a t e s  t o  q ^ .

N e x t  c o n s i d e r  q „  and p J , and  t e s t  w h e t h e r  o r  n o t  2 i+1

- 6  6 
q 2 = U P i +1 U

P r o c e e d i n g  i n  t h i s  way f o r  a l l  p a i r s  g^ ( o f  g g) an d  ( ° f  8 ^ )  »

we t e s t  w h e t h e r  o r  n o t  t h e s e  c o r r e s p o n d i n g  c o m p o n e n t s  a r e  c o n j u g a t e

6
v i a  u  , g.. and  g 0 a r e  c o n j u g a t e  i n  G i f  and  o n l y  i f  t h i s  i s  t h ei  6

c a s e .  ( N o t i c e  we h a v e  i n  f a c t  shown t h a t  A a n d  B h a v e  s o l v a b l e

s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H . )

T h e  f o l l o w i n g  s e q u e n c e  o f  lemmas w i l l  be  u s e d  t o  p r o v e  a c o r o l l a r y  

t o  T h e o r e m  5 and  i n d e e d  t o  p r o v e  c o r o l l a r i e s  t o  e a c h  o f  t h e  m a i n  

t h e o r e m s  o f  t h i s  c h a p t e r .

Lemma 1 L e t  A and  B be  g r o u p s  b o t h  o f  w h i c h  h a v e  s o l v a b l e

e x t e n d e d  word  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  a c y c l i c  s u b g r o u p  H = gp  ( u ) . T h e n

G = [A * B; H, q } h a s  s o l v a b l e  e x t e n d e d  word p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H.

P r o o f : By u s e  o f  t h e  e x t e n d e d  word p r o b l e m  i n  b o t h  A and  B e v e r y

e l e m e n t  g e G c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  a n  a l t e r n a t i n g  p r o d u c t .  I f  g

h a s  l e n g t h  z e r o  o r  o n e  t h e n  i t  l i e s  i n  o n e  o f  t h e  f a c t o r s  b o t h  o f  w h i c h

h a v e  s o l v a b l e  e x t e n d e d  word p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H. I f  g  h a s  l e n g t h

g r e a t e r  t h a n  o n e ,  s a y  g = p , . . . p  ( r  >  1)  t h e n  c l e a r l y  g  d o e s  n o t
1 r

l i e  i n  H.

Lemma 2 L e t  A and  B b e  g r o u p s  b o t h  o f  w h i c h  h a v e  s o l v a b l e  e x t e n d e d

word and  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  a  c y c l i c  s u b g r o u p  

H = gp  ( u ) . T h e n  G = (A * B; H, q } h a s  s o l v a b l e  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  

p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H.

P r o o f :  L e t  g e G b e  e x p r e s s e d  a s  an  a l t e r n a t i n g  p r o d u c t .  I f  g h a s
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l e n g t h  z e r o  o r  o n e  t h e n  i t  l i e s  i n  o n e  o f  t h e  f a c t o r s  b o t h  o f  w h i c h  

h a v e  s o l v a b l e  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H, I f  g h a s  

l e n g t h  g r e a t e r  t h a n  o n e ,  t h e n  g i s  n o t  c o n j u g a t e  t o  any  e l e m e n t  o f  

l e n g t h  z e r o  a s  Theorem  1 c l e a r l y  s t a t e s .

Lemma 3 L e t  H = gp (u )  be  a c y c l i c  s u b g r o u p  o f  A and Hep = K an

i s o m o r p h i c  s u b g r o u p  o f  B. Assume t h a t  t h e  Cg (H) = C r  (H) i n  b o t h

g r o u p s .  Then  Cg_ (H) = Cr_ (H) w h e r e  G = {A * B; H, cp).u  u
—i  cx 3

P r o o f ; S u p p o s e  g u g = u  (& ^  a) f o r  a n y  g e G. T hen  e x p r e s s i n g

g i n  r e d u c e d  fo rm ,  g  = p , . . , p  ( r  ^  1 ) ,  we m us t  h a v e  t h a t1 r

-1  Qf , a  
P i  U P i  U

f o r  some com ponen t  p^ o f  g .  But  t h i s  i s  c l e a r l y  i m p o s s i b l e .

C o r o l l a r y  L e t  {Â  ̂ } i  = 1 , . . . ,  n  b e  f r e e  g r o u p s  g i v e n  by

“ gP J -I J ® j n» * 1 1 ) ® j „ /  j \  )i  i , l  i , 2  l , n i l J

an d  l e t  [h  ̂} b e  m ax im a l  c y c l i c  s u b g r o u p s  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  A^,

H. » BP ( u .  .  u 4 ( . ^ ..........  a i , „ ( ! ) > •

T hen  G = {* A j ; , ^  )» i  ^  2 ,  h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m .

P r o o f : F o r  i  = 2,  t h i s  i s  p r e c i s e l y  Theorem  5.

P u t  G4 = {♦ A ; H , ) 2 * j  ^ i .

T he n  Gi+1  = [G. .  A u l ; H1 + 1 , 9 l  }.

By i n d u c t i o n  u s i n g  Theorem  5 and  Lemmas 1 and  2 ,  e a c h  o f  t h e  G^ ( i  >  1)

h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m ,  s o l v a b l e  e x t e n d e d  word and  e x t e n d e d

c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H. Lemma 3 a s s e r t s  t h a t ,  f o r  e a c h  o f  t h e

G . Cr_ (H) = Cg_ ( H ) , v e r i f y i n g  c o n d i t i o n  ( D ) . To v e r i f y  c o n d i t i o ni  G Gi  i
(E), let gĵ  = P1 P 2 ***Pr and S 2 = q1q 2 ...qr (r >  1) be any pair of
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e l e m e n t s  o f  ° i + i*  F o r  e a c h  o f  t h e  c y c l i c  p e r m u t a t i o n s  . . ‘P ^ ■•
*

o f  g , we w i s h  t o  d e c i d e  i f  t h e r e  e x i s t s  an  h  e **i + ^

c o n j u g a t i n g  i t  t o  g = q . . . q  . S i n c e  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  c o m p o n e n t sa i r
*  6

o f  g ^  l i e s  i n  t h e  f r e e  g r o u p  t h e  u n i q u e  h = u w h i c h  may

e f f e c t  c o n j u g a t i o n  o f  t h i s  com ponen t  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c om ponen t  i n

some c y c l i c  p e r m u t a t i o n  o f  g^ c a n  b e  e f f e c t i v e l y  d e c i d e d  a s  was

♦ 6
shown i n  Theorem  5 .  We n e e d  o n l y  t e s t  f o r  t h i s  u n i q u e  h = u w h e t h e r  

*
o r  n o t  g „  = p . . . . p  p . . . . p . T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f .2 i  r  i  l - l

S e c t i o n  6

We now p r e s e n t ,  a f t e r  some p r e l i m i n a r y  c o n s i d e r a t i o n s  and  r a t h e r  

t e c h n i c a l  l em mas ,  a p r o o f  o f  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m .

Theorem  6 L e t  A and  B be f i n i t e l y  g e n e r a t e d  t o r s i o n  f r e e  n i l p o t e n t

g r o u p s ,  H a c y c l i c  s u b g r o u p  o f  A and  K a c y c l i c  s u b g r o u p  o f  B.

Then  G = {A * B; H, cp} h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m .

1
By way o f  i n t r o d u c t i o n  we r e m a rk  t h a t  i f  G i s  t h e  f r e e  n i l -  

p o t e n t  g r o u p  o f  c l a s s  k on  t h e  g e n e r a t o r s  x ^ ,  x t h e n  a s

P .  H a l l  h a s  shown [ 5 ]  G^ c a n  be  g i v e n  i n  t e r m s  o f  b a s i c  c o m m u ta t o r s  

c l , c  , . . . ,  Cjj u n i q u e l y  o r d e r e d  i n  n o n - d e c r e a s i n g  d e g r e e s  ( l e n g t h s )

w i t h  c ^  t h e  l a r g e s t  k - f o l d  c o m m u t a t o r ;  i . e .

1 ,  .
G = gp ( c L> c 2 , . . . ,  cN)

w h e r e  any  e l e m e n t  g e G^ h a s  a u n i q u e  n o r m a l  fo rm

g = c 1 1 c / . . . c ^  (m1 i n t e g e r s )

The  u n i q u e n e s s  o f  t h e  n o r m a l  fo rm  i n  t h e  f r e e  n i l p o t e n t  g r o u p  i s  

e s s e n t i a l  i n  p r o v i n g  t h e  f o l l o w i n g  lemmas w h i c h  e s t a b l i s h  f o r  t o r s i o n  

f r e e  n i l p o t e n t  g r o u p s  some o f  t h e  p r o p e r t i e s  we n e e d  i n  Theorem 6 and
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a g a i n  i n  C h a p t e r  I I I .

Lemma 4 L e t  G b e  a f i n i t e l y  g e n e r a t e d  n i l p o t e n t  g r o u p  g i v e n  by t h e  

p r e s e n t a t i o n

G — g p  ( x .  , . . . ,  x  ; r  ( r_ , . . . ,  x ) , ■ • ■ , r  ( x ,  »• • • > x ) , N)I  m i l  m n I  m

w h e r e  N r e p r e s e n t s  t h e  r e l a t i o n  " n i l p o t e n t  o f  c l a s s  k . "  L e t  H b e

a f i n i t e l y  g e n e r a t e d  s u b g r o u p  o f  G.

H = gp  (w. ( x 1 t • • ■ i x ) , w Cx_ i • . • , x ) , , , .  , w , ( x  i ■ • • ) x ) )I I  m 2 1 m - C l  m

T h e n  G h a s  s o l v a b l e  e x t e n d e d  word  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H.

e e e
* i l  x 2 1jP r o o f : L e t  w = x x .  . , . x .  be  any  g i v e n  word i n  t h e  g e n e r a t o r s

o f  G,  F i r s t  we r e w r i t e  t h e  g e n e r a t o r s  o f  H

( Xx ) * *« f x ^ )  ( i  = 1 f f ' t )  t

t h e  r e l a t i o n s  i n  G

* m  ( j  -  ^ ) 2j * # i p n)
]|t

and  w i n  t h e i r  u n i q u e  n o r m a l  f o r m s  a s  w o r d s  i n  t h e  b a s i c  c o m m u t a t o r s

1 * c , . . . ,  c o f  G , t h e  f r e e  n i l p o t e n t  g r o u p  o n  x_ , . .  . , x . I f  w ' I N  1 m

e e
* xl  *i s  t o  l i e  i n  H, t h e n  w = c .  . . .  c P m u s t  l i e  i n  H '  w h e r e  H '

X1 P

i s  t h e  n o r m a l  c l o s u r e  i n  G^ ( t h e  f r e e  n i l p o t e n t  g r o u p  o f  c l a s s  k)  o f

( c ^ i • • • > , . . ,  , w^ ( c ^  , . . . , c ^ )  , ( c ^ . . .  i i • • • »

r n CN)}

L e t  W b e  t h e  s e t  W  = [w ( c  , . . .  , c  ) ........... w.  ( c   c ) ]
1 1  N 'V 1 N

a nd  l e t  R ’ b e  t h e  s e t  R 1 = { r  ( c , , . . . ,  c „ ) , . . . , r  ( c ,  , . . . ,  c „ )  }
i i  N n i  N

T h e n  t h e  a l g o r i t h m i c  d e c i s i o n  p r o c e e d s  i n  two s t e p s .

£
( i )  I f  t h e  i n i t i a l  c o m m u t a t o r  o f  w , c , i s  n o t  t h e  i n i t i a l

1

*
c o m m u t a t o r  i n  t h e  n o r m a l  f o rm  o f  some v* e W1 U R ’ , t h e n  w 4  H.
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T h i s  f o l l o w s  f r o m  t h e  f o l l o w i n g  two  o b s e r v a t i o n s :

( a )  c 1 v c = v '  { v ' ,  c } w h e r e  t h e  l e n g t h  o f  {vj  c }t  t  t  X

r e p r e s e n t e d  i n  n o r m a l  f o rm  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  l e n g t h  o f  v 1. 

H e n c e  c o n j u g a t i o n  l e a v e s  t h e  i n i t i a l  e l e m e n t  u n c h a n g e d .

( b )  T h e  p r o d u c t  v '  v"  o f  two  e l e m e n t s  o f  W' U  R'  h a s ,  a s  

i n i t i a l  c o m m u t a t o r ,  t h e  s m a l l e r  o f  t h e  i n i t i a l  c o m m u t a t o r s  o f  

v 1 an d  v " .

S i n c e  a new i n i t i a l  e l e m e n t  c a n n o t  b e  i n t r o d u c e d  i n  e i t h e r  a

c o n j u g a t e  o r  a p r o d u c t ,

w* i  H '  = nm (W' U R ' ) .
G

e  e
* i .  1f i n

( i i )  I f  t h e  i n i t i a l  c o m m u t a t o r  c .  o f  w = c .  . . . c ,  i s  t h ei .  i .  i1 1 p

i n i t i a l  c o m m u t a t o r  o f  a n y  e l e m e n t  v '  e W' U R ' ,  i . e .

® . e e . 6 ,
11 l K 1K ’+1 1 ev = c ,  . . . c ,  c .  . . . c J t

l i  ‘ k  ‘ m ' 1 .

*
s o  t h a t  v ’ a g r e e s  w i t h  w i n  i t s  f i r s t  k (k  ^  1)  c o m m u t a t o r s ,  we

*
c a n  f i r s t  e x p r e s s  w a s

-  g - e .  e. e
* , 1e ’ 1K, +1 LK+1 Xpw = v ' c .  . . . c ,  c.  . . . c ,

1e '  1K '+ 1  XK+1 Xp

an d  t h e n  r e w r i t e  t h e  s e g m e n t  f o l l o w i n g  v '  i n  i t s  n o r m a l  f o r m ;  i . e .

e e
* , J 1 J pw = v c , . . .  c

J 1 J p

J 1I f  c i s  n o t  t h e  i n i t i a l  c o m m u t a t o r  o f  some v" e W' U R ' ,  t h e n  a s
J 1

a s  we h a v e  a l r e a d y  n o t e d ,
£ €

, - 1  * J 1 J pv'  W = C .  . . . c
J 1 J p
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*
d o e s  n o t  b e l o n g  t o  H ' ,  i m p l y i n g  t h a t  w d o e s  n o t .  I f ,  o n  t h e  o t h e r

e
J 1h a n d ,  c i s  t h e  i n i t i a l  c o m m u t a t o r  o f  some v"  e W' U R ' ,  we p r o c e e d

J 1

a s  b e f o r e  u n t i l ,  e v e n t u a l l y
e e

* n  n* , tr n 1 pw = v ' v . . . v c . . . cn ,  n
1 p

A t  e a c h  s t e p ,  o n l y  a f i n i t e  n u m b e r  o f  s u b s t i t u t i o n s  o f  t h i s  k i n d  a r e

p o s s i b l e ;  h e n c e ,  e i t h e r

w* = v ’v " . . . v n ( v 1 e W'  U R ' )

♦
i n  w h i c h  c a s e  w ( x ,  x  ) l i e s  i n  H,1 m

o r  e l s e  e e
* n ,  n* , m n  1 pw = v v . . , v  c . . . cn ,  n

1 P
*

w i t h  no  f u r t h e r  r e p l a c e m e n t  p o s s i b l e  i n  w h i c h  c a s e  w ( c  , . . . , c  ) d o e s

n o t  l i e  i n  H ' ,  i m p l y i n g  t h a t  w ( x  , . . . , x  ) i s  n o t  i n  H.
1 n

Lemma 5 L e t  G b e  a f i n i t e l y  g e n e r a t e d  n i l p o t e n t  g r o u p  a s  i n  Lemma 4

a nd  l e t  H b e  a c y c l i c  s u b g r o u p  o f  G,  T h e n  r e l a t i v e  t o

H = gp  (u  = u ( x , . . . x  ) ) ,1 n

G h a s  s o l v a b l e  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m .

e e
*1 1

P r o o f : S u p p o s e  g = x .  • • •  Xi  ^  i s  a n ^ e l®men t  o f  G.
X1 P

P r o c e e d i n g  a s  i n  Lemma 1 ,  r e w r i t e  b o t h  p, a n d  g i n  t h e i r  u n i q u e  

n o r m a l  f o r m  a s  w o r d s  i n  t h e  b a s i c  c o m m u t a t o r s ;  i . e .

P i  H,
1 n

U = c  . . . c
1 n

a n d

J 1 J p
g = Cj  ‘ **CjJ 1 J p

S i n c e  c * g  c = g [ g ,  c fc] and  s i n c e  [ g ,  c ^ ]  h a s  g r e a t e r  l e n g t h
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t h a n  g when r e p r e s e n t e d  i n  n o r m a l  f o r m ,  t h e  i n i t i a l  c o m m u t a t o r  o f  g 

r e m a i n s  u n c h a n g e d  u n d e r  c o n j u g a t i o n .  F u r t h e r ,

a . u  or.p
a  1 1u = c . . . h a s  i n i t i a l  c o m p o n e n t  c

1 1

T h e r e f o r e ,  by  e x a m i n i n g  u an d  g i n  n o r m a l  f o r m ,  we f i n d  t h a t  g  i s

c o n j u g a t e  t o  a n  e l e m e n t  o f  H i f  an d  o n l y  i f :

( a )  g  an d  u h a v e  t h e  same i n i t i a l  b a s i c  c o m m u t a t o r ,  c
1

\( b )  g  = c .  . . .  ( 7] 4  0 )  an d  u  = c  . . . a r e  s u c h  t h a t
11 1 1

T|. = o>p. . f o r  some i n t e g e r  a  andi  i
1 1

a
( c )  g  i s  c o n j u g a t e  i n  G t o  u  ( f o r  O' a s  i n  ( b ) ) .  B u t  i t  i s

a
p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  e f f e c t i v e l y  w h e t h e r  g  a n d  u a r e  c o n j u g a t e  

s i n c e  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  n i l p o t e n t  g r o u p s  h a v e  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  

p r o b l e m .

We now p r o c e e d  t o  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  6 .

P r o o f : (A) F i n i t e l y  g e n e r a t e d  n i l p o t e n t  g r o u p s  h a v e  s o l v a b l e  c o n j u g a c y

p r o b l e m .

(B) an d  (C) a r e  p r o v e d  i n  Lemmas 4 an d  5 a b o v e .

(D) We show t h a t  Cg^ (H) = C r ^  ( H ) , a n d  s i m i l a r l y  f o r  B; s o  t h a t

P r o p o s i t i o n  4 a p p l i e s  t o  v e r i f y  c o n d i t i o n  ( D ) . S u p p o s e  H = gp  ( u )

™ 1 c* fi a
a nd  x u x = u . A ssum e  t h a t  u  € ( A ) / Z ^  ( A ) .  T h e n  m o d u lo

Z i  ( A ) ,  u  i s  c e n t r a l  s o  t h a t  [ x ,  u  ] = u i m p l i e s  3 -  Of = 0 .

(E)  Assum e g ,  = P.  . . . p  ( r  >  1)  an d  g „  = q , . . . q  ( s  >  1)  a r e1 1 r  2 1 s

c y c l i c a l l y  r e d u c e d .  I n  o r d e r  f o r  g  an d  g „  t o  b e  c o n j u g a t e ,  f i r s tX a

o f  a l l  r  m u s t  e q u a l  s .  L e t  p ^ . . . p ^ p ^ . . . p ^  ^ b e  a n y  c y c l i c
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p e r m u t a t i o n  o f  t h e  c o m p o n e n t s  o f  ( t h e  t r i v i a l  p e r m u t a t i o n  i n c l u d e d ) .

a
U  Of

We now w i s h  t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  q.  ̂ = P j  f o r  some u  i n  o r d e r  

t o  s e t t l e  t h e  s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i n  e a c h  o f  t h e  f a c t o r s  r e l a t i v e  

t o  H = gp ( u ) . S i n c e

Of
u r a ,

p j  = p j  [ p j '  u  ]

we n e e d  o n l y  t e s t  w h e t h e r

-1  r a ,
p j  q i  ■= [ p j ’ u 1

f o r  some p o w e r  a . We now show t h a t  ( i )  i f  ct e x i s t s ,  i t  i s  u n i q u e  

and  t h a t  ( i i )  t h e  c h o i c e  o f  p o w e r s  a  o f  u i s  b o u n d e d .

( i )  Assum e t h a t  [ P j «  6 Z i + i  ( A ) / Z i ( A ) .  T h e n  m o du lo  Z^ ( A ) , [ p j ,  u ]

cy cy a  0
i s  c e n t r a l  s o  t h a t  [ p . ,  u ] = [ p . ,  u j  . H e n c e ,  [ p . ,  u  ] = [ p i> u ]

J  J j  J

i m p l i e s  t h a t  a  = 0 s i n c e  A i s  t o r s i o n  f r e e ,

( i i )  A g a i n  l e t  Z ( A )  be  t h e  l a s t  t e r m  o f  t h e  u p p e r  c e n t r a l  s e r i e s  w h i c h

e x c l u d e s  [ p . ,  u ] .  W o rk in g  m odu lo  Z ( A) ,
J i

-1  r Of,
P J *1 ■ [ p j '  u  ]

m eans  t h a t  p^ ^ q^  m u s t  a c t u a l l y  b e  a p o w e r  o f  t h e  c y c l e  g e n e r a t e d  by

[ p  u ] .  S i n c e  a c y c l i c  g r o u p  h a s  s o l v a b l e  p o w e r  p r o b l e m ,  Of c a n  b e
J 1

r e a d i l y  d e t e r m i n e d .

N e x t  c o n s i d e r  q „  and  p J , and  d e t e r m i n e  w h e t h e r  2 j + 1

-1  r Qf,
pJ+i ’ a = [pj + i ’ “ 1

0/
f o r  t h e  u n i q u e  u . P r o c e e d i n g  i n  t h i s  way f o r  a l l  t h e  c o m p o n e n t s  

q ( k - 1 , . . . ,  r )  o f  g  , we h a v e  a n  e f f e c t i v e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e
K 6

a
c o n j u g a c y  o f  g A and  g i n  G v i a  a n  e l e m e n t  u o f  H.1 £t

C o r o l l a r y  L e t  £a  ̂ }, i  = 1 , . . . ,  n  b e  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  t o r s i o n  f r e e  

n i l p o t e n t  g r o u p s ,  g i v e n  by



31

A  ̂ = I (a^ »• • • »  a^ (fl  ̂ , • • . , a^ ) ,  N^)
1 m i l  m n l  m

w h e r e  N r e p r e s e n t s  t h e  r e l a t i o n  ” n i l p o t e n t  o f  c l a s s  k " . L e t  {h }
K X

be c y c l i c  s u b g r o u p s  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  A^,

H± = gp  ( u i  = u i  ( 8 i  a i  ) )
1 m

w h e r e  and  a r e  i s o m o r p h i c  v i a  <f\. T h e n ,  G = [* A^;  ^ + i '  ^

h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m .

P r o o f : F o r  i  = 2 ,  t h i s  i s  p r e c i s e l y  T heo rem  6 .

“  ' i ^ ’ V V V i 1 2 S J S 1 .

Then = (0 ,  » A 1+l ; H1+1, <[>}.

By i n d u c t i o n  u s i n g  Theorem  6 and Lemmas 1 and 2 ,  e a c h  o f  t h e  

G^ ( i  >  1)  h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m ,  s o l v a b l e  e x t e n d e d  word and 

e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H. Lemma 3 a s s e r t s  t h a t ,  f o r  

e a c h  o f  t h e  G , , C r  (H) = Cg„ (H) v e r i f y i n g  c o n d i t i o n  ( D ) . To1 u  (j
i  i

v e r i f y  c o n d i t i o n  ( E ) , l e t  g_ = p p , . . p  and  g „  = q - . q . ^ . q  ( r  > 1 )1 1 2 r  2 1 2 r

be  any  p a i r  o f  e l e m e n t s  o f  ®’o r  e a c h  ° f  t h e  c y c l i c  p e r m u t a t i o n s

P . . . . P  p j t . . p ,  , o f  g ,  , we w i s h  t o  d e c i d e  w h e t h e r  o r  n o t  t h e r e  e x i s t s  i  r  i  l - l  **1’

♦
an  h € H c o n j u g a t i n g  i t  t o  g = q . . . q  . S i n c e  a t  l e a s t  o n e  o fI t  X a i r

t h e  c o m p o n e n t s  o f  g l i e s  i n  t h e  t o r s i o n  f r e e  n i l p o t e n t  g r o u p  A n ,a 1t 1
*  6

t h e  u n i q u e  h = u w h i c h  may e f f e c t  c o n j u g a t i o n  o f  t h i s  com p o n e n t  t o

t h e  c o r r e s p o n d i n g  com p o n e n t  i n  some c y c l i c  p e r m u t a t i o n  o f  g^ c a n  be

e f f e c t i v e l y  d e c i d e d  a s  was shown i n  Theorem  6 .  We n e e d  o n l y  t e s t  f o r

*
^ * 6  h

h = u w h e t h e r  o r  n o t  g „  = p J . .  . p  p J . . . p . . ,  t h u s  c o m p l e t i n g  t h e2 i  r  i  i  - i

p r o o f .
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S e c t i o n  7

A n o t h e r  c l a s s  o f  g r o u p s  f o r  w h i c h  t h e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  h a s  r e c e n t l y  

b e e n  s e t t l e d  i s  t h e  c l a s s  o f  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  f r e e  m e t a b e l i a n  g r o u p s .  

A g a i n  t h e  g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t  o f  s u c h  g r o u p s  a m a l g a m a t i n g  a  c y c l i c  

s u b g r o u p  c a n  b e  s h o w n  t o  h a v e  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m .  F i r s t  s o m e  

p r e l i m i n a r i e s .

L e t  M b e  a  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  f r e e  m e t a b e l i a n  g r o u p ,  f r e e l y

g e n e r a t e d  b y  { x , , x „ , . . . ,  x  }. I f  F  i s  a n  a b s o l u t e l y  f r e e  g r o u p  o f
1 2  n

r a n k  n ,  t h e n  t h e  h o m o m o r p h i c  i m a g e  o f  F u n d e r  a  h o m o m o r p h i s m  p s u c h  

k e r  p = F” , t h e  s e c o n d  d e r i v e d  g r o u p  o f  F ,  i s  p r e c i s e l y  a n  i s o m o r p h i c  

c o p y  o f  M, i . e .  M = F / F " . A c c o r d i n g  t o  a  t h e o r e m  o f  M a g n u s  [ 7 ]  , i t  

f o l l o w s  t h a t  i f

A = g p  ( a . ,  a _  a ; [ a . ,  a , ]  = 1 f o r  a l l  i  a n d  j  = 1 , . . . ,  n )1 2  n 1 J

a n d  B = g p  ( b  , b  , . . . , b  ; [ b  , b . ]  = 1 f o r  a l l  i  a n d  j  = 1 , . . . ,  n )  
1 2  n  i  j

a r e  a l l  f r e e  a b e l i a n  g r o u p s  o f  r a n k  n ,  t h e n  W = A w r  B ,  t h e  r e s t r i c t e d  

w r e a t h  p r o d u c t  o f  A a n d  B c o n t a i n s  a  c o p y  M o f  M. F u r t h e r ,  M 

i s  g e n e r a t e d  b y  t h e  e l e m e n t s  m = b  f  i n  W w h e r e  t h e  f  i n
J J J J

A ( w h e r e  A i s  a s  u s u a l  t h e  s e t  o f  m a p p i n g s  f r o m  B i n t o  A

w h i c h  h a v e  t h e  v a l u e  1 e x c e p t  f o r  f i n i t e l y  m any  b  e B)  a r e  d e f i n e d  b y

R e c e n t l y ,  J .  M a t t h e w s  h a s  e s t a b l i s h e d :

T h e o r e m  C [ 9 ] Two e l e m e n t s  x  a n d  y a r e  c o n j u g a t e  i n  M i f  a n d  

o n l y  i f  t h e i r  i m a g e s  x e  a n d  y e  a r e  c o n j u g a t e  i n  W.

M o r e o v e r  s h e  p r o v e s  t h a t  W = A w r  B d o e s  h a v e  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  

p r o b l e m .  T h e s e  t w o  f a c t s  e n a b l e  u s  t o  r e l y  h e a v i l y  o n  t h e  i m b e d d i n g  o f

o t h e r w i s e

f o r  3 = b J
j  = 1 ,  2



3 3

M i n  W t o  v e r i f y  t h e  c o n d i t i o n  o f  P r o p o s i t i o n  1 i n  t h e  p r o o f  o f  

T h e o r e m  7  L e t  M a n d  N b e  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  f r e e  m e t a b e l i a n  

g r o u p s .  I f  H i s  a  s u b g r o u p  o f  M, H = g p  ( u )  w i t h  u  n o t  a  p r o p e r  

p o w e r  a n d  K = g p  ( v )  i s  a  s i m i l a r  s u b g r o u p  o f  N ,  t h e n

G = {M *  N ; H ,  cp} h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m .

P r o o f : (A) S o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  f o r  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  f r e e

m e t a b e l i a n  g r o u p s  w a s  n o t e d  i n  t h e  a b o v e  p r e l i m i n a r i e s .

( B )  T o  s h o w  t h a t  M h a s  s o l v a b l e  e x t e n d e d  w o r d  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H

we f i r s t  e m b e d  M i n  W = A w r  B .  T h e n  t h e  i m a g e  o f  u  i n  W i s

g i v e n  b y
/ B )

u = b g  ( b  e B,  g  e A ) .

S i n c e
. k - 1  k - 2

k  / v ^ x k  _ k  b  + b  + . . . +  b  + 1u  = ( b g )  = b  g

a n y  g i v e n  e l e m e n t  m e M l i e s  i n  H = g p  ( u )  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  i m a g e  

o f  m i n  W

( B )
m = c h  ( c  e B ,  h  e A )

i s  s u c h  t h a t  c  = b  f o r  s o m e  i n t e g e r  k

k - 1
a n d  z  b i

i = 0h  = g

I f  b  ^  1 we  n e e d  o n l y  u s e  t h e  f a c t  t h a t  i t  c a n  b e  e f f e c t i v e l y  d e c i d e d

i n  a  f r e e  a b e l i a n  g r o u p  w h e t h e r  c  = b  f o r  s o m e  k  a n d  t h e n ,  f o r  t h a t

k - 1
2  b 1 

i = 0
i n t e g e r  k ,  w h e t h e r  o r  n o t  h  = g  . I f b  = l ,  t h e n  c  m u s t  a l s o

b e  1 a n d  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  b o u n d  f o r  k  p r o c e e d s  f r o m  t h e  f o l l o w i n g

c o n s i d e r a t i o n s .  B e c a u s e  we  a r e  c o n c e r n e d  w i t h  a  d i r e c t  r a t h e r  t h a n  a

(B)c a r t e s i a n  p r o d u c t ,  e v e r y  f u n c t i o n  f  e A h a s  f i n i t e  s u p p o r t  

a  ( f ) , i . e .
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O ( f )  = {0 e B I f  ( 0 )  4  1 ) i s  f i n i t e .

( 3 )T h e r e f o r e ,  f o r  a n y  f u n c t i o n  f  e A a n d  an y  b  € B,  t h e r e  e x i s t s  an

i n t e g e r  o '  s u c h  t h a t ,  f o r  a l l  ot >  a '  ,

o<
a  ( f b ) D a  < f ' )  = 1

(B)w h e r e  f '  i s  a n y  f i x e d  e l e m e n t  i n  A . A p p l y i n g  t h i s  t o  g  an d  h 

a b o v e  a s s u r e s  u s  t h a t  t h e  c h o i c e  o f  k  i s  b o u n d e d .

(C) To s e e  t h a t  M h a s  s o l v a b l e  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e l a t i v e

t o  H, we a g a i n  l e t  m = c h  b e  a n y  g i v e n  e l e m e n t  o f  M c o n s i d e r e d  a s

l y i n g  i n  W a n d  x = d £  b e  a n  a r b i t r a r y  e l e m e n t  o f  W. T h e n  i f  m i s

c o n j u g a t e  t o  a n  e l e m e n t  o f  H,

a . x  
m = (u  )

o r

c h  = ( d - t ) ” 1 ( b g ) a  ( d t )

H e n c e  f o r  c h o i c e s  o f  ot a s  d e s c r i b e d  i n  (B) we n e e d  o n l y  d e c i d e

a
a l g o r i t h m i c a l l y  w h e t h e r  c h  i s  c o n j u g a t e  t o  ( b g )  i n  W ( a n d

c o n s e q u e n t l y  i n  M ) .

(D) To v e r i f y  t h a t  Cg (H) = C r  (H) ( s i m i l a r l y  f o r  K ) , we n o t eM N
a

t h a t  i f  a  c o n j u g a t e  o f  u l i e s  i n  H, i . e .

. a.  x  a r r or , P
( u )  = u  [ u  , x]  = u

t h e n

[ u  , x ]  *  u

B u t  s i n c e  a f i n i t e l y  g e n e r a t e d  f r e e  m e t a b e l i a n  g r o u p  i s  r e s i d u a l l y  

t o r s i o n  f r e e  n i l p o t e n t ,  s u c h  a r e l a t i o n  i s  i m p o s s i b l e  a s  was  c l e a r l y

show n  i n  T h e o r e m  6 .  P r o p o s i t i o n  4 t h e n  a p p l i e s  t o  v e r i f y  c o n d i t i o n  (D) .

(E)  A ssum e  g = P 1P 2 ***p r  >  ^  an d  g 2 = q l q 2 ’ ' * q s ^ S >  ^  a r e  

c y c l i c a l l y  r e d u c e d .  I n  o r d e r  f o r  g  a nd  g t o  b e  c o n j u g a t e ,  rX A
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m u s t  e q u a l  s .  T h e n  l e t  p J . . . p  p , . . , p  . . b e  an y  c y c l i c  p e r m u t a t i o nj  r  1 j - 1

o f  t h e  c o m p o n e n t s  o f  g ( t h e  t r i v i a l  p e r m u t a t i o n  i n c l u d e d ) .
1 6

uWe now s e e k  t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  o r  n o t  q^ = p^  f o r  some p o w e r  

6 o f  u i n  o r d e r  t o  s e t t l e  t h e  s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i n  e a c h  o f  

t h e  f a c t o r s  r e l a t i v e  t o  H = gp ( u ) . A g a i n  i m b e d d i n g  M i n  W = A wr  B, 

l e t  u  = b g ,  q^ = c h  an d  P j  = d-t,. T hen

6
u

q l  = PJ

c h  = ( b g )  6 (d-t ) ( b g )  ^

6-1  6-1
- d  £  b 1 £  b

i = 0  , b i= 0
= d g t  g

We f i r s t  d e t e r m i n e  w h e t h e r  o r  n o t  c = d a n d ,  i f  i t  d o e s ,  t h e n  f o r

b o u n d e d  c h o i c e s  o f  6 a s  d e s c r i b e d  i n  (B) a b o v e ,  w h e t h e r  o r  n o t  h

i s  a c t u a l l y  e q u a l  t o  s u c h  a p r o d u c t .  I f  6 e x i s t s  ( s u r e l y  t h e n  i t  i s

u n i q u e ) , we n e x t  c o n s i d e r  q and  p 4 and  d e t e r m i n e  w h e t h e r2 j+1

" 2  -  < V l >U

P r o c e e d i n g  i n  t h i s  way f o r  a l l  t h e  c o m p o n e n t s  q^ (k = 2 , . . . ,  r )  o f

g , we h a v e  an  e f f e c t i v e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  c o n j u g a c y  o f  g  and

6g i n  G v i a  a n  e l e m e n t  u  o f  H.A

C o r o l l a r y  L e t  }, i  = 1 ,  2 ............. n  be  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  f r e e

m e t a b e l i a n  g r o u p s ,  {h ^ } c y c l i c  s u b g r o u p s  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  M^, 

w h e r e

Hi  = gp  ( u i )

a n d  a n  i s o m o r p h i s m  o f  ^  t o  T h e n  G = {* M^; cp̂  }

h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m .
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P r o o f ; F o r  1 = 2 ;  t h i s  i s  T h e o r e m  7 .

P u t  Gi  = £* Mj ;  Hj t  <p } 2 * j  £  i

Then G1+1 = ia± * « 1+1I H1 + l. ^  )

By i n d u c t i o n  u s i n g  T h e o r e m  7 a n d  Lemmas 1 a nd  2 ,  e a c h  o f  t h e

G^ ( i  >  1 )  h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m ,  s o l v a b l e  e x t e n d e d  w o r d  a n d

e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H. Lemma 3 a s s e r t s  t h a t  f o r

e a c h  o f  t h e  GJ , C r „  (H) = Cg_ (H) v e r i f y i n g  c o n d i t i o n  ( D ) . To
i  G1 0 4

v e r i f y  (E)  , l e t  = p . ^ . . ^  an d  g g = q i q 2 * , , q r  >  b e  a n y

p a i r  o f  e l e m e n t s  o f  ^ o r  e a c *1 ° *  t h e  c y c l i c  p e r m u t a t i o n s

p  . . . p  p  . , . p , _ o f  g ,  , we w i s h  t o  d e c i d e  w h e t h e r  o r  n o t  t h e r e  e x i s t s
i  r  i  i  —1 1

*
a n  h e c o n j u g a t i n g  i t  t o  g ^  = q ^ q ^ . - . q ^ .  S i n c e  a t  l e a s t  o n e

o f  t h e  c o m p o n e n t s  o f  g ^  l i e s  i n  t h e  f r e e  m e t a b e l i a n  g r o u p  Mi + 1 >

* 6t h e  u n i q u e  h = u  w h i c h  may e f f e c t  c o n j u g a t i o n  o f  t h i s  c o m p o n e n t  t o  

t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o m p o n e n t  i n  some c y c l i c  p e r m u t a t i o n  o f  g ^  c a n  b e

e f f e c t i v e l y  d e c i d e d  a s  was  shown i n  T h e o r e m  7 .  We n e e d  o n l y  t e s t  f o r

* 6 h
t h i s  u n i q u e  h = u  w h e t h e r  o r  n o t  g ^  = p ^ . .  . p ^ p ^ . .  . p ^ ^ , t h u s

c o m p l e t i n g  t h e  p r o o f .

( N o t e :  S e ym our  L i p s c h u t z  h a s  a l r e a d y  p r e s e n t e d  a p r o o f  o f  T h e o r e m  5

a s  a n n o u n c e d  i n  A b s t r a c t  6 2 9 - 1 2  o f  t h e  N o t i c e s  o f  t h e  A m e r i c a n  H a t h .  

S o c . ,  N o v e m b e r  1 9 6 5 . )
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CHAPTER I I I  

AMALGAMATING A NON-CYCLIC SUBGROUP 

S e c t i o n  8

I n  t h e  c a s e s  w h i c h  we h a v e  J u s t  c o n s i d e r e d  — t h e  g e n e r a l i z e d  f r e e  

p r o d u c t  G o f  f r e e  g r o u p s ,  t o r s i o n  f r e e  n i l p o t e n t  g r o u p s  a n d  f r e e  

m e t a b e l i a n  g r o u p s  -  t h e  a m a l g a m a t e d  s u b g r o u p  h a s  b e e n  c y c l i c .  C l e a r l y  

t h e  p o s s i b i l i t y  o f  s o l v i n g  t h e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e s t e d  h e a v i l y  o n  t h e  

f a c t  t h a t  Cg (H) = C r  (H) w h e t h e r  H w a s  r e g a r d e d  a s  a s u b g r o u p  o f  

A o r  o f  B .  O n c e  t h i s  p r o p e r t y  n o  l o n g e r  m a i n t a i n s  f o r  H,  t h e  e f f e c t  

o f  i n n e r  a u t o m o r p h i s m s  o f  A a n d  B o n  H t o g e t h e r  w i t h  t h e  n a t u r e  

o f  cp i n  I d e n t i f y i n g  e l e m e n t s  o f  H a n d  K r e n d e r  t h e  p r o b l e m  o f  

s e t t l i n g  t h e  c o n j u g a c y  q u e s t i o n  q u i t e  u n w i e l d y .  T h e r e f o r e ,  a t t e m p t i n g  

t o  e n l a r g e  t h e  s u b g r o u p  H,  i t  s e e m s  p l a u s i b l e  t h a t  we s h o u l d  i m p o s e  o n  

t h e  g r o u p s  A a n d  B c o n d i t i o n s  s o m e h o w  r e l a t e d  t o  c o n j u g a c y .  O f  

c o u r s e  i n  a n  a b e l i a n  g r o u p  t h e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  i s  t r i v i a l ;  s o  m o v i n g  

o n e  s t e p  f r o m  " a b e l i a n "  t o  " n i l p o t e n t  o f  c l a s s  t w o "  w o u l d  a p p e a r  t o  

p r o v i d e  s u f f i c i e n t  s t r u c t u r e  i n  A a n d  B t o  f o r c e  som e r e s t r i c t i o n  

o n  c o n j u g a c y  c l a s s e s  i n  G .  H o w e v e r ,  e v e n  h e r e  t h e  p r o b l e m  i s  f a r  

f r o m  s i m p l e  t h o u g h  we a r e  a b l e  t o  e s t a b l i s h  t h e  f o l l o w i n g ;

T h e o r e m  8  L e t  A a n d  B b e  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  f r e e  n i l p o t e n t

g r o u p s  o f  c l a s s  t w o ,  H a n d  K t w o - g e n e r a t o r  m a x i m a l  a b e l i a n  s u b g r o u p s

o f  A a n d  B r e s p e c t i v e l y  a n d  cp a n y  i s o m o r p h i s m  o f  H w i t h  K .

T h e n  G = {a  *  B;  H,  cp} h a s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m .

B e f o r e  u n d e r t a k i n g  t h e  p r o o f ,  s o m e  p r e l i m i n a r y  r e m a r k s  s e e m  

h e l p f u l  i n  m o t i v a t i n g  t h e  p r o c e d u r e  a n d  c l a r i f y i n g  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  

g r o u p  G w h i c h  h a s  b e e n  c o n s t r u c t e d .
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We c o n s i d e r e d  i n  S e c t i o n  4  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h e  c o n j u g a c y  

p r o b l e m  w h e n  H ^  Z (A) a n d  K s  Z ( B ) . W ha t  t h e n  i s  t h e  p o s s i b l e  

s t r u c t u r e  o f  a  t w o - g e n e r a t o r  n o n - c e n t r a l  a b e l i a n  s u b g r o u p  H o f  a  

g r o u p  A w h i c h  i s  i t s e l f  f r e e  n i l p o t e n t  o f  c l a s s  t w o ?

L e t

H = g p  ( a , c  | [  a ,  c ]  = 1 ) .

We a s s u m e  w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  t h a t  a  ft Z ( A ) .  T h e n  [ a ,  c ]  = 1

i m p l i e s  t h a t  c e C r ^  ( a ) .  S i n c e  A i s  f r e e  n i l p o t e n t  c m u s t  b e  o f

t h e  f o r m  a  p o w e r  o f  a  t i m e s  a n  e l e m e n t  i n  t h e  c e n t e r ;  i . e .  c  = a™1 z

w h e r e  z  e a  ( a)  ( a n d  i s  t h e r e f o r e  a  p r o d u c t  o f  c o m m u t a t o r s ) . We may

t h e n ,  b y  a  s u i t a b l e  c h a n g e  o f  g e n e r a t o r s ,  c o n s i d e r  H t o  b e  g e n e r a t e d

by  a  a n d  c  w h e r e  c  6 a  ( A ) . Any e l e m e n t  h  « H c a n  b e  e x p r e s s e d

s  ti n  t h e  f o r m  h  = a  c  ( s ,  t  i n t e g e r s ) .  S i n c e ,  f o r  x  e A,

, x , p i  s  t  r a t  ^ s  t  r S qh = h [ h ,  x J  = a  c  [ a  c  , x ]  = a  c [ a  , x ] ,

i t  i s  c l e a r  t h a t  i f  t h e  n o r m a l i z e r  o f  H d o e s  n o t  c o i n c i d e  w i t h  i t s

s  sc e n t r a l i z e r  t h e n  [ a  , x ]  = [ a ,  x ]  m u s t  b e  a  p o w e r  o f  c ,  i . e .

S I*
[ a ,  x ]  = c  . B u t  t h e  f a c t  t h a t  H i s  m a x i m a l  i n s u r e s  t h a t  s  i s  1

a n d ,  by  f r e e  n i l p o t e n c e ,  r  m u s t  a l s o  b e  1 .  We h a v e  d e t e r m i n e d

t h e r e f o r e  t h a t  H i s  o f  t h e  f o r m

H = gp  ( a ,  c  | a ^ Z  ( A ) ,  c  = [ a ,  b ]  f o r  some b e A \  A 1) .

T h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t  G w h i c h  we w i s h  t o

i n v e s t i g a t e  d e p e n d s  o n  w h e t h e r  o n e  o r  b o t h  o f  t h e  i d e n t i f i e d  s u b g r o u p s  

H,  K a r e  n o n  c e n t r a l  ( h a v i n g  t h e r e f o r e  t h e  f o r m  j u s t  d e s c r i b e d )  a n d ,  i n  

t h e  l a t t e r  c a s e ,  o n  t h e  way  i n  w h i c h  cp i d e n t i f i e s  t h e  g e n e r a t o r s  o f  H 

a n d  K. T h e  v a r i o u s  p o s s i b i l i t i e s  w h i c h  a r i s e  a c c o u n t  f o r  t h e  d i f f i c u l t y  

i n  d e t e r m i n i n g  c o n j u g a c y  c l a s s e s  w i t h i n  t h e  a m a l g a m a t e d  s u b g r o u p  w h e r e  

i n n e r  a u t o m o r p h i s m s  a r e  i n d u c e d  a l t e r n a t e l y  by  A a n d  B.
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T h e  r e a s o n  f o r  i n s i s t i n g  t h a t  t h e  a b e l i a n  s u b g r o u p  b e  b o t h  

m a x i m a l  a n d  o f  r a n k  t w o  i s  n o t  o b v i o u s  b u t  we p r e f e r  t o  d i s c u s s  t h i s  

a t  t h e  e n d  s i n c e  i t  m o t i v a t e s ,  t o  some e x t e n t ,  t h e  c o n c l u d i n g  r e m a r k s .  

O n c e  a g a i n ,  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  8 p r o c e e d s  by v e r i f y i n g  t h a t  t h e  

s u f f i c i e n c y  c o n d i t i o n s  o f  P r o p o s i t i o n  1 a r e  m e t .

P r o o f  o f  T h e o r e m  8 (A) F i n i t e l y  g e n e r a t e d  n i l p o t e n t  g r o u p s  h a v e

s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  by  B l a c k b u r n ' s  T h e o r e m .

(B) F i n i t e l y  g e n e r a t e d  n i l p o t e n t  g r o u p s  h a v e  s o l v a b l e  e x t e n d e d  w ord  

p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  a  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  s u b g r o u p  a s  p r o v e d  i n  

Lemma 4 o f  S e c t i o n  6 .

(C) S o l v a b l e  e x t e n d e d  c o n j u g a c y  p r o b l e m  f o r  a  f i n i t e l y  g e n e r a t e d

n i l p o t e n t  g r o u p  G o f  c l a s s  tw o  r e l a t i v e  t o  a n  a b e l i a n  s u b g r o u p  H o f

r a n k  tw o  i s  e a s i l y  v e r i f i e d .

( 1 )  H ^  Z ( G ) . Any e l e m e n t  g  e G i s  c o n j u g a t e  t o  a n  e l e m e n t  o f

H i f  a nd  o n l y  i f  g  e H.  B u t ,  by  ( B ) , t h e  e x t e n d e d  w o r d  p r o b l e m

i s  s o l v a b l e .

( 2 )  H Z ( G ) . T h e n  we know t h a t

H = g p  ( a ,  c | a  ft Z (G) , c = [ a ,  b ]  f o r  some b e G)

Any e l e m e n t  g  e G ( g  & H) i s  c o n j u g a t e  t o  a n  e l e m e n t  o f  H i f  and

o n l y  i f

X g ^
g = a  c ( s ,  t  i n t e g e r s ;  p o s s i b l y  = 0 )

B u t

x P s  t
8  = g [ g ,  x j  = a  c

S i n c e  [ g ,  x ]  e A '  w h i l e  a ft A ' ,  we c a n  c o n c l u d e  t h a t  g  i s  o f  t h e

fo r m  a s  d  f o r  some d e A '  a n d  h e n c e  f g ,  x ]  = [ a Sd ,  x ]  = [ a ,  x ] s

* _ § a . 3 S > — ^ t
f o r  some x e A.  T h e n  g [ g ,  x j  = a  d x i  = a d (d  c ) = a c *
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F o r  a g i v e n  e l e m e n t  g  = a d ,  t h e  e x i s t e n c e  o f  a n  e l e m e n t  x  s u c h

r I st h a t  [ a ,  x j  d i s  a p o w e r  o f  t h e  g e n e r a t o r  c  i s  e f f e c t i v e l y  

d e c i d a b l e  by t h e  m e t h o d s  o f  Lemma 4 ,

(D) V e r i f i c a t i o n  o f  t h i s  c o n d i t i o n  f a l l s  q u i t e  n a t u r a l l y  i n t o  t h r e e  

c a s e s ,  t h e  l a s t  o f  w h i c h  p r e s e n t s  t h e  g r e a t e s t  d i f f i c u l t y .

C a s e  1 H ^  Z ( A ) ,  K ^  Z ( B ) . T h i s  c a s e  i s  c o v e r e d  by  P r o p o s i t i o n  3 

o f  S e c t i o n  4 o n c e  i t  i s  known t h a t  B h a s  s o l v a b l e  s t r o n g  c o n j u g a c y  

p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  K.  ( T h i s  w i l l  b e  shown s u b s e q u e n t l y  i n  t h e  

v e r i f i c a t i o n  o f  c o n d i t i o n  ( E ) ) .

C a s e  I I  H = gp  ( a ,  c \ a /  Z ( A ) ,  c = [ a ,  b j )  ( b e  A)

K = gp  ( a ,  6 | a  i  Z ( B ) ,  6 = [ a ,  P ] )  ( P  e B)

w i t h

cp ( a )  = cr, cp ( c )  = 6

Pi P2 41
L e t  h  = a c  an d  h ~ a c b e  a n y  p a i r  o f  e l e m e n t s  o f  H.

We n e e d  t o  i n v e s t i g a t e  p o s s i b l e  s e q u e n c e s  i n  H b e g i n n i n g  w i t h  h and

*
e n d i n g  w i t h  h  and  h a v i n g  c o n s e c u t i v e  e l e m e n t s  c o n j u g a t e  i n  a f a c t o r .  

F o r m i n g  c o n j u g a t e s  o f  h  i n  A

V 1 P1 P2 .  P1 P2 *1,h  = a  c  [ a c  * b J
P1 P2 r P1 X1 as a  c [ a ,  b j

= a P 1 P 2 P 1 X1

A p p l y i n g  cp a n d  c o n j u g a t i n g  by  a p o w e r  o f  P g i v e s
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I t  i s  c l e a r  t h a t  f u r t h e r  c o n j u g a t i o n  c a n  o n l y  a l t e r ,  by  a n  

i n t e g r a l  m u l t i p l e  o f  p ^ ,  t h e  p o w e r  o f  t h e  c e n t r a l  e l e m e n t  i n  H s o  

t h a t  h  a n d  h a r e  c o n j u g a t e  i n  G i f  a n d  o n l y  i f :

CD b ,  = P j

a n d

( 2 )  q -  p  = p  x f o r  a n y  i n t e g e r  x
A A i.

*
N o t i c e ,  m o r e o v e r ,  t h a t  a n y  s e q u e n c e  h , . . . ,  h w i t h  c o n s e c u t i v e  

e l e m e n t s  c o n j u g a t e  i n  a f a c t o r  h a s  a l l  e l e m e n t s  c o n j u g a t e  i n  e i t h e r  o n e  

o f  t h e  f a c t o r s .

C a s e  I I I  H = g p  ( a ,  c | a ft Z ( A ) ,  c  = [ a ,  b ] )  ( b  € A)

K = g p  ( a ,  6 | or ft Z (A) , 6 = [df,  P ] )  O  e B)

w i t h

cp ( a )  = 6 a n d  cp ( c )  = a .

P 1 P 2 * g l  q 2A g a i n ,  l e t  h  = a  c  a n d  h  = a  c  b e  a n y  p a i r  o f  e l e m e n t s  o f  H.

T h e n ,

V 1 P 1 P2 .  P 1 X1h = a  c  [  a , b ]

P 1 P 2 + P 1 X1= a c

A p p l y i n g  cp a n d  c o n j u g a t i n g  by  a  p o w e r  o f  3 g i v e s ,

X1 X2 p p  + p x  X2
( h b ) P = <6 1 a  2 1 V

P 1 P 2 + P 1 X1 r  P 2 + P 1 X1 X2 .=  6  a  [ a  » P J

P 1 + <p 2 + P 1 x l>  X2 P 2 + P 1 x i= 0 a  .

T r a n s f o r m i n g  o n c e  m o r e  b y  a n  e l e m e n t  o f  Cg^  ( h ) , we h a v e

b 1 » 2,b 3 P1 + <p2 + P1 V  x2 P2 + P1 Xl.b 3
J = (a  c )



C o n j u g a t i n g  a n  e l e m e n t  h  e H i n  t h e  g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t  G c a n  

t h u s  b e  d e s c r i b e d  by  m a p p i n g s  e f f e c t e d  a l t e r n a t e l y

a n d

. . u v  u v  + m ui n  A: a  c  1 ■ ^  a c

u v  u + n v v ,
i n  B:  a  c — — >  a  c  (m,  n  i n t e g e r s )

T h e s e  m a p p i n g s ,  r e g a r d e d  a s  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  f r e e  a b e l i a n  g r o u p  

H o f  r a n k  t w o ,  a r e  g e n e r a t e d  b y  t h e  m a t r i c e s

1 1 M  I 1 0
X = I I a n d  Y = [

\  0  1 I I  1 1

w h e r e

m
Xm = I 1 a n d  Y‘‘ =

i

e f f e c t  a l l  p o s s i b l e  c o n j u g a t i o n s .

V e r i f i c a t i o n  o f  C a s e  I I I  i s  t h e r e b y  r e d u c e d  t o  g i v i n g  a n  e f f e c t i v e
P i  P 2 * q x q 2

p r o c e d u r e  f o r  d e t e r m i n i n g  w h e n  h  = a  c  i s  m a p p e d  t o  h = a c

by  m e a n s  o f  a n  e l e m e n t  o f ^  t h e  s u b g r o u p  g e n e r a t e d  by  X a n d  Y i n

t h e  f u l l  a u t o m o r p h i s m  g r o u p  o f  o u r  f r e e  a b e l i a n  g r o u p  o f  r a n k  t w o .

Wha t  we a r e  a b l e  t o  s h o w  i s  t h a t ;

( 1 )  X a n d  Y a c t u a l l y  g e n e r a t e  / H  t h e  f u l l  a u t o m o r p h i s m  g r o u p

o f  H.

( 2 )  I t  c a n  b e  e f f e c t i v e l y  d e c i d e d  w h e n  h  i s  m a p p e d  t o  h  i n  

t h u s  c o m p l e t i n g  t h e  a l g o r i t h m i c  s o l u t i o n .

R a t h e r  t h a n  d i g r e s s  b y  i n s e r t i o n  o f  t h e s e  p r o o f s  a t  t h i s  p o i n t ,  we

p r e f e r  t o  m a k e  t h e i r  v e r i f i c a t i o n  t h e  s u b j e c t  o f  S e c t i o n  9 a n d  c o m p l e t e  

t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  8 by  e x a m i n i n g  t h e  f i n a l  c o n d i t i o n  ( E ) .
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(E)  A and  B h a v e  s o l v a b l e  s t r o n g  c o n j u g a c y  p r o b l e m  r e l a t i v e  t o  H.

L e t  g  = p . . . p  and g = q , , . q  ( r  > 1)  be c y c l i c a l l y  r e d u c e d  and 
l  i  r  a  1 P

l e t  p . . . p  p  . . . p ,  , be  any  c y c l i c  p e r m u t a t i o n  o f  t h e  c o m p o n e n t s  o f  
J  r  1 j - 1

g^  ( t h e  t r i v i a l  p e r m u t a t i o n  i n c l u d e d ) .  Assum e,  w i t h o u t  l o s s  o f  

g e n e r a l i t y  t h a t  q^ c A and t h a t  H ^  Z ( A ) .  T h e n ,  u s i n g  t h e

n o t a t i o n  o f  ( D ) ,

b p -| p s t - .
PJ = PJ J ’ = Pj  J , a  °

= P j  [ P j , a ]  ( s i n c e  c e A ’ )

So ,  we f i r s t  d e t e r m i n e  w h e t h e r  o r  n o t ,  f o r  some i n t e g e r  s

"1 F 1 S
P j  Qj  = [ P j ,  a ]

A ssum ing  t h a t  i t  d o e s ,  t h e n  s  i s  c l e a r l y  u n i q u e  by t h e  p r o p e r t y  o f  

t o r s i o n  f r e e  n i l p o t e n c e  a s  p r e v i o u s l y  d e m o n s t r a t e d .  T h e r e  a r e  now t h r e e  

c a s e s  t o  c o n s i d e r :
h

( i )  H £ z ( B ) . T hen  P . ^ ,  = p .  , i m p l i e s  t h a t  g  and g a r e
j + 1  j + l  2

s■ a
c o n j u g a t e  i f  and  o n l y  i f  g  = (p . , . p  p . . . p  )2 j  r  1 j - l

( i i )  H Z (B) and  cp i s  g i v e n  i n  C a s e  I I  o f  (D) . U s i n g  t h a t

n o t a t i o n ,

C i  ■ v i  “8 6‘ ]
= PJ+1  ^ j + l ’ ( s i n c e  6 e Z ( B ) ) .

Ag a i n ,  t h e r e f o r e ,  g^ and  g 2 a r e  c o n j u g a t e  i n  G i f  and  o n l y  i f

s

g 2 = <Pj * * * P r P l ' , , P j - l >a

( i i i )  H ^  Z (B) and  cp i s  g i v e n  a s  i n  C a s e  I I I  o f  (D) . U s i n g

t h a t  n o t a t i o n

C i  = pj+i [pj+i- 68

= p j + l  *-p j + l ’ 01 ^
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So we f i r s t  d e t e r m i n e  w h e t h e r  o r  n o t ,  f o r  some i n t e g e r  t

p j i i  q 2 = [ p J + i ' 0,1 *

A ssum ing  t h a t  i t  d o e s ,  t  i s  c l e a r l y  u n i q u e .  I n  t h i s  c a s e ,

g and  g a r e  c o n j u g a t e  i n  G i f  and  o n l y  i f  
1 6

s  t  
. a  c

go  =

T h i s  c o m p l e t e s  t h e  v e r i f i c a t i o n  o f  (E)  and  t h e  p r o o f  o f  The o rem  8 a p a r t  

f rom  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  a u to m o r p h i s m  g r o u p  o f  H w h i c h  we now 

r e s u m e .

S e c t i o n  9

The  p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s ,  a s  m o t i v a t e d  by  t h e  p r o o f  o f  

Theorem  8 u n d e r  c o n d i t i o n  ( D ) , t o  e s t a b l i s h  t h a t  t h e  c o n j u g a c y  o f  a n  

a r b i t r a r y  p a i r  o f  e l e m e n t s  o f  a f r e e  a b e l i a n  g r o u p  o f  r a n k  two c a n ,  

u n d e r  c e r t a i n  c i r c u m s t a n c e s ,  be  e f f e c t i v e l y  d e c i d e d .

P r o p o s i t i o n  5 L e t  H = gp ( x , , x„  | [ x , , x „ ]  = 1 )  b e  a f r e e  a b e l i a n1 « 1 £
*

g r o u p .  Then  f o r  a n  a r b i t r a r y  p a i r  h and  h o f  e l e m e n t s  o f  H, i t

c a n  be  e f f e c t i v e l y  d e c i d e d  w h e t h e r  o r  n o t  t h e r e  e x i s t s  an  a u to m o r p h i s m

*
o f  H m a p p i n g  h t o  h  .

P r o o f :  L e t  M  be  t h e  a u to m o r p h i s m  g r o u p  o f  H and a s sum e  t h a t

h P2 ,  v* ^  q2
1 X2 8 = X1 X2

S i n c e  e v i d e n t l y  c o n t a i n s  t h e  a u t o m o r p h i s m s  d e f i n e d  by :

X1  >  \

V __
X2  *  2

*1  > *1
V  - i

X2  >  X2
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and  ^

X1  >  x i

€3 : _ l
X2  >  X2

We c a n  a ssum e  w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  t h a t  , p 2 , and q 2 a r e  

a l l  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  z e r o ,

J &  a l s o  c o n t a i n s  t h e  a u t o m o r p h i s m s  d e f i n e d  by :

X1  > X1

€4 : -1
X2  >  X1 X2

and

e5 :

X1 > X1 X2

*2  >  X2
P1 P2T h e r e f o r e ,  g i v e n  h = x x (p  , p >  0 ) ,  we c a n  by u s i n g  E u c l i d ' s
X 2 X 2

a l g o r i t h m  and  a p p l y i n g  e i n s u r e  t h a t  p <  p . I n  t h e  same way,

a p p l y i n g  e a l l o w s  u s  t o  t r a n s f o r m  h so  t h a t  p < p . Hence  we
5 1 2

P 1 P 2 sc a n  e v e n t u a l l y  t r a n s f o r m  h = x x„  t o  x  ( f o r  some i n t e g e r  s )  and1 6 X

* * l̂ ^ 2  ts i m i l a r l y  h = x 1 x t o  x ( f o r  some i n t e g e r  t )  by means  o f  an1 A X

e l e m e n t  o f  / t l

We now c l a i m  t h a t  x^ c a n  be  mapped t o  by  an  e l e m e n t  o f  / I t

i f  and o n l y  i f  s  = i  t .  To s e e  t h i s ,  a s su m e  t h e r e  e x i s t s  a n  T]

s  ts u c h  t h a t  (x ^ )  T] = x , Then

(x®) T) =  ( x x T ) ) S =  ( x ^ ) 3 =  x* 

s i n c e  t h e  a u t o m o r p h i s m  T| m u s t  map a g e n e r a t o r  o n t o  a g e n e r a t o r  o f  H. 

Hence  s  = -  t  and  t h e  p r o o f  i s  c o m p l e t e .

P r o p o s i t i o n  6 L e t  H = gp  ( x ^ ,  x 2 | [ x ^ , x 2 ] = 1 )  be  a f r e e  a b e l i a n
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g r o u p  a n d  t h e  a u t o m o r p h i s m  g r o u p  o f  H. T h e n  i f  ^  i s  t h e  s u b g r o u p

o f  g e n e r a t e d  by t h e  a u t o m o r p h i s m s

• c  : j

and  Y =

^  a c t u a l l y

P r o o f : T h e  a u t o m o r p h i s m  g r o u p  o f  a f r e e  a b e l i a n  g r o u p  o f  r a n k  two  i s

g e n e r a t e d  by ( s e e  e . g .  [ 3 ] ,  p .  85)

!  0  1
S = |  |  a n d  T -  f

- 1  0  J l - l  0

O b s e r v e  t h a t

3 2 2S = T = Z , Z  = E w h e r e  Z =

I t  i s  e a s i l y  v e r i f i e d  t h a t

X = T S- 1 , Y = T _ 1 S

a n d ,  t h e r e f o r e ,

- 1  O' 

0  -1

S = Y_ 1 X, T = XY_1X.

H e n c e ,  X an d  Y a l s o  g e n e r a t e
t a

+
T h e r e f o r e  we may c o n c l u d e  t h a t  h and  h  i n  H a r e  c o n j u g a t e  

i n  t h e  g e n e r a l i z e d  f r e e  p r o d u c t  G d e f i n e d  i n  T h e o r e m  8 ,  C a s e  I I I  

u n d e r  c o n d i t i o n  ( D ) , i f  an d  o n l y  i f  t h e y  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  i n t o  o n e  

a n o t h e r  by  a n  e l e m e n t  o f  t h e  f u l l  a u t o m o r p h i s m  g r o u p  o f  H. T h i s  

c a n  b e  e f f e c t i v e l y  d e t e r m i n e d  by P r o p o s i t i o n  5 .
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Section 10

L e t  u s  c o n s i d e r  b r i e f l y  t h e  f u r t h e r  d i f f i c u l t i e s  w h i c h  a r i s e  i n  a 

c a s e  s i m i l a r  t o  t h e  o n e  J u s t  t r e a t e d  when we t r y  t o  a m a l g a m a t e  a 2 -  

g e n e r a t o r  a b e l i a n  s u b g r o u p  w h i c h  i s  n o t  m a x i m a l .  F o r  e x a m p l e ,  l e t  A 

an d  B b e  f i n i t e l y  p r e s e n t e d  n i l p o t e n t  g r o u p s  o f  c l a s s  2 and  H and  

K 2 - g e n e r a t o r  a b e l i a n  s u b g r o u p s  g i v e n  by

o t h e r  c a n n o t  b e  s o l v e d ,  a t  l e a s t  by  t h e  m e t h o d s  w h i c h  we h a v e  b e e n  

e m p l o y i n g .

C a s e  I  A ssum e  cp i s  g i v e n  by  acp = Of, ccp = 6

H = gp  ( a ,  c | a i  Z ( A ) ,  c = [ a " 1, b j )

a n d

K = g p  ( o ,  6 | a  A Z (B) , b = [ c / 1 , 3 ] ) .  (m o r  n  >  1)

A g a i n  t h e  n a t u r e  o f  cp g i v e s  r i s e  t o  tw o  c a s e s ,  o n e  o f  w h i c h  

y i e l d s  s o l v a b l e  c o n j u g a c y  p r o b l e m  f o r  G = {A * B; H, cp) w h i l e  t h e

L e t  h = a c

C ons  i d e r i n g x
b 1

= h [ h ,  b  1 ]h

P 1 Po+P , x2 ^ 1 1a c

w h e r e  p ^  x^ i s  a m u l t i p l e  o f  m.

A p p l y i n g  cp a n d  c o n j u g a t i n g  b y  a p o w e r  o f  3 g i v e s ,

w h e r e  p x i s  a  m u l t i p l e  o f  n .X £t
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I t  i s  c l e a r  t h a t  f u r t h e r  c o n j u g a t i o n  c a n  o n l y  a l t e r ,  by  a n  i n t e g r a l

m u l t i p l e  o f  p ^ ,  t h e  p o w e r  o f  t h e  c e n t r a l  e l e m e n t  i n  H (K) s o  t h a t

*h and h are conjugate in G  if and only if:

< D  Clj = P j

(2) q - p = p x for any integer x of the form x + x2 2 1 1 2
such that p x is a multiple of m  and p x a multiple of n. 1 1  1 2

*Again, any sequence h,..., h with successive elements conjugate in 

a factor has all elements already conjugate in either one of the 

f a c t o r s .

The conjugacy problem for G  = {a * B; H, c p ]  is therefore solvable. 

Case I I  A ssume cp is given by a c p  = 6 ,  cep = ot 

Let
P i  p 2 * qL q 2

h = a c and h = a c 

Considering
b* 1 p i  W ih = a c ,

applying cp and conjugating by a power of P  gives

, b X \  P*2 A  W l  r P 2+ P 1X 1 .X 2,( h  )  = 6  a  [ o r  . P ]

,P 1+ Cp 2+ P l X l)lt2 P 2+ P l X l= 0 a

Pl+(P 2+ P lX l)X2 P 2+ P 1X 1= a  c
X3Transforming once more by b yields

b ^ p X ^  P 1+ ( P 2+ P 1 X1 ) X2 P 2+ P1 X1+ [ P 1+ ( P 2+ P 1 X1 ) X 2 ] X3h = a c

At each stage of the conjugation, it is necessary that for consecutive

S1 S 2 S  l 2terms h = a c and h. , = a c either (i) s. = t, andi l+l 1 1
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s 2 -  t 2 i s  a m u l t i p l e  o f  m o r  (1  i > s 2 = t 2 an d  s ^  -  i s  a

m u l t i p l e  o f  n .  C o n j u g a t i o n  i s  t h e r e f o r e  n o t  e f f e c t e d  by a u t o m o r p h i s m s  

o f  H ( a s  i n  S e c t i o n  9 ) .  M o r e o v e r  t h e  n u m b e r - t h e o r e t i c  c o n s i d e r a t i o n s  

becom e  u n w e i l d y  a s  i s  c l e a r  f r o m  t h e  f a i r l y  s i m p l e  c a l c u l a t i o n  a b o v e :

i . e .  f o r

x,  x„  x„  x
h J  e  2b 3 p = „b l 6 2b 3 P 4 _ _P l + < P2+ P l Xl ) x 2+ < P 2+ P l Xl + [ p l ' f ( P 2+ P l Xl >X2 ]X3) ’I4

P 2+ P 1 X1+ [ P 1+ < P2+ P 1 X1 ) X 2 ]X3
c

we m u s t  b e  a b l e  t o  e s t a b l i s h  n o t  o n l y  t h a t

( i )  qL = Px + <P2 + P1x1) x 2 + ( P2+Pl x i  + CPX+ (P2+P1x1> x2 3 * 3> x 4 

and

( i i )  q 2 = p 2 + P l x x + . [ P l  + ( P g + P j X ^  x 2 ] x 3 

f o r  i n t e g e r s  x  , x  , e t c . ,  b u t  a l s o  t h a t1 a

m( i )  P j ^  an<3 [Pj  ̂ + <P2 + p i x i ^  x 2^ X3 arG m u l t i Pl e s  o f  

an d

( i i )  ( P g + p ^ )  x 2 and  ( p g + p ^  + [ p x+ ( P g + p ^ )  X2 J x 3> x 4 > 

a r e  m u l t i p l e s  o f  n .

W h i l e  i t  i s  c l e a r  t h e r e f o r e  t h a t  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  f o r  a p a i r  o f

P 1 P 2 * *̂ 1 ^ 2  e l e m e n t s  h = a c and  h = a c t o  b e  c o n j u g a t e  a r e  t h a t

( p  -  q  ) b e  a m u l t i p l e  o f  n  an d  (p  -  q  ) b e  a m u l t i p l e  o f  m,
X X  A U

t h e s e  c o n d i t i o n s  a r e  n o t  s u f f i c i e n t  a s  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e  s h o w s .  

E x a m p le  L e t  H a n d  K b e  tw o  g e n e r a t o r  a b e l i a n  s u b g r o u p s  o f  A a nd  

B r e s p e c t i v e l y  ( w h e r e  A an d  B a r e  f r e e  n i l p o t e n t  o f  c l a s s  tw o)  

g i v e n  by

H = gp  ( a ,  c | c = [ a 2 , b ] )

K = gp ( a ,  6 j 6 = [ a 4 , 3])
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a n d  l e t  cp b e  t h e  I s o m o r p h i s m  d e f i n e d  by

a c p  =  6 ,  c e p  =  a

L e t

2 2 .* 10 10
h = a c an d  h = a b

T h e n  w h i l e  i t  i s  t r u e  t h a t  8  (q ^  -  “  P g )  a m u l t i p l e  o f

*
b o t h  2 an d  4 ,  h  a n d  h a r e  n o t  c o n j u g a t e  e l e m e n t s  s i n c e  t h e y  a r e

2
n o t  c o n j u g a t e  i n  t h e  h o m o m o r p h ic  i m a g e  H/H o b t a i n e d  by  f a c t o r i n g

o u t  s q u a r e  p o w e r s .

T h e  i m p o s s i b i l i t y  o f  c o m p u t i n g  s u i t a b l e  s o l u t i o n s  f o r  e q u a t i o n s  i n

*
t h e  e x p o n e n t s  o f  h and  h i s  p r e c i s e l y  w h e r e  t h e  d i f f i c u l t y  o c c u r s  

a n d  o u r  m e t h o d s  a r e  u s e l e s s  h e r e .  F o r  s u b g r o u p s  o f  r a n k  g r e a t e r  t h a n  

two t h e  n a t u r e  o f  t h e  v a r i o u s  p o s s i b l e  i s o m o r p h i s m s  r e n d e r s  a g e n e r a l  

s o l u t i o n  e v e n  m o r e  c o m p l e x .

F i n a l l y ,  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  C h a p t e r  I I ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  

c o n d i t i o n  o f  m a x i m a l i t y  o n  t h e  a m a l g a m a t e d  c y c l i c  s u b g r o u p s  i n  t h e o r e m s  

5 ,  6 a n d  7 ,  w h i l e  a d m i t t i n g  s i m p l i f i c a t i o n  i n  t h e  p r o o f s ,  i s  n o t  

n e c e s s a r y .  The  a r g u m e n t s  u s e d  t h e r e  e x t e n d  t o  a n y  i n f i n i t e  c y c l i c  

s u b g r o u p s .

I n  a p o s i t i v e  d i r e c t i o n ,  i t  s e e m s  l i k e l y  t h a t  T h e o r e m  8 c a n  b e  

p r o v e d  i n  t h e  c a s e  t h a t  A and  B a r e  o n l y  t o r s i o n  f r e e  n i l p o t e n t  o f  

c l a s s  t w o .  T he  i m m e d i a t e  d i f f i c u l t y  a r i s e s  f r o m  t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t
jr»

t h e  g e n e r a t o r  c w h i c h  i s  c e n t r a l  may b e  s u c h  t h a t  c = [ a , b ]  f o r  

some i n t e g e r  r .  I n  t h a t  c a s e  t h e  a u t o m o r p h i s m  a v a i l a b l e  t o  u s  i s  

no  l o n g e r  X = f M  b u t  r a t h e r  Xr  = I  r  1 ( a n d  s i m i l a r l y
\ o  i j  \ 0

f o r  Y) s o  t h a t  we do  n o t  h a v e  g e n e r a t o r s  f o r  t h e  f u l l  a u t o m o r p h i s m

g r o u p  a s  i s  r e q u i r e d  i n  t h i s  a l g o r i t h m .  E x t e n s i o n  o f  o u r  a p p r o a c h ,

h o w e v e r ,  d o e s  a p p e a r  p l a u s i b l e .
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