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t h e o r e m  a s s e r t  t h a t  i f  a f a m i l y  o f  d y n a m i c a l  s y s t e m s  d e p e n d  

s m o o t h l y  on  a p a r a m e t e r  t h e n  a c o r r e s p o n d i n g  s u b f a m i l y  o f  

i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  o f  t h e s e  d y n a m i c a l  s y s t e m s  a l s o  v a r y  

s m o o t h l y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  p a r a m e t e r .  I n  a p p l i c a t i o n s  

M e l n i k o v  f u n c t i o n s  a r e  c o n s t r u c t e d  t o  d e t e c t  d y n a m i c a l l y  

s i g n i f i c a n t  g e o m e t r i c  i n t e r a c t i o n  o f  t h e s e  m a n i f o l d s ,  

e s p e c i a l l y  t h o s e  l e a d i n g  t o  c h a o t i c  b e h a v i o u r .

H e r e  we f o r m u l a t e  t h e  d e r i v a t i v e  o f  v a r i a t i o n  o f  

p e r s i s t e n t  i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  o f  d y n a m i c a l  s y s t e m s  w i t h  

r e s p e c t  t o  p a r a m e t e r s .  I n  g e n e r a l  t h e s e  f o r m u l a t i o n s  a r e  

v a l i d  i n  B a n a c h  s p a c e s .

We s how how t h e s e  d e r i v a t i v e  f o r m u l a t i o n s  l e a d  

n a t u r a l l y  t o  M e l n i k o v  f u n c t i o n s .  A p p l i c a t i o n s  a r e  g i v e n .  F o r  

e x a m p l e  we u s e  t h e s e  f u n c t i o n s  t o  g i v e  n e c e s s a r y  a n d  

s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  g l o b a l  b i f u r c a t i o n  o f  d e g e n e r a t e  

i n t e r s e c t i o n  o f  s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  m a n i f o l d s  t o  

t r a n s v e r s a l i t y .
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CHAPTER 1 

INTRODUCTION

1.  S i g n i f i c a n t  a s p e c t s  o f  t h e  c o n t i n u o u s  d y n a m i c s  

d e s c r i b e d  by d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ( v e c t o r  f i e l d s )  may be  

m o d e l l e d  by t h e  d i s c r e t e  d y n a m i c s  o f  i t e r a t e d  t i m e  t  maps  o f  

t h e  i n d u c e d  f l o w ;  s o  c a l l e d  P o i n c a r e  m a p s .  F o r  e x a m p l e ,  

e q u i l i b r i a  ( s t a t i o n a r y  p o i n t s )  o r  p e r i o d i c  o r b i t s  o f  v e c t o r  

f i e l d s  may c o r r e s p o n d  t o  f i x e d  p o i n t s  o f  t h e s e  m a p s .

I f  no e i g e n v a l u e  o f  t h e  d e r i v a t i v e  o f  a v e c t o r  f i e l d  a t  

an  e q u i l i b r i u m  i s  p u r e  I m a g i n a r y  t h e n  t h e  d y n a m i c s  t h e r e  i s  

h y p e r b o l i c ;  t h a t  i s ,  t h e r e  a r e  l o c a l  s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  

m a n i f o l d s  o f  c o m p l e m e n t a r y  d i m e n s i o n  on w h i c h  p o i n t s  a r e  

f o r w a r d  a n d  b a c k w a r d  a s y m p t o t i c  t o  t h e  e q u i l i b r i u m  

r e s p e c t i v e l y ;  a l l  o t h e r  o r b i t s  d e s c r i b e  h y p e r b o l a s .  G l o b a l l y  

t h e s e  m a n i f o l d s  may be r e a l i z e d  a s  p a r a m e t r i z a t i o n s  

( i n j e c t i v e  i m m e r s i o n s )  o f  t h e i r  r e s p e c t i v e  t a n g e n t  s p a c e s .  

When t h e  s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  m a n i f o l d s  o f  a d y n a m i c a l  

s y s t e m  i n t e r s e c t  n o n - t r a n s v e r s e l y  a s  i n  t h e  c a s e  o f  a 

h o m o c l i n i c  o r b i t ,  t h e  e f f e c t  o f  p e r t u r b a t i o n  on t h e  

g e o m e t r i c  i n t e r a c t i o n  o f  t h e s e  m a n i f o l d s  i s  d y n a m i c a l l y  

c r i t i c a l .  F o r  e x a m p l e ,  i f  b i f u r c a t i o n  t o  t r a n s v e r s a l  

I n t e r s e c t i o n  o f  t h e  p e r t u r b e d  m a n i f o l d s  o c c u r s ,  c h a o t i c  

b e h a v i o u r  r e s u l t s  ( S m a l e - B i r k h o f f  H o m o c l i n i c  T h e o r e m ) .

P a r a m e t r i z e d  v e r s i o n s  o f  t h e  s t a b l e - u n s t a b l e  m a n i f o l d  

t h e o r e m  ( s e e  [ H i r s c h / P u g h / S h u b ] ) a s s e r t  t h a t  i f  a f a m i l y  o f

d y n a m i c a l  s y s t e m s  d e p e n d  s m o o t h l y  on a p a r a m e t e r  t h e n  t h e i r
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s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  m a n i f o l d s  a l s o  d e p e n d  s m o o t h l y  on t h a t  

p a r a m e t e r .  We a c t u a l l y  f o r m u l a t e  t h e  d e r i v a t i v e  o f  t h i s  

d e p e n d e n c e ,  t h e r e b y  d e r i v i n g  p r e c i s e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  

i n f i n i t e s i m a l  v a r i a t i o n  o f  t h e s e  m a n i f o l d s  w i t h  r e s p e c t  t o  

t h e  p e r t u r b a t i o n  p a r a m e t e r s .  I n  C h a p t e r  F i v e  we u s e  t h e s e  

d e r i v a t i v e s  t o  g i v e  an  i n f i n i t e s i m a l  m e a s u r e  o f  how t h e  

p e r t u r b e d  m a n i f o l d s  s e p a r a t e  a t  p o i n t s  o f  i n t e r s e c t i o n ;  s o  

c a l l e d  M e l n i k o v  f u n c t i o n s .  As s u c h  t h e s e  f u n c t i o n s  may be  

u s e d  t o  d e t e c t  a n d  a n a l y z e  t h e  g e o m e t r i c  a n d  h e n c e  d y n a m i c  

c o n e q u e n c e s  o f  p a r t i c u l a r  p e r t u r b a t i o n s  on i n v a r i a n t  

m a n i f o l d s .  N e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  g l o b a l  

b i f u r c a t i o n  o f  d e g e n e r a t e  i n t e r s e c t i o n  t o  t r a n s v e r s a l i t y  a r e  

g i v e n  a s  w e l l  a s  c o n d i t i o n s  f o r  p e r s i s t e n c e  o f  d e g e n e r a t e  

i n t e r s e c t i o n  o f  t h e s e  m a n i f o l d s .

I n  C h a p t e r  Two we c o n s i d e r  t h e  v a r i a t i o n  o f  p e r s i s t e n t  

i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  o f  m a p s ,  w h i l e  i n  C h a p t e r  T h r e e  we 

c o n s i d e r  v a r i a t i o n  o f  i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  o f  f l o w s .  The 

b a s i c  i d e a  i n  b o t h  c o n t e x t s  i s  t o  e x p r e s s  p e r s i s t e n t  

i n v a r i a n c e  i n  c o o r d i n a t e s  a n d  d i f f e r e n t i a t e  w i t h  r e s p e c t  t o  

p a r a m e t e r s .  One t h e n  h a s  i n f i n i t e s i m a l  v e r s i o n s  o f  e q u a t i o n s  

o f  p e r s i s t e n t  i n v a r i a n c e  and  i t  i s  f r o m t h e s e  t h a t  v a r i a t i o n  

f o r m u l a t i o n s  a r e  d e r i v e d .  E x p r e s s i o n s  a r e  g i v e n  f o r  t h e  

v a r i a t i o n  o f  e q u i l i b r i a ,  f i x e d  p o i n t s ,  a n d  p e r i o d i c  o r b i t s  

a s  w e l l  a s  o f  s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  m a n i f o l d s .

I n  C h a p t e r  F o u r  v a r i a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  v e c t o r  and  

f u n c t i o n a l  p a r a m e t e r s  i s  d i s c u s s e d .  F o r  e x a m p l e  s t a b l e  a n d  

u n s t a b l e  m a n i f o l d s  o f  d y n a m i c a l  s y s t e m s  v a r y  c o n t i n u o u s l y
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w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  u n d e r l y i n g  d y n a m i c a l  s y s t e m s  t h e m s e l v e s .  

I s  t h i s  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  d y n a m i c a l  s y s t e m s  a n d  

p e r s i s t e n t  i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  e v e r  s m o o t h ?  I f  s o  wh a t  i s  

i t s  d e r i v a t i v e ?  T h e s e  v e c t o r  a n d  f u n c t i o n a l  d e r i v a t i v e s  o f  

v a r i a t i o n  a r e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  f o r m u l a t i o n s  

d e v e l o p e d  e a r l i e r .



n

2 .  P r e l i m i n a r y  d e f i n i t i o n s .  I n  t h e  f o l l o w i n g

E 1 , E 2 r a n d  E d e n o t e  B a n a c h  s p a c e s ,  E -  E-| k E 2  '

a n d  X a n d  Y b a l l s  i n  E 1 a n d  E2 r e s p e c t i v e l y .

Cr ( X j E )  d e n o t e s  t h e  B a n a c h  s p a c e  o f  Cr - b o u n d e d

f u n c t i o n s  f :  X + E f o r  w h i c h  t h e  Cr - n o r m

| f  | p -  s u p  { | D ^ f  | ,  O S  j S r (  
xeX

i s  f i n i t e .

By L ( E.| , E g ) we mean t h e  B a n a c h  s p a c e  o f  b o u n d e d  l i n e a r  

maps  f r o m  E^ t o  E2 w i t h  t h e  s u p  n o r m .

We d e n o t e  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  maps  by ' o '  , a n d  t h e

c o m p o s i t i o n a l  p r o d u c t  o f  maps  f : X + Cr (V,W) a n d  

g:  X -*■ Cr ( U, V)  by w h e r e

( f * g ) ( x )  -  f ( x ) o g ( x )  

a s  i n  t h e  c h a i n  r u l e  f o r  d e r i v a t i v e s :  D ( f o g )  ° ( D f o g ) * D g .

G i v e n  a f u n c t i o n  f  -  f ( x , y ) ,  D^f  d e n o t e s  p a r t i a l  

d e r i v a t i v e s ,  i  = 1 , 2 ;  w h i l e  D^f  d e n o t e s  t h e  J - t h  o r d e r  

d e r i v a t i v e  o f  f .
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CHAPTER 2

VARIATION Of  INVARIANT MANIFOLDS o f  PERTURBED MAPS

1.  I n t r o d u c t i o n .

Our  g o a l  h e r e  i s  t o  f o r m u l a t e  t h e  d e r i v a t i v e  o f  

v a r i a t i o n  o f  p e r s i s t e n t  i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  f o r  m a p s .  I n  

p a r t i c u l a r  a s  a map f Q w i t h  i n v a r i a n t  g r a p h  y -  g Q( x )  i 3  

p e r t u r b e d  t o  a map f  w i t h  an  i n v a r i a n t  g r a p h  y « 8 e ( x )  , we 

n o t e  t h e  i n d u c e d  v a r i a t i o n  o f  t h e

g r a p h ,  v e ( x )  -  ~ g o ^ x  ̂ a n d  f o r ’m u l a t e  i t s  d e r i v a t i v e

Z ( x )  ■ 3 g g ( x ) / 3 e | e _Q

t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  v a r i a t i o n  a t  t h e  ' i n s t a n t '  o f

p e r t  u p b a t i o n .

L e t  X a n d  Y be  b a l l s  i n  B a n a c h  s p a c e s  E 1 a n d  E2

r e s p e c t i v e l y ;  E -  E ^ E g .

L e t  f Q -  ( A , B )  : XxY *  E be  a map a n d

g Q : X -*• Y be a ma p ,  w h o s e  g r a p h  i s  l e f t  i n v a r i a n t  by

f Q, t h a t  i s  f Q( g r a p h  g Q) i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  g r a p h  o f  g Q.

I f  h = ( a , 0 )  : XxY + E , l e t  f  -  ( Ag , B£ ) : XxY -*■ E d e n o t e

t h e  o n e  p a r a m e t e r  f a m i l y  o f  m a p s ,  f  =■ f Q + e * h  :

f £ ( x , y )  -  [ A ( x , y )  + e • o ( x , y ) , B ( x , y ) + e * B ( x , y ) ]  .

L e t  g : X + Y e
g g ( x )  -  g ( e  , x )

be  a  o n e  p a r a m e t e r  f a m i l y  o f  g r a p h s ;  f o r  e s u f f i c i e n t l y  

s m a l l .
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2 .  I n v a r i a n c e  i n  C o o r d i n a t e s .

F o r  e a c h  e s u f f i c i e n t l y  s m a l l  we a s s u m e  t h e  g r a p h  

o f  g i s  a l s o  l e f t  i n v a r i a n t  by f  ; t h a t  i s  i f  ( x , g  ( x ) )  i s£ E C

a p o i n t  on t h e  g r a p h  o f  g £ t h e n  f  ( x , g  ( x ) )  i s  a l s o  on t h e  

g r a p h  o f  g £ . T h i s  may be e x p r e s s e d  a s  t h e  f o l l o w i n g  v e c t o r  

e q u a t i o n  i n  E2 :

[ 2 . 1 ]  P e r s i s t e n t  G r a p h  I n v a r i a n c e  E q u a t i o n :  

B [ x , g ( e , x ) ]  + e p [ x , g ( e , x ) ]  = g [ e , A( x , g ( e , x ) )  + e a ( x , g ( e , x ) )  ]

We a s s u m e  a l l  maps  a b o v e  a r e  j o i n t l y  C3 i n  t h e i r  

r e s p e c t i v e  v a r i a b l e s ,  s  > 0 .  F o r  e a c h  x w h e r e  t h e  a b o v e  

h o l d s  we may d e f i n e :

[ 2 . 2 ]  Z ( f 0 . h ) (lI> '  3 e e C x ) / 3 E | E. 0

w h i c h  we a b b r e v i a t e  a s  Z ( x ) .

N o t e  t h a t  Z ( x ) :  R -*■ Eg i s  a l i n e a r  ma p ,  s o  Z i s  a map 

f r o m  X t o  L ( R , E 2 ) .  I d e n t i f y i n g  L ( R , E g )  w i t h  E2 . w h e r e b y  t h e  

map L i n  L ( R , E )  i s  i d e n t i f i e d  w i t h  t h e  u n i q u e l y  d e t e r m i n e d  

v e c t o r  L ( 1 )  i n  E,  we t h i n k  o f  Z a s  a map f r o m  X t o  E2 .

3 .  N e c e s s a r y  E q u a t i o n s  f o r  Z - Z ( x ) .

We now p r o c e e d  t o  d e r i v e  an  e q u a t i o n  s a t i s f i e d  by 

Z - Z ( x ) .  Fr om h e r e  on f o r  t h e  s a k e  o f  s i m p l i c i t y  t a k e  e t o  be  

a s c a l a r  p a r a m e t e r .  L a t e r  i n  C h a p t e r  F o u r  we r e m a r k  on t h e  

c a s e  o f  v e c t o r  p a r a m e t e r s .  L e t  LHS a n d  RHS d e n o t e  t h e  l e f t  

h a n d  a n d  r i g h t  h a n d  s i d e s  o f  t h e  e q u a t i o n  [ 2 . 1 ]  a b o v e ,
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r e s p e c t i v e l y .  L e t t i n g  Z ( x )  ■ Z ( e n , x )  ■ 3g ( x ) / 9 e |  a n dG q  w  £ £ * £

t a k i n g  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  LHS a n d  RHS w i t h  r e s p e c t

t o  e g i v e s  t h e  f o l l o w i n g :

[ 2 . 3 ]  3 (LHS ) / 9 e  -

D2B U , g e C x ) ) ' 2 < e , x )  * E- D2 B< x . 6 £ ( x ) ) - Z U - x)  * B ( x . b e Cx3 5 

■ (D2BE> ( x , g E< x ) ) - z ( e ' x)  * e t x . e e <*>)

[ 2 . 4 ]  9 (RHS) /  9e -  Z ( e , A ( x , g £ ( x ) ) +

D2 « U . A  ( x . g  ( x ) ) - ( ( D2Ae ) ( x , g  ( x ) ) ’ Z ( c , x )  * a ( x , g £ ( x)  ) ]
e e e

w h e r e  A ■ A + e * a  a n d  B ■ B + e • f} a n d  D< d e n o t e s  t h e
E E J

j - t h  p a r  t  i  a l .

The  t wo  e x p r e s s i o n s  [ 2 . 3 ]  a n d  [ 2 . 4 ]  a r e  i d e n t i c a l l y  

e q u a l ;  s o  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  i n f i n i t e s i m a l  v e r s i o n  o f  

e q u a t i o n  o f  p e r s i s t e n t  g r a p h  i n v a r i a n c e ;

[ 2 . 5 ]  Z ( A (x , g (x ) ) ) -
E E  £

[ ( D2 8 e ) ( x , B E ( x ) )  * <DAE ( x . g e < x ) ) e e >' ( B2 AE ) ( x , g !. ( x ) ) ] ' Ze <x)

+ [ S t x , g c ( x) > -  (Da , ( x ) ) 8 e ) - “ <x - 8 e ( x ) ) 1
e e

When £*=0 we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  [ 2 . 6 ] ,  f o r  Z ( x ) :

Z ( A ( x , g 0 ( x ) )  -  ( D2 B (x >Bo( x ) )  * DA ( x , g 0 ( x ) ) 80 ' (D2# ) ( x , g 0 ( x ) ) ) Z( x )  

♦ U ( x . g 0 ( x) > -  (■>A ( x , g o ( x ) ) B0 ) - a ( x - e O<X) ) )
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We make  t h e  e q u a t i o n  [ 2 . 6 ]  a b o v e  mo r e  c o n c i s e  w i t h  t h e  

f o l l o w i n g  n o t a t i o n :

a n d  A -  D„Aor  , a  -  o o r  , A = Aor
d  g 0 S 0 8 0

b -  d Bo r  , I  -  Bor
g o 8 0

G “ DggOA

So o u r  e q u a t i o n  f o r  Z ( x )  b e c o m e s  [ 2 . 7 ] :

[ B ( x ) -  G ( x ) • A ( x ) ] • Z ( x )  + [ p C x  ) -  G ( x ) * a ( x ) ]  -  Z [ A ( x ) ]

- a  v e c t o r  e q u a t i o n  i n  Eg .

Our  e q u a t i o n s  b e c o me  e v e n  mo r e  t r a c t a b l e  i f  we a s s u m e ,  

t h a t  t h e  i n i t i a l  g r a p h  y - g 0 ( x )  i s  f l a t ;  t h a t  i s  g Q ( x ) " 0  . I n  

t h a t  c a s e  G ( x ) = 0 ,  s o  we h a v e :

[ 2 . 8 ]  B ( x ) - Z C x )  + e C x ) -  Z [ A {x ) ]

By c o m p a r i n g  e q u a t i o n  [ 2 . 8 ]  t o  e q u a t i o n  [ 2 . 7 ]  o n e  s e e s  t h a t  

t h i s  s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n  r e a l l y  i n v o l v e s  no l o s s  o f  

g e n e r a l i t y .  S e e  r e m a r k s  i n  S e c t i o n  2 . 7  f o r  d e t a i l s .

I f  m o r e o v e r  we a r e  c o n s i d e r i n g  t h e  i m p o r t a n t  s p e c i a l  

c a s e  o f  p e r t u r b i n g  f r o m  a l i n e a r  ma p ,

L e t  r d e n o t e  t h e  g r a p h  f u n c t i o n  o f  
g 0

So* T a  B < x , g  ( x ) )  ,
B0

T0 -  <A, B)  - t h e n  o u r  e q u a t i o n s  b e c o me :

[ 2 . 9 ] B g  • Z ( x ) + B ( x )  = Z ( A 1 x )

4 .  A f o r m u l a  f o r  Z ( x )  a t  a f i x e d  p o i n t ,  ( id, 0 )  .

Fr om t h e s e  e q u a t i o n s  we may d e d u c e  f o r m u l a e  f o r  Z ( x ) :
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F o r  e x a m p l e  a t  a f i x e d  p o i n t  ( w , 0 )  o f  t h e  u n p e r t u r b e d  map 

f Q ,  o n  t h e  now a s s u m e d  i n v a r i a n t  X - a x i s ,  e q u a t i o n  [ 2 . 8 ]  

t a k e s  t h e  f o r m :

B ( m ) * Z ( u )  + 0(u. )  ■ Z(o>) , o r  [ i d  -  B( u>) ] *Z( w)  -  B(o.) , 

s i n c e  A(oi) ■ a  . I f  1 i s  n o t  i n  t h e  s p e c t r u m  

o f  B(io) t h e n  I d  -  B(w)  i s  I n v e r t i b l e ,  s o

Z (to) -  [ I d  -  (D2 B ) ( a j f 0 ) ] ' 1

5 .  Two Cr  l e mma s  a n d  f l a t  c a s e  m a t r i x  l e mma  f o r  t h e  g e n e r a l  

c a s e .

F o r  m o r e  g e n e r a l  c o n s i d e r a t i o n s  we f i n d  t h e  f o l l o w i n g  

l e mma s  u s e f u l .  The  l i t t l e  Cr  l e mma s  p r o v i d e  us  w i t h  t h e  

t e c h n i c a l  a s s i s t a n c e  t o  a s s e s s  i f  o u r  d e r i v a t i v e  

f o r m u l a t i o n s  a r e  v a l i d  a s  Cr  a p p r o x i m a t i o n s  t o  t h e  

v a r i a t i o n .  V i a  t h e  m a t r i x  l e mma  we e x p l o i t  t h e  s i m p l i f y i n g  

a s s u m p t i o n  o f  t h e  f l a t  e a s e  i n  o u r  f o r m u l a t i o n s .

Lemma ( 2 . 1 ) : L e t  X be  a b a l l  i n  E,  f  e Cr [ X ; L ( F , G ) ]  , 

a n d  g e Cr [ X ; L ( G , H ) ]  , w h e r e  E,  F,  a n d  G a n d  H a r e  B a n a c h  

s p a c e s  .

D e f i n e  g * f  e Cr [ X ; L ( F , H ) ]  by ( g * f ) ( x )  = g ( x ) o f ( x )  .

T h e n :

| e * f | r  s  2 r' - | i l r - l ? l n

P r o o f : By i n d u c t i o n  on  r .  F o r  r  = 0 we h a v e :  

| g * f | Q •  s u p x | i ( x ) * f  ( x )  \  & s u p x ( | | g ( x  ) | • | f  (x ) J ) £



1 0

£ ( s u p x | ? ( x ) | ) « ( s u p x | 5 ( x ) | )  £ I ? 10 - 18 10 

Us e  | i * ^ | r +1  * SUP i | s * f  | r . | D ( g * f ) | p } , a n d  t h a t  t h e

d e r i v a t i v e  o f  g * f  , Dx ( g * f ) : E  ------> L ( F , H) i s  g i v e n  by t h e

p r o d u c t  r u l e :

CD <i * f ) ] e  -  [ ( D g ) e ] » ? ( x )  + g ( x ) « [ ( D  f ) ] eX X  X

Lemma ( 2 . 2 ) : F o r  a l l  r  2 0 , t h e r e  i s  a c o n s t a n t  k - k p 

s u c h  t h a t ,  f o r  a l l  f : X  Y w i t h  Df  Cr _1  b o u n d e d  a n d  f o r  a l l  

g i n  C r  ( Y ,* G) , J g o f | r  £ k . | g | p -Mr ( f )  ,

w h e r e  C f ) ** s u p  {1 , ( | Df  | r _ 1 ) r  } , a n d  | f | p d e n o t e s  t h e  Cr -

nor m o f  f .

P r o o f : By i n d u c t i o n  on r .  F o r  r ~ 0  we h a v e

| g o f  | Q £ s u p  | g ( f ( x ) )  | £ | g | Q , s o  k ( 0 )  -  1.  T h e r e f o r e  
x

| g o f | r + t  -  s u p { | g o f | r , | D ( g o f  ) | p } £ 

s u p { k r | g | r .Mr ( f ) , 2 r | D g o f  | .  | Df  | r } £ 

a u p { k r f g | r .Mr ( f ) , 2 r . k r i D g j r .Mr ( f ) . | D f  | p } £

2 r - k r U I  r + 1 • Mp ( f  ) * | D f  | r  . N o t e  t h e  u s e  o f  l emma ( 2 . 1 )  

a b o v e . Now ( f ) •  | D f | p £ s u p i l , | D f | r , ( | D f | r _ 1 ) r . | D f | r } £ 

S u p O j D f  | r , ( | D f | r ) r + 1 } £ s u p l t , ( | D f | r ) r  + 1 } -  Mr  + 1 ( f )  . 

N o t e  t h a t  we h a v e  k p+1 £ 2 r ‘ k p .

F o r  l emma ( 2 . 3 )  we n o t e  t h e  f o l l o w i n g ;  

F o r  f  -  ( A , B ) a n d  £ - ( x , y )  , l e t :

[ V d
(D  ̂A ) ^ ( ° 2 A \

( D1B) ^ (D2 B ) £



d e n o t e  t h e  m a t r i x  o f  p a r t i a l s .  N o t e  t h a t  t h e  f ^  - i n v a r i a n c e

o f  y -  g Q ( x )  ■ 0 f o r  t h e  ' f l a t *  c a s e  me a n s  t h a t

B [ x , g Q ( x ) ] B ( x , 0 ) T h e r e f o r e :

‘ V ’ u . o ) [ 3 B / 3 x ] ( x , 0 )  ■ 0 

*

0
t h e  f o l l o w i n g  l e mma  r e g a r d i n g  s u c h  m a t r i c e s :

So f o r  £ -  ( x , 0 )  , D ^ f q i s  o f  t h e  f o r m We h a v e

Lemma ( 2 . 3 ) : L e t  E^ a n d  E2 be v e c t o r  s p a c e s ,  a n d  l e t

E 1 *  E 2 

L e t  A •

“ E 1 + E2 

( A1 , A 2 ) - A1 + A2 be a l i n e a r  a u t o m o r p h i s m  o f  E

w h e r e  A j : E + Ej a n d  Aj  -  (Aj . A j ) -  Â  + Aj  s o

t h a t  A'

f  o r m :

E^ Ej  • We may r e p r e s e n t  A s y m b o l i c a l l y  i n  m a t r i x

[ A ] ( e 1 , e 2 ) - #! e 1

e 2

] -  Aj a n d
Pj , l [

[ A j e i + A ^ e 2 , A2 e 1+ A ^ ]

1 -  A . . L e t  t h e  a b o v e  
j L J J ‘ J . i u J J

c o n d i t i o n s  h o l d  l i k e w i s e  f o r  a l i n e a r  a u t o m o r p h i s m  i n  m a t r i x

f o r m  B.

I f B t h e n :
‘2 “  “ 2 *  

i )  P i , i [ A * B ] “ [ P i ( 1 ( A ) ] . [ P l f l ( B ) j  , i  -  1 , 2

U )  p 2 i 2 [ a - b ] P 2  2 ( A ) • p 2 ( B )

i i l )  I f  A i s  i n v e r t i b l e  p A j [ a 1 ] -  [ p i  j ( A ) ] i*1 1 , 2  .

P r o o f :  N o t e  t h a t :
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R e m a r k ; ( 1 1 )  f o l l o w s  f r o m  ( i )  s i n c e :

P 2 (B)  -  * p 2 2 (B)  -  0 .  p 2 j 2 (B)  - p 2 j 2 (B)

6 .  F o r m u l a s  f o r  Z = Z { x ) .

W i t h  o u r  e q u a t i o n s  a n d  t h e  u s e  o f  o u r  Cr  l e mma s  we a r e  

a b l e  t o  d e r i v e  f o r m u l a e  f o r  Z{ x )  a n d  c o n d i t i o n s  when t h e y  

a r e  v a l i d  a s  Cr  a p p r o x i m a t i o n s  t o  t h e  v a r i a t i o n .  We g i v e  a 

s e p a r a t e  s t a t e m e n t  f o r  t h e  l i n e a r  c a s e .  T h e r e  t h e  Cr  

c o n d i t i o n s  t a k e  a p a r t i c u l a r l y  s i m p l e r  f o r m .

T h e o r e m  ( 2 . M) : L e t  X a n d  Y be  b a l l s  i n  B a n a c h  

s p a c e s  E 1 a n d  r e s p e c t i v e l y .

L e t  f  «■ ( A , B ) : X * Y + E1 x Eg

be  a  C3 d i f f e o m o r p h i s m  i n t o  E^ x E2 l e a v i n g  t h e  X- 

a x i s ,  y -  g Q( x )  ■ 0 i n v a r i a n t .

C o n s i d e r  t h e  o n e - p a r a m e t e r  f a m i l y  

o f  Cs maps  f  =■ f ^  + e * h  w h e r e  h ■ ( a , 6 ) :  X x Y -*■ E^x E,, . 

A s s u m e ,  f o r  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  e , t h e  o n e - p a r a m e t e r  f a m i l y  

o f  g r a p h s  y -  g ( x )  i s  l e f t  i n v a r i a n t  by t h e  f  . D e f i n e£ t

Z ( f 0 , h ) ( x)  ’  8* e ( x > / 8 ' l e . O

D e n o t e  A( x )  -  A ( x , 0 )  , B( x )  -  ^8 28 ^ ( x  0)  * ®^x  ̂ “ B ( x )  i 

a n d  r e c a l l  t h a t  Mp ( f )  ■ s u p  {1 , C | D f  1 ) r } . We h a v e :

( I ) :  T h e r e  e x i s t s  a c o n s t a n t  K -  K ( r )  > 0 ,  s u c h  t h a t  

i f  | 8 | r  •Mr (A) < 1 / K ( r )  , t h e n :
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09

C 2 . 1 0 ]  Z ( x )  -  -  I  [ D2 ( f o + 1 ) 2 ] ( i f O ) * B ( f O( x ' 0 ) )
k - 0

i n  Cr ( X f E 2 ) , 0 S r  S s - 1  .

( I I ) :  T h e r e  e x i s t s  a c o n s t a n t  K -  K ( r )  > 0 s u c h  t h a t  

i f  | B o A ' 1 | r *Mp ( A ' 1 ) < 1 / K ( p ) t h e n :

00

[ 2 . 1 1 ]  Z ( x )  -  I  [ D2 ( f o + 1 ) 2 J ( x f O ) , 0 ( f O( x ' O) )
k - -1

i n  Cr ( X ; E 2 ) , 0 5 r  S s - 1  .

P r o o f : P a r t  I .

i .  R e c a l l  e q u a t i o n  [ 2 . 8 ]  B ( x ) * Z ( x )  + B ( x )  -  Z( Ax )  .

As s ume  B ( x )  e L ( E 2 , E 2 > i s  an i n v e r t i b l e  l i n e a r  map f o r  e a c h  

x i n  X.  I f  B ( x )  d e n o t e s  t h e  i n v e r s e  o f  B ( x )  t h e n  we may 

r e w r i t e  [ 2 . 8 ]  a s  [ 2 . 8 a ]  Z ( x )  -  § ( x ) * Z ( A ( x ) )  = - 8 ( x ) - g ( x )  . 

T h i s  may be e x p r e s s e d  f u n c t i o n a l l y  a s  

[ 2 . 8 1 b ]  Z -  8 # ( Z o A )  = - S * 6  . D e f i n e  a map L

by L ( Z )  ■ B#( ZoA)  . I f  A, B a n d  Z v a r y  Cr  w i t h  r e s p e c t  t o  x ,  

t h e n  L ( Z )  i s  a  Cr  f u n c t i o n  o f  x .  R e c a l l  f o r  e x a m p l e  t h a t  t h e
-a. «  4  1 CO

map B ( x ) + B ( x ) i s  a  C map o f  t h e  a u t o m o r p h i s m  g r o u p  

G M E g ) .  A l s o  n o t e  t h a t  b e c a u s e  e a c h  B ( x )  i s  a l i n e a r  ma p ,  L 

i t s e l f  i s  l i n e a r .  So we h a v e  [ 2 . 8 c ]  ( I d - L ) * Z  = - B * &

Now by o u r  Cr  l e mma s  we h a v e  

I L ( Z ) | p -  | B * ( ZoA) | p S 2 P | B | r . | Z 0 A | r  S 2 r k p • | B | - Mp ( A ) • | Z |

So  I f  M  * 2 P • k p *Mp ( A ) • | B | r  < 1 , t h e n  I d - L  i s  i n v e r t i b l e

a n d  e q u a t i o n  [ 2 . 8 ]  h a s  a u n i  que  Cr  s o l u t i o n  g i v e n  by
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z -  - ( i d ~ L ) ” 1 *B*fj -  ~ l  Lk ( 5 * e )

k - 0

E x p a n d i n g  g i v e s

z -  - I  [ n ( 8 o a j ) ] * ( B o A k )
j - 0k - 0

k
w h e r e  H f  » f  # f  # • • •  # f .  . F o r  e x a m p l e

j - 0  J

L2 ( f )  -  L ( L ( Z ) )  -  L ( § * ( Z o A ) )  -  B * ( [ B * ( Z oA ) ] oA) -  B * ( BoA) * ( ZoA2 )

Z may a l s o  be  e x p r e s s e d  a s

«

[ 2 . 1 2 ]  Z -  -  I  [  H BoAk " J ] ' 1 * ( p o A k )

k - 0  j “ °

- 1  - 1  -1s i n c e  f o r  l i n e a r  maps  P a n d  Q,  ( P*Q)  = Q *P

i i .  We p r o c e e d  t o  s how t h a t  i f  f g  i s  a d i f f e o m o r p h i s m  i n t o  

E t h e n  f o r m u l a  [ 2 . 1 2 ]  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  f o r m u l a  i n  

e q u a t i o n  [ 2 . 1 0 ] .  We w i l l  r e f e r  t o  l emma ( 2 . 3 ) .  R e c a l l  t h e r e  

t h a t  p ^ E . j x E g  Ej  ̂ d e n o t e s  t h e  p r o j e c t i o n  ma p .  F o r  a  l i n e a r  

map M ^ ^ x E ^  -*■ E^ xE^  e x p r e s s e d  i n  c o o r d i n a t e s

M M11 M12 

M21 M22
l e t  p i j ( H) -  Ml j  .

We b e g i n  t h e  d e m o n s t r a t i o n  by s h o w i n g  t h e  f o l l o w i n g :  

L e t  r Q d e n o t e  t h e  g r a p h  o f  g Q( x )  = 0 ;  r Q( x )  -  ( x , 0 )  •
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C l a i m ; { n BoA( k " J )  } ~ 1-  p {D f ~ ( k + 1 }o f l k  + 1 ) o r  } .
J - 0  U u u

BoA( k " J )  -  (D2 B ) o r Qo p 1o f 0 ( k ' J ) o r Q -  (D2 B ) o f J k ' j ^ T q

-  p 2 2 } D f Qo f Q k~ ^ o r Q} . S i n c e ;  r Qo p 1 -  I d  on  E ^ f O }  , So 

by l emmma ( 2 . 3 )  a b o v e  we s e e  t h a t :

n BoA( k * J )  -  n p 2 {Df o f ^ k ' J ) o r 0 } 
j - 0  J - 0  1

“ P 2 . 2 [ :nV f 0 o f 0 ( k “ J ) ° r 0» ] “ P 2 , 2 E X l D f 0 0 f Ok~ j ) ° r oJ  1J - 0  j - 1

m _ .
Bu t  D ( f m) o g  -  n ( D f o f m J o g )  by r e p e a t e d  a p p l i c a t i o n s  o f

J - 1
t h e  c h a i n  r u l e ,  s o  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  e q u a l s

p g  2 { D f o k + 1 ^ ° r o  ̂ ' T h e r e f o r e :

1 5 ( S o i 11*--” ) l ' 1 -  [ p  2 l D f 0 k * 1 ) o r o l  ] " '
J - 0

We a l s o  h a v e :

s o

0oAk -  P 2 o h o r 0 o p 1 * f 0 k o r Q -  p 2 o h o f Qk o r 0

z ( x )  -  -  I  [ p 2 j 2 ( D f J + 1 o r 0 ( x ) ) ]  1 • ( p 2 o h o f Q o r k ( x ) )

k - 0

w h i c h  e q u a l s :

Z ( x )  I  [ d 2 ( T q ) 2 ] ( x ( 0 ) * 3 ( t q ( x »0 )
k - 0

P a r t  ( I I )  p r o c e e d s  s i m i l a r l y .  We o n l y  s k e t c h  t h e  

d e t a i l s .
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As s ume  A i s  i n v e r t i b l e  a n d  d e n o t e  A 1 ( x )  by X ( x )  . The n  

e q u a t i o n  [ 2 . 8 ]  may be e x p r e s s e d  a s

B ( X ( x ) ) * Z( X( x  ) )  + 0 ( 2 ( x }} -  Z( x  ) .

T h i s  may be e x p r e s s e d  f u n c t i o n a l l y  a s  ( I d - L ) Z  -  fioX w h e r e  L 

i s  d e f i n e d  by L ( Z )  - ( B o f i ) * ( Z o X )  . H e r e  

| L ( Z ) | r  -  |  ( B o A ) * ( Z o A ) | p £ 2 r * | B o S | r * | Z o S | r  £

2 r - | 5 o 2 | r - k n -Mr ( 2 ) - | z | p . So i f

| L |  £ 2 r * k r . | B o X | r .Mr  (X) < 1 t h e n  ( I d - L )  i s  i n v e r t i b l e

CO

a n d  Z -  I  Lk (f joX)  . E x p a n d i n g  g i v e s :  

k - 0

00

z -  I5 + I  [ n ( B o A ' J ) ] * [ B o A " ( k + 1 ) ] } o a ' 1 

k - 0  sis’ 0

i n  Cr ( X ; E 2 ) , 0 £ r  < s  .

I f  f Q = ( A , B )  i s  a d i f f e o m o r p h i s m  i n t o  E t h e n  t h e

e x p r e s s i o n  a b o v e  i s  e q u i v a l e n t  t o

*  -1 
Z( x> -  I  [ » 2 ( f 0 * ' ^ ( x , 0 ) ' *  < f 0 ( x , 0 ) )  

k - - 1

R e m a r k : R e g a r d i n g  t h e  c o n s t a n t s  a b o v e  we h a v e

K ( r )  -  2 r . k r , k r  £ 2 r * k r _ 1 , k Q -  1

F o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  p e r t u r b i n g  f r o m  a  l i n e a r  map we 

h a v e  t h e  f o l l o w i n g
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C o r o l l a r y  ( 2 . 5 ) s G i v e n  t h e  s e t t i n g  o f  t h e  t h e o r e m  

a b o v e ,  a s s u m e  f Q -  ( A, B) : XxY + E i * E 2  l s  a l i n e .a r  «nap»

( I ) :  I f  B2 i s  i n v e r t i b l e  a n d  | B 2 1 | • s u p { 1 ,  | A 1 | r } < 1 ,

CD

Z -  - B 2 1 - I  B ' k *6 0 A* 
k - 0

c o n v e r g e s  i n  Cr ( X ; E 2 > .
— 4 X 1

( I I ) :  I f  A^ i s  i n v e r t i b l e  a n d  | B g J • s u p {1 , | A 1 | } < 1

t h e n
00

Z -  ( I  B2 * o g o A " 1 ) o A j 1 

k - 0

c o n v e r g e s  i n  C ( X; E2 ) .

P r o o f :  F o l l o w i n g  t h e  t h e o r e m  a b o v e  we h a v e :  

F o r  ( I )  e q u a t i o n  [ 2 . 8 ]

i m p l i e s  ( I d - L ) Z  -  - B 2 *g w h e r e  L ( Z )  -  - B g * Z o A 1 .

So | L ( Z ) | p S | B 2 | . M r ( A 1 ) . | z J r  .

F o r  ( I I )  e q u a t i o n  [ 2 . 8 ]

i m p l i e s  ( I d - L ) Z  -  goA j w h e r e  L ( Z )  -  ( Bg«A^ ] ) • ZoA^ 

SO | L ( Z ) | r  S | B 2 | . | A * l | - Mp ( A " 1 ) * | 2 | p .

7 .  An e x a m p l e  i n  t h e  p l a n e .

L e t  T. a 0 
0 b *1 S2

a n d

t h e n

t
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I a 0 L
w. « I d e n o t e  2 x2  m a t r i c e s ,  e 6 1 b + e g 2 f

f o r  a ,  b ,  6 1 , 8 2 c o n s t a n t s .  C l e a r l y  t h e

x - a x i s  y » ( x ) ■ 0 i s  TQ- i n v a r i a n t  , a n d  i n  t h i s  c a s e

c o r o l l a r y  ( 2 , 5 )  g i v e s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a  f o r  Z -  Z ( x )

Z ( x ) -  ---------—  ■ x
a -  b

H e r e  we a r e  a b l e  t o  s how t h i s  d i r e c t l y ;  i n  t h i s  c a s e  i t  

i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e  a c t u a l  T ^ - i n v a r i a n t  

m a n i f o l d  y -  g £ ( x )  i s  j u s t  t h e  g r a p h  o f  t h e  l i n e

e 6 1
y ■* ------   > x

a -  b -  e 6 2

-  t h e  e i g e n s p a c e  o f  T £ c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  e i g e n v a l u e  a ;  

w h e r e b y  o n e  i s  a b l e  t o  c h e c k  d i r e c t l y  t h a t  t h e  f o r m u l a  f o r  

Z ( x )  d o e s  i n  f a c t  e q u a l  3 g ^  (x ) / 3 e  | £>i0 f o r  t h e  f a m i l y  o f  

l i n e a r  f u n c t i o n s  g ( x )  a b o v e .E

8.  Re ma r k s  on v a r i a t i o n  o f  g e n e r a l  ( n o n - f l a t )  g r a p h s  a n d  

p a r a m e t r i z a t i o n s .

I .  I n  t h e  e v e n t  t h a t  t h e  u n p e r t u r b e d  f Q- i n v a r i a n t  g r a p h  

y ■ l s  n o t  f l a t ,  a c o m p a r i s o n  o f  e q u a t i o n  [ 2 . 8 ]  t o

[ 2 . 7 ]  i n d i c a t e s  t h a t  i f  Z ( x )  -  F ( B , $ , A ; x )  f o r m u l a t e s  t h e  

s o l u t i o n  t o  t h e  f l a t  c a s e  e q u a t i o n  [ 2 . 8 ] ,

t h e n  Z ( x )  -  F ( B - G * A , 8 - G # a , A ; x ) f o r m u l a t e s  t h e  s o l u t i o n  t o  

t h e  g e n e r a l  g r a p h  c a s e  e q u a t i o n  [ 2 . 7 ] .  G e o m e t r i c a l l y  t h i s
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c o r r e s p o n d s  t o  p r o j e c t i n g  t h e  g r a p h  y -  g 0 ( x )  on t h e  x - a x i s .

I I .  G l o b a l l y  i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  o f  d y n a m i c a l  s y s t e m s

may be g i v e n  a s  p a r a m e t r i z a t i o n s ; h o m o c l i n i c  o r b i t s  f o r

e x a m p l e .  T h e s e  p a r a m e t r i z a t i o n s  a r e  i n j e c t i v e  i m m e r s i o n s  o f

B a n a c h  s p a c e s  i n t o  E.  By v i e w i n g  t h e s e  g l o b a l  m a n i f o l d s  a s

' g r a p h s '  o f  z e r o  s e c t i o n s  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  o n e

d e r i v e s  e q u a t i o n s  o f  v a r i a t i o n s  h a v i n g  t h e  s a me  f o r m  a s  t h a t

o f  e q u a t i o n  [ 2 . 8 ] :

As b e f o r e  l e t  f  * f ^  + e * h  be  a p a r a m e t r i z e d  f a m i l y  o f

s ud y n a m i c a l  s y s t e m s  on E -  E x E . I n  t h i 3  c a s e ,  f o r

s u f f i c i e n t l y  s m a l l  e we a s s u m e  a c o r r e s p o n d i n g  f a m i l y  o f

i n v a r i a n t  p a r  a me t  r  i  z a t  i  o n s  g £ : E -*■ E . F o r  s u c h  e d e n o t e

t h e  f  - i n v a r i a n t  s e t s  by r  ; a n d  d e f i n e  f  by : e J e e

f  i s  j u s t  f  e x p r e s s e d  i n  E 3 - c o o r d i n a t e s . I n  t h i s  c o n t e x t  

o u r  i n v a r i a n c e  e q u a t i o n  r e a d s :

f E

E
f

s

E

f  0 ( g ( e , x ) )  + E * h ( g ( e , x ) )  -  g ( e , f ( e , x ) )

T a k i n g  d e r i v a t i v e s  o f  b o t h  s i d e s  w i t h  r e s p e c t

t o  e ,  a t  e = 0  g i v e s  [ 2 . 1 3 ] :

<Dg ( x ) f o > z ( x )  * h ( e o ( x > )  -  *  ( Df  , e 0 > ) I e_o
0 Q
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w h e r e  Z ( x )  ■ 3 g £ (x ) / 3 e | ^ . H e r e  Zi  ES + E .

As s u me  we h a v e  s m o o t h  l o c a l  c o o r d i n a t e s  f o r  i n  E a n d  

t h a t  f Q i s  e x p r e s s e d  i n  t h o s e  c o o r d i n a t e s .  Our  o n l y  

r e q u i r e m e n t  i s  t h a t  t h i s  c o o r d i n a t e  s y s t e m  be  a d e q u a t e  f o r  

m e a s u r i n g  t h e  v a r i a t i o n ,  i f  a n y ,  o f  T£ f r o m  r Q . T h i s  me a ns  

we h a v e  a s m o o t h  s p l i t t i n g  o f  TE J r  , t h e  t a n g e n t  b u n d l e  o f

E r e s t r i c t e d  t o  r Q , T E | f  -  T r Q + N i n t o  t h e  t a n g e n t  b u n d l e  

o f  r Q p l u s  s ome  c o m p l e m e n t a r y  b u n d l e ,  N. r Q i s  f ^ - i n v a r i a n t  

i m p l i e s  T r Q i s  D f Q- i n v a r i a n t . f Q i s  e x p r e s s e d  i n  t h e s e  

c o o r d i n a t e s  me a n s  t h a t  N i s  D f Q - i n v a r i a n t  a s  w e l l .

L e t  y -  g Q( x )  be  a p o i n t  o f  r Q . We h a v e

V i a  t h e  i n d i c a t e d  n o t a t i o n a l  c h a n g e s  { ## )  may be e x p r e s s e d

0

w h e r e

y
ES + EU a n d  T

y y

The  D f g - i n v a r i a n c e  me a n s  we may w r i t e :

(A ,B ) w h e r e  A : E

W i t h  t h i s  n o t a t i o n  e q u a t i o n  [ 2 . 1 3 ]  may be  w r i t t e n :

[ 2 . 1 4 ] By • Zj^( x ) + h j ^ ( g Q ( x ) )  -  Zj^(f  Q ( x )

f 0 ( y ) o
r  a n d  s o  e q u a l s  ' 0  (mod N ) '
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a s

B ( x ) * Z j ^ ( x )  + h ^ ( x )  -  Z | ( f 0 ( x ) )

C o mp a r e  w i t h  e q u a t i o n  [ 2 . 8 ] .

I n  t h i s  c o n t e x t  Z ( x )  i s  s e e n  t o  be  a ' n o r m a l *  

d e r i v a t i v e  o f  v a r i a t i o n .
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CHAPTER 3

VARIATION o f  INVARIANT MANIFOLDS Of  PERTURBED FLOWS

1 . I n t r o d u c t i  o n .

Our  p u r p o s e  h e r e  I s  t o  f o r m u l a t e  t h e  d e r i v a t i v e  o f  

v a r i a t i o n  o f  p e r s i s t e n t  i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  o f  f l o w s .

L e t  X a n d  ¥ be  b a l l s  i n  B a n a c h  s p a c e s  E 1 a n d  E2 

r e s p e c t i v e l y .  L e t  E =■ E ^ E g  .

V = Vq « ( A , B ) : X xY ■+ E d e n o t e s  a v e c t o r  f i e l d  f o r  w h i c h  

t h e  g r a p h  o f  g Q:X + I  i s  i n v a r i a n t .  We make  t h i s  p r e c i s e  

b e l o w .

I f  h - ( a  , 0 ) : XxY ■* E , l e t  V :XxY + E d e n o t e  t h e  o n e
3 + 2p a r a m e t e r  f a m i l y  o f  C v e c t o r  f i e l d s ,  V + e * h :

[ 3 . 1 ]  V ( x , y )  -  ( A( x , y ) + e * a ( x , y ) ,  B ( x , y )  + e * B ( x , y ) )  

o r  e q u i v a l e n t l y :

£ 3 - 2 ]  x => A( x , y ) + e * a ( x , y )

y -  B ( x , y ) + e • 0 ( x , y )

L e t  g e ‘*X ^ . g £ ( x )  -  g ( e , x ) , be  a o n e  p a r a m e t e r  

f a m i l y  o f  C g r a p h s ;  f o r  e a s u f f i c i e n t l y  s m a l l  r e a l

p a r a m e t e r .

F o r  e a c h  e we a s s u m e  t h e  g r a p h  o f  g £ i s  a l s o  l e f t

i n v a r i a n t  by V , o r  mo r e  p r e c i s e l y  t h a t  t h e  v e c t o r  e
f i e l d  V£ i s  t a n g e n t  t o  t h e  g r a p h  o f  g £ .
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2 .  P e r s i s t e n t  T a n g e n c y  i n  C o o r d i n a t e s .

G i v e n  C3 . 3 3 :  y -  g ( e , x )  , we h a v e :

C 3 . « ]  y -  C»a « ] ( t > l ) - i

S u b s t i t u t i n g  f r o m  e q u a t i o n s  [ 3 - 2 ]  a n d  [ 3 . 3 3 ,  [ 3 . 4 ]  may 

be  e x p r e s s e d  a s  t h e  f o l l o w i n g  v e c t o r  e q u a t i o n  i n  E2 :

[ 3 . 5 ]  P e r s i s t e n t  G r a p h  T a n g e n c y  E q u a t i o n :

B ( x , g ( e , x ) )  + e * 0 ( x , g ( e  , x ) )

“ ^D2 8 ^ ( e x ) U ( x , g ( e , x ) )  + e * a ( x , g { e  , x ) ) )

qx p
A s s u m i n g  t h a t  a l l  maps  a b o v e  a r e  j o i n t l y  C i n  t h e i r  

r e s p e c t i v e  v a r i a b l e s ,  s  a 0 , we may d e f i n e :

[ 2 . 6 ]  Z ( v > h ) ( x )  = 3 S e ( x ) / 3 e | E_ 0

w h i c h  we a b b r e v i a t e  a s  Z ( x )  . The  t i l d a  n o t a t i o n  w i l l  be  

u s e d  t o  d i s t i n g u i s h  t h e  c a s e  o f  f l o w  v a r i a t i o n .

A g a i n  we n o t e  t h a t  Z ( x ) : R  ■* E2 i s  a l i n e a r  ma p ,  s o  

t h a t  Z i s  a map f r o m  X t o  L ( R , E 2 ) .  I d e n t i f y i n g  L ( R , E 2 ) w i t h  

Eg ,  w h e r e b y  L -*■ L ( 1 )  , we t h i n k  o f  Z a s  a map f r o m  X t o  E2 .

S i m i l a r l y  i n  w h a t  f o l l o w s  we w i l l  v i e w  t h e  

map D ^ g g  i n t o  L (R , L (E^ , ) )  a n d  t h e  

map D2D1 8 i n t o  L ( E 1 , L ( R, E g ) )  a s  ma ps  i n t o  L {E^ , E2 ) .

2 .  E q u a t i o n s  f o r  Z ( x )  .

We now p r o c e e d  t o  d e r i v e  e q u a t i o n s  f o r  z » Z ( x )  .

L e t  LHS a n d  RHS d e n o t e  t h e  l e f t  h a n d  a n d  r i g h t  h a n d  

s i d e s  o f  [ 3 . 5 ] ,  r e s p e c t i v e l y ;  a n d  l e t



24

Z U 0 , x )  ■ 3 g £ ( x ) / 3 e |

d i f f e r e n t i a t i o n  o f  b o t h  s i d e s  o f  [ 3 . 5 ]  w i t h  r e s p e c t

t o  e g i v e s :

[ 3 . 7 ]  3 ( LHS ) / 3  e ^D2 Be^ ( x , g e ( x ) ) Z ( e , x )  + B( x  , g ( e , x ) )

[ 3 . 8 ]  3 (RHS ) / 3  e

Z { e , x )  + a ( x , g  (x  ) ) )  + 

, x ) (Ac ( x ’ g E ( x ) ) )

w h e r e :  A -  A + e * a  a n d  B -  B + e»B
e E

The  t wo  e q u a t i o n s  [ 3 . 7 ]  a n d  [ 3 . 8 ] a r e  i d e n t i c a l l y  e q u a l  

s o  a t  e - 0  we h a v e :

S i n c e :  D D g ,  . -  D Z , e q u a t i o n  [ 3 * 9 ]  may be r e w r i t t e n  a s
C 1 \  U f X /  X

B ( x ) • Z ( x ) + 0 ( x )  -  G ( x ) - A ( x ) * Z ( x )  + G( x ) • a ( x ) + (Dx Z ) ( A < x ) )  

o r  [ 3 - 1 0 ] :

( B ( x ) -  G ( x ) * A ( x ) ) * Z ( x )  + ( 0 ( x )  -  G ( x ) • a ( x ) )  -  ( D x Z ) ( A ( x ) )

w h e r e  we h a v e  a d o p t e d  t h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n  a s  i n  t h e  

p r e v i o u s  c h a p t e r :

Z( x  ) + B(x , g Q( x ) )  -  

x ) j Z ( x )  + o ( x , g 0 ( x ) ) }  +

( 0 , x ) ( 1 ) C A ( x *g 0 ( x ) ) )

mul"; U.iau ^ 2 K' ( 0 , X )  x 0 

h a v e  c o m m u t i n g  p a r t i a l s ,  t h a t  i s ,

We n o t e  t h a t  (D0 g) D g „  a n d  t h a t  i f  g i s  C2 we x 0

{ A[ x , g Q( x ) ] } { 1 )( 1 ) { A [ x , g  ( x ) ] }  -  D D g2 1 ( 0 , X )
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A ( x ) ■ A ( x , g Q (x ) ) , A ( x ) ■ ( D2 A) ( x | g  ( x ) ) * “ (x> * «>(x»g0 ( x ) )

B ( x )  ■ ( D2 B ) ( x , g 0 ( x ) )  ' g ( x )  "  e < * - g 0 ( x ) ) '  G(x> " Dx g 0

E q u a t i o n  [ 3 . 1 0 ]  i s  an i n f i n i t e s i m a l  v e r s i o n  o f  e q u a t i o n

[ 3 . 5 ] e x p r e s s i n g  p e r s i s t e n t  g r a p h  t a n g e n c y  o f  t h e  p e r t u r b e d  

v e c t o r  f i e l d .

As b e f o r e  i f  we a s s u m e  f o r  t h e  s a k e  o f  s i m p l i c i t y  t h a t  

g Q ( x )  ■ 0  , [ 3 . 1 0 ] r e d u c e s  t o :

[ 3 . 1 1 ]  [ D x Z ] ( A ( x ) J  -  B ( x ) . Z ( x )  + g {x )

s i n c e  G( x )  ® 0 . A g a i n  we n o t e  t h a t  a c o m p a r i s o n  o f  

e q u a t i o n s  [ 3 . 1 1 ] a n d  [ 3 . 1 0 ] i n d i c a t e s  t h e  a p p r o p r i a t e  

s u b s t i t u t i o n s  t o  ma ke  when c o n s i d e r i n g  t h e  g e n e r a l  g r a p h  

c a s e .

3 . D e r i v a t i v e  o f  f l o w  v a r i a t i o n  a t  an e q u i l i b r i u m  

p o i n t  (o>,0 ) .

At  an e q u i l i b r i u m  p o i n t  <u) ,0)  o f  t h e  v e c t o r  

f i e l d  V=Vq we h a v e  Vq {w) “ 0 . So  e q u a t i o n  [ 3 . 1 2 ]  b e c o m e s

B ( u ) « Z ( u )  + B(m) “ 0

w h i c h  g i v e s

Z U >  .  -Ct>2V2] U . O ) - 6<“ ' 0)
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i f  B {at) -  ( D„V_) , i s  i n v e r t i b l e ,

As an  e x a m p l e  we c o n s i d e r  h e r e  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  

p e r s i s t e n t  e q u i l i b r i u m  o f  t h e  p l a n a r  s y s t e m  V£ ■ V + e h  :

x -  x 2 -  y 2 -  1 

w h e r e  y » y ( y  ~ x )  + e

V -  c VT * v 2 ) “ ( x 2 ‘  y 2 ' U  y ( y - x ) )  a n d  h -  ( a , & )  -  ( 0 , 1 )

At  e -  0 we h a v e  t wo  e q u i l i b r i a ,  p Q , a t  ( w , 0 )  = ( ± 1 , 0 )  ,

a n d  s i n c e  V2 ( x , y )  -  y ( y  -  x )  a n d  6 ( x , y )  ■ 1 we h a v e  

( * )  Z(w)  -  Z ( ± 1 )  -  ±1 . T h i s  i m p l i e s  t h a t  t o  f i r s t  o r d e r

i n  e t h e  y - c o o r d i n a t e , y £ , o f  t h e  p e r t u r b e d  e q u i l i b r i a  p g

s a t i s f i e s  y » ±e + 0 ( e )  .e
H e r e  we a r e  a b l e  t o  show ( * )  d i r e c t l y  s i n c e  i t  i s  e a s y  

t o  s h o w t h a t  t h e  y - c o o r d i n a t e  o f  t h e  p e r t u r b e d  e q u i l i b r i a ,  

p £ -  ( x ( e ) , y ( e ) )  s a t i s f y

2
< \ 2  E y ( e ) ---------------------

1 -  2 e 2

4 .  G e n e r a l  F o r m u l a t i o n s  f o r  Z ( x )  .

H e r e  we d e r i v e  a g e n e r a l  f o r m u l a  f o r  Z ( x )  by s o l v i n g  

t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  C3* 1 1 D*

T h e o r e m  ( 3 . 1 ) : L e t  VQ- ( A , B )  be a v e c t o r  f i e l d  on

XxY i n  E -  E , x  E_ . L e t  y -  + e - h  be  a o n e - p a r a m e t e r
1 £  e 0

f a m i l y  o f  C3+2 v e c t o r  f i e l d s  on XxY , h - ( o , B )  , e a c h  w i t h  a
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5 + 2s m o o t h  i n v a r i a n t  C g r a p h  g £ : X +  Y f o r  s u f f i c i e n t l y  

s m a l l  e . F u r t h e r m o r e  a s s u m e  g Q( x )  ■ 0 d e s c r i b e s  a s t a b l e  

m a n i f o l d  o f  p o i n t s  f o r w a r d  a s y m p t o t i c  t o  t h e  o r i g i n .

D e f i  n e :

Z( V ( h ) (x)  ■ »*t ( x ) / S e | E. 0

I f  t h e  r e a l  p a r t s  o f  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  ( D2 B ^ ( o  o)  a r e  a11

p o s i t i v e  a n d  b o u n d e d  away f r o m  z e r o ,  t h e n :

oa

[ 3 . 1 2 ]  Z ( x )  -  - / C D 2 0 . t ) ,  ( X, 0 ) * 3(4, t ( x , 0 )  ) d t
0 b

w h e r e  1Ft ( x , y )  -  ( $ t  (x , y  ) , e t  (x , y  ) )  d e n o t e s  t h e  f l o w  d e s c r i b e d  

by t h e  u n p e r t u r b e d  v e c t o r  f i e l d  V.

P r o o f : R e c a l l  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  [ 3 * 1 1 ]  a b o v e  

f o r  Z ( x ) : (D Z ) A ( x )  -  B ( x ) > Z ( x )  + B( x )

P h y s i c a l  c o n s i d e r a t i o n s ,  t h e  f o r m  o f  t h e  e q u a t i o n  a b o v e ,  a s  

w e l l  a s  o u r  e x p e r i e n c e  w i t h  t h e  a n a l o g o u s  d i s c r e t e  c a s e  

i n d i c a t e  t h a t  t h e  v a r i a t i o n  o f  i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  Z ( x )  o n l y  

d e p e n d  on p e r t u r b a t i o n  e f f e c t s  on t h e  o r b i t  o f  x .  T h i s

m o t i v a t e s  m a k i n g  t h e  c h a n g e  o f  v a r i a b l e s ,  x -  <|>t ( x 0 , 0 )  , i n

t h e  e q u a t i o n  a b o v e ;  w h e r e  { x Q, 0 )  r e p r e s e n t s  s o me  i n i t i a l  

p o i n t  on t h e  u n p e r t u r b e d  i n v a r i a n t  m a n i f o l d .

R e g a r d i n g  t h e  LHS o f  [ 3 . 1 1 ]  we h a v e :

A ( x ) » A (x , 0 )  -  A(<frt ( x Q, 0 )  , 0 )  -  A U t ( x , 0 ) )  -  $ t ( x 0 , 0>

So

(Dx Z ) . A ( x )  -  (D {x ( 0 ) Z > * * t < V 0)  “ d(Z(<frt ( x 0 , 0 ) ) ) / d t
t  0
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A l l o w i n g  t h e  a b u s e  o f  n o t a t i o n :

Z ( t )  ■ Z(<J>t ( x 0 , 0 )  ) , B ( t ) ■ ( x Q , 0 )  ) , 6 ( t )  ■ l(<frt ( x 0 , 0 ) )  ,

t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  [ 3 . 1 1 ]  may be e x p r e s s e d  a s  

Z ( t )  -  B ( t ) * Z ( t )  + B ( t )  , Z ( 0 )  -  Z ( x Q)

V a r i a t i o n  o f  c o n s t a n t s  i m p l i e s  [ 3 - 1 3 3 *

t

Z ( t )  -  R ( t , 0 ) * Z ( x Q) + J R ( t , s ) - B ( s )  d s

0

w h e r e  R ( t )  -  R ( t , 0 )  s a t i s f i e s  t h e  l i n e a r  h o m o g e n e o u s  

' m a t r i x *  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  [ 3 . 1 4 ] :

R( t ) -  B ( t ) • R ( t ) , R( 0)  -  I d

a n d

R ( t , s )  -  R ( t , 0 ) . R ( 0 , s )  -  R ( t , 0 ) . R ( 3 , 0 ) " 1

The  m a t r i x  e q u a t i o n  [ 3 - 1 4 ]  a b o v e  i s  j u s t  t h e  v a r i a t i o n a l  

e q u a t i o n  o f  t h e  s y s t e m  0 t ( x , O )  -  B(4’t ( x , 0 ) )  ,

s o  R ( t ) -  <D2 9 t J {x 0)  * T h i S  i m Pl i e s  C 3 - 15 ]  :

t

z u t ( x . 0 ) )  -  C»2e t >( x , 0 ) l z u >  * / ( D26 s , < x , o ) ' 6l4l t <x ’ 0 , )  d 3 l
0

I f  ( x , 0 )  i s  on t h e  s t a b l e  m a n i f o l d  o f  t h e  o r i g i n  a n d  a s  s u c h  

i s  f o r w a r d  a s y m p t o t i c  t o  t h e  o r i g i n  we

h a v e  LHS -  Z ( 4 t ( x , 0 ) )  + Z ( 0 )  . Now B ( t )  -► D2 B ( x , 0 )  a n d  

R ( t )  -  CD2 0t ) ( x , O )  s a t i 3 f l e s  R ( t ) -  B ( t ) - R ( t ) ,  R( 0 )  -  I d  5 

s o  i f  a l l  e i g e n v a l u e s  o f  D2 B(x a r e  p o s i t i v e  a n d  b o u n d e d  

away  f r o m  z e r o  t h e n  f o r  t h e  RHS o f  [ 3 - 1 4 ]  t o  e v e n  r e m a i n
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b o u n d e d  f o r c e s
QD

6 ** Z ( x ) + J (D2 0s ) ^ (Oj*B(4'a ( x , O ) ) d s  
0

Re ma r k  ( 1 ) : S i m i l a r l y  t h e  v a r i a t i o n  o f  an  u n s t a b l e  m a n i f o l d  

o f  a f l o w  may be  s h o wn  t o  be :

0

[ 3 .  16]  Z( x )  = J ( D 2 e - t ) T ( Xl O ) , M ^ t ( x , 0 ) )  d t
t- o

i f  t h e  r e a l  p a r t s  o f  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  ( D2 B ^ ( o  0)  a r e  a11 

n e g a t i v e  a n d  b o u n d e d  away f r o m  z e r o .

Re ma r k  ( 2 ) : F o r  t h e  p l a n a r  c a s e  by s i m i l a r  m e t h o d s  e v e n  t h e  

g e n e r a l  g r a p h  c a s e  i s  t r a c t a b l e .  M o r e o v e r  we a r e  a b l e  t o  

e x p r e s s  t h e  v a r i a t i o n  i n  t e r r a s  o f  t h e  v e c t o r  f i e l d  i t s e l f .  

We h a v e  f o r  t h e  v a r i a t i o n  o f  a p e r s i s t e n t  s t a b l e  m a n i f o l d ,  

y -  8 q ( x ) , o f  t h e  o r i g i n :

* ( f A h ) ( s , g Q( s ) )
[ 3 . 1 7 ]  Z ( x ) -  /    : * * u ( s , x )  ds

0 f 1 , g 0 ^

w h e r e

p ( s , x )  ■ e x p { - / ( f 2 / f 1 ) y ( r , g Q( r  ) ) d r } 

s

a n d  vAw = v ^ W g  -  v 2 «w1 . h i s  a s s u m e d  t o  v a n i s h  a t  t h e

o r i g i n .

As an e x a m p l e  a n d  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  f o r m u l a  a b o v e  we 

a n a l y z e  t h e  t w o - p a r a m e t e r  s y s t e m  ( * ) :
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x -  y
2y « x -  x + yy + a x y

L e t t i n g  ji « e| i  a n d  a •  e a  we h a v e  ( # * ) :

x -  y
• 2 „ ,
y -  x -  x + e ( u y  + a x y )

The  u n p e r t u r b e d  s y s t e m  ( e - 0  ) i s  H a m i l t o n i a n  f o r  w h i c h  t h e

o r i g i n  i s  a h y p e r b o l i c  e q u i l i b r i u m .  The  s t a b l e  a n d  u n s t a b l e

m a n i f o l d s  o f  t h e  o r i g i n  c o i n c i d e  on a  h o m o c l i n i c  o r b i t

2 2( s a d d l e  l o o p )  g i v e n  by y -  x ( 3  * 2 x ) / 3  •

F o r  s m a l l  e t h e  s y s t e m  i s  no l o n g e r  H a m i l t o n i a n  b u t  t h e  

o r i g i n  r e m a i n s  a  h y p e r b o l i c  e q u i l i b r i u m ;  i t s  s t a b l e  a n d  

u n s t a b l e  m a n i f o l d s  p e r s i s t  a n d  a r e  g i v e n  ( l o c a l l y )  a s  

g r a p h s  y -  a n d  y “ r ® s p e c t i v e l y . The  a b o v e

f o r m u l a  i m p l i e s :

- a x ( 3 * 2 x ) 1 / 2  ( 3 * 2 x ) 3 / 2 ( x + 1 ) -  3 / 3
ZS ( x )  -  ...................................  ( 7 p  + 6a  ) C................  3

7 3 5 x ( 3 - 2 x )

a n d  Zu ( x )  ■= - Z 3 ( x )  .

So when  ?jj + 6a  * 0 t h e  h o m o c l i n i c  o r b i t  b r e a k s .  T h i s  

i m p l i e s  t h a t  7p + 6a  -  0 i s  a l i n e  t h r o u g h  t h e  o r i g i n  i n  

t h e  ( u , a )  p l a n e  w h i c h  i s  a t a n g e n t  t o  t h e  h o m o c l i n i c  

b i f u r c a t i o n  s e t  o f  { * ) .  S e e  [ G u c k e n h e i m e r / H o l m e s ] , p g .  2 9 2 .

Re ma r k  ( 3 ) : F o r  t h e  s t r i c t l y  H a m i l t o n i a n  c a s e  o f  H a m i l t o n i a n

p e r t u r b a t i o n , f  + eh  , o f  a H a m i l t o n i a n  v e c t o r  f i e l d  f ,  we 

h a v e
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H(<$) -  H( x , g n ( x  ) )
[ 3 . 1 8 ]  Z ( x )  -  — .............................. y ............

f } ( x  , g Q( x ) )

w h e r e  H i s  t h e  H a m i l t o n i a n  o f  h .  6 d e n o t e s  t h e  o r i g i n .  T h i s  

f o r m u l a  i s  j u s t  an i n f i n i t e s i m a l  e x p r e s s i o n  o f  t h e  f a c t  t h a t  

t h e  p e r t u r b e d  i n v a r i a n t  m a n i f o l d  i s  a  l e v e l  c u r v e  o f  t h e  

p e r t u r b e d  H a m i l t o n i a n .

As a s i m p l e  e x a m p l e  o f  t h e  u s e  o f  o f  f o r m u l a  [ 3 * 1 8 ]  

c o n s i d e r  t h e  H a m i l t o n i a n  f a m i l y  o f  s y s t e m s :

x  *  y  +  e y

3 2y « x -  x + ex

F o r  t h e  u n p e r t u r b e d  s y s t e m  C e - 0 )  we h a v e  a h y p e r b o l i c  

e q u i l i b r i u m  a t  t h e  o r i g i n  ( 0 , 0 )  a n d  a h o r a o c l i n i c  o r b i t  o f  

p o i n t s  f o r w a r d  a n d  b a c k w a r d  a s y m p t o t i c  t o  t h e  o r i g i n ,  g i v e n  

by g 0 ( x ) 2 -  ( x 2 / 6 ) ( 6 - 3 x 2 ) 1 / 2  .

S i n c e  f . j ( x , y )  -  y a n d  H ( x , y )  -  y 2 / 2  -  x ^ / 3  f o r m u l a

[ 3 . 1 8 ]  i m p l i e s :

; x  2 x  ( 6 - 3 x 2 ) 1 / 2
Z ( x ) “ ' (  ~ ~~~~ )

✓6 ( 6 - 3 *  V  2

One  may s h o w t h i s  d i r e c t l y  s i n c e  i n  t h i s  c a s e  i t  i s  n o t  

h a r d  t o  s how t h a t  t h e  p e r t u r b e d  m a n i f o l d s  y -  8 E ( x )  s a t i s f y :

g ( x ) 2 -  ( x 2 / 6 ( 1 + e ) ) • ( Mex -  3 x 2 + 6 ) 1 / 2  
e

Re ma r k  ( H) : F o r m u l a s  [ 3 . 1 7 ]  a n d  [ 3 . 1 8 ]  may be  r e f o r m u l a t e d  

a s  t i m e  i n t e g r a l s  on  t h e  s t a b l e  m a n i f o l d  o f  t h e  f l o w .  F o r
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t h e  f o r m e r  t h e  c h a n g e  o f  v a r i a b l e s  a ■ $ t ( x , g Q( x ) )  , 

w h e r e  d e n o t e s  t h e  u n p e r t u r b e d  f l o w ,  g i v e s

00  _
f Ah

Z ( x )  “ - J  p ( t , x ) ( --------- ) ( ^ t ( x , 6 o ( X) ) d t

0 f  1w h e r e

\  f  A 3 f / 3 y
y ( t , x )  » e x p  {J ( ---------------------) ( ¥  C x , g 0 C x ) ) d x ]

f0 1

F o r  t h e  l a t t e r  H a m i l t o n i a n  c a s e ,  we n o t e  t h a t  f o r  a 

p o i n t  { x , g Q( x ) )  on  t h e  t h e  s t a b l e  m a n i f o l d  o f  t h e  o r i g i n  we 

h a v e :
00

H( 0 )  -  H ( x , g Q ( x ) )  -  J d / d t [ H ( ( x , g Q( x ) ) ] d t
0

M o r e o v e r  s i n c e  d / d t [ H ( ¥ ^ ( £ ) ]  -  - ( f A h ) ( T t ( 5 ) )  * we h a v e :

00
~ 1

[ 3 . 2 0 ]  Z ( x )   ------------- ------------j  ( f  Ah)  (4? {x , g  (x ) ) d t
f l ( x . g 0 ( x )  0

We e n d  by n o t i n g  t h a t  i t  i s  n o t  h a r d  t o  s how d i r e c t l y  

f o r  t h e  f l a t  c a s e  ( g Q( x )  ® 0)  t h a t  f o r m u l a  [ 3 . 1 9 ]  r e d u c e s  t o  

f o r m u l a  [ 3 . 1 2 ] .

5 .  T i m e - D e p e n d e n t  V a r i a t i o n .

Even  when a d y n a m i c a l  s y s t e m  i s  s u b j e c t e d  t o  t i m e -  

d e p e n d e n t  p e r t u r b a t i o n  an I n v a r i a n t  s u b m a n i f o l d  o f  t h a t  

s y s t e m  may p e r s i s t  i n  t h e  s e n s e  t h a t  t h e  s u b s e q u e n t  

e v o l u t i o n  e x h i b i t s  a n e a r b y  t i m e - d e p e n d e n t  v a r i a t i o n  o f  t h e  

o r i g i n a l  m a n i f o l d .

F o r  e x a m p l e  c o n s i d e r  t h e  p l a n a r  s y s t e m
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X -  ox

y -  - By + e h 2 ( x ; t )

w h e r e  a , B  > 0 ; h g ( x ; t )  ■ 0 . N o t e  t h a t  t h e  x - a x i s  i s  

i n v a r i a n t  f o r  t h e  u n p e r t u r b e d  ( l i n e a r )  s y s t e m  ( e  ■ 0 )  b e i n g  

t h e  u n i q u e  s e t  o f  p o i n t s  b a c k w a r d  a s y m p t o t i c  t o  t h e  o r i g i n  -  

t h e  ' u n s t a b l e *  m a n i f o l d  o f  t h e  o r i g i n .

I t  i s  n o t  h a r d  t o  s how t h a t  f o r  t h e  p e r t u r b e d  

s y s t e m  ( e  # 0)  t h e r e  i s  a u n i q u e  t i m e - d e p e n d e n t  m a n i f o l d  o f  

p o i n t s  w h i c h  a r e  a l s o  b a c k w a r d  a s y m p t o t i c  t o  t h e  o r i g i n .  At  

t i m e  t  -  t  I t  i s  g i v e n  by t h e  g r a p h

O ft

g £ ( x ; t ) -  - e » / e  e t h 2 ( x e  t + T ; - t + i ) d t  

0

The  e x i s t e n c e  o f  t h i s  g r a p h  i s  a s s u r e d  f o r  e x a m p l e  

i f  h 2 ( x ; t )  ■+ 0 a s  ( x ; t )  ■* ( 0 , - ® )  . I t  i s  c l e a r  t h a t  i n  t h i s  

c a s e  we h a v e  a t i m e - d e p e n d e n t  d e r i v a t i v e  o f  v a r i a t i o n  g i v e n

by

Z ( x ; t ) ■ 3 g £ (x ; t  ) / 3 e  | e _ 0 -  ~ j e  t + T ; - t + t ) d t

0

I n  g e n e r a l  an e x a c t  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  p e r t u r b e d  

m a n i f o l d  g £ a s  g i v e n  a b o v e  i s  n o t  p o s s i b l e .  We s how b e l o w ,  

h o w e v e r ,  t h a t  t o  f i r s t  o r d e r  i n  e . i t  i s .  Mor e  p r e c i s e l y  

we f o r m u l a t e  t h e  d e r i v a t i v e  o f  v a r i a t i o n  o f  a p e r s i s t e n t  

i n v a r i a n t  m a n i f o l d  o f  a t i m e - d e p e n d e n t  p e r t u r b a t i o n  o f  a 

f l o w .  We h a v e  t h e  f o l l o w i n g :
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T h e o r e m  ( 3 . 2 ) ; L e t  a  g i v e n  v e c t o r  

f i e l d  V -  VQ -  ( A , B )  on  XxY I n d u c e

a C3+2 f l o w  -  ( * t , e t ) , As s u me  y ■ g Q( x )  ■ 0 d e s c r i b e s  

a V g - i n v a r i a n t  s t a b l e  m a n i f o l d  o f  p o i n t s  t h a t  a r e  f o r w a r d  

a s y m p t o t i c  t o  t h e  o r i g i n .  L e t

[ 3 . 2 1 ]  Ve ( x , y ; t )  -  VQ( x , y )  + e - h ( x , y } t )

d e n o t e  a  o n e - p a r a m e t e r  f a m i l y  o f  t i m e - d e p e n d e n t  v e c t o r  

f i e l d s  v a n i s h i n g  a t  t h e  o r i g i n ,  h -  ( a , 0 )  s u c h  t h a t  f o r  

s u f f i c i e n t l y  s m a l l  e t h e  v a r i a t i o n  o f  y -  i n d u c e d

by V£ , i s  a l s o  g i v e n  by a g r a p h  y -  g ^ ( x ; t ) . D e f i n e  t h e  

i n f i n i t e s i m a l  v a r i a t i o n :

'Z ( V , h ) ( x | t )  * 8 g £ ( x ; t ) / 3 e | E- 0

I f  t h e  r e a l  p a r t s  o f  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  ( D g B ) ^  a r e

a l l  p o s i t i v e  a n d  b o u n d e d  away  f r o m  z e r o ,  t h e n :

00

[ 3 . 2 2 ]  Z ( x ; t  n ) «* - / CD 0_ 3 . & { » ? ( x , 0 ) ; t ft+ t )  d t

o v x , 0 )

P r o o f : R e w r i t e  t h e  t i m e - d e p e n d e n t  s y s t e m  [ 3 . 2 1 ]  a s  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  s u s p e n d e d  a u t o n o m o u s  s y s t e m ,  V£ :

x -  A ( x , y  ) + e • a ( x , y ; w )  

y -  B ( x , y ) + e- f i  ( x  , y;u>)  

w -  1

I n  t h i s  s e t t i n g ,  we ma ke  t h e  f o l l o w i n g  i d e n t i f i c a t i o n s ,  

i n  p r e p a r a t i o n  f o r  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  t h e o r e m  a b o v e :

X -  X x R i n  E 1 -  E1 x R , Y -  Y i n  E g ,

s o  we h a v e  x -  ( x . u i )  e X a n d  y -  y e Y .
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V : X x Y -*■ E , x EL , e 1 2 '

V£ ( x , y )  -  VQ( x , y )  + e * h ( x  , y ) ,  w h e r e  VQ( x , y )  -  (VQ( x , y ) ; 1 )  , 

h ( x , y )  -  h ( x , to; y ) -  ( h ( x , y ; w ) ; 0 )  .

? ® ( x . y )  -  ? ° ( x , u ; y )  “ { * t ( x iO. ; y ) p0 t ( x , W; y ) )  ,

* t ( x , y )  -  » t ( x , u ; y )  ** ( * t ( x , y ) ; w + t ) ) ,  s i n c e  u -  1 ,

0 fc( x , y )  -  e fc( x , w ; y )  -  9 t ( x , y )  ,

s o  $ ° ( x , y )  -  ¥ ° ( x , w ; y )  -  (x , y ) j w + t ) , 

g 0 ( x ) -  g Q( x , w )  a 8 q Cx ) » 0 ,  s o  r -  ( x )  -  ( x ,ai i 5 )  . 

w h e r e  ( x , 0 )  = ( x t w ; 0 )  r e p r e s e n t s  s ome  p o i n t  on t h e  

s u s p e n s i o n  o f  t h e  u n p e r t u r b e d  s t a b l e  m a n i f o l d  

y ■ g Q ( x ) = Cg0 ( x ) , w )  -  ( 0 , w )  -  Xx{ 0 } x R i n  XxYxR .

A p p l y i n g  t h e  t h e o r e m  t o  V£ ( x , y ) ,  S E ( x )  g i v e s  [ 3 * 2 3 3 ;

t

z ( i t ( I , o ) i  -  * I<D2e s > ( i , o ) - 6 < 5 t ( ; '5 ) ) d 3 l
0

We t r a n s l a t e  b a c k  v i a  o u r  ' d i c t i o n a r y 1 a b o v e .  F i r s t  

n o t e  $ t ( x , 0 )  « ( 4>t  ( x , 0)  ; w + t ) + {oJ xR i n  XxR . T h i s  I m p l i e s  

t h e  LHS o f  [ 3 * 2 3 3  Z ( $ t ( x , 0 ) )  + 0 s i n c e  Z ( 0 ; t )  -  0 f o r  a l l  t .  

R e c a l l  t h a t  by h y p o t h e s i s  t h e  v e c t o r  f i e l d s  V£ a l l  v a n i s h  

a t  t h e  o r i g i n ,  s o  t h e r e  i s  no v a r i a t i o n  t h e r e .

Now 0 t ( x , y )  -  0 t ( x , y )  i m p l i e s  t D 2® t ] ( x , y )  " C° 2 0 t ] ( x . y ) * 

s i n c e  y -  y . So a s  i n  t h e  t h e o r e m  a b o v e  we h a v e  t h e  

e i g e n v a l u e  c o n d i t i o n  on  B f o r c e s  t h e  e v e n t u a l  u n i f o r m

e x p a n s i v i t y  o f  ( ° 20 t ^ ( x  0)  ' w h l o h  i n  t u r n  f o r c e s  t h e  RHS

member 00

2 ( x )  + / C D2 ® s ] ( x , 0 ) * i:|2 (iiis (5' , 6 ) )  dS " °
0
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Z ( x ; w) “ -  J [ D 20 3 ] (  ̂ 0 j • B (Vg (x , 0 )  ; cu + 3 ) d s  
0

L e t  ai -  t Q f o r  t h e  t h e o r e m .

Re ma r k  ( 5 ) ; As  a b o v e  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  u n s t a b l e  m a n i f o l d

i s  a n a l o g o u s l y  g i v e n  by:

00

[ 3 . 2 4 ]  Z ( x ; t  Q) -  / [ D 20 _ t ] Q • h 2 ( < r j ( x , 0 ) ;  t Q + t )  d t
0 ¥ t ( x , 0 )

i f  t h e  r e a l  p a r t s  o f  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  0)  a r e  a ^

n e g a t i v e  a n d  b o u n d e d  away  f r o m  z e r o .

Re ma r k  ( 6 ) : E q u a t i o n s  [ 3 . 2 2 ]  a n d  [ 3 . 2 4 ]  a r e  g i v i n g  t h e  

i n f  i n i  t e s i m a l  v a r i a t i o n  o f  a s e c t i o n  a t  u> -  t Q o f  t h e  

a s s u m e d  p e r s i s t e n t  c e n t e r  s t a b l e  ( r e s p .  c e n t e r  u n s t a b l e )  

m a n i f o l d  E ^ * { o | x R  o f  t h e  s u s p e n d e d  s y s t e m  Ve . S e e  s e c t i o n  

3 . 8 .

6 .  V a r i a t i o n  o f  P e r i o d i c  O r b i t s  o f  F l o w s .

Above  we h a v e  f o r m u l a t e d  t h e  v a r i a t i o n  o f  p e r s i s t e n t  

s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  m a n i f o l d s  o f  p e r t u r b e d  v e c t o r  f i e l d s .  

H e r e  we c o n s i d e r  i n d u c e d  v a r i a t i o n  o f  p e r i o d i c  o r b i t s .

P r o p o s i t i  on ( 3 . 3 ) ; F o r  a v e c t o r  f i e l d  VQ on an o p e n  s e t  

U o f  a  B a n a c h  s p a c e  E l e t  ■ x : ■+ U d e s c r i b e  a

p e r i o d i c  o r b i t  o f  p e r i o d  t  f o r  t h e  i n d u c e d  f l o w  . L e t
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( x , y )  d e n o t e  a l o c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  a b o u t  y  a n d

l e t  VQ -  ( A, B) a n d  e x p r e s s  t h e  v e c t o r  f i e l d  a n d

c o r r e s p o n d i n g  f l o w  i n  t h o s e  c o o r d i n a t e s .

As s ume  a p e r t u r b a t i o n  V£ -  VQ + e * h  , h -  ( a , B )  > a n d  a

c o r r e s p o n d i n g  f a m i l y  o f  s m o o t h  p e r i o d i c  o r b i t s  y -  g £ ( x )  .

T h i s  i m p l i e s  8 q ( x ) " 0 ■ D e f i n e  t h e  i n f i n t e s l m a l  v a r i a t i o n

Z ( x )  -  3 g e ( x ) / 3 e | e _ 0

We h a v e x

z ( x )  -  t i a- i>(JC, 0 ) 8 T)‘ 1 -jDT (x>0)e t - n ( » . t. ( * . o ) ) <i t
o

P r o o f ; E a c h  ( x , 0 )  i n  YQ -  x ( S 1 ) i s  a f i x e d  p o i n t  o f  t h e  

t i m e  x map ¥ . By o u r  r e s u l t  on t h e  v a r i a t i o n  o f  f i x e d

p o i n t s  o f  maps  we h a v e

Z ( x )  -  ( I d - ( D 2 0 T ) ( x > 0 ) ) " 1 * g ( x , 0 )  , 

i f  (D_Q ) ,  h a s  no e i g e n v a l u e s  e q u a l  t o  1.
d  X \  X , U J

H e r e  g = g ( x , y )  i s  t h e  f i r s t  o r d e r  v a r i a t i o n  i n  t h e

t i m e  x maps  0 0 ,

0 0 ( x , y )  -  © ^ ( x . y )  + e * g ( x , y )  , w h e r e  ¥ 0 -  ( * 0 , ©0 ) a r e

t h e  V - i n d u c e d  f l o w s .  T h e r e f o r e  g ( x , y )  -  3 0 0 ( x , y ) / 3 e |  _ .e x 1 e - 0

The l e mma  b e l o w ,  o f  o b v i o u s  i n t e r e s t  i n  i t s  own r i g h t ,  

a s s e r t s  t

3 ¥ ^ ( x  , y  ) / 3 e  | £ _ 0 -  J ( D ¥ s * h ) ¥ _ s + t ( x , y ) d s

0

L e t t i n g  t  -  x a n d  y -  0 ,  t h e  p r o p o s i t i o n  f o l l o w s .
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P e r t u r b a t i o n  Lemma ( 3 . 1* ) : L e t  t h e  o n e - p a r a m e t e r  f a m i l y  

o f  v e c t o r  f i e l d s ,  v e ” v q + e *w on X*Y * g e n e r a t e  t h e  o n e -  

p a r a m e t e r  f a m i l y  o f  f l o w s  . L e t :

h t U )  » 3 ¥ ^ { 5 ) / 3 e | e _ 0

w h e r e  £ -  ( x , y )  ,

t h e n :  t

h t U )  -  /  {D4'a # w) o1 ' _s + ^ ( £ ) d s  
0

P r o o f : L e t  £ -  ( x , y )  , ¥ ( e , t , 5 )  -  . and

u f ( t )  » [ 3l f /3e ] ( e , t , £ ) . S i n c e  i s  t h e  f l o w i n d u c e d  by 

t h e  v e c t o r  f i e l d  we have t h e  d e f i n i n g  ' f l o w  e q u a t i o n ’ : 

[ 3 ¥ / 3 e ] ( e , t , £ )  -  V ( e , ¥ ( e , t , £ ))  , -  I d  .

I f  * i s  j o i n t l y  C2 we h a v e  3 2 » / 3 e 3 t  -  3 2 Y / 3 t 3 E  , s o  

U® ( t )  -  [ B V / S e ] ( e  , t  , £  ) s a t i s f i e s  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n :

O j ( t )  = [D V j - U j ( t )  + w [ l j ( £ ) ] ,  U * ( 0 )  -  05 , e u )  £ 5  t  ^

d e r i v e d  by d i f f e r e n t i a t i n g  b o t h  s i d e s  o f  t h e  f l o w  e q u a t i o n  

a b o v e  w i t h  r e s p e c t  t o  e , e x c h a n g i n g  p a r t i a l s  a n d  u s i n g  t h e  

f a c t  t h a t  V ( e , £ )  -  VQ( £ )  + e - w ( £ )

s o  t h a t  [ 3 V / 3 e ] ( e , £ )  -  w ( £ )  . We n o t e  t h a t  U ^ ( 0 )  -  0 s i n c e  

® I d  d o e s  n o t  d e p e n d  on e when t = 0 .  L e t  e - 0 . B y  

v a r i a t i o n  o f  c o n s t a n t s  we h a v e ,  s i n c e  U^f O)  ■ 0 ,

t

U ® ( t )  -  / R ( t  , s ) - w ( v j ( e ) ) d s  
0
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w h e r e  R < t , s )  i s  t h e  u n i q u e  s o l u t i o n  o f  t h e  h o m o g e n o u s  l i n e a r  

d i f f e r e n t i a l  w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n

f t ( t )  -  (D _ V ) •  R ( t ) , R ( s )  -  I d
Y j U )  0

So R ( t . a )  -  D f  .
v ”  ( e )3

7 .  T i m e - P e r i o d i c  P e r t u r b a t i o n s  a n d  R e m a r k s  on t h e  V a r i a t i o n  

o f  P e r t u r b e d  I n v a r i a n t  M a n i f o l d s  o f  F l o w  Maps  ( P o i n c a r e  

M a p 3 ) .

O f t e n  i n  a p p l i c a t i o n s  o n e  a n a l y z e s  a s p e c t s  o f  t h e  

c o n t i n u o u s  d y n a m i c s  o f  a f l o w  by s t u d y i n g  t h e  a s s o c i a t e d  

d i s c r e t e  d y n a m i c s  o f  i t e r a t e s  o f  a t i m e - t  map o f  t h e  f l o w ;  

s o  c a l l e d  P o i n c a r e  m a p s .

F o r  e x a m p l e  a t i m e - p e r i o d i c  p e r t u r b a t i o n  ( * ) :

I  = VQU )  + e h U ; t ) ,  h ( 5 ; t  + T)  -  h ( £ ; t )  

o f  t h e  a u t o n o m o u s  s y s t e m  ( # # ) :  £ * on  X x Y s u s p e n d s

t o  t h e  a u t o n o m o u s  s y s t e m  ( # * # ) :

I  -  V0 U )  + e h ( 5 ; u )

CO “  1

on XxYxS^ , s i n c e  h i s  T - p e r i o d i c  i n  t .  ■ R/T d e n o t e s  t h e  

c i r c l e  o f  l e n g t h  T.

A s s u m i n g  t h a t  f o r  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  e  a 

f l o w  on XxYxS1 i s  i n d u c e d  by < * * * ) ,  o n e  t h e n  h a 3  t h e
u

t i m e - T  map XxYx{co} -► Xx l x j m}  a s  a g l o b a l  P o i n c a r e  map

f r o m  t h e  u i - s e c t i o n  t o  i t s e l f .

An i n v a r i a n t  m a n i f o l d  M o f  t h e  u n p e r t u r b e d  s y s t e m  ( « * )
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s u s p e n d s  t o  an i n v a r i a n t  m a n i f o l d  M*S.  o f  i t s  u n p e r t u r b e d

s u s p e n s i o n  ( # # * )  a t  e - 0  . I n  f a c t  s i n c e  e a c h

s l i c e  Mx{u)|  i s  ^ - i n v a r i a n t  we may u s e  t h e  o n e - p a r a m e t e r

f a m i l y  o f  f l o w  maps  t o  a n a l y z e  t h e  v a r i a t i o n  o f  

t h e  ^ - s e c t i o n  o f  t h e  m a n i f o l d .

T h i s  i s  b u t  a s p e c i a l  c a s e  o f  v a r i a t i o n  o f  i n v a r i a n t  

m a n i f o l d s  o f  maps  ( T h e o r e m  ( 2 . 4 ) ) ;  h e r e  t h e  maps  a r e  t i m e - T  

maps  o f  a f l o w  and  ( t o  f i r s t  o r d e r  I n  e ) we

h a v e  + e h  w h e r e  h -  h T U )  -  3 ( Y ^ U )  ) / 3 e  | e _ 0 i s

g i v e n  by t h e  p e r u r b a t i o n  l emma  [ 3 * 4 ] ,  Once  t h e
t

s u b s t i t u t i o n s ,  f  » a n d  h = h^, a r e  ma de  i n t o  f o r m u l a s

[ 2 . 1 0 ]  a n d  [ 2 . 1 1 ]  i t  t u r n s  o u t  t h a t  t h e  f o r m u l a s  f o r  t h e

v a r i a t i o n  o f  p e r s i s t e n t  i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  o f  f l o w  ma ps  a r e  

t h e  s a me  a s  t h 0 3 e  f o r  t h e  v a r i a t i o n  o f  p e r s i s t e n t  i n v a r i a n t  

m a n i f o l d s  o f  f l o w s  t h e m s e l v e s  ( T h e o r e m  ( 3 - 2 ) ,  f o r m u l a s

[ 3 . 2 2 ]  a n d  [ 3 . 2 4 ] ) .

T h i s  i m p l i e s  f o r  e x a m p l e  t h a t  t h e  t i m e - d e p e n d e n t  

a n a l o g u e s  o f  t h e  p l a n a r  f o r m u l a s  [ 3 . 1 9 ]  a n d  [ 3 . 2 0 ]  u s e f u l  

f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  t i m e - p e r i o d i c  p e r t u r b a t l o n s  o f  

p e r s i s t e n t  i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  a r e  j u s t  [ 3 . 2 5 ] :

and  [ 3 . 2 6 ] :

Z ( x ; t Q )
f 1 ( x , g Q( x ) )

- 1
J ( f A h ) ( 4 ' t ( x , g 0 ( x ) ) ; t + t 0 ) d t

0
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CHAPTER 4

REMARKS o n  VECTOR a n d  FUNCTIONAL PARAMETERS

1.  I n t r o d u c t i o n .

H e r e  we c o n s i d e r  t h e  d e r i v a t i v e  o f  v a r i a t i o n  o f

p e r s i s t e n t  i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  w i t h  r e s p e c t  t o  a v e c t o r

p a r a m e t e r  y e n .  F o r  e x a m p l e  i f  ft -  R t h e n  we h a v e  a

s m o o t h  k - p a r a m e t e r  f a m i l y  o f  d y n a m i c a l  s y s t e m s  y f  a n d  a

c o r r e s p o n d i n g  s m o o t h  k ~ p a r a m e t e r  f a m i l y  o f  f ^ - i n v a r i a n t

m a n i f o l d s  u •+ g . I n  g e n e r a l  we t a k e  ft t o  be  a B a n a c h  
y

s p a c e .

We a l s o  c o n s i d e r  t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  v a r i a t i o n  i n

f u n c t i o n  s p a c e s  when  t h e  p a r a m e t e r s  a r e  t h e  d y n a m i c a l  s y t e r a s

t h e m s e l v e s .  F o r  e x a m p l e  t h e  l o c a l  3 t a b l e  m a n i f o l d  t h e o r e m

a s s e r t s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a c o n t i n u o u s  f u n c t i o n a l

c o r r e s p o n d e n c e  f  ■+ g ,̂ f r o m  b e t w e e n  d y n a m i c a l  s y s t e m s  f  a n d

t h e  g r a p h s  o f  l o c a l  s t a b l e  m a n i f o l d s  o f  h y p e r b o l i c  f i x e d

p o i n t s .  We a s k :  When i s  t h i s  c o r r e s p o n d e n c e  e v e r  s m o o t h  a n d

i f  s o  w h a t  i s  i t s  d e r i v a t i v e ?

We s how how t h e s e  v e c t o r  ( p a r a m e t e r )  a n d  f u n c t i o n a l

d e r i v a t i v e s  r e l a t e  t o  t h e  s c a l a r  d e r i v a t i v e s  o f

v a r i a t i o n  Z , ^ . N( x )  f o r m u l a t e d  i n  C h a p t e r s  Two a n d  T h r e e .( f  , h )

2 .  R e s t a t e m e n t  o f  t h e  P r o b l e m .

L e t  y + f  be  a p a r a m e t r i z e d  f a m i l y  o f  d y n a m i c a l



s y s t e m s  a n d  y -*■ g^ be a c o r r e s p o n d ! ,  ng f a m i l y  o f  f ^ - i n v a r i a n t

g r a p h s .  We t a k e  y t o  be  e l e m e n t s  i n  an  o p e n  s e t  (i o f  y^  i n  a

B a n a c h  s p a c e  o f  p a r a m e t e r s  fl , t h e  f  t o  be e l e m e n t s  o f  a

B a n a c h  s p a c e  o f  Ck d y n a m i c a l  s y s t e m s  ( e i t h e r  v e c t o r  f i e l d s  
1/

o r  m a p s )  C ( XxY;E, j x E2 ) a n d  t h e  t o  be  e l e m e n t s  
1/

i n  C ( X j E g )  . D e n o t e  t h e  p a r a m e t r i z e d  f a m i l y s  f ^  a n d  g^ by F 

a n d  G r e s p e c t i v e l y .  F : £3 + Ck (X xY } E 1 x E g ) ,  G: f l  Ck ( X ; E g )  , 

w h e r e  F ( y )  -  f  a n d  G ( y )  -  g^  . We a s s u m e  t h e  c o r r e s p o n d i n g

e v a l u a t i o n s  f  -  e vp : £3 x(XxY)  -*■ E ^ * E ^  a nd  6 ■ e v G :fixX E ^

g i v e n  by

eVp ( y , x , y ) -  f ( y , x , y )  -  f  ( x . y ) ,  e v G( y , x )  -  g ( y , x )  -  g ^ Cx )

a r e  Ck . We a r e  t h e n  a b l e  t o  d e f i n e :

t  ( x )  * [D e v „ ] ,  .
U0 1 0 U 0 , x )

P r o b l e m :  F o r m u l a t e  2 ( x )  *= 2 ( x )  ( i n  t e r m s  o f  t h e  i n i t i a l
  y 0
u n p e r t u r b e d  d a t a  f  and  g . N o t e  t h a t  2 : X ■+ L ( f l f E_)  .

" o  Mo 2

3 .  R e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  1  a n d  Z .

The  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  r e l a t e s  t h e  v e c t o r  

d e r i v a t i v e s  £ ( x )  d e f i n e d  a b o v e  t o  t h e  s c a l a r  

d e r i v a t i v e s  Z ^  h j ( x )  f o r m u l a t e d  i n  C h a p t e r s  2 a n d  3.

P r o p o s i t i o n  [ iJ. 1 ] : 2 ( x ) » y  -  Z , „  u ^ ( x )  , w h e r e
— ---------------------------------------------  u 0 l f U„ , h J )
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P r o o f :

5 U o < x ) . ;  -  ( 0 , B ) ( l > o i X > y ) - ;  ■ 3 g ( u 0 * e ; , x ) / 3 e | e . 0 -  3 i E ( x ) | £ . 0

w h e r e  £ e ( x )  -  g ( e , x )  = g ( ^ Q+ e * y , x )  .

L e t t i n g  f  ( x , y ) ** f ( y Q + £ *U»x »y)  a n d  h ( e , x , y )  s a t i s f y

f ( y q + e • y , x , y ) -  f ( y 0 , x , y )  + h ( e , x , y )  , we h a v e  t h a t

t h e  g ( x )  a r e  f  - i n v a r i a n t  g r a p h s .  Lemma [ 3 • t ] a p p l i e s  e ' e
d i r e c t l y  a n d  a s s e r t s  t h e  d e s i r e d  e q u a l i t y .

Remar  k ; F o r  t h e  s c a l a r  d e r i v a t i v e s  f o r m u l a t e d  p r e v i o u s l y  

w h e r e  y^ « 0 , we

h a v e  f  {e , x , y ) -  f Q( x , y )  + e * h ( x , y ) ,  s o  h ^ C x . y )  -  f h ( x , y )

a n d  ? n ( x ) » T  -  Z , .  u \ ( x )  ” x * Z l , \ ( x )  .0 ( f 0 , x « h )  ( f Q, h )

4 ,  V a r i a t i o n  i n  f u n c t i o n  s p a c e s .

H e r e  we c o n s i d e r  t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  v a r i a t i o n  o f  f -  

i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  g f  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  u n d e r l y i n g  

d y n a m i c a l  s y s t e m s  f ,  v i e w e d  a s  t h e  p a r a m e t e r s  t h e m s e l v e s
_  1/  X .

i n  {] , now t a k e n  t o  be  a  s u b s e t  o f  C ( XxY; E)  . £1 may h a v e  a

d i f f e r e n t ,  u s u a l l y  s t r o n g e r  , t o p o l o g y  t h a n  t h e  a m b i e n t

s p a c e  C k ( XxY; E)  . F i r s t ,  we c o n s i d e r  t h e  d e r i v a t i v e  o f  t h e

e v a l u a t i o n  map ( f , x )  g f ( x )  .

We h a v e  y -  f  e £2 i n  Ck ( XxY; E)  a n d  F i s  J u s t  t h e

i n c l u s i o n  map o f  fi i n t o  Ck ( XxY; E)  s o  i n  t h e  p r o p o s i t i o n

a b o v e  we h a v e  h ( x , y )  -  y ( x , y )  , s o  z ( x ) - j t  -  Z , _  ^ . ( x )  •
y 0 ( f 0*^  }

T h e r e f o r e :



C o r o l l a r y  [ 4 . 2 ] ; I f  t h e  map ( f , x )  g f ( x )  w h e r e  f  

d e n o t e s  t h e  d y n a m i c a l  s y s t e m s ,  a n d  g f  , c o r r e s p o n d i n g  

p e r s i s t e n t  I n v a r i a n t  m a n i f o l d s ,  i s  s m o o t h  t h e n  t h e  

d e r i v a t i v e  o f  v a r i a t i o n  a t  f Q i s  g i v e n  by:

V * ’ - ”  ■ z ( f 0 > h ) ( i i )

Th e  i m p o r t  o f  t h i s  r e m a r k  I s  t h a t  t h e  s c a l a r

d e r i v a t i v e s  Z , f  . > ( x )  may now be v i e w e d  a s  d i r e c t i o n a l
y  0 ’ J

( G a t e a u x )  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  e v a l u a t i o n

map e v Q: ( f  , x  ) ■* g f  (x ) .

What  a b o u t  t h e  map G i t s e l f ,  f r o m  d y n a m i c a l  s y s t e m s  t o

i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  Ck ( Xx Y; E)  t o  Ck ( X ; E 2 ) t a k i n g  f  -*■ g f  ?

U n d e r  w h a t  c o n d i t i o n s  i s  i t  e v e r  s m o o t h  a n d  w h a t  i s  i t s

d e r i v a t i v e  when i t  e x i s t s .  T h e  t h e o r e m  b e l o w  a n s w e r s  t h i s

q u e s t i o n  i n  t h e  a b s t r a c t  c o n t e x t  o f  Ck e v a l u a t i o n  m a p s .  The

c o r o l l a r y  f o l l o w i n g  i s  i m m e d i a t e  a n d  p u t s  i t  i n t o  t h e

c o n t e x t  a b o v e .

D e f 1 n i  t i  o n : L e t  fi , X a n d  Y be b a l l s  i n  B a n a c h  s p a c e s

— kfi , E  ̂ a n d  E2 r e s p e c t i v e l y  a n d  l e t  p : £2 — ■+ C ( X; Y)  . D e n o t e
y

p ( y )  by p ^ ,  p : X + Y . W e  s a y  p i s  a C m a n i f o l d  o f  maps  

i f
P

( y , x ) ------------ ■+ (x )

f r o m  QxX + Y I s  C k .

We s a y  p I s  a UC m a n i f o l d  o f  maps  i f  e v^  a n d  i t s  

d e r i v a t i v e s  up t o  o r d e r  k a r e  u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s  on JjxX •
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We h a v e  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m .  I t  s a y s  t h a t  a  UCk 

m a n i f o l d  o f  maps  p v i e w e d  a s  a map i n t o  Ck _ s  f u n c t i o n s ,  i s  

C3 .

G l o b a l i z a t i o n  T h e o r e m  [ 4 . 3 ] :

L e t  G , X,  a n d  Y be b a l l s  i n  B a n a c h  s p a c e s  ft , E 1 , a n d  

Eg ,  r e s p e c t i v e l y .

L e t  p :  f i  > Cm+ n ( X ; E g ) be  a  UCm+n m a n i f o l d  o f  m a p s ,

n i  0 ; s o  t h a t

ev
P

( M , x )  p^ ( X ) : ft - - • +  E2

a n d  i t s  d e r i v a t i v e s  up t o  o r d e r  m+n a r e  u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s  

on  GxX •

L e t  i ra+n : Cm+ n ( X ; E „ )  ->• C™ ( X; E „)  d e n o t e  t h e  i n c l u s i o n ,  m 2 d

Th e n  i ^ o p :  « •" Cm( X; Y)  i s  Cn . m

I f  n > 0 ,  t h e n  Dj ( i m* n o p ) :  tl ■» LJ ( ft , Cm( X; E2 ) )  

i s  g i v e n  by;

Di < i m mn ° p ) ! ( h 1 * * - * h j ) "  J m^x *  CD1e v P ) ( y , x ) < h 1 * *

f o r  0 < j  £ n , w h e r e  d e n o t e  j  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e  f i r s t  

p a r t i a l  d e r i v a t i v e  D1 .

P r o o f ; S e e  A p p e n d i x  t o  C h a p t e r  4.

We h a v e
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C o r o l l a r y  [ 4 . 4 ] ; L e t  G: fi -► Ck ( X ; E 2 ) t a k i n g  f  t o  g f  , be  

a  UCk m a n i f o l d s  o f m a p s  , fi i n  Ck ( XxY; E)  . T h e n  G v i e w e d  a s  a 

map i n t o  Ck~ 3 f  u n c t i  o n s , G:fi -»• Ck ~ S ( X ; E 2 ) i s  Cs , 0 S s  S k .  

I f  s  > 0 ,  t h e n  G i s  d i f f e r e n t i a b l e  a t  f n , a n d

D.  G: Ck ( XxY; E ) Ck* S ( X ; E ? )
0

i s  t h e  l i n e a r  map g i v e n  by:

f o r  h i n  Ck ( XxY; E)  .

P r o o f : I n  T h e o r e m  [ 4 . 3 3  a b o v e  

l e t  p -  G a n d  y -  f  e Ck ( XxYj E)  . We h a v e :

Df G : h -*• D1 [ e v (, ] ( f  j ( h )  , a n d  

C o r o l l a r y  [ 4 . 4 ]  a s s e r t s  t h a t  [ D ^ V q ] ^  x ^h -  Z^ f  h ) ( x )  • The  

s t a t e m e n t  o f  t h e  t h e o r e m  f o l l o w s .

4 .  A p p e n d i x :  P r o o f  o f  G l o b a l i z a t i o n  T h e o r e m .

I n  t h e  d i s c u s s i o n  t o  f o l l o w  l e t  W, X a n d  Y be b a l l s  i n  

B a n a c h  s p a c e s  fi , a n d  E2 . r e s p e c t i v e l y .

We w i l l  q u o t e  t h e  f o l l o w i n g  s i m p l e  l e m m a s :

Lemma ( 4 . 5 ) : L e t  f :  WxX ■> R be u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s  on 

a n e i g h b o r h o o d  o f  {o}xX i n  WxX . D e f i n e  F ( h )  ■ f ( h , x )  .

Th e n  F i s  c o n t i n u o u s  a t  0 i f  F ( 0 )  i s  f i n i t e .

Lemma ( 4 . 6 ) : As s u me  f ( u , x )  i s  u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s  on 

WxX , a n d  l e t

F ( h , x )  » J  | f  ( w + i h , x ) |  d t  

0
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Th e n  F i s  u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s  on a n e i g h b o r h o o d  o f  {0}xX .

We b e g i n  t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m :

P r o o f  o f  T h e o r e m  [ 4 . 3 ] :

By i n d u c t i o n  on  n .  F i r s t ,  t h o u g h ,  we show t h e  r e s u l t  f o r  n -  

0 :

C l a i m  ( 0 ) : L e t  p : W -*> Cm( X ; E 2 ) be a UCm m a n i f o l d  o f  

m a p s .  Th e n  p i s  c o n t i n u o u s .

P r o o f  o f  C l a i m  ( 0 ) :  The  c o n t i n u i t y  o f  p a t  us e W me a n s  

t h a t  f o r  h i n  W:

| h j ” o " P( “ > or | h | ” o | p <"'fh) " ■ 0 •

w h e r e  | f | .  -  j  « £  | « J f  | .
J ■ 0

So  we h a v e :  ^  | D j p u . h -  dJ P(j |  -  0 .

“ • | h j ! o  J 0 « S  I ^ V c . i , . * )  ‘  (D2 e v p ) ( » . i ' ) l  ■ °

s i n c e  p ( x )  -  e v  ( w , x )  . T h i s  e q u a l s  z e r o  i f  e a c h  
(0 p

i i i ” o x “ x i ( D2 e V < - h . * > ‘  " h 1 i ■ 0 • 0 s  J  s  n

Now a p p l y i n g  l e mma  ( 4 . 5 )  t o  

f ( h , x )  .  | ( 0 J2 e v p ) ( ( i i t hi X)  -  ( I > ^ v p ) U i J ) | , n o t i n g  t h a t  

F ( 0 )  -  0 s i n c e  f ( 0 , x )  > o f o r  a l l  x i n  X,  we s e e  t h a t  t h e
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a b o v e  e q u a t i o n s  a r e  s a t i s f i e d  i f  e v ^  and  i t s  i t e r a t e d  s e c o n d  

p a r t i a l s  D^ e v^  a r e  u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  

on  W*X, f o r  1 S j  S m .

We now b e g i n  t h e  a f o r e m e n t i o n e d  i n d u c t i o n  by s h o w i n g  

t h e  r e s u l t  f o r  n -  1.  R e c a l l

t h a t  i “  + k : Cm+ k ( X ; E „ )  -*■ Cra( X ; E „ )  d e n o t e s  t h e  i n c l u s i o n  ma p .  n d  d

C l a i m  (1 ) ; L e t  p : W ■+ Cra+1( X ; E 2 ) be  a UCm+1 m a n i f o l d  o f

m a p s .  Th e n  p v i e w e d  a s  a  map i n t o  Cm( X ; E 2 ) > t h a t

i s ,  i m+1op :  W + Cm( X ; E „ )  , i s  C 1 on  W a n d  t h e  l i n e a r  m ■ r 2

map Dy ( i m̂ 1 op )  f r o m  F t o  Cra( X}E2 ) i s  g i v e n  by :

D ( i m* 1 o p ) :  h + {x ■+ [D e v  1 ,  *u m  1 p ( io , x ;

P r o o f  o f  C l a i m  ( 1 ) :  We s e e k  a  l i n e a r  map L : F Cm( X ; E „ )  to 2

v a r y i n g  c o n t i n u o u s l y  w i t h  <d s u c h  t h a t

l i m  |p(<o + h )  -  p ( cu) -  L ^ ( h  ) 11^/ | h  | p  * 0 
h-*0

f o r  h i n  F .  D e n o t i n g  p(u») by p we h a v e :(0

| p U * h )  -  p U )  -  L J h ) | m -  J o ^  l o J p ^ b -  -  DJ [ Lu ( h ) ] |

w h i c h  e q u a l s

I  S u £ | ( D { e v  ) ,  . . -  ( D^ e v  ) ,  . -  DJ [L ( h ) ] |xeX 1 2 p (<o+h, x)  2 p (<o,x)  x L ui J 1
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As we w o u l d  l i k e

D J [ L u ( h ) ]  -  [V»2«p>]UlX)°0 '  Di (D1e%>(«,x)(hJ)

a  l i k e l y  c a n d i d a t e ,  f o r  t h e  d e r i v a t i v e  i s  s e e n  t o  b e :

L ( h )  -  j x  ■> (D e v  ) ,  -  {x D p ( h ) }to i p (.to, x ; x to

So  i t  s u f f i c e s  t o  s h o w:

m

( * )  £ 1 im s u p  ( h , x > / | h |  -  0
, „ h-»0 xeX1 ■ n

w h e r e

4 J ( h , x )  .  | ( D J2 e . p ) (|ij, h > x )  -  (l>J2 e v p ) u > x )  -  [ V D2 e V < « . x :

By T a y l o r ' s  T h e o r e m  we h a v e :

A>.*> " I I  lD,">J2eV u * t h , x )  '  D1(DJ2eVp) («,,x)l(h) d t l
0

0 1 

Ad ( h , x >  S | h | . J  | ( t > 1» J2e v p ) U t t h i X ,  -  < v i e V u . x ) l  «

We s e e  t h a t

I p u "  P -  L ( h )  1 /  | h  I S* to + h to to * m 1 1

1

i  I  i ( Di Di " p > ( . * t h . x )  -  (Di Di e v P >c«, . x>i  dt
J “ 0 n

So i t  s u f f i c e s  t o  s how by l emma  ( M. 5 )  t h a t  e a c h

] t h ) |
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fj(h,x) - s \a>y2°''p>(̂ thtX) - <vieVu.*)l dt
0

I s  u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s  on a n e i g h b o r h o o d  o f  {0}xX i n  WxX ; 

( N o t e  t h a t  t h e  b o u n d e d n e s s  c o n d i t i o n  o f  l e mma  ( 4 . 5 )  i s  

s a t i s f i e d  b e c a u s e  e a c h  F j ( h )  * f j ( h , x )  v a n i s h e s  a t  h*»0

s i n c e  e a c h  f  . ( 0 , x )  ■ 0 ) .  T h i s  i s  i n  f a c t  t h e  c a s e ,  by l emma
J

( 4 . 6 )  i f  p i s  a UCm+1 m a n i f o l d  o f  m a p s .

Now we a r e  a b l e  t o  s t a t e  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s

I n d u c t i o n  H y p o t h e s i s :

L e t  p:  W + Cm+ k ( X ; E 2 ) be  a UCm+k m a n i f o l d  o f  maps  s o

t h a t  e v  : WxX ■+ E„ : ( u i , x )  -*■ p ( x )  a n d  i t s  d e r i v a t i v e s  up t op 2 (u
o r d e r  m+k a r e  u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s  on WxX .

T h e n  i m+ko p :  W -> Cm( X ; E „ )  i s  Ck and  m 2

Di (iII1mkop 5 : ChJ ’ ‘ ' • , h 1 J * J k ^ x + [ Dl e v p ] ( i o , x ) ( h j  h 1 ^

f o r  0 S  j  S k .

C l a i m  ( 2 ) ; As s u me  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  a b o v e .

L e t  p : W ■» Cm+k + 1 ( X ; E 2 ) be a UCm+k+1 m a n i f o l d  o f  m a p s .

Th e n  i m+k+1o p :  W + Cm( X ; E _ )  i s  Ck+1 a n d  m 2

(hj  v  * v x *  hi>t
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f o r  1 S j  S k+1 .

P r o o f  o f  C l a i m  ( 2 ) :

L e t  p -  i ^  + k 1 o ^ : W c m + k <x : E 2 ) ' Th e n  P 13 a cm+l<

m a n i f o l d  o f  maps  s o  t h e  I n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  i m p l i e s

i ra+kop i s  Ck a n d  t h a t  f o r  1 S j  S k :ID

t h j  — h , > -  o mi x  ♦ — h , ) t  .

_ . . m + k  . m  + k  4 m + k + 1  -  . m + k + 1  -  „  .Bu t  I op «* I m o I . op -  I op , a n d
m m m + k  r  m

ev  ( w , x )  ■ e v -  ( i o , x )  , s o  i m+k+1op i s  Ck and  
P P m

So i t  s u f f i c e s  t o  s how t h a t :

fj -  Dk ( i m + k + 1 o p )  : W + L k [ F , C m(X; E ) ]  i s  C 1 .m

Now n(u.) -  J ffl{x + ( D ? e v - ) ( u j X ) } , SO

D Q -  J  J  x  + (Dk + 1 e v - ) ( . }  e L k + 1 [ F . C m( X; E ) ]
u) in 1 p I (ii  ̂ ^ ^

w h i c h  v a r i e s  c o n t i n u o u s l y  w i t h  r e s p e c t

t o  u i f  e v -  i s  c m+k+1 .
P
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CHAPTER 5 

APPLICATIONS

1.  I n t r o d u c t i o n  a n d  D e f i n i t i o n  o f  M e l n i k o v  F u n c t i o n .

H e r e  we s how how t h e  d e r i v a t i v e s  o f  v a r i a t i o n  may be 

u s e d  t o  a n a l y z e  b i f u r c a t i o n  p r o p e r t i e s  o f  p e r s i s t e n t  

i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  o f  p e r t u r b e d  m a p s .  F o r  t h e  a n a l y s i s  o f  

s p e c i f i c  s y s t e m s  s e e  [ G u c k e n h e i m e r / H o l m e s ] , s e c t i o n s  4 . 4  a n d  

4 . 5 .  A l s o  s e e  e x a m p l e s  h e r e  i n  R e m a r k s  4 and  5 i n  C h a p t e r  3 .
S S U UL e t  g^ : E •* E a n d  S ^ E  -*• E d e n o t e  p a r a m e t r i  z a t i  o n s  

( i n j e c t i v e  i m m e r s i o n s )  o f  i n v a r i a n t

m a n i f o l d s  Ws  a n d  Wu ( u s u a l l y  t h e  s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  
u M

m a n i f o l d s ,  r e s p e c t i v e l y  o f  p o i n t s  f o r w a r d  a n d  b a c k w a r d

a s y m p t o t i c  t o  a g i v e n  p o i n t )  o f  a f a m i l y  o f  d y n a m i c a l

s y s t e m s  f  on a s u b s e t  o f  E.  H e r e  t h e  v e c t o r
v

p a r a m e t e r  p r a n g e s  o v e r  an o p e n  s e t  ft o f  « 0 i n  ft;
3 u

w h e r e  ft,  E,  E a n d  E B a n a c h  s p a c e s .  D e f i n e  t h e  

d i f f e r e n c e  f u n c t i o n  1 :  fl « E3 * E u + E

A ( u . x , y )  <* g s ( p , x )  -  g u ( u , y )  

a n d  I t s  v a r i a t i o n ,  f?: E3 x E u -*• L ( f t , E )

f i ( x . y )  •

F o r  t h e  b a s i c  c a s e  w h e r e  p -  e i s  a s c a l a r  

p a r a m e t e r ,  (ft -  R)  , we d e n o t e  t h e  v a r i a t i o n  by M. H e r e  we

h a v e  M : Es « E u -*• E , M ( x , y )  -  Zs ( x )  -  Z u ( y )  , u s i n g  t h e

c a n o n i c a l  i d e n t i f i c a t i o n  b e t w e e n  L ( R , E )  a n d  E -  t h e  l i n e a r  

map L i n  L ( R , E )  i s  u n i q u l y  d e t e r m i n e d  by i t s  i m a g e  L ( 1 )  i n
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E.  Z3 a n d  Zu a r e  t h e  s c a l a r  d e r i v a t i v e s  o f  v a r i a t i o n

f o r m u l a t e d  i n  C h a p t e r s  2 a n d  3 .  The  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e

s c a l a r  and  v e c t o r  p a r a m e t e r  c a s e s  i s  d i s c u s s e d  i n  r e m a r k s  i n

C h a p t e r  A. The f u n c t i o n s  M a n d  i5 g i v e  t o  f i r s t  o r d e r  i n  p ,

a m e a s u r e  o f  t h e  s e p a r a t i o n  o f  t h e  p e r t u r b e d

m a n i f o l d s  g 3 and  g u a n d  a s  s u c h  a r e  s o m e t i m e s  c a l l e d  
U y

M e l n i k o v  f u n c t i o n s  a f t e r  t h e  S o v i e t  m a t h e m a t i c i a n .  S e e  

[ M e l n i  k o v ] .

2 .  B i f u r c a t i o n  c o n d i t i o n s  a n d  c h a o s .

H e r e  we g i v e  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  

b i f u r c a t i o n  t o  t r a n s v e r s a l i t y  o f  p e r t u r b e d  m a n i f o l d s  a t  a 

p o i n t  o f  d e g e n e r a t e  ( n o n - t r a n s v e r s a l ) i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  

u n p e r t u r b e d  i n v a r i a n t  m a n i f o l d s .  T h e s e  r e s u l t s  a r e  

s i g n i f i c a n t  a s  t h e y  w i l l  d e t e r m i n e  i f  a p e r t u r b a t i o n  o f  a 

d y n a m i c a l  s y s t e m  may l e a d  t o  c h a o s  i n  t h e  s e n s e  o f  t h e  

S m a l e - B i r k h o f f  H o m o c l i n i c  t h e o r e m .  I n  t h e  c o n t e x t  h e r e  t h i s  

t h e o r e m  b a s i c a l l y  s a y s  t h a t  t h e  h o m o c l i n i c  t a n g l e  c a u s e d  by 

t h e  t r a n s v e r s e  i n t e r s e c t i o n  o f  s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  m a n i f o l d s  

e n g e n d e r s  d y n a m i c s  w i t h  an e x t r e m e l y  s e n s i t i v e  d e p e n d e n c e  on 

i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  S e e  [ G u c k e n h e i m e r / H o l m e s ] ,  p p .  2 5 2  t o  

2 5 3 .

An i m p o r t a n t  e x a m p l e  o f  s u c h  d e g e n e r a t e  i n t e r s e c t i o n  o f  

s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  m a n i f o l d s  i s  t h a t  o f  a  h o m o c l i n i c  o r b i t  

o r  h e t e r o c l i n i c  o r b i t  i n  t h e  p l a n e .  I n  t h e  h o m o c l i n i c  c a s e  

we h a v e  a s t a t i o n a r y  p o i n t ,  u , c o r r e s p o n d i n g  t o  a f i x e d

p o i n t  o f  t h e  f l o w ,  a n d  a l o o p  ( c l o s e d  c u r v e )  a l o n g  w h i c h
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p o i n t s  f l o w  away f r o m  a n d  t e n d  b a c k  t o w a r d  t o  w . So  a l o n g  

t h i s  l o o p  t h e  s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  m a n i f o l d s  o f  u c o i n c i d e .

The  h e t e r o c l i n i c  c a s e  i n v o l v e s  t wo s t a t i o n a r y  p o i n t s  

a n d  an  a r c  j o i n i n g  t h e m a l o n g  w h i c h  p o i n t s  f l o w  away  

f r o m  i t , t e n d i n g  t o  w2 a s y m p t o t i c a l l y .  A l o n g  t h i s  c u r v e  t h e  

u n s t a b l e  m a n i f o l d  o f  a n d  t h e  s t a b l e  m a n i f o l d  

o f  ai2 c o i n c i d e .  N o t e  t h a t  o n e  may v i e w  t h e  h o m o c l i n i c  c a s e  

a s  t h e  h e t r o c l i n i c  c a s e  w i t h  tu1 i d e n t i f i e d  w i t h  .

I n  e i t h e r  c a s e  o n e  may e x p r e s s  M a s  a b o v e  i n  a l o c a l  

c o o r d i n a t e  s y s t e m  ( u , v )  a b o u t  t h e  u n p e r t u r b e d  h e t e r o c l i n i c  

a r c  o r  h o m o c l i n c  l o o p ,  w h e r e  f o r  e x a m p l e  t h e  v - d i r e c t i o n  a t  

a p o i n t  u on t h e  a r c  i s  a l o n g  t h e  n o r m a l  t o  t h e  c u r v e  a t  u .  

{ S e e  s e c t i o n  2 . 7  h e r e  f o r  d e t a i l s ) .  T h i s  i s  e s s e n t i a l l y  t h e  

v i e w p o i n t  p r e s e n t e d  i n  t h e  p l a n a r  a n a l y s e s  i n  

[ G u c k e n h e i m e r / H o l m e s ] ,  C h a p .  4.  F u r t h e r m o r e  i n  s u c h  a 

c o o r d i n a t e  s y s t e m  t h e  a r c  i t s e l f  i s  f l a t ,  t h a t  i s ,  i t  h a s  

c o o r d i n a t e s  ( u , 0 ) .  Th u s  o u r  f l a t  c a s e  f o r m u l a t i o n s  a p p l y  

a p p l y  h e r e .

D e n o t i n g  t h i s  p a r t i c u l a r  c o n s t r u c t i o n  a s  we h a v e  

t h a t  Mj ^ ( u , v )  i s  t h e  c o m p o n e n t  o f  M ( x , y )  n o r m a l  t o  t h e  s p a n  

o f  d xS q ( w h i c h  i n  t h e  c a s e  u n d e r  d i s c u s s i o n  e q u a l s  t h e  s p a n  

o f  Dy g| j  ) w h e r e  ( u , v )  -  S q ( x ) * S q Cy ) •

The  f i r s t  t h e o r e m  g i v e s  a n e c e s s a r y  c o n d i t i o n .  F o r  t h e  

h e t e r o c l i n i c  ( h o m o c l i n i c )  c a s e  i n  t h e  p l a n e  i t  i m p l i e s  a 

r e s u l t  o f  [ G u c k e n h e i m e r / H o l m e s ] ,  p . 188 t h a t  i f  r e m a i n s  

a wa y  f r o m  z e r o  t h e n  t h e  ( l o c a l )  p e r t u r b e d
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m a n i f o l d s ,  W® a n d  a r e  d i s j o i n t .  S e e  r e m a r k  ( 2 )  f o l l o w i n g

t h e o r e m .  We h a v e :

T h e o r e m  ( 5 . 1 ) : L e t  r  d e n o t e  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e

m a n i f o l d s  W® a n d  a n d  l e t  y q -  -  g q ( y q )  e r

be  a p o i n t  o f  d e g e n e r a t e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  u n p e r t u r b e d

m a n i f o l d s .  I f  YQ i s  a l o c u s  o f  b i f u r c a t i o n  t o  t r a n s v e r s a l

i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  p e r t u r b e d  m a n i f o l d s  W® a n d  W^ , e > 0 ,

t h e n  M ( x 0 , y Q ) i s  i n  t h e  s p a n  o f  D g® + D g “ .
*0 y 0

P r o o f : (Xq . Y q ) i s  an i n t e r s e c t i o n  p o i n t  a t  w h i c h

b i f u r c a t i o n  t o  t r a n s v e r s a l  i t e r s e c t i o n  o c c u r s  i m p l i e s  t h e r e  

i s  a  s m o o t h  s u b f a m i l y  o f  p o i n t s  ( x ( e ) , y ( e ) )  s u c h  

t h a t  ( x 0 , y Q) “ ( x ( 0 ) , y ( 0 ) )  ,

a n d  A( e , x ( e ) , y ( e ) )  -  g U( E , x ( E ) )  -  g 3 ( e , y ( e ) )  -  0 , e £ 0 .

T a k i n g  d e r i v a t i v e s  o f  b o t h  s i d e s  o f  t h e  e q u a t i o n  w i t h

r e s p e c t  t o  e a n d  s e t t i n g  e - 0  g i v e s

( 1 )  M( x 0 , y 0 ) + <Dx g J ) . x ' ( O )  -  (Dy g J j ) - y ' ( O )  -  0

T h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  v e c t o r  M ( x ^ . y ^ ) i s  i n  t h e  s p a n  o f  t h e

l i n e a r  maps  D g® a n d  D g “ .
0 y 0

Re ma r k  ( 1 ) : By t h e  d e g e n e r a c y  h y p o t h e s i s  t h e  s p a n

o f  D g® + D gjf i s  a p r o p e r  s u b s p a c e  o f  E,  t h u s  t h e  t h e o r e m  
x 0 y 0

h a s  c o n t e n t ;  a n d  ( 1 )  i m p l i e s  t h a t  t h e  m o r e  d e g e n e r a t e  t h e  

i n t e r s e c t i o n  t h e  ' s m a l l e r '  t h e  c l a s s  o f  p e r t u r b a t i o n s  

r e s u l t i n g  i n  b i f u r c a t i o n  t o  t r a n s v e r s a l i t y .
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Re ma r k  ( 2 )  ; L e t  us  s a y  t h a t  ( X g * y 0 ) i s  a p e r s i s t e n t  p o i n t  o f

i n t e r s e c t l o n  ( o f  t h e  p e r t u r b e d  m a n i f o l d s )  i f  t h e r e  e x i s t 3  a

s m o o t h  f a m i l y  o f  p o i n t s

(x (e ) , y  ( e  ) )  , e i  0 x ( 0 )  -  x Q, y ( 0 )  -  y Q

i n  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  p e r t u r b e d  m a n i f o l d s ,  W® a n d  .

A p e r s i s t e n t  s e t  o f  i n t e r s e c t i o n  c o n s i s t s  o f  p e r s i s t e n t

p o i n t s  o f  i n t e r s e c t i o n .  N o t e  t h a t  w h a t  we h a v e  a c t u a l l y

s h o wn  i n  t h e  t h e o r e m  a b o v e  i s  t h a t  i f  ( x g . y g )  i s  a

p e r s i s t e n t  p o i n t  o f  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  p e r t u r b e d  m a n i f o l d s

t h e n  M ( x _ , y n ) l i e s  i n  t h e  s p a n  o f  D g® + D g!f . I t  i s  u u x Q u y Q u

c l e a r  t h a t  t h i s  c o n d i t i o n  h o l d s  f o r  e v e r y  p o i n t  o f  a 

p e r s i s t e n t  s e t  o f  i n t e r s e c t i o n .  A3 s u c h  t h i s  g i v e s  a 

n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  f o r  a s e t  o r  e v e n  an  i n v a r i a n t  m a n i f o l d  

l i k e  a h e t e r o c l i n i c  a r c  o r  h o m o c l i n i c  l o o p  t o  be  p r e s e r v e d  

u n d e r  p e r t u r b a t i o n .

3.  The  f o l l o w i n g  t h e o r e m  g i v e s  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  w h i c h  

g u a r a n t e e  when a p o i n t  o f  i n t e r s e c t i o n  o f  u n p e r t u r b e d  

i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  i s  a l o c u s  o f  b i f u r c a t i o n  t o  

t r a n s v e r s a l i t y  o f  t h e  p e r t u r b e d  m a n i f o l d s .  F o r  t h e  p l a n a r  

h e t e r o c l i n i c  ( h o m o c l i n i c )  c a s e  i t  i m p l i e s  a n o t h e r  r e s u l t  o f  

[ G u c k e n h e i m e r / H o l m e s ] ,  p . 188 w h i c h  s a y s  t h a t  a s i m p l e  z e r o  

o f  Mj  ̂ i s  a l o c u s  o f  b i f u r c a t i o n  t o  t r a n s v e r s a l  i n t e r s e c t i o n  

o f  s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  m a n i f o l d s .
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T h e o r e m  ( 5 . 2 ) : As s u me  t h e  f a m i l y  o f  p a r a m e t r i z e d

m a n i f o l d s ,  g S ( e , x )  and  g U( e , y )  a r e  u n i f o r m l y  C1 . L e t

-  8 q (Xq ) -  8 q (Yq ) be  a p o i n t  o f  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e
s uu n p e r t u r b e d  i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  a n d  .

I f  N ( x 0 , y 0 ) -  0  a n d  D ( x 0 , y 0 ) M * D* fl*S * Dy 0 ®S 3 ‘>an E -

t h e n  ( x Q , y Q) i s  a  l o c u s  o f  b i f u r c a t i o n  t o  t r a n s v e r s a l i t y  o f

s ut h e  p e r t u r b e d  i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  W£ a n d  .

P r o o f : By T a y l o r ' s  T h e o r e m  we h a v e :

g 3 ( e , x ) -  g 3 ( 0 , x )  + e • Z3 ( x ) + O ^ i e 2 ) 

g U( e , y )  -  g U( 0 , y )  + e * Z U( y )  + 0 y ( e 2 )

I f  t h e  e v a l u a t i o n s  g3 a n d  g u a r e  u n i f o r m l y  Ck t h e n  t h e  

a p p r o x i m a t i o n s  g i v e n  a b o v e  a r e  Ck a n d  h o l d  u n i f o r m l y  i n  x 

and  y .  L e t  G3 ( x )  ■* 8 q ( x ) + e * Z 3 ( x )  and

G ^ ( y )  = g g ( y )  + e * Z u ( y )  d e n o t e  C1 a p p r o x i m a t i o n s .  The

c o n d i t i o n s  a b o v e  a s s u r e  t h e s e  c u r v e s  i n t e r s e c t  t r a n s v e r s e l y  

a t  ( x 0 , y 0 ) • T h e y  i n t e r s e c t

s i n c e  Sq U q ) -  S g ( y 0 ) a n d  M( xQ , y 0 ) -  0 i m p l i e s

Zs ( x Q ) = ZU( y Q) . T h i s  i n t e r s e c t i o n  i s  t r a n s v e r s e  b e c a u s e

D GS + J) GU -  D g 3 + e *D Z3 + D g 3 + e*D ZU
x 0 e y 0 e x 0 o x 0 y 0 o yo

s p a n s  E by h y p o t h e s i s  f o r  e > 0 . The  c o n c l u s i o n  f o l l o w s  by 

o p e n n e s s  o f  t r a n s v e r s a l i t y .

4 .  S u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  p e r s i s t e n c e  o f  d e g e n e r a t e  

i n t e r s e c t i o n  o f  a p a r a m e t r i z e d  f a m i l y  o f  m a n i f o l d s .

H e r e  we c o n s i d e r  t h e  c a s e  o f  n e c e s s a r i l y  d e g e n e r a t e  

i n t e r s e c t i o n  o f  i n v a r i a n t  m a n i f o l d s  o f  d y n a m i c a l  s y s t e m s

when t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  m a n i f o l d s  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  a r e
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j u s t  ' t o o  s m a l l ' ;  f o r  e x a m p l e  t h e  c a s e  o f  a  h o m o c l i n i c  o r b i t  

i n  R^.  I n  t h e s e  s i t u a t i o n s  t h e r e  i s  no p o s s i b i l i t y  o f  

b i f u r c a t i o n  t o  t r a n s v e r s a l  I n t e r s e c t i o n  a n d  we e x p e c t  t h e  

m a n i f o l d s  t o  s e p a r a t e  u n d e r  p e r t u r b a t i o n .  H o w e v e r  i f  t h e  

f a m i l y  o f  m a n i f o l d s  W3 a n d  d e p e n d  u p o n  a v e c t o r  

p a r a m e t e r  y e fl we a r e  a b l e  t o  f o r m u l a t e  c o n d i t i o n s  w h i c h  

g u a r a n t e e s  when t h e s e  h i g h l y  d e g e n e r a t e  i n t e r s e c t i o n s  

p e r s i s t  on a  s u b m a n i f o l d  o f  n e a r b y  p a r a m e t e r  v a l u e s .  R e c a l l  

t h e  d i f f e r e n c e  f u n c t i o n

A ( y , x , y ) = g ® ( x , y )  * g “ ( x , y )  

a n d  n o t e  t h e  f o l l o w i n g

Def  i n i  t i  o n ; A l i n e a r  map L : E + F i s  s a i d  t o  be 

s p l i t  s u r j e c t t v e  i f  i t  i s  s u r j e c t i v e  a n d  i n d u c e s  a c l o s e d  

s p l i t t i n g  o f  E -  E1 + E2 '  w h e r e E1 -  k e r n e l  o f  L a n d  

E2 » r a n g e  o f  L . ( Of  c o u r s e  i n  t h e  f i n i t e  d i m e n s i o n a l  c a s e  

t h e  n o t i o n s  o f  s u r j e c t i v i t y  a n d  s p l i t  s u r j e c t i v i t y  a r e  

e q u i  v a l e n t ) .

We h a v e  t h e  f o l l o w i n g

P r o p o s i  t l o n  ( 5 . 3 ) ; A s s u m i n g  y - p a r a m e t e r  f a m i l i e s  o f

m a n i f o l d s  W3 a n d  Wu g i v e n  by g s : E 3 + E a n d  g u : Eu -*• E ,y u y u

l e t  y n  ■ g s  ( x „ )  -  g u ( y n ) be  a p o i n t  o f  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e0 y Q 0 U0 0

i n i t i a l  m a n i f o l d s  Ws  a n d  Wu . S u p p o s e  t h e  M e l n i k o v

f u n c t i o n  $ ( x , y )  e  L( £) , E)  g i v e n  by

f i ( x . y )  -  ( D A ) ,  }
V i p 0 »x 0 , y 0 ;

h a s  non  t r i v i a l  k e r n e l  a n d  i s  s u c h  t h a t  t h e  map
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fi(Iv v  * v °„  * V “o
f r o m  ft k E8 x E u I n t o  E i s  s p l i t  s u r j e c t i v e .  Th e n  t h e r e  i s  a

s u b f a m i l y  o f  p a r a m e t e r s  jj , n e a r  p Q , f o r  w h i c h  t h e

m a n i f o l d s  W® a n d  i n t e r s e c t  a t  (x__,y__) n e a r  ( x 0 , y Q) .
M M M M

P r o o f ; The  h y p o t h e s i s  o n  Yq i m p l i e s  t h e r e  

e x i s t s  (Xq ^ q ) s u c h  t h a t  a Cu q . Xq ^ q ) -  0 . The  c o n d i t i o n  on 

M g i v e n  a s  a h y p o t h e s i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  s u r j e c t i v i t y  

o f  D,  > s i n c e
( i v v V

■>,„ X V ) 4 -  f i < V y0> + DX S U * DV -I0 ’ 0 ' 0  o  u o  y o y o

I f  f u r t h e r m o r e  D.  .A i s  s p l i t  s u r j e c t i v e  t h e n  by t h e
t u 0 »x q *y o

i m p l i c i t  f u n c t i o n  t h e o r e m  t h e r e  i s  a s u b m a n i f o l d  o f  z e r o s

o f  A t h r o u g h  (M0 »x o , y o^ 8 l v e n  l o c a l l y  a s  g r a p h  o v e r  t h e

k e r n e l  o f  D,  .A . T h i s  g r a p h  i s  n o n - t r i v i a l
Mo• x o 0

i n  y i f  M(xQ, yQ> h a s  n o n - t r i v i a l  k e r n e l .

5 .  R e m a r k s  on M e l n i k o v  f u n c t i o n s .

Re ma r k  ( 1 ) : E x a m p l e s  o f  M e l n i k o v  F u n c t i o n s .

F o r  t h e  a n a l y s i s  o f  t i m e - p e r 1 o d i c  p e r t u r b a t i o n  o f  a 

h o m o c l i n i c  o r b i t  i n  t h e  p l a n e  t h e  t wo  f o r m u l a s  [ 3 . 2 5 ]  a n d  

[ 3 . 2 6 ]  i m p l y  t h a t  t h e  M e l n i k o v  f u n c t i o n  o f  d i f f e r e n c e  o f  

v a r i a t i o n  o f  ( c o i n c i d e n t )  s t a b l e  and  u n s t a b l e  m a n i f o l d s  i s  

g i v e n  by



and f o r  t h e  Ha mi l t o n i a n  case

1 ^
M ( X; t  * ) -  -------------------------- J ( f A h ) ( ¥ ° ( x t g rt(x ) );

0 r , ( x . g 0 ( x ) )  '  0 0

The  l a t t e r  i s  e s s e n t i a l l y  t h e  f o r m u l a  d e r i v e d  i n  

[ G u c k e n h e i m e r  a n d  H o l m e s ] ,  p g . 1 8 7 .  E x a m p l e s  o f  i t s  u s e  i n  

a n a l y z i n g  t i m e - p e r i o d i c  p e r t u r b a t i o n s  o f  s p e c i f i c  

H a m i l t o n i a n  s y s t e m s  a r e  a l s o  g i v e n  t h e r e .

Mor e  g e n e r a l l y ,  e x p r e s s e d  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  a b o u t  a 

h o m o c l i n i c  o r b i t  y  -  { ( x , 0 ) [  0 S x £ i f  o f  a r c  l e n g t h  1 ,  

f o r m u l a s  [ 3 . 1 2 ]  a n d  [ 3 . 1 6 ]  i m p l y  t h a t  t h e  d i f f e r e n c e  o f  

v a r i a t i o n  f o r m u l a  o f  t h e  c o i n c i d e n t  s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  

m a n i f o l d s  i s :

00

M( x)  -  ZS ( x ) -  ZU( x ) -  - / ( D 2 e . t ) ¥ ( X t 0 ) - e ( 4 ’t ( x , 0 )  , t ) d t
t— »

Re ma r k  ( 2 ) : When e v a l u a t i n g  t h e

e x p r e s s i o n  M ( x , y )  -  ZS ( x )  -  ZU( y )  , g i v e n  a p e r t u r b a t i o n  o f  

f Q, f £ -  f Q + e h  , we h a v e  Z3 ( x )  -  Z3f  ' The c a a e

f o r  Zu ( y )  i s  n o t  s o  s t r a i g h t f o r w a r d  h o w e v e r  b e c a u s e  t h e
-1  -1

c o r r e s p o n d i n g  p e r t u r b a t i o n  o f  f ^  i s  n o t  s i m p l y  h

W r i t i n g  f  -  f g  + e * h  s a y s  t h a t  t o  f i r s t  o r d e r  i n  e t h e

p e r t u r b a t i o n  o f  f Q i s  h .  We n e e d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  f i r s t
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o r d e r  p e r t u r b a t i o n  o f  f g 1 . We h a v e  t h e  f o l l o w i n g  l i t t l e

P r o p o s l  t l  on (5 . ^ ) ; L e t  f Q : U V be  a d i f f e o m o r p h i a m . 

G i v e n  t h e  p e r t u r b a t i o n  f  -  f Q + eh  o f  f ^  t h e n  t o  f i r s t  

o r d e r  i n  e t h e  o o r r e s p o n d i  ng p e r t u r b a t i o n  o f  f ^ 1 i s

h ( v )  -  " ( D y f p 1 ) h ( u )

w h e r e  u -  f ^ 1 ( v ) .

P r o o f ; To f i r s t  o r d e r  i n  e we

w a n t  ( f Q + e * h )  1 ( v )  » f Q1 ( v )  + e * h ( v )  ,

s o  h ( v ) -  3 [ ( f Q + e h ) ' 1 ( v ) ] / 3 e | e _ 0 .

L e t t i n g  u ( e )  -  ( f Q + e h )  1 {v)  we n e e d  t o

e v a l u a t e  u ' ( e )  a t  e - 0  . We h a v e  ( f Q + e h ) ( u ( e ) )  -  v .

D i f f e r e n t i a t i n g  b o t h  s i d e s  w i t h  r e s p e c t

t o  e g i v e s  ^Du ( E ) f,o ^ u ,  ^  + e ^Du(  e ) h ^U'  ̂E  ̂ + “ 0

S e t  e * 0  a n d  s o l v e  f o r  u ' ( 0 ) .

R e ma r k  ( 3 ) ; L e t  p d e n o t e  a h y p e r b o l i c  f i x e d  p o i n t  o f

t h e  d i s c r e t e  d y n a m i c a l  s y s t e m  f .  By d e f i n i t i o n  t h e  u n s t a b l e

m a n i f o l d  o f  p ,  w i t h  r e s p e c t  t o  f ,  may be  e x p r e s s e d  a s  a

s t a b l e  m a n i f o l d  o f  p ,  w i t h  r e s p e c t  t o  f  1 ;

Wu {p , f ) « W3 ( p , f ' 1 ) . I n  t h i s  c o n t e x t  t h e  a b o v e  c l a i m

i m p l i e s  -  Z3 ,
( f > h )  ( f ' \ h )
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