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ABSTRACT

SOME ASPECTS OF THE NONLINEAR INTERACTION OF 

LIGHT AND MATTER

by

MILIVOJ R . BELIC 

A d v i s e r :  P r o f e s s o r  J o e l  I .  G e r s te n

The p r e s e n t  t h e s i s  i s  c o n c e r n e d  w i t h  v a r i o u s  a s p e c t s  o f  t h e  

i n t e r a c t i o n  o f  l i g h t  w i t h  m a t t e r .  I t  i s  d i v i d e d  i n t o  f o u r  

p a r t s .  I n  p a r t  I  we s t u d y  t h e . c o m p e t i t i o n  b e t w e e n  s e l f - p h a s e  

m o d u l a t i o n  (SPM) and  s t i m u l a t e d  Raman s c a t t e r i n g  ( S R S ) . I n  

p a r t  I I  we s t u d y  a r e a l i s t i c  mode l  f o r  t h e  u n s t a b l e  l o a d e d  

o p t i c a l  r e s o n a t o r  i n  t h e  p a r a x i a l  wave a p p r o x i m a t i o n .  P a r t  

I I I  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  u t i l i z i n g  o p t i c a l  

p o we r  t o  d i r e c t l y  d r i v e  a r e f r i g e r a t o r .  P a r t  IV i s  c o n c e r n e d  

w i t h  t h e  n a t u r e  o f  t h e  e n e r g y  band  s t r u c t u r e  o f  s o l i d s  i n  an 

e x t e r n a l  l a s e r  f i e l d .
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0 . 1  I n t r o d u c t i o n

The p r e s e n t  t h e s i s  i s  c o n c e r n e d  w i t h  v a r i o u s  a s p e c t s  o f  

t h e  i n t e r a c t i o n  o f  l i g h t  w i t h  m a t t e r .  I t  i s  d i v i d e d  i n t o  

f o u r  p a r t s .  P a r t s  I and  I I  a r e  c o n c e r n e d  p r i m a r i l y  w i t h  t h e  

n o n l i n e a r  p r o p a g a t i o n  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  w av es  t h r o u g h  

m a t t e r .  P a r t  I I I  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e r m o d y n a m i c  q u e s t i o n s  

p e r t a i n i n g  t o  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  l i g h t  t h r o u g h  m a t t e r .  P a r t  

IV i n v o l v e s  t h e  q u e s t i o n  o f  how m a t t e r  i s  a l t e r e d  when i t  i s  

s u b j e c t e d  t o  a s t r o n g  e l e c t r o m a g n e t i c  p e r t u r b a t i o n .

I n  p a r t  I  we s t u d y  t h e  c o m p e t i t i o n  b e t w e e n  s e l f - p h a s e  

m o d u l a t i o n  an d  s t i m u l a t e d  Raman s c a t t e r i n g .  A s i d e  f rom t h e  

i n t r i n s i c  i n t e r e s t  i n  t h e s e  m e c h a n i s m s ,  p e r  s e ,  t h e y  a r e  

i m p o r t a n t  b e c a u s e  t h e y  l i m i t  t h e  a b i l i t y  t o  d e s i g n  h i g h  

po wer  l a s e r s .  An u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  s y s t e m a t i c s  o f  t h e s e  

e f f e c t s  i s  c r u i c i a l  t o  t h e  o p t i m i z a t i o n  o f  l a s e r  d e s i g n .

I n  p a r t  I I  we s t u d y  a r e a l i s t i c  mode l  f o r  t h e  u n s t a b l e  

l o a d e d  o p t i c a l  r e s o n a t o r  i n  t h e  p a r a x i a l  wave a p p r o x i m a t i o n .  

An a n a l y s i s  o f  t h i s  k i n d  i s  i m p o r t a n t  i n  t h e  t h e o r e t i c a l  

u n d e r s t a n d i n g  and n u m e r i c a l  h a n d l i n g  o f  h i g h  power  l a s e r s .

P a r t  I I I  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  u t i l i z i n g  

o p t i c a l  power  t o  d i r e c t l y  d r i v e  a r e f r i g e r a t i o r . A s o l a r  

p o w er e d  s e m i c o n d u c t o r  h e a t  pump d e v i c e  i s  p r o p o s e d ,  b a s e d  on 

t h e  c o m b i n a t i o n  o f  p h o t o v o l t a i c  and P e l t i e r  e f f e c t s .
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P a r t  IV i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  n a t u r e  o f  t h e  e n e r g y  ba nd  

s t r u c t u r e  o f  s o l i d s  i n  an  e x t e r n a l  l a s e r  f i e l d .  We 

i n v e s t i g a t e  t h e  m a t h e m a t i c a l  n a t u r e  o f  t h e  s p e c t r u m ,  w i t h  

t h e  g o a l  o f  o b t a i n i n g  r e a l i s t i c  ba nd  s t r u c t u r e s  t o  b e  u se d  

i n  c a l c u l a t i o n s  o f  o p t i c a l  and s p e c t r o s c o p i c  p r o p e r t i e s  o f  

s o l i d s .



-  ^  -

CHAPTER 1.  Combined  SRS an d  SPM

1 . 1  I n t r o d u c t i o n

Two e f f e c t s  o f  i n t e r e s t  i n  u n d e r s t a n d i n g  t h e

p r o p a g a t i o n  o f  i n t e n s e  o p t i c a l  p u l s e s  t h r o u g h  m a t t e r  a r e

s t i m u l a t e d  Raman s c a t t e r i n g  and c o n t i n u u m  s e l f - p h a s e

m o d u l a t i o n .  B o t h  may be  c a t e g o r i z e d  a s  a t h i r d  o r d e r  n o n l i n -
0-A)

e a r  o p t i c a l  p h e n o m e n o n ,  and  t h e i r  t h e o r y  i s  w e l l  e s t a b l i s h e d .

In  a l i g h t  s c a t t e r i n g  p r o c e s s ,  a p h o t o n  a t  CJ, i s  

a b s o r b e d  and a p h o t o n  a t  i s  e m i t t e d  w h i l e  t h e  m a t e r i a l

ma ke s  a t r a n s i t i o n  f rom t h e  i n i t i a l  s t a t e  ^  t o  t h e  f i n a l  

s t a t e  Vj. . The m a t e r i a l  e x c i t a t i o n  i n v o l v e d  c a n  b e  an  

e n t r o p y  wave  ( R a y l e i g h  s c a t t e r i n g ) , a p r e s s u r e  wave

( B r i l l o u i n  s c a t t e r i n g ) ,  a p h o n o n ,  magn on ,  p l a s m o n  o r  e l ­

e c t r o n i c  e x c i t a t i o n  (Raman s c a t t e r i n g ) , a c o n c e n t r a t i o n  v a r ­

i a t i o n  ( c o n c e n t r a t i o n  s c a t t e r i n g ) ,  e t c .  The t r a n s i t i o n  

p r o b a b i l i t y ^ 5  ̂ p e r  u n i t  t i m e  p e r  u n i t  v o l u m e  from'fj ,

t o  c a n  be  o b t a i n e d  f rom a p e r t u r b a t i o n  c a l c u l a t i o n

and i s  p r o p o r t i o n a l  t o  mt ( m^ + 1 ) , w h e r e  m, i s  t h e

number  o f  p h o t o n s  i n  t h e  i n c o m i n g  r a d i a t i o n  mode ,  and  m^ 

i s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  number  i n  t h e  o u t g o i n g  ( s c a t t e r e d )
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mode .  S p o n t a n e o u s  s c a t t e r i n g  c o r r e s p o n d s  t o  m^ = 0 and

s t i m u l a t e d  t o  m^ + 0 . He r e  we s h a l l  l i m i t  o u r  d i s c u s s i o n  t o

s t i m u l a t e d  Raman s c a t t e r i n g  (SRS) w i t h  o p t i c a l  p h o n o n s .

S i n c e  t h e  Raman g a i n  i s  u s u a l l y  v e r y  s m a l l ,  SRS c a n  o n l y  be

o b s e r v e d  w i t h  a h i g h - p o w e r  l a s e r  beam.  I t  h a s ,  h o w e v e r ,  b e e n

s e e n  i n  some l i q u i d s  a t  a much l o w e r  power  l e v e l .  I n  t h e s e

c a s e s  SRS i s  a c t u a l l y  i n i t i a t e d  by  s e l f - f o c u s i n g  o f  t h e

l a s e r  beam,  and  t h e  a p p a r e n t l y  l o w e r  t h r e s h o l d  c o r r e s p o n d s
(6,7)

t o  t h e  s e l f - f o c u s i n g  t h r e s h o l d  . I t  was  c o m b i n e d  n o n l i n e a r

a c t i o n  l i k e  t h i s  o n e  t h a t  p r o m p t e d  o u r  a t t e n t i o n .  However ,

a g e n e r a l ,  u n i f i e d  t h e o r y  o f  t r a n s i e n t  s e l f - f o c u s i n g  and SRS

t u r n e d  o u t  t o  b e  a t o o  t o u g h  n u t  t o  c r a c k .  I t  r e q u i r e s  a

s o l u t i o n  t o  t h e  c o u p l e d  s y s t e m  o f  n o n l i n e a r  d i f f e r e n t i a l

e q u a t i o n s  w h i c h  i n c l u d e  t r a n s v e r s e  d e r i v a t i v e s  a s  w e l l  a s

l o n g i t u d i n a l  d e r i v a t i v e s .  T h e r e f o r e ,  we d e c i d e d  t o  t a c k l e  i n

t h i s  c h a p t e r  o n l y  some a s p e c t s  o f  t h e  c o m bi n ed  a c t i o n  -  l i k e

t h e  e f f e c t  o f  s e l f - p h a s e  m o d u l a t i o n  (SPM) on t h e  SRS. Some

p r e l i m i n a r y  a n a l y s i s  o f  t h i s  p r o b l e m  h a s  b e e n  c a r r i e d  o u t  by  
(7)t h e  S o v i e t s ^  , b u t  w i t h i n  a d i f f e r e n t  c o n t e x t  and w i t h o u t

t o o  many d e t a i l s .  A s i m i l a r  p r o b l e m  h a s  b e e n  a d d r e s s e d  by 
(2-)Carman e t  a l . i n  197 0 .  However ,  t h e i r  p r o c e d u r e  was

n u m e r i c a l  and  s i m p l i f i e d ,  i n  t h a t  t h e  e f f e c t s  o f  l a s e r - p u m p

d e p l e t i o n  and s a t u r a t i o n  o f  t h e  m a t e r i a l  s y s t e m  we r e

n e g l e c t e d .

P h y s i c a l l y ,  s e l f - f o c u s i n g  may o c c u r  when t h e  r e f r a c t i v e  

i n d e x  n o f  t h e  n o n l i n e a r  medium i n c r e a s e s  w i t h  t h e  beam
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i n t e n s i t y .  C o n s i d e r  a l a s e r  beam w i t h  G a u s s i a n  t r a n s v e r s e  

p r o f i l e  p r o p a g a t i n g  i n t o  t h e  medium,  a s  i n  F i g . l .  The 

c e n t r a l  p a r t  o f  t h e  beam s e e s  a l a r g e r  r e f r a c t i v e  i n d e x  t h a n  

t h e  e d g e  and t h e r e f o r e  p r o p a g a t e s  w i t h  a l o w e r  v e l o c i t y .  

C o n s e q u e n t l y ,  a s  t h e  beam t r a v e r s e s  t h e  medium,  t h e  o r i g i n a l  

wave f r o n t  g e t s  more  and more  d i s t o r t e d  -  t h e  c e n t r a l  

p o r t i o n  l a g s  b e h i n d .  S i n c e  t h e  r a y s  s h o u l d  p r o p a g a t e  i n  a 

d i r e c t i o n  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  wave f r o n t ,  t h e  beam a p p e a r s  

t o  f o c u s  i t s e l f .  A beam w i t h  a f i n i t e  c r o s s  s e c t i o n  w i l l  o f  

c o u r s e  a l s o  d i f f r a c t .  S e l f - f o c u s i n g  o c c u r s  o n l y  i f  t h e  

s e l f - f o c u s i n g  a c t i o n  i s  s t r o n g e r  t h a n  t h e  d i f f r a c t i o n  

a c t i o n .  O t h e r w i s e  t h e  beam w i l l  s t i l l  d i f f r a c t  , e v e n  t h o u g h  

t h e  d i f f r a c t i o n  woul d  be  w e a k e r .

I n  o r d e r  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  t r a n s i e n t  n a t u r e  o f  t h e  

p r o c e s s ,  a s s u m e  o u r  beam t o  be  a s t r o n g ,  s h o r t  p u l s e  ( F i g .  

2 ) .  Q u a l i t a t i v e l y ,  t h e  l e a d i n g  e dg e  o f  t h e  p u l s e  ( s e c t i o n  a 

i n  t h e  f i g u r e )  s e e s  o n l y  a s m a l l  i n d u c e d  c h a n g e  i n  t h e  

r e f r a c t i o n  i n d e x  A n  and show s weak o r  no s e l f - f o c u s i n g ,  

b u t  i t  a f f e c t s  s t r o n g l y  t h e  s e l f - f o c u s i n g  d y n a m i c s  o f  t h e  

l a g g i n g  p a r t .  The n e x t  p a r t  ( s e c t i o n  b) s e e s  s omewha t  

l a r g e r  A n  and a c c o r d i n g l y  d i f f r a c t s  n o t  a s  s t r o n g l y .  The 

An i n d u c e d  by t h e  f r o n t  p a r t  i s  t h e n  l a r g e  e n o u gh  t o  c a u s e  

t h e  l a g g i n g  p a r t  ( s e c t i o n s  c - f  i n  t n e  f i g u r e )  t o  s e l f ­

f o c u s .  However ,  a s  t h e  beam p r o p a g a t e s  on , i t  s e e s  a 

g r a d u a l l y  d e c r e a s i n g  An b e c a u s e  t h e  f r o n t  p a r t  h a s  

d i f f r a c t e d .  As a r e s u l t ,  s e l f - f o c u s i n g  o f  t h e  l a g g i n g  p a r t
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t e n d s  t o  b e  m or e  g r a d u a l .  I f  no o t h e r  s t r o n g  n o n l i n e a r  

e f f e c t  w e r e  t o  s u d d e n l y  c u t  o f f  t h e  s e l f - f o c u s i n g  a c t i o n ,

d i f f r a c t i o n  f rom t h e  f o c a l  r e g i o n  w i l l  a l s o  b e  g r a d u a l ,

l e a d i n g  t o  a l o n g  f o c u s .  Knowing how t h e  v a r i o u s  p a r t s  o f  

t h e  p u l s e  p r o p a g a t e  i n  t h e  medium,  we c a n  f i n d  how t h e  

t r a n s v e r s e  p r o f i l e  o f  t h e  p u l s e  g e t s  d e f o r m e d  d u r i n g

p r o p a g a t i o n .  T h i s  i s  s k e t c h e d  i n  F i g .  2.  w h e r e  we a s s u m e  

t h e r e  i s  a l i m i t i n g  d i a m e t e r  f o r  t h e  f o c u s .  I t  i s  s e e n  t h a t  

t h e  p u l s e  i s  q u i c k l y  d e f o r m e d  i n t o  a h o r n  s h a p e .  O b v i o u s l y ,  

t h e  n e c k  o f  t h e  h o r n  s w e e p i n g  a l o n g  t h e  a x i s  l e a d s  t o  an 

i n t e n s e  f i l a m e n t  and  t h e  s t r o n g  p h a s e  m o d u l a t i o n  a c q u i r e d  by 

t h e  n e c k  g i v e s  r i s e  t o  l a r g e  s p e c t r a l  b r o a d e n i n g .  B o t h  f i l ­

a me n t  and  s p e c t r a l  b r o a d e n i n g  a r e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f

(8^p i c o s e c o n d  t r a n s i e n t  s e l f - f o c u s i n g

As o u r  s t r o n g  o p t i c a l  p u l s e  t r a v e r s e s  t h e  medium,

e n e r g y  i s  t r a n s f e r e d  f rom a p r i m a r y  mode ,  w h i c h  i s  a t  t h e  

l a s e r  f r e q u e n c y ,  t o  o t h e r  modes  o f  t h e  s y s t e m .  I n  t h e  c a s e  

o f  s t i m u l a t e d  Raman s c a t t e r i n g  , t h e  s h i f t  i n  f r e q u e n c y  t a k ­

es  p l a c e  i n  u n i t s  o f  t h e  v i b r a t i o n a l  f r e q u e n c i e s  o f  t h e

medium.  T h u s ,  t h e  p r i m a r y  mode b ec o m e s  d e p l e t e d  and v a r i o u s  

S t o k e s  modes  a r e  i n t e n s i f i e d .  When s p e c t r a l  b r o a d e n i n g  

o c c u r s ,  i t  o c c u r s  i n  a q u a n t i z e d  m a n n e r .  I n  t h e  c a s e  o f  

s e l f - p h a s e  m o d u l a t i o n  , h o w e v e r ,  t h e  r e p o p u l a t i o n  o f  t h e  

s p e c t r a l  i n t e n s i t y  t a k e s  p l a c e  i n  a more  g r a d u a l  m a n n e r .  Due 

t o  t h e  n o n l i n e a r i t y  o f  t h e  medium,  t h e  p u l s e  h e t e r o d y n e s  

a g a i n s t  i t s e l f  and  g r a d u a l l y  i n c r e a s e s  i t s  s p e c t r a l  w i d t h .
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T h e r e  i s  a c o n t i n u u m  o f  f r e q u e n c i e s  p r o d u c e d  i n  t h i s  

p r o c e s s .

S i n c e  b o t h  t h e  s t i m u l a t e d  Raman s c a t t e r i n g  and s e l f ­

p h a s e  m o d u l a t i o n  s p r e a d  t h e  s p e c t r a l  w i d t h  o f  t h e  p u l s e ,  on e  

c a n  a s k  t h e  q u e s t i o n  i f  t h e y  o c c u r  i n d e p e n d e n t l y  o f  e a c h  

o t h e r  o r  i f  t h e y  c o m p e t e  and  i n t e r f e r e .  C l e a r l y ,  i f  t h e  SRS 

e f f e c t  i s  e f f e c t i v e  i n  t r a n s f e r i n g  e n e r g y  t o  t h e  S t o k e s  

b r a n c h e s  v e r y  r a p i d l y ,  SPM w i l l  n o t  o c c u r  t o  a n y  s i g n i f i c a n t  

e x t e n t .  On t h e  o t h e r  h and  i f  SPM i s  t h e  d o m i n a n t  e f f e c t ,  a 

S t o k e s  s h i f t  o f  t h e  p r i m a r y  mode m u s t  b e  r e p l a c e d  by  a 

S t o k e s  s h i f t  o f  a b r o a d e n e d  p r i m a r y  mode ,  and  t h e  s p e c t r u m  

w i l l  l o s e  i t s  d i s c r e t e  c h a r a c t e r .  Thus  t h e  two e f f e c t s  

i n f l u e n c e  e a c h  o t h e r  an d  s h o u l d  be  s t u d i e d  s i m u l t a n e o u s l y .  

Our g o a l  h e r e  w i l l  be  t o  c a l c u l a t e  t h e  e x t e n t  o f  t h i s  

i n t e r a c t i o n  i n  v a r i o u s  l i m i t i n g  c a s e s .

(9)
I n  t h e  n e x t  s e c t i o n  we i n t r o d u c e  a s i m p l i f i e d  mode l  

w h i c h  c a p t u r e s  t h e  e s s e n c e  o f  b o t h  p r o c e s s e s .  We w i l l  l i m i t  

o u r  a t t e n t i o n  t o  o n e  d i m e n s i o n a l  p r o p a g a t i o n ,  e v e n  t h o u g h  

t h e  t r a n s v e r s e  c h a r a c t e r  o f  t h e  p u l s e  i s  n e e d e d  f o r  a more 

c o m p l e t e  t h e o r y  ( s u c h  a s  o n e  w h i c h  woul d  i n c l u d e  s e l f -  

f o c u s i n g )  . L i k e w i s e  d i s p e r s i o n  e f f e c t s  w i l l  be  n e g l e c t e d ,  a s  

t h e s e  m a i n l y  a f f e c t  t h e  s p a t i a l  e v o l u t i o n  o f  t h e  p u l s e .  A 

number  o f  o t h e r  s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n s  w i l l  be  made t o  

b r i n g  t h e  e q u a t i o n s  t o  a t r a c t a b l e  l e v e l .
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.1.2 T h e o r y

The s y s t e m  o f  i n t e r e s t  c o n s i s t s  o f  an  e l e c t r o m a g n e t i c  

f i e l d  i n t e r a c t i n g  w i t h  t h e  m o l e c u l a r  v i b r a t i o n  ( phonon)  

f i e l d  o f  a l i q u i d .  The a p p r o p r i a t e  L a g r a n g i a n  d e n s i t y  i s

i f  =■ — ----  —  -V Q ^ -  V ’Q f ' l  ( 1 . 2 . 1 )

w h e r e  E, B a nd  Q a r e  t h e  e l e c t r i c ,  m a g n e t i c  and p honon  

f i e l d s  r e s p e c t i v e l y .  The p honon  f r e q u e n c y  i s  d e n o t e d  by  

i t s  e f f e c t i v e  o s c i l l a t o r  mass  by  , and  i t s  g r o u p

v e l o c i t y  i s  t a k e n  t o  be  z e r o .  The d i e l e c t r i c  c o n s t a n t  i s  o f  

t h e  f o rm

6 =  £ ,  +  £ , E 1 + y Q .  <l - 2 - 2 >

wh er e  i s  t h e  n o n l i n e a r  c o e f f i c i e n t  and S  d e t e r m i n e s

t h e  c o u p l i n g  o f  t h e  p h o n o n s  t o  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d .  In  

t h i s  a n a l y s i s  d i s p e r s i o n  e f f e c t s  w i l l  be  n e g l e c t e d ,  s o  £ 0 

i s  s i m p l y  a c o n s t a n t .  L i n e a r  p o l a r i z a t i o n  w i l l  be  a s s u m e d ,
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w i t h  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  p o t e n t i a l  A and  E a l o n g  x - a x i s  

a n d  B a l o n g  y - a x i s ,  z - a x i s  b e i n g  t h e  p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n .  

The v e c t o r  p o t e n t i a l  i s  a s s u m e d  t o  be  t h e  sum o f  a l a s e r  

p u l s e  a t  f r e q u e n c y  60\

an d  a S t o k e s  wave  a t  f r e q u e n c y  COv" •

a , e  +  a z 6  +  C.C. ( 1 . 2 . 3 )

We n e g l e c t  t h e  a n t i - S t o k e s  and  h i g h e r  o r d e r  S t o k e s  w a v e s .  

F u r t h e r m o r e ,  l e t  t h e  p ho non  f i e l d  b e  d e s c r i b e d  by

i ( k e z - d t )
Q  &  *  c -c * ( 1 . 2 . 4 )

The  wave v e c t o r  o f  t h e  p ho non  i s  s u c h  a s  t o  s a t i s f y  t h e  

p h a s e  m a t c h i n g  ^  • The a m p l i t u d e s  a, , a ^  and  q

a r e  a s s u m e d  t o  be  s l o w l y  v a r y i n g  f u n c t i o n s  o f  s p a c e  and t i m e  

an d  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e s e  a m p l i t u d e s  i n  t h e  t r a n s v e r s e  d i r ­

e c t i o n s  a r e  n e g l e c t e d .

S e v e r a l  a p p r o x i m a t i o n s  a r e  made w h i c h  r e d u c e  t h e  

p r o b l e m ' s  c o m p l e x i t y .  We i n s e r t  E q s . (3)  and (4)  i n t o  E q .

(1)  and  e l i m i n a t e  t h o s e  t e r m s  w h i c h  o s c i l l a t e  r a p i d l y .  We 

a l s o  d i s c a r d  t h o s e  t e r m s  i n  t h e  L a g r a n g i a n  wh i c h  a r e  

q u a d r a t i c  i n  s p a t i a l  a n d / o r  t e m p o r a l  d e r i v a t i v e s .  S i n c e  

£2E and t tQ a r e  l i k e l y  t o  b e  s m a l l ,  we s h a l l  e l i m i n a t e  t e r m s  

i n v o l v i n g  t h e s e  p a r a m e t e r s  when t h e y  m u l t i p l y  d e r i v a t i v e  

t e r m s .  T h e s e  a p p r o x i m a t i o n s  w i l l  b e  j u s t i f i e d  l a t e r .  I t
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( '0 )
w i l l  f i n a l l y  be  a ssu m ed  t h a t  » /to , << 1 r so  CO( ~  00^ = 

CO. The L a g r a n g i a n  d e n s i t y  t h e n  b e c o m e s :

^ = w  I -  ̂ Iw  C-d 'a* + ^  Lmta 'a> 3

+ ̂ R e ( i a 2a r ) - 2.(ju&Im(Aa*) d.2.5)

+  i ^ ^ , | V | <x i |‘’ + ^ | a , | 1 | Q i r ] l  ,

wh er e  p r i m e s  d e n o t e  s p a t i a l  d e r i v a t i v e s  an d  d o t s  d e n o t e  t i m e

d e r i v a t i v e s .  Use i s  made o f  t h e  d i s p e r s i o n  f o r m u l a  =

Sg/'z. % The E u l e r - L a g r a n g e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  y i e l d  
C*

d . | + v a ' ,  <1. 2. 6)

=  +  , <1. 2. 7)

and

( i . 2. 8a)

wh er e  v = c • L e t  us  i n t r o d u c e  a p h e n o m e n o l o g i c a l

damping  t e r m  i n t o  t h e  l a s t  e q u a t i o n  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  

d e p h a s i n g  o f  t h e  m o l e c u l a r  v i b r a t i o n s  du e  t o  c o l l i s i o n s ' ^ .  

Thus  Eq.  (8a)  beco mes

r a  -  c  ^ a > • ( 1 - 2 - 8b)
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E q u a t i o n s  ( 6 ) ,  (7)  and (8b)  a r e  t h e  f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n s  o f

t h e  r i g h t  h a n d  s i d e s  o f  E q s .  (6)  and  ( 7 ) .  The f i r s t  t e r m  

p r o d u c e s  s e l f - p h a s e  m o d u l a t i o n .  The s e c o n d  t e r m  we s h a l l

t e r m  i s  t h e  s t i m u l a t e d  R a m a n - p a r a m e t r i c  d r i v i n g  t e r m .  T h u s ,  

i n  s o l v i n g  E q s .  ( 6 ) - ( 8 )  we s h a l l  b e  s t u d y i n g  t h e  

c o m p e t i t i o n  and  i n t e r p l a y  b e t w e e n  t h e s e  t h r e e  n o n l i n e a r  

p h e n o m e n a .

L e t  us  i n t r o d u c e  new d e p e n d e n t  and i n d e p e n d e n t  v a r ­

i a b l e s  and  c a s t  t h e s e  e q u a t i o n s  i n t o  a more  c o m p a c t  f o r m ,

i . e .

i n t e r e s t We n o t i c e  t h r e e  t y p e s  o f  t e r m s  a p p e a r i n g  on

r e f e r  t o  a s  t h e  c r o s s - p h a s e  m o d u l a t i o n  t e r m ^ 1̂ .  The t h i r d

* 1 - ( 1 . 2 . 1 0 )

( 1 . 2 . 9 )

( 1 . 2 . 1 1 )

( 1 . 2 . 1 2 )

( 1 . 2 .  13)

The e q u a t i o n s  ( 6 ) - ( 8 )  r e d u c e  t o
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( 1 . 2 .  14)

( 1 . 2 .  15)

=  cJ~Q* a ,  . (1. 2. 16)

The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a t  z=0 a r e :  t h e  i n p u t  l a s e r  p u l s e  a, 

i s  g i v e n  by

a . C M )  =  F I S )  ,  ( 1 . 2 . 1 7 )
> 0

and t h e  S t o k e s  wave a ^ , i s  d ue  t o  n o i s e

C U C V O l  =  S - C 5 )  . ( 1 . 2 . 1 8 )
V o

00
I n  p r i n c i p l e  we c a n  a l s o  s p e c i f y  a b o u n d a r y  c o n d i t i o n  f o r

'S, b u t  t h i s  i s  u n n e c e s s a r y .  The e n e r g v / a r e a  i n  t h e  i n p u t

p u l s e  i s  g i v e n  by

( 1 . 2 . 1 9 )
45T J

F o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  a G a u s s i a n  p u l s e

FC5) =  F. e x p ] -  ( 'V r V f ^  ,

w h e r e  %  i s  t h e  p u l s e  d u r a t i o n  and  F i s  t h e  a m p l i t u d e  o f

( 1 . 2 . 2 0 )
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t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  (F0 =cE0/u3 ) . C om bi n in g  E q s .  (19)  and 

(20)  g i v e s

f  = r —|_ GOx S'  J  * ( 1 . 2 . 2 1 )

A f o r m a l  i n t e g r a t i o n  o f  Eq.  (16)  l e a d s  t o

( 1 . 2 . 2 2 )
“ 0o

L e t  us  now a s s u m e  t h a t  t h e  t i m e  s c a l e  o v e r  w h i c h  a ( and  a2 

v a r y  i s  l o n g  c o m p a r e d  w i t h  t h e  phonon  r e l a x a t i o n  t i m e .  Due 

t o  t h e  e x p o n e n t i a l  i n  Eq.  (22)  we t h e n  g e t  t h e  m a i n  

c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  i n t e g r a l  f rom t h e  v i c i n i t y  so

y C 3 ^ )  ■ i S ' a * C ^ , ri ) a l (. 'si' i )  . ( x . 2 . 2 3 )

E q s .  (14)  and (15)  become

H\CXx\^C X v-  $  a ' (1 . 2 . 24)

and

( 1 . 2 .  25)

L e t  us  e x p r e s s  t h e  f i e l d  a m p l i t u d e s  a s

< x , =  \ f i 7  e , ^ '  ,  ( 1 . 2 . 2 6 )



14 1. Combined SRS and SPM

^  ^  -  ( 1 . 2 . 2 7 )

Then we f i n d  f o r  t h e  p h a s e s

(j) =  ,  ( 1 . 2 . 2 8 )

and

/1l

<$> =  ^ (  ? 1 +  2 . 0  • ( 1 . 2 . 2 9 )
o

tw ice
The c r o s s - p h a s e  m o d u l a t i o n  t e r m  b r o a d e n s ^ a s  f a s t  a s  t h e

s e l f - p h a s e  m o d u l a t i o n  t e r m .  The m a g n i t u d e s  s a t i s f y  t h e  
0?)

V o l t e r r a - L o t k a  e q u a t i o n s :

= - 2 ^ § , 9 2 .
( 1 . 2 .  30)

and

■ ^ < S i = 2 c $ ' § 1^  ( 1 . 2 . 3 1 )

w h i c h  d e s c r i b e s  t h e  p r e d a t o r - p r e y  r e l a t i o s h i p  b e t w e e n  t h e  

S t o k e s  and  i n c i d e n t  p u l s e s .  T h e se  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  by 

f i r s t  n o t i n g  t h a t  t h e  sum o f  S*| and  i s  c o n s t a n t :

«  F Z CS^-h . (1.2.32)
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T hen d i v i d i n g  Eq.  (30)  by  and  Eq.  (31)  by and

s u b t r a c t i n g  g i v e s ,  upon  i n t e g r a t i o n

f r n l j ) h- -2. ( 1 . 2 . 3 3 )

Hence
p iF + 4

( 1 . 2 .  34)

and

f V 4
? 1  =

-V
( 1 . 2 . 3 5 )

E q s .  ( 2 6 ) —(29) and ( 3 4 ) —(35)  p r o v i d e  an  a n a l y t i c  s o l u t i o n  t o

t h e  p r o b l e m .  The i n t e n s i t y  o f  t h e  i n c i d e n t  p u l s e  d e c a y s

w h i l e  t h e  i n t e n s i t y  o f  t h e  S t o k e s  wave i s  p a r a m e t r i c a l l y
(l&)a m p l i f i e d  and u l t i m a t e l y  s a t u r a t e s

L e t  us  r e s t r i c t  o u r  a t t e n t i o n  t o  t h e  c a s e  wh er e  

. Then

'■> 2 . 3 6 )

and

8 2 «  $ * e x p [ z S * i F llY>] (1.2.37)
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so

-  F*CV)
-  5 ^ 6

w h i c h  we w i l l  u s e  i n  t h e  e v a l u a t i o n  of.  t h e  s p e c t r a l  c h a r ­

a c t e r i s t i c s  o f  t h e  p r o c e s s .

( 1 . 2 . 3 8 )

( 1 . 2 . 3 9 )
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1 . 3  R e s u l t s

I n  t h i s  s e c t i o n  we p r e s e n t  some t h e o r e t i c a l  p r e d i c t i o n s  

and  r e s u l t s  w h i c h  a r e  t h e n  a p p l i e d  t o  a s p e c i f i c  e x a m p l e .  

The f r e q u e n c y  s p e c t r u m  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i s  

p r o p o r t i o n a l  t o

Ih o '»  =  i ^ a ' s [ a , e u  1 r  +  u ’1+6' r ]  |  , ( U 3 - 1 )
-co

The two t e r m s  w i l l  c o n t r i b u t e  i n d e p e n d e n t l y ,  s i n c e  F an d  f 

a r e  i n c o h e r e n t .  We s h a l l  f o c u s  o u r  a t t e n t i o n  on t h e  Raman 

t e r m  f i r s t .  From E q s .  ( 2 . 4 0 )  and  ( 2 . 2 0 )  o ne  o b t a i n s

“  . .r . . ' .--LiW rty  .. . . i l  ‘
( 1 . 3 . 2 )

oo

I* = 1S a$ expiK(iftf) F^e lr% + y
oo

L e t  us  n e g l e c t  t h e  t i m e - d e p e n d e n c e  o f  f  and  e x p an d  t h e  e x p ­

o n e n t i a l  i n  a pow er s e r i e s :

. . . - rh  ( c o - c o ^ 'S ' ,
4? RP gri---  |
^   ^  1 ( 1 . 3 . 3 )nl yin  ^
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F o r  l a r g e  ^  t h e  i m p o r t a n t  c o n t r i b u t i o n s  t o  t h i s  sum s t e m  

f rom l a r g e  v a l u e s  o f  n ,  s o  t h e  sum may b e  r e p l a c e d  b y  an  

i n t e g r a l  and  S t i r l i n g ' s  a p p r o x i m a t i o n  may b e  e m p l o y e d .  Thus

l - u l .+ g ^ T 1 1  I 1
o ^  ^  e x p  | T i n ;  -  - ( 1 . 3 . 4 )

w h e r e

. d . 3. 5)

The p o i n t  w h e r e  <$> i s  maximum i s  g i v e n  by

( 1 . 3 . 6 )

We f i r s t  a s s u m e  t h a t  t h e  f r e q u e n c y  s h i f t  s a t i s f i e s  t h e  

i n e q u a l i t y

I « \*n„\
\ I

. . . . .  ,  ( 1 . 3 . 7 )
Sr\<

so t h e  s e c o n d  t e r m  i n  t h e  e x p o n e n t i a l  i n  Eq.  (4)  may be  

n e g l e c t e d .  T h e n ,  f rom t h e  m e t h o d  o f  s t e e p e s t  d e s c e n t ,  we 

f i n d

t ^  ( i n ' !  i -  — —
H = T ' V fJ  '•I d - 3 . 8 )

For  f r e q u e n c i e s  s u c h  t h a t  E q . (7)  i s  n o t  s a t i s f i e d ,  t h e
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i n t e n s i t y  i s  h i g h l y  s u p r e s s e d  d ue  t o  t h e  s e c o n d  e x p o n e n t i a l  

i n  Eq.  ( 4 ) .  I n  t h i s  l i m i t  we a r e  p r o b i n g  t h e  f a r  s p e c t r a l  

w i n g s  o f  t h e  p u l s e  and  t h e  s p e c t r a l  i n t e n s i t y  d r o p s  r a p i d l y .  

Thus  t h e  Raman s p e c t r u m  i s  p r e d i c t e d  t o  be  r a t h e r  f l a t  w i t h  

i t s  i n t e n s i t y  g i v e n  b y  Eq.  (8)  and a h a l f  w i d t h

_ i--------------------
—  “ 7gT“ )  • ( 1 . 3 . 9 )

Fo r  p u l s e s  o f  c o n s t a n t  e n e r g y  p e r  u n i t  a r e a  we s e e  f rom E q s . 

( 2 . 2 1 )  and (9)  t h a t  t h e  S t o k e s  w i d t h  v a r i e s  a s  t h e  i n v e r s e  

s q u a r e  o f  t h e  p r i m a r y  p u l s e  d u r a t i o n .  The b r o a d e n i n g  i s  d u e  

t o  a c o m b i n a t i o n  o f  t h e  c r o s s - p h a s e  m o d u l a t i o n  and t h e  Raman 

t e r m s .

N e x t  l e t  u s  e x a m i n e  t h e  f i r s t  t e r m  ( l a s e r )  i n  E q . ( 1 ) .

The a n a l y s i s  p r o c e e d s  a l o n g  much t h e  same l i n e ,  and  we f i n d

~  T  r  £  / ( 1 . 3 . 1 0 )  

f o r  f r e q u e n c i e s  s u c h  t h a t

I v o - U M  6  ( U 3 1 1 )

and d r o p s  r a p i d l y  f o r  f r e q u e n c i e s  g r e a t e r  t h a n  t h i s

v a l u e .  T h i s  i s  t h e  c o n v e n t i o n a l  s e l f - p h a s e  m o d u l a t i o n  

r e s u l t .

In  summary t h e  t h e o r y  p r e d i c t s  t h a t  t h e  p r i m a r y  l a s e r
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p u l s e  w i l l  u n d e r g o  s e l f - p h a s e  m o d u l a t i o n  . The S t o k e s  p u l s e  

w i l l  b e  p a r a m e t r i c a l l y  a m p l i f i e d  f rom t h e  n o i s e .  The S t o k e s  

p u l s e  b r o a d e n s  d u e  t o  a c o m b i n a t i o n  o f  c r o s s - p h a s e  

m o d u l a t i o n  and  Raman p a r a m e t r i c  a m p l i f i c a t i o n .  The s p e c t r a l  

p u l s e  w i d t h s  i n c r e a s e  a s  t h e  p u l s e s  p r o g r e s s  down t h e  f l u i d  

and g r ow d r a m a t i c a l l y  a s  t h e  d u r a t i o n  o f  t h e  p u l s e  i s  

s h o r t e n e d .  T h e o r y  p r e d i c t s  a r a t i o  o f  t h e  S t o k e s  s p e c t r a l  

w i d t h  t o  t h e  p r i m a r y  s p e c t r a l  w i d t h  g i v e n  by

Thus  b y  t h e  t i m e  s e l f - p h a s e  m o d u l a t i o n  h a s  b r o a d e n e d  t h e  

p r i m a r y  p u l s e  t o  t h e  p o i n t  w h e r e  i t  o v e r l a p s  t h e  S t o k e s  

l i n e ,  l i t t l e  t r a c e  o f  a d i s t i n c t  Raman S t o k e s  l i n e  s h o u l d  be  

o b s e r v e d .

As a n u m e r i c a l  e x a m p l e ,  l e t  u s  c o m p u t e  and

f o r  two t y p i c a l  l i q u i d s ,  CS and e t h a n o l ,  i n  t h e  f i e l d  o f  

Neodynium g l a s s  l a s e r .  The p a r a m e t e r s  r e l e v a n t  t o  s u c h  a 

s y s t e m  a r e  t a b u l a t e d  i n  T a b l e  1,  a l o n g  w i t h  t h e  c o m p u t e d  

v a l u e s  o f  an d  AtoL. T h e s e  v a l u e s  s h o u l d  b e  r e a d ­

i l y  o b s e r v a b l e  i n  a n  e x p e r i m e n t .

( 1 . 3 .  12)
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T a b l e  I .  P a r a m e t e r s  f o r  l i q u i d s  i n  a  t y p i c a l  l a s e r  f i e l d  ( e s t i m a t e d  

v a l u e s )

Q u a n t i t y

CO

< r

r
v
x
Fo
V
z

A c J ,

V a l u e  i n  e . g . s .  u n i t s  

CS2 

1 . 7  

10"11

3 , 6 x l 0 l 5 ( l . 9 x l 0 4cm_ 1 ) 

1 . 2 x l 0 1 4 (656 cm"1 )

1 . 3

9 . 4 x l 0 1 0 ( . 5  cm"1 )

10® ( e s t i m a t e d )  

6 x l 0 " 12 

.1

2 . 3 x 1 0  

10

10

3 . 8  x l 0 1 5 ( i . g x l 0 4cm 1 ) 

13 . 3  x l O 1 4 (7*1 xlO^cm 1 )

e t h a n o l

1 . 3

1 0 " 12

3 . 6 x l 0 1 5 ( 1 . 9 x l 0 * c m " 1 ) 

5 . 5 x l 0 1 4 (2928 cm"1 )

. 81

3 . 4 x l 0 12 (18 cm"1 ) 

10® ( e s t i m a t e d )  

6 x l 0 " 12 

.1
2 . 6 x 1 0  

10

10

4 . 4  x l O 14 (2.2 x l 0 3cm"1 ) 

1 . 5 x 1 013 (810 c m " 1)
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F i g u r e  c a p t i o n s

F i g u r e  1.  S k e t c h  s h o w i n g  t h e  d i s t o r t i o n  o f  t h e  wave f r o n t  and 

s e l f - f o c u s i n g  o f  a l a s e r  beam i n  a NL medium.

F i g u r e  2.  S k e t c h  s h o w i n g  t r a n s i e n t  s e l f - f o c u s i n g  o f  a l a s e r  

p u l s e  i n  a NL medium.  Such  a f o c u s i n g  i s  a l w a y s  a c c o m p a n i e d  

w i t h  a b r o a d  p h a s e  m o d u l a t i o n .  D i f f e r e n t  p a r t s  o f  t h e  p u l s e  

( a , b , c ,  e t c . )  f o c u s  and  d e f o c u s  a l o n g  d i f f e r e n t  r a y  p a t h s .  

The p u l s e  f i r s t  g e t s  d e f o r m e d  i n t o  a h o r n  s h a p e  and t h e n  

p r o p a g a t e s  on w i t h o u t  much f u r t h e r  c h a n g e .
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F i g u r e  1.
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CHAPTER 2.  U n s t a b l e  R e s o n a t o r s  f o r  High Power  L a s e r s

2 . 1  I n t r o d u c t i o n

O p t i c a l  r e s o n a t o r s  a r e  n e e d e d  f o r  t h r e e  p r i n c i p l e  ( and  

r e l a t e d )  p u r p o s e s :

(a)  t o  b u i l d  up l a r g e  f i e l d  i n t e n s i t i e s  a t  s p e c i f i e d  

( r e s o n a n c e )  f r e q u e n c i e s ,

(b) t o  a c t  a s  e f f i c i e n t  e n e r g y  s t o r a g e  d e v i c e s ,  and

(c)  t o  a c t  a s  s p a t i a l  and f r e q u e n c y  f i l t e r s .

The c h i e f  d i f f e r e n c e  w i t h  l o w e r  f r e q u e n c y  r e s o n a t o r s  i s  t h a t  

a t  l o n g e r  w a v e l e n g t h s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  r e s t r i c t  t h e  number  

o f  r e s o n a n c e s  t o  o n e  o r  few by  c h o o s i n g  c a v i t y  d i m e n s i o n s  

c o m p a r a b l e  t o  t h e  w a v e l e n g t h .  At o p t i c a l  f r e q u e n c i e s  t h i s  i s  

n o t  f e a s i b l e  -  an e n c l o s e d  o p t i c a l  r e s o n a t o r  would  c o n t a i n  

b i l l i o n s  o f  modes  p e r  u n i t  r e s o n a t o r  v o l u m e .  Thus  s p e c i a l  

t e c h n i q u e s  m u s t  b e  i n v o k e d  t o  s u p p r e s s  u n w a n t e d  o p t i c a l  

m o d e s .  The s i m p l e s t  o n e  i s  t h e  u s e  o f  o p e n  r e s o n a t o r s .

The e a r l i e s t  p r o p o s a l  f o r  u s i n g  o p e n  r e s o n a t o r s  s e e m s
( / )  (2 )

t o  h a v e  b e e n  t h a t  o f  D i c k e  . Schawlow and  Townes s u g g e s t e d

i n  t h e i r . o r i g i n a l  l a s e r  a r t i c l e  t h a t  s u c h  a r e s o n a t o r  w i l l
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d i s c r i m i n a t e  h e a v i l y  a g a i n s t  h i g h e r - o r d e r  t r a n s v e r s e  m o d e s .
<3)

The i n i t i a l  p a p e r  on u n s t a b l e  r e s o n a t o r s  by  S i eg ma n  i n  1965 

a s s e r t e d  t h a t  " t h e r e  a r e  . . .  good  r e a s o n s  f o r  b e l i e v i n g  t h a t  

. . .  u n s t a b l e  r e s o n a t o r s  w i l l  b e  o f  p r a c t i c a l  u t i l i t y  i n
(4)l a s e r  a p p l i c a t i o n s " .  A s u b s e q u e n t  p a p e r  i n  1967 l i s t e d  

t h r e e  o f  t h e s e  r e a s o n s  a s :

(a)  l a r g e  mode v o l u m e s ,

(b) a d j u s t i b l e  d i f f r a c t i o n  o u t p u t  c o u p l i n g ,  and

(c)  s u b s t a n t i a l  d i s c r i m i n a t i o n  a g a i n s t  h i g h e r  o r d e r  t r a n s v e r s e  

m o d e s .

T y p i c a l  e x a m p l e s  o f  a s t a b l e  and an u n s t a b l e  o p t i c a l  r e s o n ­

a t o r  c o n f i g u r a t i o n  a r e  i l l u s t r a t e d  i n  F i g .  1.  The s t a b l e  

r e s o n a t o r ,  whose  m i r r o r  c o n f i g u r a t i o n  c o r r e s p o n d s  t o  a 

s t a b l e  p e r i o d i c  f o c u s i n g  s y s t e m  h a s  a l o n g  s l e n d e r

G a u s s i a n - p r o f i 1 e l o w e s t - o r d e r  mode whose  d i a m e t e r  i s

g e n e r a l l y  l e s s  t h a n  t h e  d i a m e t e r  o f  t h e  l a s e r  m i r r o r s

t h e m s e l v e s .  S i n c e  t h e  a r e a  r a t i o  o f  t h e  l a s e r  medium c r o s s

s e c t i o n  t o  t h e  l o w e s t - m o d e  c r o s s  s e c t i o n  i s  o f  t h e  same 

o r d e r  a s  t h e  F r e s n e l  number  Np , t h e  l o w e s t - o r d e r  mode 

w i l l  e x t r a c t  o n l y  a f r a c t i o n  1/Np o f  t h e  e n e r g y  a v a i l a b l e  

i n  t h e  l a s e r  me di um.  C o n s e q u e n t l y ,  i f  t h e  F r e s n e l  number  i s  

much l a r g e r  t h a n  u n i t y ,  t h e  l a s e r  m u s t  o s c i l l a t e  i n  a 

s i z a b l e  number  o f  h i g h e r - o r d e r  modes  i n  o r d e r  t o  e x c t r a c t  a 

s i z a b l e  p o r t i o n  o f  t h e  e n e r g y  f rom  t h e  l a s e r  medium.  T h i s  i s  

h a r d l y  d e s i r a b l e  f r o m  t h e  f r e q u e n c y  s e l e c t i o n  p o i n t  o f  v i e w .  

The l o w e s t - o r d e r  mode i n  t h e  u n s t a b l e  r e s o n a t o r ,  by  c o n t r a s t  

f i l l s  t h e  e n t i r e  c r o s s  s e c t i o n  o f  a t  l e a s t  o ne  o f  t h e  l a s e r
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m i r r o r s ,  h o w e v e r  l a r g e  i t  may b e .

Some p r e d e c e s s o r s  o f  t h e  u n s t a b l e  r e s o n a t o r  c o n c e p t
( S)

i n c l u d e  t h e  b a l l  m i r r o r  r e s o n a t o r  o f  Okaya , a p r o p o s a l  by
(6)

M o l l e n a u e r  e t  a l .  t o  u s e  a d i v e r g e n t  m i r r o r  a t  o n e  end  o f  a
(7)

r u b y  r o d ,  e t c .  L a T o u r r e t t e  and  c o l l e a g u e s  f i r s t  i n t r o d u c e d  

t h e  i m p o r t a n t  c o n c e p t  o f  d i f f r a c t i o n  c o u p l i n g .  Fox and Li 

i n  o n e  i n s t a n c e  a p p l i e d  t h e i r  Huygens  i n t e g r a l  m e t h o d  t o
( 2 )

c a l c u l a t e  t h e  l o s s e s  o f  some u n s t a b l e  m i r r o r  c o n f i g u r a t i o n s  .

The m o s t  w i d e l y  u s e d  -  c o n f o c a l  o r  t e l e s c o p i c  u n s t a b l e
(9)

r e s o n a t o r  was i n t r o d u c e d  by  A n a n ' e v  e t  a l .  and  by  Krupk e  
(l o)and Sooy  . V e r y  s i g n i f i c a n t  c o n t r i b u t i o n s  t o  u n s t a b l e

r e s o n a t o r  u n d e r s t a n d i n g ,  b o t h  c o n c e p t u a l  and e x p e r i m e n t a l

h a v e  b e e n  made b y  S o v i e t  w o r k e r s ,  n o t a b l y  A n a n ' e v ,  a s
(II)

s u m m a r i z e d  i n  h i s  r e v i e w  a r t i c l e  . A n o t h e r  e x c e l l e n t
fIZ)r e v i e w  a r t i c l e  on u n s t a b l e  r e s o n a t o r s  i s  w r i t t e n  by  S i eg m an  ,

I n  t h i s  c h a p t e r  a n u m e r i c a l  a n a l y s i s  o f  u n s t a b l e  l o a d e d  

o p t i c a l  r e s o n a t o r s  i s  p r e s e n t e d .  An a n a l y s i s  o f  t h i s  k i n d  i s  

v e r y  i m p o r t a n t  i n  t h e  d e s i g n  and c o n s t r u c t i o n  o f  h i g h - p o w e r  

l a s e r s .  We c a r r i e d  o u t  o u r  a n a l y s i s  on a r e s o n a t o r  mode l  

w h i c h  c l o s e l y  r e s e m b l e s  t h e  a c t u a l  e x p e r i m e n t a l  s i t u a t i o n .  

The m ode l  i s  d e p i c t e d  i n  F i g .  1.  I t  i s  a p o s i t i v e - b r a n c h  

c o n f o c a l  t h r e e  d i m e n s i o n a l  r e s o n a t o r  w i t h  s q u a r e  m i r r o r s .  

The l a s e r  o u t p u t  i s  t a k e n  a s  a d i f f r a c t i o n - c o u p l e d  beam 

p a s s i n g  a r o u n d  t h e  s m a l l e r  ( o u t p u t )  m i r r o r .  B e t w e e n  t h e  

m i r r o r s  i s  t h e  g a i n  medium w h i c h  we t r e a t e d  i n  t h e  t h i n -
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g a i n - s h e e t  a p p r o x i m a t i o n .  I n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  t h e  g a i n  

medium i s  b r o k e n  i n t o  a numb er  o f  g a i n  s t a t i o n s .  The 

p r o p a g a t i n g  f i e l d  a s  i t  p a s s e s  t h r o u g h  t h e s e  s t a t i o n s  i s  

m o d i f i e d  b y  t h e  a p p r o p r i a t e  g a i n  f o r m u l a .

The p r o p a g a t i n g  f i e l d  i s  a s o l u t i o n  t o  t h e  wave 

e q u a t i o n  i n  t h e  p a r a x i a l  a p p r o x i m a t i o n .  A c t u a l l y ,  a s y s t e m  

o f  wave e q u a t i o n s  f o r  t h e  f o r w a r d  and b a c k w a r d  f i e l d s  i s  

s o l v e d  s i m u l t a n e o u s l y  u s i n g  f a s t  F o u r i e r  t r a n s f o r m  (FFT) 

m e t h o d s .  B o t h  f o r w a r d  and b a c k w a r d  f i e l d s  f i g u r e  i n  t h e  g a i n  

f o r m u l a ,  w h i c h  c o u p l e s  t h e  wave e q u a t i o n s .  We l e t  t h e  m a i n ,  

f o r w a r d  f i e l d  r e p e a t e d l y  b o u n c e  o f f  t h e  m i r r o r s ,  c o n s t a n t l y  

m o d i f y i n g  i t  f o r  t h e  g a i n ,  u n t i l  i t  s t a b i l i z e d  i n t o  a 

s i n g l e - m o d e  o s c i l l a t i o n .  T h i s  s t a b i l i z e d  f i e l d  d i s t r i b u t i o n ,  

a s  i t  p a s s e s  t h e  o u t p u t  m i r r o r ,  i s  shown i n  F i g s .  2,  3,  and  

4 f o r  v a r i o u s  s e t s  o f  p a r a m e t e r s .

I n  r e v i e w  , t h e  p r o p a g a t i o n  c o d e  wh i ch  we h a v e  

d e v e l o p e d  c o n t a i n s  t h e  f o l l o w i n g  new f e a t u r e s  t o  o b t a i n  an  

a c c u r a t e  r e s o n a t o r  f i e l d  d i s t r i b u t i o n .

(a)  A c o n t i n u o u s  F o u r i e r  t r a n s f o r m  ( CFT) a l g o r i t h m  i s  u s e d  

i n  p l a c e  o f  FFT t o  p r o p a g a t e  f rom t h e  s m a l l  m i r r o r  t o  

t h e  g a i n  med ium.  T h i s  s t e p  i s  c r u c i a l  f o r  s h a r p  e d g e  

m i r r o r s .

(b) We h a v e  r e d u c e d  t h e  c o r e  r e q u i r e m e n t s  by  a n  o r d e r  o f  

m a g n i t u d e  by  s i m u l t a n e o u s  i n t e g r a t i o n  o f  f o r w a r d  and 

b a c k w a r d  w av es  and by  u s e  o f  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  

p r o b l e m .
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(c)  A m o d i f i e d  g a i n  f o r m u l a  i s  u s e d  t o  i n c l u d e  i n t e r f e r e n c e  

b e t w e e n  f o r w a r d  and b a c k w a r d  w a v e s .  The n u m e r i c a l  r e s u l t s  

i n d i c a t e  t h a t  t h e  i n t e r f e r e n c e  e f f e c t s  e x c e e d  10%.

The p r o p a g a t i o n  c o d e  i s  s u f f i c i e n t l y  m o d e s t  i n  c o r e  and  t i m e  

r e q u i r e m e n t s  t o  b e  r u n  on a DEC 10 c o m p u t e r .

T h i s  c h a p t e r  i s  o r g a n i z e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  way .  S e c t i o n  

2 p r e s e n t s  t h e  t h e o r e t i c a l  b a c k g r o u n d  -  p a r a x i a l  wave o p t i c s  

o f  t h e  l a s e r  medium w i t h  h o m o g e n e o u s  b r o a d e n i n g .  S e c t i o n  3 

i n t r o d u c e s  t h e  r e s o n a t o r  mode l  t o  b e  d e a l t  w i t h .  I n  s e c t i o n  

4 an  e a r l i e r  a t t e m p t  on t h i s  p r o b l e m  i s  p r e s e n t e d .  F i r s t l y  

we t r i e d  t o  u s e  s t a n d a r d  d i f f e r e n c e  m e t h o d s  i n  s o l v i n g  t h e  

wave e q u a t i o n s  a t  h a n d ,  and  we e n c o u n t e r e d  p r o b l e m s  we c o u l d  

n o t  o v e r c o m e .  H ow e ve r ,  we k e p t  t h i s  d i f f e r e n c e  c o d e  a s  an  

i n d e p e n d e n t  c h e c k  on  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  f a s t  F o u r i e r  t r a n ­

s f o r m  m e t h o d  w h i c h  we u s e d  l a t e r .  In  s e c t i o n  5 t h e  new FFT 

a l g o r i t h m  i s  d e v e l o p e d  and a p p l i e d  t o  t h e  f u l l  t h r e e  d i m ­

e n s i o n a l  c a s e .  I n  t h i s ,  c e n t r a l  s e c t i o n  a l l  f a c e t s  o f  t h e  

p r o b l e m  w e r e  a d d r e s s e d .  F i n a l l y ,  i n  s e c t i o n  6 we d i s c u s s  

r e s u l t s .
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CHAPTER 2.  High Power  L a s e r

2 . 2  T h e o r y

The c o n v e n t i o n a l  s t a r t i n g  p o i n t  i s  t h e  

e q u a t i o n s

X1EL — ^

V x t t  -  -i.Lo£0x E  J

'hy ' ( x E ^  =  ?  J " ^ r  • H  =  0

f o r  a m o n o c h r o m a t i c  wave v a r y i n g  a s  e x p ( - i L O t ) .  "VC 

d i e l e c t r i c  c o e f f i c i e n t ,

From Eq.  (1)  and (2)  i t  f o l l o w s

Maxwel1

( 2 . 2 . 1 ) 

( 2 . 2 . 2 ) 

i s  t h e

( 2 . 2 . 3 )
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t h e  wave e q u a t i o n  t o  be  s o l v e d .

L e t  us  r e p r e s e n t  E a s

( k z
E = E T+ z E z = e  (F _ + z F O ( 2 . 2 . 5 )

so t h a t  t h e  wave e q u a t i o n  b e c o m e s :

V? (*  • Ft  ikFt ) - i f  ?r - 2 M z f-r + £%  = (£ )V  ?T

-^T \  =
( 2 . 2 . 6 )

I f  we a r e  c o n c e r n e d  w i t h  G a u s s i a n - l i k e  b e a m s ,  t h e n  t h e r e  i s  

some c h a r a c t e r i s t i c  w i d t h  W0 i n  t h e  t r a n s v e r s e  d i r e c t i o n .  

F o r  s u c h  a beam t h e r e  i s  a l s o  a d i f f r a c t i o n  l e n g t h  1 ,

L = k \ * J o  ( 2 . 2 . 7 )

w h i c h  i s  a c h a r a c t e r i s t i c  l e n g t h  i n  t h e  l o n g i t u d i n a l  d i r ­

e c t i o n .  A c c o r d i n g l y ,  we p r o c e e d  t o  s c a l e  E q s .  ( 6 ) .  L e t

^  ■= VJo'S  ̂ ) Z =  l i  ( 2 . 2 . 8 )

C a l l

X-— _ '
* - T = - w  <2 - 2 - 9 >
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Then

= * [ ( £ ) ' * - V > . %

^ s ( i ¥ , i%) +  < - ^ f F T - ' f  A f F j  =  $  VJo Fs

wh e r e

(2 . 2 . 1 0 )

F ^ z W  Fr (s,?') , Fi C?t , 7.n) -»  F ^ s . O  , (2 . 2 . 11)

and

* v A N~  «+ ^  . ( 2 . 2 . 1 2 )

L e t  us  c o n s i d e r  a h o m o g e n e o u s l y  b r o a d e n e d  two l e v e l  l a s e r  

a m p l i f i e r  medium w i t h  ^  =0 and

“  1 ^  f ^ T 7 =  ^  ( 2 . 2 . 1 3 )
1-vJL+I

w h e r e  i s  t h e  l i n e a r  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t ,  k=[\T i i i  , 0  = —
L \ T U c

i s  t h e  d e t u n i n g  p a r a m e t e r ,  ^ a b  i s  t h e  h o m og en eo u s  l i n e w i d t h ,  

g i s  t h e  o n - r e s o n a n c e  s i g n a l  g a i n  p e r  m e t e r  and  I i s  t h e  

f i e l d  i n t e n s i t y .  F o r  t h i s  m o de l  E q s .  (10)  r e d u c e  t o

=  f g L m  Fv
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S i n c e  f  << 1 a l w a y s ,  l e t  u s  e x p a n d  t h e  f i e l d  i n  

f .  On l y  a l t e r n a t e  p o w e r s  a r e  f o u n d  n e c e s s a r y  :

I n  t h e  l o w e s t  o r d e r  E q s .  (14)  become

V g F i ^ V  = - 9 1  ( .1^0 F 4 *  >

— i  o  *5* • rig ^

wh e r e

m„ = -Xl\" r;. = m (\ )
l+_nN lto'

i s  t h e  f orm a p p r o p r i a t e  t o  h o mo geneous  b r o a d e n i n g  

u n s e a l e d  v a r i a b l e s  E q s .  (16)  r e a d

FTl“'  +  a t  W =  -  9  k  ™o F-,
(o')

T  •)

I F * " 1 =  o ? ' F ;
(o')

( 2 . 2 .  14) 

p o w e r s  o f

( 2 . 2 . 1 5 )

( 2 . 2 . 1 6 )

( 2 . 2 . 1 7 )  

I n  t h e

( 2 . 2 . 1 8 )

T h e s e  a r e  t h e  wave e q u a t i o n s  i n  t h e  p a r a x i a l  a p p r o x i m a t i o n .  

W i t h  no l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  l e t  us  l o o k  f o r  p l a n e  p o l a r i z e d  

s o l u t i o n s  o f  t h e  f orm
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When we u s e  t h i s  i n  ( 16 a)  , two e q u a t i o n s  f o l l o w ,  f o r  

r e a l  and i m a g i n a r y  p a r t s

= - 9 f . ( £ e i V ) £  .

l ( ^ i - ^ ) V + Z g S V  + n s'l =  -9L(.Im m.)  <? J  (2.2

I f  we t a k e  s c a l a r  p r o d u c t s  w i t h  V  we o b t a i n

( v i s f + l ^ S  =  g t R e m 0 +  ^  1  ^ ( 2 . 2 .

w h i c h  i s  t h e  e i k o n a l  e q u a t i o n ,  and

=  ( I m m o ) ^  , ( 2 . 2 .

w h i c h  i s  t h e  e n e r g y  t r a n s p o r t  e q u a t i o n .  Rays  n o r m a l

s u r f a c e s  o f  c o n s t a n t  p h a s e  o b e y

d l
ot ?

— s  , ( 2 . 2

so t h a t  i f  U i s  a n y  f u n c t i o n  o f  f  and  £ , we h a v e

.19)

t h e

. 2 0 )

21a)

21b)

t o

. 22)
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and also

A * t
l  =■ (fcsS-'ir^fr S 4- S')

d  i

• ( 2 . 2 . 2 4 )

U s i n g  t h e s e  f o r m u l a e  and  ^  =»I and  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  

( a x i a l  s y m m e t r y  a s s u m e d ) ,  we o b t a i n  f o r  t h e  e i k o n a l ,  e n e r g y ,  

and  r a y  e q u a t i o n

I
+  = 9 ( . R e r v U l 1  +  ^ —  ) ?

^ P ( l ? ^ f s ) 4 - ^ SI  = - S l i . 1  I m  m . ( I )  ,  y  ( 2 . 2 .  25)

d §  ?  v

As an  e x a m p l e ,  l e t  u s  s o l v e  E q s .  ( 25a)  and (25b)  f o r  a n  

e m p t y  s p h e r i c a l  r e s o n a t o r .  Then mo ( I ) = 0 ,  and  a s s u m e  

, 0 , 0 ) ,  t h e  f i e l d  p o l a r i z e d  i n  x - d i r e c t i o n .  E x a c t  s o l u t i o n s  

may be  w r i t t e n  a s

S c  ®  — -------------- ( i £ + l )  t a n  2 . S
R ( § )  ( 2 . 2 . 2 6 )

2S>i r  x
I I 2  / z £  \

1 6  =  - ^ - ^  ’ ( 2 . 2 . 2 7 )

w h e r e
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l+G-sf ,
\Air C O

a §
( 2 . 2 . 2 8 )

and ( x ) a r e  t h e  L a g u e r r e  p o l y n o m i a l s .  The r a y  e q u a t i o n  

becomes

wh e r e  § 0 i s  t h e  r a d i u s  o f  t h e  r a y  a t  § =0 .

F o r  t h e  r e s o n a t o r  w i t h  an  a c t i v e  medium we m u s t  go t o

t h e  n u m e r i c a l  i n v e s t i g a t i o n .  B e f o r e  g o i n g  i n t o  d e t a i l s  o f

n u m e r i c a l  m e t h o d s  a p p l i e d ,  l e t  u s  c a s t  E q s .  (25)  i n t o  a more

c o n v e n i e n t  f o r m .  I n t r o d u c e  a s e t  o f  new v a r i a b l e s :

d s  A S ?

h d O 1 ( 2 . 2 . 2 9 )

w h i c h  y i e l d s  t h e  h y p e r b o l i c  r a y s

•> ( 2 . 2 .  30)

( 2 . 2 .  31)

A f t e r  some a l g e b r a ,  t h e  e q u a t i o n s  become

=  - 1 ^  W « ( V O  -  ,dZ

(2.2. 32)

P s  & e m 0 ^
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sLi
a z

T h e s e  a r e  t h e  e q u a t i o n s  i n  t h e  movi ng  f r a m e ,  Q=Q(Z) .  I n  t h e  

f i x e d  f r a m e  Q i s  Z - i n d e p e n d e n t  and  e q u a t i o n s  g e t  t h e  f orm

5>zl= + e 5 a'[(Q5.QK+i^aK+2Q4K-QSl l  . ( 2 . 2 . 3 3 )
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CHAPTER 2.  Hi gh  Power  L a s e r

2 . 3  R e s o n a t o r  Model

I n  t h i s  a n a l y s i s  o f  u n s t a b l e  r e s o n a t o r s  o u r  p u r p o s e  i s  

t w o f o l d ,

(a)  t o  f u r t h e r  t h e  t h e o r e t i c a l  u n d e r s t a n d i n g  and n u m e r i c a l  

h a n d l i n g  o f  u n s t a b l e  r e s o n a t o r s ,  and

(b) t o  e x p l a i n ,  a t  l e a s t  q u a l i t a t i v e l y  some o f  t h e  a v a i l a b l e  

e x p e r i m e n a l  d a t a .

N a t u r a l l y ,  t o  t h i s  e n d ,  t h e  r e s o n a t o r  mo de l  c h o s e n  h e r e  

w i l l  r e s e m b l e  a s  c l o s e l y  a s  p o s s i b l e  t h e  a c t u a l  e x p e r i m e n t a l  

s e t u p .  We w i l l  c o n s i d e r  a n  o p e n  t h r e e  d i m e n s i o n a l  u n s t a b l e  

o p t i c a l  r e s o n a t o r  c o n s i s t i n g  o f  two s p h e r i c a l  m i r r o r s  

c o a x i a l l y  p l a c e d  a t  a d i s t a n c e  d a p p a r t .  The m i r r o r s  a r e  

r e c t a n g u l a r  i n  s h a p e  and  u n e q u a l  i n  s i z e .  A r b i t r a r i l y ,  we 

s e t  t h e  s m a l l e r  o n e  t o  be  on t h e  l e f t - h a n d  s i d e  and c o n v e x ,  

w i t h  t h e  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  R, < 0 , and  t h e  t r a n s v e r s e  

d i m e n s i o n s  a,  and  b, . C o r r e s p o n d i n g l y ,  t h e  o t h e r ,  l a r g e r ,  

RHS m i r r o r  i s  o f  t h e  r a d i u s  Rj_ > 0  and t r a n s v e r s e  

d i m e n s i o n s  a ^  and  b ^  . I n  b e t w e e n  t h e  m i r r o r s  t h e r e  i s
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e i t h e r  a n  a c t i v e ,  l a s i n g  medium o r  vacuum ( b a r e  r e s o n a t o r ) . 

The a c t i v e  medium i s  c h o s e n  t o  e x t e n d  f rom t h e  d i s t a n c e  d, 

away f r o m  t h e  s m a l l  m i r r o r  t o  t h e  d i s t a n c e  d t  away f ro m 

t h e  l a r g e  m i r r o r ,  i t s  t h i c k n e s s  b e i n g  d - ( d ,  + dj_) . I f  o n l y  

o n e  t r a n s v e r s e  d i m e n s i o n  o f  t h e  m i r r o r  i s  m e n t i o n e d  ( e g .  a f 

o r  a ^ ) , we w i l l  h a v e  a s q u a r e  m i r r o r  i n  m i n d ,  w i t h o u t  

e x p l i c i t l y  s a y i n g  s o .

The u n s t a b l e  r e s o n a t o r  i s  a d i v e r g e n t  p e r i o d i c  f o c u s i n g  

s y s t e m  -  t h e  l o w e s t  o r d e r  mode e x p a n d s  on r e p e a t e d  b o u n c e s  

t o  f i l l  t h e  e n t i r e  c r o s s  s e c t i o n  o f  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  

l a s e r  m i r r o r s ,  h o w e v e r  l a r g e  i t  may b e .  The l a s e r  o u t p u t  i s  

t a k e n  a s  a d i f f r a c t i o n - c o u p l e d  beam p a s s i n g  a r o u n d  r a t h e r  

t h a n  t h r o u g h  t h e  o u t p u t  ( s m a l l )  m i r r o r .  As o f  t h e  p r e s e n t  

d a y  s i t u a t i o n ,  i t  s e e m s  t h a t  t h e  u n s t a b l e  r e s o n a t o r s  h a v e  

p r o v e n  t h e i r  u s e f u l n e s s  and  u t i l i t y  i n  l a s e r  a p p l i c a t i o n s ,  

b a s e d  on t h e  f o l l o w i n g  f a c t s  : U n s t a b l e  r e s o n a t o r s

(a)  c a n  h a v e  l a r g e  mode v o l u m e  e v e n  i n  v e r y  s h o r t  r e s o n a t o r s ,

(b) c a n  h a v e  v e r y  s u b s t a n t i a l  d i s c r i m i n a t i o n  a g a i n s t  h i g h e r -  

- o r d e r  t r a n s v e r s e  m o d e s ,

(c)  p r o v i d e  e f f i c i e n t  e n e r g y  e x t r a c t i o n  f rom a w i d e  v a r i e t y  o 

h i g h - e n e r g y  and h i g h - p o w e r ,  CW and  p u l s e d  l a s e r s ,  and

(d) a l l o w  f o r  a d j u s t i b l e  ( l a r g e )  d i f f r a c t i o n  o u t p u t  c o u p l i n g s

I t  now s ee ms  c l e a r  t h a t  f o r  a n y  t y p e  o f  l a s e r  s y s t e m  

c h a r a c t e r i z e d  by  l a r g e  g a i n  p e r  p a s s  and by  a l a r g e  F r e s n e l  

n u m b e r ,  t h e  op t imum l a s e r  c a v i t y  w i l l  be  an  u n s t a b l e  r e s o n ­

a t o r  -  i t  p r o v i d e s  t h e  b e s t  p r a c t i c a l  m e t h o d  f o r  n e a r l y
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c o m p l e t e  e n e r g y  e x t r a c t i o n  f rom t h e  l a s e r  med i um,  c o m b i n e d  

w i t h  h i g h  beam q u a l i t y  and  a p r a c t i c a l  r e s o n a t o r  s t r u c t u r e .

(IS)
L e t  us  d e f i n e  some b a s i c  p a r a m e t e r s  f o r  t h e  u n s t a b l e  

r e s o n a t o r s .  The g - p a r a m e t e r s  a r e  g i v e n  w i t h

^  , d  . o /
9 , * =  | - - j ^  1 =  ~ ^ 2. ( 2 . 3 . 1 )

I n  o r d e r  f o r  r e s o n a t o r  t o  b e  u n s t a b l e  i t  m u s t  b e  t h a t

g ( g z < °  o r  I ,  (2. 3. 2)

r /6)
c o n d i t i o n s  a r r i v e d  a t  by  a s i m p l e  g e o m e t r i c a l  a r g u m e n t .  

A n o t h e r  i m p o r t a n t  r e s o n a t o r  p a r a m e t e r  a r i s i n g  f rom t h e  geom­

e t r i c a l  a n a l y s i s  i s  t h e  r o u n d - t r i p  m a g n i f i c a t i o n  M,

( 2 . 3 . 3 )

D e s c r i p t i v e l y ,  M c o r r e s p o n d s  t o  t h e  r a t e  o f  i n c r e a s e  o f  t h e  

( l i n e a r )  b e a m - s p o t  s i z e  i n  o n e  r o u n d - t r i p  c y c l e .  The geom­

e t r i c a l l y  p r e d i c t e d  l o s s  o f  t h e  u n s t a b l e  r e s o n a t o r  a r i s e s  

f rom t h e  o u t p u t  c o u p l i n g  o f  t h e  m a g n i f i e d  wave p a s t  o n e  ( o r  

b o t h )  o f  t h e  r e s o n a t o r  m i r r o r s .  T h i s  g e o m e t r i c a l  c o u p l i n g  

r a t i o  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  m i r r o r  s i z e s  o r  F r e s n e l  number  

and  d e p e n d s  o n l y  on M. Fo r  t h r e e - d i m e n s i o n a l  s p h e r i c a l  

m i r r o r s  i t  i s
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( 2 . 3 . 4 )

A n o t h e r  u n i v e r s a l  p a r a m e t e r  i s  t h e  F r e s n e l  number

2.3TNf =
a

( 2 . 3 . 5 )

w h e r e  l = k a ^  i s  t h e  d i f f r a c t i o n  l e n g t h  c o n n e c t e d  w i t h  some

r e s o n a t o r  mode .  The m o s t  u s e f u l  o f  a l l  a p p e a r s  t o  b e  t h e  

c o n f o c a l  ( o r  t e l e s c o p i c )  u n s t a b l e  r e s o n a t o r ,  p r i m a r i l y  

b e c a u s e  i t  a u t o m a t i c a l l y  p r o d u c e s  a c o l l i m a t e d  o u t p u t  beam.  

A c c o r d i n g  t o  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  common f o c u s ,  t h e  c o n f o c a l  

r e s o n a t o r s  a r e  e i t h e r  n e g a t i v e - b r a n c h  o r  p o s i t i v e - b r a n c h .  

F o r  n e g a t i v e - b r a n c h  t h e  f o c u s  i s  i n s i d e  t h e  r e s o n a t o r ,  f o r  

p o s i t i v e - b r a n c h  i t  i s  o u t s i d e .  The n e g a t i v e - b r a n c h  c o n f o c a l  

c o n f i g u r a t i o n  h a s  s i g n i f i c a n t  p r a c t i c a l  a d v a n t a g e s  i n  t h e  

f orm o f  more  e a s i l y  o b t a i n a b l e  s h o r t e r - r a d i u s  m i r r o r s  and  

e a s i e r  m i r r o r  a l i g n m e n t  t o l e r a n c e s .  H ow e ve r ,  t h e  p o s i t i v e  

b r a n c h  r e s o n a t o r  s e e m s  t o  b e  u n i v e r s a l l y  e m p l o y e d  i n  

p r a c t i c e  b e c a u s e  t h e  i n t e r n a l  f o c a l  p o i n t  i n  t h e  n e g a t i v e -  

b r a n c h  c a s e  l e a d s  t o  u n a c c e p t i b l e  d i f f i c u l t i e s  w i t h  o p t i c a l  

b r e a k d o w n .  I n  t h i s  a n a l y s i s  we w i l l  b e  m a i n l y  i n t e r e s t e d  i n  

t h e  p o s i t i v e - b r a n c h  c o n f o c a l  u n s t a b l e  r e s o n a t o r s .

S i n c e  f o r  t h e  c o n f o c a l  r e s o n a t o r  w i t h  s p h e r i c a l  m i r r o r s

R\-V- R-2. = (2.3.6)
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i t  f o l l o w s

and

=  > ( 2 . 3 . 7 )

9  -  — t -L , g  -  J ^ lL  (2 . 3 . 8 )
1 2. 1 2h

I n  o r d e r  t h a t  a l l  t h e  r a d i a t i o n  i n c i d e n t  on  t h e  l a r g e  m i r r o r  

be  r e t u r n e d  t o  t h e  r e s o n a t o r ,  i t s  m i n i m a l  s i z e  m u s t  be

( 2 .  3 . 9 )
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2 . 4  M o d i f i e d  P r e d i c t o r - C o r r e c t o r

The s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  o f  i n t e r e s t  ( 2 . 3 2 )  o r  ( 2 . 3 3 )  i s  

a s y s t e m  o f  n o n l i n e a r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  At 

p r e s e n t  t h e r e  i s  no m a t h e m a t i c a l  m e t h o d  w h i c h  c a n  t r e a t  i t  

a n a l y t i c a l l y .  T h e r e f o r e  we r e s o r t e d  t o  n u m e r i c a l  m e t h o d s .  

The f i r s t  m e t h od  we t r i e d  was t h e  Hammings m o d i f i e d  

p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  s y s t e m s  o f  f i r s t  

o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  f orm

Y ' = J ( X , Z ' )  ( 2 - 4 . 1 )

w i t h  g i v e n  i n i t i a l  v a l u e  Y0 = Y(Z0 ) . Z i s  t h e  i n d e p e n d e n t

v a r i a b l e  and  Y i s  t h e  unknown f u n c t i o n  v e c t o r .  The v e r s i o n  

we u s e d  was t h e  f o u r t h  o r d e r  i n t e g r a t i o n  p r o c e d u r e  t h a t  

r e q u i r e s  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  t h e  s y s t e m  

(1)  o n l y  two t i m e s  p e r  s t e p .  T h i s  i s  a g r e a t  a d v a n t a g e  

c o m p a r e d  w i t h  o t h e r  m e t h o d s  o f  t h e  same o r d e r  o f  a c c u r a c y ,  

f o r  e x a m p l e  t h e  R u n g e - K u t t a  m e t h o d  w h i c h  r e q u i r e s  t h e  

e v a l u a t i o n  o f  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  f o u r  t i m e s  p e r  s t e p .
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A n o t h e r  a d v a n t a g e  i s  t h a t  a t  e a c h  s t e p  t h e  e v a l u a t i o n  

p r o c e d u r e  g i v e s  a n  e s t i m a t e  f o r  t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r ;  

t h u s  t h e  p r o c e d u r e  i s  a b l e ,  w i t h o u t  a s i g n i f i c a n t  a m o u n t  o f  

c a l c u l a t i o n  t i m e  t o  c h o o s e  and c h a n g e  t h e  s t e p  s i z e  h .

On t h e  o t h e r  h a n d ,  Hammings p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  m e t h o d  

(HPC) i t s e l f  i s  n o t  s e l f - s t a r t i n g ;  t h a t  i s  t h e  f u n c t i o n a l  

v a l u e s  a t  a s i n g l e  p o i n t  a r e  n o t  e n o u g h  t o  g e t  t h e  

f u n c t i o n a l  v a l u e s  a h e a d .  T h e r e f o r e ,  t o  o b t a i n  t h e  s t a r t i n g  

v a l u e s  a s p e c i a l  R u n g e - K u t t a  p r o c e d u r e  f o l l o w e d  b y  o ne  

i t e r a t i o n  s t e p  i s  a d d e d .  S t a r t i n g  HPC m e t h o d  r e q u i r e s  t h e  

f u n c t i o n  and  d e r i v a t i v e  v a l u e s  a t  f o u r  e q u i d i s t a n t  p o i n t s ,  

t h a t  i s  Z0 , Z0+ h ,  Z0+ 2h ,  Z0 + 3 h .  The v a l u e s  Y0 and  y '= £ (Z 0 

,Y0 ) a r e  s p e c i f i e d  by t h e  i n p u t ;  t h e  r e s t  i s  f o u n d  b y  t h i s  

s p e c i a l  p r o c e d u r e .  T h u s ,  knowing  t h e  r e s u l t  a t  t h e  

e q u i d i s t a n t  p o i n t s  t z j-2. • z j - i  ' z j  '  t r̂ie r e s u l t  a t  zj+|

i s  f i r s t  p r e d i c t e d ,  t h e n  m o d i f i e d ,  t h e n  c o r r e c t e d .  The f i n a l  

r e s u l t  i n c l u d e s  t h e  p r e d i c t e d  and c o r r e c t e d  v a l u e s .  Then t h e  

wh o l e  p r o c e d u r e  r e p e a t s  f o r  a s  many s t e p s  a s  n e e d e d .  The 

d i f f e r e n c e  b e t w e e n  p r e d i c t e d  and c o r r e c t e d  v a l u e ,  w h i c h  i s  

a v a i l a b l e  a t  e a c h  s t e p  i s  a l s o  t h e  m e a s u r e  f o r  t h e  l o c a l  

t r u n c a t i o n  e r r o r .

The e n t i r e  i n p u t  o f  t h e  p r o c e d u r e  i s

(a)  Lower and  u p p e r  bound  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  i n t e r v a l ,  i n i t i a l  

s t e p  s i z e  h o f  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e ,  and  u p p e r  b oun d  f o r  

t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r .

(b) I n i t i a l  v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  and t h e  number
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o f  e q u a t i o n s  N.

(c)  As e x t e r n a l  s u b r o u t i n e  s u b p r o g r a m s ,  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  

RHS o f  t h e  s y s t e m  i s  r e q u i r e d ;  f o r  t h e  f l e x i b i l i t y  i n  o u t p u t ,  

an  o u t p u t  s u b r o u t i n e  i s  r e q u i r e d .

F o r  b e t t e r  a c c u r a c y  we wor ked  i n  d o u b l e  p r e c i s i o n .  In  

a c t u a l  c o m p u t a t i o n s  we i n t e r c h a n g a b l y  u s e d  t h e  s y s t e m  

l i b r a r y  v e r s i o n  DHPCG and P r o f e s s o r  L a x ' s  m o d i f i e d  v e r s i o n  

DHPCU w h i c h  we f o u n d  more  c o n v e n i e n t .  The r e s u l t s  w er e  

i d e n t i c a l .  I n  t h e  m o d i f i e d  v e r s i o n  t h e  s t a r t i n g  p r o c e d u r e  

i s  s i m p l i f i e d ,  r e s u l t i n g  i n  a f a s t e r  and  l e s s  c o r e  s p a c e  

c o n s u m i n g  c o d e .  The s t e p  s i z e  c h a n g i n g  a l l o w a n c e  h a s  b e e n  

d r o p p e d  ( o f t e n  y o u  d o n t  w a n t  t o  c h a n g e  y o u r  s t e p  s i z e )  and 

t h e  e n t i r e  c o d e  h a s  b e e n  r e w r i t t e n  i n  r a t f o r ,  mak i ng  i t  

e a s i l y  r e a d a b l e  and  u n d e r s t a n d a b l e .

As f o r  t h e  p r o g r a m m i n g  c o n s i d e r a t i o n s ,  we a s s u m e d  t h a t  

t h e  number  o f  e q u a t i o n s  i s  a m u l t i p l e  o f  3.  Then we r e s e r v e d  

t h e  f i r s t  t h i r d  l o c a t i o n s  i n  t h e  v e c t o r  Y f o r  K ( Z , Q ) ,  t h e  

s e c o n d  t h i r d  f o r  Q (Z) and t h e  l a s t  t h i r d  f o r  f o (Z ,Q) .  Thus  

we g o t  N/3 t r a n s v e r s e  (Q) p o i n t s ,  i . e .  we c o n s i d e r e d  N/3 

r a y s .  As i t  i s  s e e n  f rom ( 2 . 3 2 ) ,  t h e  RHS o f  o u r  s y s t e m  

i n v o l v e s  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  Q. We n e e d e d  t h e r e f o r e  

a r e a s o n a b l e  nu mber  o f  t r a n s v e r s e  p o i n t s ,  f o r  a r e a s o n a b l e  

a c c u r a c y  i n  t h e  f i r s t  and s e c o n d  d e r i v a t i v e s .  I t  t u r n e d  o u t  

t h a t  e v e n  22 t r a n s v e r s e  p o i n t s  was n o t  u n r e a s o n a b l e .  To 

e v a l u a t e  t h e  d e r i v a t i v e s  we u s e d  DDGT3 s u b r o u t i n e  f rom t h e  

s y s t e m  l i b r a r y ,  w h i c h  e m p l o y s  t h e  L a g r a n g i a n  i n t e r p o l a t i o n
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p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  2.  I t  c o n s e q u e n t l y  u s e s  t h r e e  s u c c e s i v e  

p o i n t s  t o  e v a l u a t e  t h e  d e r i v a t i v e  a t  t h e  m i d d l e  p o i n t .  In  

t h e  b e g i n n i n g  and a t  t h e  end  t h e  f o r m u l a  i s  m o d i f i e d .  S i n c e  

l a t e r  on  we e n c o u n t e r e d  s t a b i l i t y  p r o b l e m s ,  we d e c i d e d  t o  

s m o o t h  o u t  a l l  a r r a y s  w h i c h  a r e  i n p u t  t o  t h e  d e r i v a t i v e  

r o u t i n e .  As t h e  s m o o t h i n g  p r o c e d u r e  we a p p l i e d  a f i v e  p o i n t  

l e a s t  s q u a r e  f i t t i n g  t o  a p a r a b o l a .  We p l a c e d  t h e  c e n t e r  o f  

t h e  p a r a b o l a  a t  t h e  mean o f  t h e s e  f i v e -  p o i n t s

~Z. ®  — ( Z J - V - Z 2 . +  Z- j - t  * Z s )  ( 2 . 4 . 2 )

L e t

+ b ( x - - z - ) c  , (2 . 4 . 3 )

and

( 2 .  4 . 4 )

The l e a s t  s q u a r e  f i t t i n g  m e t ho d  r e q u i r e s  t h a t

P  =  J L  ( 2 . 4 . 5 )
i~\

be a minimum.  Y-t  a r e  t h e  f u n c t i o n a l  p o i n t s  w h i c h  c o r r e s p o n d  

t o  Z-L. The minimum c o n d i t i o n s

=• 0  (2.4.6)
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a r e  t h e n  u s e d  t o  d e t e r m i n e  a ,  b and  c .  I f  we d e f i n e

- v V l

^  l-=i

( 2 . 4 . 7 )

and

°  L-l
( 2 . 4 . 8 )

t h e n  t h e  c o n d i t i o n s  a r e

\
^

\  <**»■ J

I  C X  \

b

CV c /

( 2 . 4 . 9 )

w h i c h  i s  e a s i l y  s o l v e d  f o r  a ,  b ,  c .

The e f f e c t  o f  s m o o t h i n g  was f a v o r a b l e ,  a l t h o u g h  t h e  

s t a b i l i t y  p r o b l e m  was n o t  r e m o v e d .  I n  t h e  end  i t  was  t h i s  

p r o b l e m  a s  w e l l  a s  t h e  d i f f i c u l t i e s  i n  a p p l y i n g  t h e  

a l g o r i t h m  t o  t h e  t h r e e  d i m e n s i o n a l  c a s e  t h a t  made us  c h a n g e  

t h e  w h o l e  n u m e r i c a l  m e t h o d .  Ho wever ,  we k e p t  t h e  p r e d i c t o r -  

c o r r e c t o r  m e t h o d  a s  a n  i n d e p e n d e n t  c h e c k  on t h e  new,  FFT 

m e t h o d .  I t  t u r n e d  o u t  t h a t  t h e y  a g r e e  e x c e l l e n t l y  f o r  

i d e n t i c a l  s e t s  o f  p a r a m e t e r s .
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A n o t h e r  r e l a t e d  p r o b l e m  t h a t  we s u c c e s f u l l y  o v e r c a m e  

w i t h  t h e  s m o o t h i n g  was t h e  N y q u i s t  c r i t e r i o n .  As i t  i s  w e l l  

known,  when s o l v i n g  a d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  w h i c h  c o n t a i n s ,  

s a y ,  a f i r s t  o r d e r  d e r i v a t i v e  i n  z - v a r i a b l e  and  a s e c o n d  

o r d e r  d e r i v a t i v e  i n  x - v a r i a b l e ,  t h e n  t h e r e  i s  a c o n d i t i o n  

( c a l l e d  t h e  N y q u i s t  c r i t e r i o n )  on t h e  g r i d  i n c r e m e n t s  i n  x 

and z d i r e c t i o n s  o f  t h e  f orm

y ,  A Z  ( 2 . 4 . 1 0 )

w h e r e  C i s  a c o n s t a n t  o f  o r d e r  u n i t y .  I n  o t h e r  w o r d s ,  f o r  

a r e a s o n a b l e  a c c u r a c y  ( n o t  t o o  few t r a n s v e r s e  p o i n t s )  t h e  

s t e p  i n  z - d i r e c t i o n  i s  s u p p o s e d  t o  be  s m a l l .  T h i s ,  o f  c o u r s e  

makes  t h e  c o d e  t i m e  c o n s u m i n g ,  w h i c h  i s  h a r d l y  d e s i r a b l e .  A 

s u p p r e s s i o n  o f  i n s t a b i l i t i e s  i n t r o d u c e d  b y  t h e  s m o o t h i n g  

p r o c e d u r e  a l l o w e d  us  t o  i n c r e a s e  t h e  c o n s t a n t  C t o  t h e  

o r d e r  o f  h u n d r e d  ( f o r  a s i m i l a r  number  o f  s t e p s )  and e n a b l e d  

us  t o  p r o p a g a t e  much f u r t h e r  a l o n g  t h e  z - a x i s .

We w r o t e  two s e t s  o f  p r o g r a m s  t o  a c c o m o d a t e  b o t h  t h e  

L a g r a n g i a n  (moving f r a m e )  and E u l e r i a n  ( f i x e d  f r a m e )  s e t s  o f  

e q u a t i o n s .  We r u n  t h o s e  p r o g r a m s  b o t h  f o r w a r d  and b a c k w a r d .  

As we r a n  f rom Z=0 t o  some Z and t h e n  b a c k w a r d s  t o  Z=0,  t h e  

L a g r a n g i a n  p r o g r a m s  r e p r o d u c e d  t h e  i n p u t  a t  z=0 e x a c t l y ,  

w h i l e  t h e  E u l e r i a n  d i d  n o t .  I n  g e n e r a l ,  t h i s  i s  n o t  h a r d  t o  

e x p l a i n :  a s  t h e  wave  p r o p a g a t e s ,  i t  e x p a n d s  w h i l e  ( i n  t h e  

E u l e r i a n  c a s e )  t h e  t r a n s v e r s e  g r i d  e x t e n s i o n  r e m a i n s  f i x e d  -
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some i n f o r m a t i o n  i s  b e i n g  l o s t .  T h e r e f o r e  t h e  i n i t i a l  i n f ­

o r m a t i o n  c a n n o t  b e  r e t r e i v e d  c o m p l e t e l y .
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CHAPTER 2. High Power Laser

2 . 5  F a s t  F o u r i e r  T r a n s f o r m

F o u r i e r  t r a n s f o r m  (FT) i s  a n  a l t e r n a t i v e  m e t h o d  t o  

d i f f e r e n c e  s y s t e m s  i n  s o l v i n g  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  By way 

o f  a n  e x a m p l e ,  l e t  us  s o l v e  t h e  b a r e  r e s o n a t o r  p a r a x i a l  wave 

e q u a t i o n  ( f r e e  s p a c e  p r o p a g a t i o n )  u s i n g  FT.  The wave 

e q u a t i o n  f o r  o n e  t r a n s v e r s e  f i e l d  c o m p o n e n t  i s  g i v e n  by

L e t  us  t a k e  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h i s  ( l i n e a r )  e q u a t i o n  

w i t h  r e s p e c t  t o  t r a n s v e r s e  c o o r d i n a t e s

4 ^  ( P,C) = 0 ( 2 . 5 . 1 )

( K ^ - 2 2 ) % ( Z , 0  = 0 ( 2 . 5 .  2)

wh e r e

(2. 5.3)

i s  t h e  d i r e c t  FT,  a nd
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r   Cf ‘%
V  ^ 2 , 0 6  ( 2 . 5 . 4 )

i s  t h e  i n v e r s e  FT.  We c a n  now s o l v e  Eq.  (2)  f o r  ,

^  % ( Z tO)  ( 2 . 5 . 5 )

w h e r e  (%fi) i s  t h e  FT o f  t h e  i n i t i a l  f i e l d  o f  Eq.

( 1 ) .  S y m b o l i c a l l y

L 1

V o ( s , n = ( F T T ' e T ( F T ) - V . C ? ^  ,  ( 2 . 5 . 6 )

and i f ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  i n i t i a l  f i e l d  i s  G a u s s i a n - 1 i k e

-  ? 2
, ( 2 . 5 . 7 )

t h e n

% ( £ , „ ) = - t  e  *  <2 - 5 - 8 )
43T >

so t h a t  t

s " 1 (
v . c s . t w O F - o  ^ e .

I I + 2 C?
\ + l i%  . ( 2 . 5 . 9 )

I n  o r d e r  t o  r e c o g n i z e  t h e  1=0 s o l u t i o n  f rom S e c .  2,  w r i t e
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1 +  2. IS -  \J \ ^ ( X i f  6  , ( 2 . 5 . 9 )

and

—  - ’t a w ' i s l
M ) *  L H t l s )  i

?

-===== -  ( 2 . 5 . 1 1 )
\|T+OS)1 ’

w h i c h  t h e  same a s  E q s .  ( 2 . 2 6 )  and  ( 2 . 2 7 ) .

P r o c e e d i n g  a l o n g  t h e  same l i n e s ,  l e t  u s  c o n s i d e r  t h e
07)

f u l l  n o n l i n e a r  p a r a x i a l  e q u a t i o n  ( a c t i v e  medium p r o p a g a t i o n )  ;

( 2 U £+ 4 - ) v  =  - g ( . m . ( ! v / l ) < f ( p , e )  ,  ( 2 . 5 . 1 2 )

and w r i t e  t h e  s o l u t i o n  s y m b o l i c a l l y  a s

H > t t ^ = T 5 e ^ + 3 L » mo<le^ ^ ° ) ^ U H > ( ? , o >  , ( 2 . 5 . 1 3 ,

wh e r e  i s  t h e  f - o r d e r i n g  o p e r a t o r ,  and  U s a t i s f i e s

+  <>«0U ”= - BL Wo  U  , ( 2 . 5 . 1 4 )

L e t  us  c a l l

(2.5.15)



2.5 Fast Fourier Transform 55

o / ^  cN 1 9 Lmno
  ------- • ( 2 . 5 . 1 6 )

I f  we l o o k  f o r  a s o l u t i o n  i n  t h e - f o r m

AS rr  ✓vi A?
U  «  0  P  0  ( 2 . 5 . 1 7 )

t h e n

4? =  a ? . n r
a§ ( 2 . 5 . 1 8 )

and

I t e r a t i v e  s o l u t i o n  t o  t h i s  p a i r  o f  e q u a t i o n s  l e a d s  t o

C =  B  +  - j - j f t ,  i B d ? ' -  5 B J +  . ( 2 . 5 . 2 0 )

I f  B i s  a c o n s t a n t ,  t h e  s e c o n d  t e r m  v a n i s h e s  and  t h e  e r r o r  

r e s i d e s  i n  t h e  d o u b l e  c o m m u t a t o r s .  H owever ,  t h i s  i s  n o t  t h e  

c a s e ,  s o  a s s u m e  t h a t  B ( f | §) i s  e x p a n d a b l e  i n  £ :

&  =• £>e ( s )  ■+-B1(?)S + * (2.5.21)

Then t o  f i r s t  o r d e r

c =  e > - (2.5.22)
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T h u s ,  t h e  c o r r e c t i o n s  i n  C a r e  o f  o r d e r  5 and  f o r  P
<■3a r e  o f  o r d e r  s  . F o r  t h i s  p a r t i c u l a r  c h o i c e  o f  U t h e

s e c o n d  o r d e r  e r r o r s  c a n c e l ,  w h i c h  i s  why t h i s  p a r t i c u l a r  U

h a s  b e e n  c h o s e n .  I f  we n e g l e c t  t h e  t h i r d  o r d e r  c o r r e c t i o n s ,

Eq.  (13)  s i m p l i f i e s  t o
f ' C "I

^  t? ,oS  . ( 2 . 5 . 2 3 )

More g e n e r a l l y ,  i f  we p r o p a g a t e  f o r  , f ro m $ -to £n+),

t h e  a p p r o p r i a t e  s o l u t i o n  i s

SfH-t ^

V t S i W - e 41 6  . ( 2 - 5 - 2 4 )

T h i s  i s  t h e  m a i n  w o r k i n g  f o r m u l a .  I t  may b e  v i s u a l i z e d  a s  i f  

a s e q u e n c e  o f  t h r e e  o p e r a t o r s  i s  a c t i n g  on t h e  i n i t i a l  f i e l d  

^Oilin') P r o d u c i n g  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  f i e l d  f o r  Af  i n  t h e

a c t i v e  med i um.  The f i r s t  o p e r a t o r  i s  s i m p l y  t h e  f r e e  s p a c e  

p r o p a g a t i o n  f o r  t a s  i t  m i g h t  b e  s e e n  by  i n s p e c t i n g  Eq.

( 1 ) .  The s e c o n d  o ne  i s  t h e  g a i n  c o r r e c t i o n  o v e r  t h e  w h o l e  

i n t e r v a l  Af , and  t h e  t h i r d  o n e  i s  a g a i n  t h e  f r e e  s p a c e  

p r o p a g a t i o n  f o r  t h e  r e m a i n i n g  ^ /2 *  T^ e w h o l e  a c t i v e  medium 

r e g i o n  c a n  b e  d i v i d e d  i n t o  some number  o f  s t e p s ,  e a c h  o f

t h o s e  s t e p s  h a v i n g  a g a i n - s h e e t  i n  t h e  m i d d l e .  Then t h e

a c t i v e  medium p r o p a g a t i o n  i s  b r o k e n  i n t o  a number  o f  f r e e

s p a c e  p r o p a g a t i o n s  f o r  and  g a i n  c o r r e c t i o n s  a t  t h e  g a i n
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0 8 )s t a t i o n s  . The a c c u r a c y  o f  t h e  m e t h o d  p r e s u m a b l y  i s  b e t t e r  

when t h e r e  a r e  more  g a i n  s t a t i o n s .

L e t  us  l o o k  i n t o  t h e  g a i n  c o r r e c t i o n  i n  more  d e t a i l .  

C o n s i d e r  some n - t h  s t e p ,  s o  t h a t  t h e  a p p r o p r i a t e  g a i n

f a c t o r  i s

Sn+i

( S 'S  t ( 2 . 5 . 2 5 )

S i n c e  Af i s  a s s u m e d  s m a l l ,  l e t  us  a p p l y  a s i m p l e  

t r a p e z o i d a l  f o r m u l a  t o  t h e  i n t e g r a l  i n  t h e  e x p o n e n t

«*+ I _
£ m 0t4>)d€ '  AS J j M W  «+\

~  " I  M  • ( 2 . 5 . 2 6 )

H owever ,  HKSvv+O i s n o t  known a s  y e t ;  o n l y  i s  known.

T h e r e f o r e ,  a t  t h e  g a i n  s h e e t  some i t e r a t i o n  p r o c e d u r e  m u s t  

be  d e v i s e d .  The s i m p l e s t  o n e  i s  t h e  o n e  p o i n t  i t e r a t i o n :  

a s s u m e  i n  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  t h a t  V  l$vi+t

t h e n  c o r r e c t  f o r  t h e  g a i n ,  p r o p a g a t e  f r e e l y  f o r  ^ / z  an<^

e v a l u a t e  a new,  p r e s u m a b l y  more  c o r r e c t  v a l u e  f o r

Then r e p e a t  t h e  w h o l e  p r o c e d u r e  a s  many t i m e s  a s  i t  i s  

f e l t  n e c e s s a r y .  In  t h e  a c t u a l  c o m p u t a t i o n s ,  h o w e v e r ,  we 

f o u n d  more  c o n v e n i e n t  n o t  t o  do t h e  i t e r a t i o n  b u t  t o  

a p p r o x i m a t e  t h e  i n t e g r a l  s i m p l y  b y  and  t a k e  a

s m a l l e r  s t e p .  The r e s u l t s  w e r e  v e r y  c l o s e  and t h e  a p p e a l
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o f  t h e  s i m p l i f i e d  p r o c e d u r e  i s  i n  t h e  s a v i n g  o f  c o m p u t e r  

c o r e  s p a c e  .

The n e x t  p a r t  o f  t h e  r e s o n a t o r  p r o b l e m  i s  m i r r o r  

r e f l e c t i o n .  I t  c o n s i s t s  o f  two p a r t s ,  o n e  b e i n g  t h e  

m u l t i p l i c a t i o n  o f  t h e  p r o p a g a t i n g  f i e l d  by  t h e  r e f l e c t i o n  

c o e f f i c i e n t  and  t h e  o t h e r  m u l t i p l i c a t i o n  o f  t h e  f i e l d  by  t h e  

c u t o f f  f u n c t i o n .  The o r d e r  o f  t h e s e  two o p e r a t i o n s  d o e s n ' t  

m a t t e r .  The r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  

c h a n g e  i n  t h e  p h a s e  and  i n t e n s i t y  o f  t h e  f i e l d  by  r e f l e c t i o n  

and  t h e  c u t o f f  f u n c t i o n  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  f i n i t e  s i z e  

o f  m i r r o r s  and  i n t r o d u c e s  s o - c a l l e d  g u a r d  b a n d s  . A s u i t a b l e  

c h o i c e  o f  t h e  c u t o f f  f u n c t i o n  a l s o  s u p p r e s s e s  t h e  G i b b s
Os)o v e r s h o o t  . The n o t i o n  an d  r e a s o n  f o r  t h e  e x i s t a n c e  o f  g u a r d  

b a n d s  comes  f rom  t h e  f o l l o w i n g  a r g u m e n t .

The f a s t  F o u r i e r  t r a n s f o r m  ( FFT) p r o c e d u r e  a c t u a l l y  

s o l v e s  t h e  p r o b l e m  o f  an  i n f i n i t e  a r r a y  o f  i d e n t i c a l  c e l l s  

l o c a t e d  s i d e  b y  s i d e  w i t h  s p a c i n g  e q u a l  t o  t h e  f u l l  w i d t h  o f  

t h e  t r a n s v e r s e  g r i d .  I f  c l o s e  t o  t h e  e d g e  o f  t h e  c e l l  t h e  

f i e l d  i s  n o t  z e r o ,  by  d o i n g  FFT t h e  d i f f r a c t e d  f i e l d  w i l l  

s p i l l  i n t o  a d j a c e n t  c e l l s  ( i . e .  i n t o  i t s e l f ) ,  m ak in g  t h e  

r e s u l t  i n a c c u r a t e  and  u n r e l i a b l e .  Thus  e a c h  c e l l  m u s t  b e  

s e p a r a t e d  f rom t h e  a d j o i n i n g  c e l l s  b y  a n  a d e q u a t e  g u a r d  b and  

w h e r e  t h e  f i e l d  i s  e s s e n t i a l l y  z e r o .

A n o t h e r  p r o b l e m  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  FFT m e t h o d  i s  t h e  

G i b b s  o v e r s h o o t .  When a wave p a t t e r n  w i t h  a s h a r p l y  c u t o f f
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e d g e  i s  s a m p l e d  a t  d i s c r e t e  i n t e r v a l s ,  FF t r a n s f o r m e d  and 

t h e n  r e c o n s t r u c t e d  by  i n v e r s e  t r a n s f o r m a t i o n ,  

t h e  s a m p l e d  p o i n t s  a r e  r e p r o d u c e d  e x a c t l y .  H ow ev er ,  

p r o p a g a t i o n  o f  t h e  o r i g i n a l  f u n c t i o n  b y  FFT m e t h o d s  w i l l  

u s u a l l y  p r o d u c e  a s i g n i f i c a n t  o v e r s h o o t  on  e i t h e r  s i d e  o f  

t h e  s t e p  d i s c o n t i n u i t y .  P a r t  o f  t h i s  o v e r s h o o t  i s  r e a l ,  

s i n c e  t h e  d i f f r a c t e d  wave p a t t e r n  i n c l u d e s  e d g e - w a v e  

c o n t r i b u t i o n s  a l s o .  Ho w e v e r ,  p a r t  o f  t h e  o v e r s h o o t  a l s o  

r e p r e s e n t s  a G i b b s  p h en omen on  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  t r u n c a t i o n  

o f  t h e  FT a t  t h e  maximum f r e q u e n c y  o f  t h e  FFT.  

S t r a i g h t f o r w a r d  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  FFT t o  t h e  FT i s  

e q u i v a l e n t  t o  m u l t i p l y i n g  t h e  FT o f  t h e  i n p u t  wave f r o n t  by  

a n  i d e a l  l o w p a s s  f i l t e r  o r  a d a t a  window.  To r e d u c e  t h e  

G i b b s - p h e n o m e n o n  o v e r s h o o t  i t  i s  d e s i r a b l e  t o  m u l t i p l y  t h e  

FT by  a d a t a  window h a v i n g  more  g r a d u a l l y  t a p e r e d  h i g h -  

f r e q u e n c y  e d g e s ,  o r  e q u i v a l e n t l y  t o  s o f t e n  t h e  s h a r p  e d g e  o f  

t h e  o r i g i n a l  w a v e - f r o n t .

L e t  us  now d e r i v e  t h e  a p p r o p r i a t e  r e f l e c t i o n  

c o e f f i c i e n t .  U s i n g  t h e  s t a n d a r d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  f o r  t h e  

t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t s  o f  E f i e l d ,  i t  i s

( 2 . 5 .  27)

a t  t h e  m i r r o r  s u r f a c e .  i s  t h e  r e f l e c t e d  f i e l d ,  E^ i s  t h e  

i n c i d e n t  f i e l d  and  Ê . i s  t h e  t r a n s m i t t e d  f i e l d .  By d e f i n ­

i t i o n ,
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* ( 2 . 5 . 2 8 )

=  T e lE.-l t ? 1‘Z.w ‘) ,  ( 2 . 5 . 2 9 )

w h e r e  i s  t h e  m i r r o r  s i t e ,  and  R e  and  Te a r e  t h e

r e f l e c t i o n  and  t r a n s i t i o n  c o e f f i c i e n t s .  N o t e  t h a t  T£ i s  

n e a r l y  r e a l ,  a n d  Ê . b e i n g  a l m o s t  in- p h a s e .  RE i s  c l e a r l y  

c o m p l e x .  As a s s u m e d  i n  t h e  s e c t i o n  2 on t h e o r y ,

■¥ _ ±  iWz. +
E - 7  = - 6 .  t S . z ' )  ( 2 . 5 . 3 0 )

wh er e  V- (fi'Z-') i s  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n ,  s l o w l y  v a r y i n g  i n  

t h e  p r o p a g a t i o n  ( ±  z) d i r e c t i o n .  The m i r r o r s  a r e  a s s u m e d  

s p h e r i c a l ,  and  l e t  us  a l s o  a s s u m e  t h a t  t h e  l e f t - h a n d  s i d e ,  

s m a l l  m i r r o r  i s  p l a c e d  a t  t h e  c o o r d i n a t e  o r i g i n  z= 0 .  Then 

t h e  r i g h t - h a n d  s i d e ,  l a r g e  m i r r o r  i s  p l a c e d  a t  z = d ,  w h e r e  d 

i s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  l a s e r  c a v i t y .  L e t  us  f i r s t  c o n s i d e r  

r e f l e c t i o n  f rom t h e  l a r g e  m i r r o r .  Then t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  

m i r r o r  s u r f a c e  i s

- 2.

§5  + ] > s -  £ . d - » 0 ] ( 2 .  5 . 3 1 )

w h e r e ,  a c c o r d i n g  t o  o u r  r e s o n a t o r  mode l  we c h o s e  R p o s ­

i t i v e  (a c o n c a v e  m i r r o r )  . I n  o r d e r  t o  o b t a i n  t h e  r e f l e c t i o n  

c o e f f i c i e n t  we m u s t  i n t e r p o l a t e  Eq.  (27)  t o  t h e  z ^  = d 

p l a n e  w he r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  a r e  d e f i n e d .  T h e r e f o r e
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Zrv,— Z S +  1- <5 ? ( 2 . 5 . 3 2 )

w h e r e  &Z > 0 f o r  c o n c a v e ,  and  <Tz < 0 f o r  c o n v e x  m i r r o r s .  

F u r t h e r m o r e  , cT<? i s  a n  o r d e r  s m a l l e r  t h a n  J z  t s i n c e  we

a r e  i n  t h e  p a r a x i a l  a p p r o x i m a t i o n ,  and  h e n c e  i t  w i l l  be

n e g l e c t e d .  R e w r i t i n g  Eq.  (27)

, ( 2 . 5 . 3 2 )

o r

e  E r(?Wl2wW c  h.i.(?W|ZM )*c E t (?m>2 0  . ( 2 . 5 . 33)

S i n c e  t h e  ^ - f u n c t i o n s  a r e  s l o w l y  v a r y i n g  i n  z ,

±iA2m . -v.
V  «  ± A e  'V t e ^ . 1 - , 1  ( 2 . 5 . 3 4 )

and a l s o

-V

K U t  ,  ( 2 . 5 . 3 5 )

f o r  t h e  f o r w a r d  (+) and t h e  b a c k w a r d  ( - )  p r o p a g a t i n g  f i e l d s .

T h e r f o r e ,  a t  t h e  l a r g e  m i r r o r
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o r

-2Ck.c$z
E r (.Pr*,,Zw^ =  -  0  ( \ -  T g ')  E ^ C ^ v̂ j Zw, )  , ( 2 . 5 . 3 7 )

U s i n g  E q s .  (31)  and  (32)  i t  i s  p o s s i b l e  t o  r e p r e s e n t  Az. v i a  

R and  ^  , n a m e l y  :

R  — § ity> -V ( A z - R . ')  , ( 2 . 5 . 3 8 )

and

A  ̂̂
T  ~  2 .R .  ( 2 . 5 . 3 9 )

F i n a l l y

R e  = - 1 R e 1 6

w h e r e

( 2 . 5 . 4 0 )

\ S - e I -  . ( 2 . 5 . 4 1 )

S i n c e  0 ^ 1 i t  f o l l o w s  0 ^ Ir e \  ^ 1 a l s o .  N o t e  t h a t

t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t  f o r  V - f i e l d s ,  R^, i s  g i v e n  by

—  'RtS- *  . (2.5.42)
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H o w e v e r ,  t h e  r o u n d - t r i p  c o n d i t i o n  l i d  =  i s  s a t i s f i e d

f o r  c o n f o c a l  r e s o n a t o r s ,  s o  t h a t  i n  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  V ~

f i e l d s  we c a n  u s e  t h e  same r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t

2 4, =  ' R e = ' R .  ( 2 . 5 . 4 3 )

A n a l o g o u s l y ,  f o r  t h e  s m a l l  m i r r o r

2 ^  =  0  > R 2 «( . *2LS- ^  ( 2 . 5 . 4 4 )

w h e r e  we a s s u m ed  R n e g a t i v e  (a c o n v e x  m i r r o r ) . S i n c e  now

J z  >  O ?c ( 2 . 5 . 4 5 )

i t  i s

S z  =  -
2.

Z R ( 2 . 5 . 4 6 )

A l s o

£ r{ . ^ , Z ^ ) U -  T e ^ E - L ( ? * , * , )  ( 2 . 5 . 4 7 )

s i n c e  t h e  s e n s e  o f  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  f i e l d s  i s  now 

o p p o s i t e .  T h e r e f o r e  t h e  same r e s u l t  ( e x c e p t  f o r  t h e  s i g n  o f  

R) f o l l o w s  f o r  Rh  .

As t h e  wave g e t s  r e f l e c t e d ,  a new p r o b l e m  a r i s e s .  We
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I

p l a n  t o  move t h e  w ave b a c k  and  f o r t h  u n t i l  i t  e v e n t u a l l y  

s t a b i l i z e s .  We h a v e  i n  mind  h e r e  t h e  wave w h i c h  s a t i s f i e s  

Eq.  (12)  , w h i c h  we w i l l  c a l l  f o r w a r d  o r  m a i n  w a v e . '  Ho wev er ,

t h e  wave w h i c h  moves  b a c k w a r d  i s  d i f f e r e n t ,  i t  s a t i s f i e s  a 

d i f f e r e n t  e q u a t i o n ,  i n  t h e  same way a s  t h e  b a r e  r e s o n a t o r  

a l l o w s  two d i f f e r e n t  s o l u t i o n s ,

( A d m i t t e d l y ,  t h i s  s i t u a t i o n  i s  s omewha t  s i m p l e r  b e c a u s e  t h e  

e q u a t i o n s  and  t h e r e f o r e  t h e  s o l u t i o n s  a r e  s i m p l y  c o m p l e x  

c o n j u g a t e  o f  e a c h  o t h e r ) .  M o r e o v e r ,  f o r w a r d  and b a c k w a r d  

w av es  do i n t e r f e r e  and  t h e  s t a b l e ,  s e t t l e d  s o l u t i o n  i s  a 

s o r t  o f  s t a n d i n g  w a v e .  A c t u a l l y ,  t h e  g a i n  f u n c t i o n  i n v o l v e s  

b o t h  f o r w a r d  and b a c k w a r d  i n t e n s i t i e s ,  so  t h a t  t h e  f u l l

( 2 . 5 . 9 )

and

( 2 .  5 . 9 ’ )

w h i c h  s a t i s f y  two d i f f e r e n t  e q u a t i o n s :

( 2 . 5 . 1 )

and

( 2 . 5 . 1 '
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(.10)
p r o b l e m  r e q u i r e s  a s o l u t i o n  t o  t h e  s y s t e m  o f  c o u p l e d  

e q u a t i o n s

T h i s  g e n e r a l  p r o b l e m  i s  a b i t  t o o  f o r m i d a b l e  f o r  o u r  

r e s o u r c e s .  So we d e v i s e d  an  e q u i v a l e n t  p r o c e d u r e  w h i c h  i s  

s l i g h t l y  s i m p l e r  b u t  a l s o  c o n v e r g e s  t o  a n  e q u i v a l e n t  

s t e a d y - s t a t e  s o l u t i o n .  The p h i l o s o p h y  i s  a s  f o l l o w s .

C o n s i d e r  some p o i n t  i n s i d e  t h e  r e s o n a t o r .  Two w av es  a r e  

c o l l a p s i n g  on t h a t  p o i n t ,  t h e  f o r w a r d  comi ng  f rom t h e  l e f t ,  

and  t h e  b a c k w a r d  c om ing  f rom t h e  r i g h t .  Each wave s a t i s f i e s  

i t s  own e q u a t i o n ,  (12)  o r  ( 1 2 1)* s u b j e c t  t o  some b o u n d a r y  

c o n d i t i o n  a t  t h e  LHS and  RHS m i r r o r .  In  o r d e r  t o  i n t e g r a t e  

t h e s e  e q u a t i o n s  o r  t o  p r o p a g a t e  t h e s e  waves  t o  a d j a c e n t  

p o i n t s  we n e e d  know t h e  f i e l d s  a t  o u r  p o i n t .  As a m a t t e r  o f  

f a c t  we n e e d  know b o t h  f i e l d s  s i m u l t a n e o u s l y  a t  a n y  p o i n t  i n

=-gi.ro? 9 ( 2 . 5 . 1 2 )

( 2 . 5 . 1 2 ' )

w h e r e

( 2 . 5 . 4 8 )

a =  2 . \ J X f I b ( 2 . 5 . 4 9 )

and 1^.  and a t e  t h e  f o r w a r d  and b a c k w a r d  i n t e n s i t i e s .
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t h e  r e s o n a t o r .  T h e r e f o r e ,  we m u s t  i n t e g r a t e  E q s .  (12)  and 

( 1 2 ' )  s i m u l t a n e o u s l y  s t a r t i n g ,  s a y ,  f rom t h e  LHS m i r r o r .  

N a t u r a l l y ,  t h e  a c t i v e  medium p l a y s  d i f f e r e n t  r o l e s  f o r  

f o r w a r d  and b a c k w a r d  wav es  -  i t  i s  a g a i n - m e d i u m  f o r  t h e  

f o r w a r d  and l o s s - m e d i u m  f o r  t h e  b a c k w a r d  wa ve .  We s t a r t  a t  

t h e  LHS m i r r o r  w i t h  some i n i t i a l  f i e l d s  and a s  we a r r i v e  a t  

t h e  RHS m i r r o r  we a r e  t e m p t e d  t o  s i m p l y  r e f l e c t  t h e  f i e l d s  

and  l e t  t h e  t h i n g  e v o l v e  b y  i t s e l f .  Ho wever ,  i n  s u c h  a 

p r o c e s s  t h e  b a c k w a r d  wave would  q u i c k l y  d i m i n i s h  and  we 

would  b e  l e f t  w i t h  a o n e - f i e l d  p r o b l e m  w h i c h ,  a s  we 

m e n t i o n e d  d o e s  n o t  c o r r e s p o n d  t o  t h e  a c t u a l  s i t u a t i o n .  To 

t h e  a c t u a l ,  s t e a d y - s t a t e  s i t u a t i o n  b o t h  f o r w a r d  and b a c k w a r d  

waves  i n  some s e n s e  " e q u a l l y ” c o n t r i b u t e .  S o ,  i n s t e a d  o f  

r e f l e c t i n g  t h e  b a c k w a r d  wa ve ,  we w i l l  s e t  i t  e q u a l  t o  t h e  

f o r w a r d  wave a t  t h a t  p l a c e .  I n  a s e n s e  we a r e  r e s t a t i n g  t h e  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n  t o  o n e  w h i c h  i s  p r e s u m a b l y  more  c l o s e  t o  

t h e  c o r r e c t ,  s t e a d y - s t a t e  c o n d i t i o n .  Now t h e  waves  p r o p a g a t e  

a g a i n ,  and  t h e  b a c k w a r d  wave r e p e a t s  v a l u e s  o f  t h e  f o r w a r d  

wave o f  t h e  p r e v i o u s  r u n .  T h i s  i s  e x a c t l y  w h a t  we w a n t e d  i t  

t o  d o ,  b e c a u s e  t h i s  i s  w h a t  h a p p e n s  i n  t h e  s t e a d y  s t a t e  

(when a n y  r u n  i s  t h e  same a s  t h e  p r e v i o u s  r u n )  and b e c a u s e  

i t  w i l l  h e l p  t h e  w h o l e  p r o c e d u r e  c o n v e r g e  t o  t h e  s t e a d y  

s t a t e .  I t  i s  o u r  e x p e r i e n c e  t h a t  t h i s  p r o c e d u r e  o f  

s i m u l t a n e o u s  i n t e g r a t i o n  and c o n t i n u o u s  i m p r o v e m e n t  o f  t h e  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n  c o n v e r g e s  e f f i c i e n t l y  and  r a p i d l y  t o  t h e  

s t e a d y  s o l u t i o n .  M o r e o v e r ,  i t  s e e m s  t o  us  t h a t  e v e n  t h e  

p h y s i c s  o f  t h e  p r o b l e m  i s  i m i t a t e d  c l o s e l y  by  t h e  p r o c e d u r e .
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F u r t h e r m o r e ,  t h e  c o m p u t e r  c o r e  r e q u i r e m e n t s  f o r  t h i s

p r o c e d u r e  a r e  b y  f a r  l e s s  t h e n  f o r  t h e  m e t h o d s  o f  s i m i l a r
U 9 )

a c c u r a c y  a d v o c a t e d  by  o t h e r s

As m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  a way t o  r e d u c e  t h e  G i b b s

o v e r s h o o t  i s  t o  s o f t e n  t h e  s h a r p  e d g e  o f  t h e  wave f r o n t .  We

d i d  t h a t  w h e n e v e r  we f o u n d  i t  n e c e s s a r y .  Howev er ,  a t  t h e

m o s t  s e n s i t i v e  p l a c e  -  s m a l l  m i r r o r  r e f l e c t i o n  -  we d e c i d e d

t o  e l i m i n a t e  t h e  o v e r s h o o t  a l t o g e t h e r .  I n s t e a d  o f  u s i n g  FFT

w h i c h  c a u s e s  t h e  o v e r s h o o t ,  we u se d  an a l t e r n a t i v e
(21)

p r o c e d u r e ,  d e v i s e d  by  La x ,  Ag r a w a l  and L o u i s e l l  , named t h e  

c o n t i n u o u s  F o u r i e r  t r a n s f o r m  ( C F T ) .

An o r d i n a r y  FFT p r o g r a m  i s  d o i n g  a v e r y  s i m p l e  t h i n g :

y o u  s u p p l y  an  a r r a y  o f  ( c o m pl ex )  n u m b e r s  a j  , j  = 1 , . . . , N

a s  a n  i n p u t ,  and  a s  t h e  o u t p u t  v o u  o b t a i n  an  a r r a y  o f
M ^  j l

n u m b e r s  = Z l 0 N <X\ , 1 = 1 , . . . , N  . I t  i s  t h e n  r e l -
j=l J

a t i v e l y  e a s y  t o  i n c o r p o r a t e  t h i s  f a c t  i n t o  t h e  a p p r o x i m a t i o n  

o f  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  o r  t w o - d i m e n s i o n a l  FT i n t e g r a l s .  I n  

CFT, h o w e v e r ,  t h e  F o u r i e r  i n t e g r a l s  o f  t h e  t y p e

_ <*> .
=  5 ( 2 . 5 . 5 0 )

- oo

a r e  d e a l t  w i t h  d i f f e r e n t l y .  F i r s t l y ,  a s p l i n e  f i t  t o  t h e

i n p u t  f u n c t i o n  f ( z )  i s  o b t a i n e d ,

I
2L  a j  &j ,L ( 2 . 5 . 5 1 )
j *  I
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w h e r e  1 - t h  o r d e r  B s p l i n e  ( b a s i c  s p l i n e )  ( z ) i s  a

p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  1 - 1  i n  e a c h  ( Z j , Z j +) ) i n t e r v a l  and 

z e r o  o u t s i d e .  i s  t h e  numb er  o f  mesh p o i n t s  z j  = j h  , j

= l r . . . , N f t )  w h i c h  may h a v e  n o t h i n g  t o  do w i t h  t h e  g r i d  o f  

s a m p l e  p o i n t s  a t  w h i c h  t h e  f u n c t i o n  f ( z )  i s  s u p p l i e d .  B 

s p l i n e s  f orm a n u m e r i c a l l y  s t a b l e  s e t  o f  b a s i s  f u n c t i o n s  and  

c a n  be  o b t a i n e d  f rom r e c u r r e n c e  r e l a t i o n s  o r  f ro m t h e  t a b l e  

o f  s p l i n e s .  On s u b s t i t u t i n g  Eq.  (51)  i n t o  Eq.  (50)  we 

o b t a i n

I n t e g r a l  i n  Eq.  (52)  c a n  be  d o n e  a n a l y t i c a l l y ,  b y  d o i n g  a 

p a r t i a l  i n t e g r a t i o n  1 - 1  t i m e s  and  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  a

r e c u r r e n c e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  B s p l i n e s .  The f i n a l  a n s w e r  

i s  o f  t h e  f orm

2- j-H

( 2 . 5 . 5 2 )
J

( 2 . 5 .  53)

wh e r e a c t s  a s  a window f a c t o r  i n  t h e  f r e q u e n c y

d o m a i n  and  i s  g i v e n  by

( 2 . 5 . 5 4 )

We s h o u l d  m e n t i o n  t h a t ,  a t  b o t h  e n d s ,  b e c a u s e  o f  m u l t i p l e  

mesh p o i n t s ,  t h e  mesh i s  n o t  u n i f o r m  and p r o p e r  end
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c o r r e c t i o n s  s h o u l d  b e  a p p l i e d .  We c h e c k e d  t h e  p r o c e d u r e  b y  

p r o p a g a t i n g  a s q u a r e  p u l s e  i n  t h e  b a r e  r e s o n a t o r  f i r s t l y  u s ­

i ng  FFT and  t h e n  CFT f o r  i d e n t i c a l  s e t s  o f  p a r a m e t e r s .  The 

CFT r e s u l t s  w e r e  more  a c c u r a t e .
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CHAPTER 2. High Power Laser

2 . 6  P r o g r a m m i n g  C o n s i d e r a t i o n s  and  R e s u l t s

When a l l  p a r t s  o f  t h e  p r o b l e m  w e r e  a s s e m b l e d ,  a f a i r l y  

l o n g  and  c o m p l i c a t e d  c o d e  r e s u l t e d .  I t  i n c l u d e d  m a i n  p r o g r a m  

and 8 s u b r o u t i n e s ,  t o t a l l i n g  w e l l  o v e r  o n e  t h o u s a n d  l i n e s .  

A l l  t h e  s u b r o u t i n e s  p e r f o r m  some f u n c t i o n  w h i c h  i s  

r e p e a t e d l y  met  i n  t h e  m a i n  c o d e .  S o ,  t h e r e  a r e  t h r e e  k i n d s  

o f  p r o p a g a t i o n  r o u t i n e s  -  t h e  f r e e - s p a c e - p r o p a g a t i o n  (FSP) 

r o u t i n e ,  w h i c h  p r o p a g a t e s  t h e  f i e l d  f o r  som e d i s t a n c e  i n  t h e  

e m p t y  s p a c e ,  t h e  a c t i v e - m e d i u m - p r o p a g a t i o n  (AMPR) r o u t i n e ,  

w h i c h  p r o p a g a t e s  t h e  f i e l d  f o r  some d i s t a n c e  i n  t h e  a c t i v e  

medium and t h e  f r e e - s p a c e - C F T  (FSC) r o u t i n e  wh i c h  p r o p a g a t e s  

t h e  f i e l d  w i t h  a s h a r p  e d g e .  F u r t h e r m o r e ,  t h e r e  i s  t h e  

i n i t i a l i z a t i o n  r o u t i n e ,  t h e  r e f l e c t i o n  r o u t i n e ,  t h e  g a i n -  

f a c t o r  r o u t i n e ,  t h e  o u t p u t  r o u t i n e  and  t h e  p l o t t i n g  r o u t i n e .  

A l l  t h e  p r o p a g a t i n g  r o u t i n e s  u s e  a FFT p r o g r a m  and an  

a u x i l i a r y  p r o g r a m  c a l l e d  t h e  s v m m e t r i c - h a l f - p o i n t - F F T  

(SHPFFT) w h i c h  e n a b l e s  us  t o  o b t a i n  a f u l l  FFT b y  u s i n g  o n l y  

o n e  q u a r t e r  o f  t h e  a v a i l a b l e  d a t a  p o i n t s .  N amel y ,  b e c a u s e  o f  

t h e  x —* - x  , x —> y  , and  v —1> - y  s y m m e t r y  o f  t h e  p r o b l e m
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o n l y  o n e  e i g h t h  o f  t h e  g r i d  p o i n t s  c a r r i e s  i n d e p e n d e n t  

i n f o r m a t i o n .  We s u c c e e d e d  i n  u s i n g  o n l y  t w i c e  t h i s  m i n i m a l  

n u m b e r ,  e f f e c t i v e l y  c u t t i n g  t h e  c o r e  s p a c e  r e q u i r e m e n t  b y  a 

f a c t o r  o f  4 .  And i t  was  n o t  so  e a s y  a s  i t  s o u n d s !

The p r o g r a m  c o d e  i s  a s  f o l l o w s :  S t a r t i n g  f ro m t h e  LHS 

m i r r o r  a t  w h i c h  i n i t i a l  f i e l d s  a r e  s u p p l i e d ,  t h e  f i e l d s  a r e  

p r o p a g a t e d  f o r  t h e  d i s t a n c e  d, u s i n g  FSC f o r  t h e  f o r w a r d  and 

o r d i n a r y  FSP f o r  t h e  b a c k w a r d  w a v e .  At  d , t h e  a c t i v e  medium 

b e g i n s  and  AMPR i s  b e i n g  u se d  f o r  b o t h  w a v e s .  I n  a n y ^ f  

s t e p  e a c h  o f  t h e  w av es  i s  p r o p a g a t e d  f r e e l y  f o r  ^ / z  t h e n  

c o r r e c t e d  f o r  t h e  g a i n  and  f i n a l l y  p r o p a g a t e d  f r e e l y  f o r  t h e  

r e m a i n i n g  I n  o r d e r  t o  s a v e  CPU t i m e  two a d j a c e n t 4?^

p r o p a g a t i o n s  a r e  lumped  t o g e t h e r .  S i n c e  t h e  g a i n  medium e n d s  

s o mew her e  i n  t h e  t r a n s v e r s e  d i r e c t i o n s  ( mo s t  p r o b a b l y  i t  

d o e s  n o t  e x t e n d  b e y o n d  t h e  l a r g e  m i r r o r )  we c u t  i t  n e a r  t h e  

g r i d  e d g e .  T h i s  i n s u r e s  t h a t  t h e  f i e l d  a t  t h e  g r i d  e d g e  

d o e s  n o t  g r o w  u n c o n t r o l a b l y  and  u n r e a l i s t i c l y .  From d - d  2. r 

w h e r e  t h e  a c t i v e  medium e n d s  t o  t h e  RHS m i r r o r  a t  d we 

a g a i n  p r o p a g a t e  f r e e l y  u s i n g  FSP.  At  t h e  m i r r o r  s i t e  t h e  

f o r w a r d  wave i s  r e f l e c t e d  and t h e  b a c k w a r d  wave i s  r e s e t  t o  

t h e  f o r w a r d  wave a t  t h a t  p l a c e .  And t h e n  t h e  w h o l e  p r o c e d u r e  

r e p e a t s  i t s e l f  i n  t h e  r e v e r s e  o r d e r ,  c o m p l e t i n g  a f u l l  

c y c l e .  In  t h e  s e c o n d  l e g  o f  t h e  c y c l e ,  h o w e v e r  no FSC i s  

b e i n g  u s e d .  And t h e n  t h e  w h o l e  p r o c e d u r e  r e p e a t s  i t s e l f  f o r  

c e r t a i n  p r e s e t  number  o f  c y c l e s  o r  u n t i l  a s t a b l e  s o l u t i o n  

i s  r e a c h e d .  We n o t e  t h a t  t h e  c o d e  c a n  be  a p p l i e d  t o  o n e
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t r a n s v e r s e  d i m e n s i o n  a s  w e l l  -  t h e n  we h a v e  a two

d i m e n s i o n a l  a m p l i f i e r .

As f o r  t h e  r e s u l t s  we p r e s e n t  some i n  F i g s .  2,  3,  and

4 .  The s t a b l e  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  a t  t h e  o u t p u t  m i r r o r  i s  

p r e s e n t e d  f o r  v a r i o u s  s e t s  o f  p a r a m e t e r s .  One s t r i k i n g  f a c t  

i s  a p p a r e n t  i m m e d i a t e l y :  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  f o r  t h e

t h r e e  d i m e n s i o n a l  c a s e  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  

two d i m e n s i o n a l  d i s t r i b u t i o n s ,

I (V) ( x , v , ^  =  T W  1 (“  (1)

We do  n o t  h a v e  an  a d e q u a t e  e x p l a n a t i o n  f o r  t h i s  n u m e r i c a l  

r e s u l t .  H owever ,  i t  s u g g e s t s  a p o s s i b i l i t y  o f  o b t a i n i n g

t h r e e  d i m e n s i o n a l  d i s t r i b u t i o n s  f rom t h e  two d i m e n s i o n a l

o n e s ,  i n  w h i c h  c a s e  a l l  s t o r a g e  p r o b l e m s  a r e  s u p e r f i c i a l .  

We a l s o  n o t e  a p p a r e n t  q u a l i t a t i v e  s i m m i l a r i t y  b e t w e e n  t h e  

e x p e r i m e n t a l  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  a l o n g  one  o f  t h e  mai n  

a x e s ,  g i v e n  i n  F i g .  5 and t h e  two d i m e n s i o n a l  d i s t r i b u t i o n  

w i t h  many p o i n t s  g i v e n  i n  F i g .  4.
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F i g u r e  c a p t i o n s

F i g u r e  1 . (a)  T y p i c a l  s t a b l e  and  u n s t a b l e  r e s o n a t o r s

(b) P o s i t i v e -  and n e g a t i v e - b r a n c h  c o n f o c a l  o r  t e l e s c o p i c  

u n s t a b l e  r e s o n a t o r s .

(c)  The r o u n d - t r i p  m a g n i f i c a t i o n  M c h a r a c t e r i z e s  t h e  

g e o m e t r i c a l  p r o p e r t i e s  o f  a n  u n s t a b l e  r e s o n a t o r .

F i g u r e  2.  A p l o t  o f  2 - d i m .  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  I ( X , Z = 0 )  i n  

u n i t s  o f  t h e  s a t u r a t i o n  i n t e n s i t y ,  w h e r e  X=^2JT , Z= ~  , a

i s  t h e  s m a l l  m i r r o r  h a l f - w i d t h ,  d i s  t h e  m i r r o r  s e p a r a t i o n  and 

Nf i s  t h e  F r e s n e l  n u m b e r .  A c o n f o c a l  c o n f i g u r a t i o n  was u s e d  

w i t h  a r o u n d - t r i p  m a g n i f i c a t i o n  o f  2 . 5 ,  and  t h e  F r e s n e l  

number  o b e y e d  2 ITNp = 7 . 5  . The s m a l l  o ne  way s i g n a l  g a i n  

i s  gcj = 10 and  t h e  a c t i v e  r e g i o n  l e n g t h  i s  d i v i d e d  i n t o  

s i x  g a i n  s h e e t s .  R o u n d t r i p s  8 , 9  and 10 a r e  n o t  d i s t i n g u i s h a b l e  

on t h e  p l o t .

F i g u r e  3.  A p l o t  o f  3 - d i m .  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  I ( X , Y , Z = 0 )  f o r  

s i x  v a l u e s  o f  Y. P a r a m e t e r s  a r e  t h e  same a s  i n  F i g .  2.  A p e r f e c t  

s y m m e t r y  and s t r i k i n g  r e s e m b l e n c e  w i t h  t h e  two d i m e n s i o n a l  

c a s e  i s  o b v i o u s .

F i g u r e  4 .  Same a s  i n  F i g .  2,  o n l y  v a l u e s  f o r  t h e  p a r a m e t e r s  

a r e  d i f f e r e n t :  ^ 2 IT Np = 1 2 . 8 ,  g d = 1 7 . 2 5 ,  number  o f  t r a n s v e r s e  

p o i n t s  i s  1025 .

F i g u r e  5 .  An e x p e r i m e n t a l ,  a c t u a l  l a s e r  i n t e n s i t y  o u t p u t  a t  t h e  

s m a l l  m i r r o r .  A num be r  o f  q u a l i t a t i v e  a g r e e m e n t s  w i t h  t h e  

p r e d i c t e d  o u t p u t s  i n  F i g s .  3 and  4 i s  e v i d e n t :  (a)  W i t h i n  t h e
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s m a l l  m i r r o r  t h e  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  i s  f a i r l y  u n i f o r m ,

(b) R i g h t  a f t e r  t h e  s m a l l  m i r r o r  e d g e  t h e  i n t e n s i t y  d r o p s  

r a p i d l y  and  t h e n  p e a k s  r a p i d l y ,  (c)  R i g h t  b e f o r e  t h e  l a r g e  

m i r r o r  e d g e  t h e  i n t e n s i t y  p e a k s  r a p i d l y  and  t h e n  d r o p s  r a p i d l y ,

(d) O u t s i d e  c o r n e r s  o f  t h e  s m a l l  m i r r o r  show l o w i n t e n s i t y ,  

and  i n s i d e  c o r n e r s  o f  t h e  l a r g e  m i r r o r  show h i g h  i n t e n s i t y .  

A d m i t t e d l y ,  t h e  a g r e e m e n t  i s  n o t  v e r y  p r o n a u n c e d ,  b e c a u s e  

n e i t h e r  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  c a v i t i e s  c o r r e s p o n d s  e x a c t l y  t o  t h e  

e x p e r i m e n t a l  o n e .  A l s o  t h e  s m a l l  m i r r o r  h o l d e r s  ( w h i c h  a r e  n o t  

p r o v i d e d  f o r  i n  t h e  t h e o r e t i c a l  c a s e )  a r e  e v i d e n t l y  p r o d u c i n g  a 

l a r g e  e f f e c t .
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Figure 5.
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CHAPTER 3. Solar Heat Pump

3 . 1  I n t r o d u c t i o n

T h i s  s e c t i o n  a d d r e s s e s  t h e  q u e s t i o n :  I f  we s h i n e  l i g h t  

on  a p h y s i c a l  s y s t e m ,  i s  i t  c a p a b l e  o f  a c t i n g  a s  a 

r e f r i g e r a t o r .  I f  t h e  a n s w e r  i s  i n  t h e  a f f i r m a t i v e ,  some 

r a t h e r  a t t r a c t i v e  and  f a r  r e a c h i n g  c o n s e q u e n c e s  f o r  s o l a r  

e n e r g y  u t i l i z a t i o n  may be  f o r s e e n .  Some i n s i g h t  i n t o  t h i s  

q u e s t i o n  may b e  g a i n e d  by  a s k i n g  w h a t  l i m i t a t i o n s ,  i f  a n y ,  

a r e  i m p o s e d  by  t h e r m o d y n a m i c s .  The d e v i c e  we w i l l  u l t i m a t e l y  

p r o p o s e  c o n s i s t s  o f  a n  a r r a y  o f  s e m i c o n d u c t o r  and  m e t a l  

e l e m e n t s .  P a r t  o f  t h e  d e v i c e  a c t s  a s  a s o l a r  b a t t e r y  and  

p a r t  o f  t h e  d e v i c e  a c t s  a s  a P e l t i e r  j u n c t i o n .  The e l e c t r i c  

c u r r e n t  p r o d u c e d  b y  t h e  " s o l a r  b a t t e r y "  i s  d e l i v e r e d  t o  t h e  

P e l t i e r  j u n c t i o n  and  t h e  n e t  r e s u l t  i s  a l i g h t - d r i v e n  

r e f r i g e r a t o r .

N o t  much,  e v e n  c o n c e p t u a l l y  h a s  b e e n  d o n e  on t h i s
OA)s u b j e c t .  I n  some p a p e r s  on  o p t i c a l  r e f r i g e r a t i o n  a

d i f f e r e n t  m e c h a n i s m  i s  b e i n g  p r o p o s e d ,  a t u n n e l i n g - a s s i s t e d
( Z )

p h o t o n  e m i s s i o n  , i n  w h i c h  a n  e l e c t r o n  m ak es  t r a n s i t i o n
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a c r o s s  a f o r w a r d - b i a s e d  p - n  j u n c t i o n  by  a t w o - s t e p  p r o c e s s :  

t u n n e l i n g  and p h o t o n - e m i s s i o n .  I t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  i n  a 

number  o f  d i o d e s  t h e  e n e r g y  o f  t h e  l u m i n e s c e n t  p h o t o n s  

e x c e e d s  t h e  v o l t a g e  d r o p  a c r o s s  t h e  j u n c t i o n ,  t h e  e n e r g y  

d i f f e r e n c e  comi ng  f r o m  t h e  l a t t i c e .  I n  t h e  r e s u l t ,  l i g h t  i s  

b e i n g  e m i t t e d ,  t h e  j u n c t i o n  r e g i o n  g e t s  c o o l e d  and  t h e  b a t ­

t e r y  d o e s  t h e  w o r k .  I n  a s e n s e  we e n v i s i o n  a c o m p l e t e l y  

r e v e r s e  p r o c e s s :  s u n l i g h t  i s  b e i n g  a b s o r b e d ,  t h e  j u n c t i o n

r e g i o n  g e t s  h e a t e d  and t h e  sun  d o e s  t h e  w o r k .

C o n s i d e r  t h e  d i a g r a m  i l l u s t r a t e d  i n  F i g .  1 .  The u p p e r  

and  l o w e r  r e c t a n g l e s  d e p i c t  two t h e r m a l  r e s e r v o i r s  a t  

t e m p e r a t u r e s  T ( an d  r e s p e c t i v e l y ,  w h e r e  " T ^ T ^  . The

c i r c l e  l a b e l e d  "A" i s  s y m b o l i c  o f  t h e  p h o t o v o l t a i c  j u n c t i o n ,  

w h e r e a s  t h e  c i r c l e  l a b e l e d  "B” d e n o t e s  t h e  P e l t i e r  j u n c t i o n .  

Le t  E be  t h e  o p t i c a l  e n e r g y  d e l i v e r e d  t o  t h e  c e l l  S i n  some 

t i m e  i n t e r v a l .  A f r a c t i o n  •§■ o f  t h i s  e n e r g y  i s  c o n v e r t e d  

t o  e l e c t r i c a l  e n e r g y  and  i s  d e l i v e r e d  t o  t h e  P e l t i e r  

j u n c t i o n .  Le t  d e n o t e  t h e  h e a t  e x t r a c t e d  f rom t h e  s y s t e m

and Q j  t h e  h e a t  d e l i v e r e d  t o  t h e  e n v i r o n m e n t .  Then

Q x = .  . ( i )

I n  o r d e r  f o r  t h e  s y s t e m  t o  be  c o o l e d ,  we m u s t  h a v e
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The c o e f f i c i e n t  o f  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  P e l t i e r  c e l l  a c t i n g  a s  

a r e f r i g e r a t o r  i s

<a*

w  “  T e  ( 3 )

An u p p e r  l i m i t  on  t h i s  c o e f f i c i e n t  i s  p r o v i d e d  by  t h e  C a r n o t  

e x p r e s s i o n  f o r  a r e v e r s i b l e  r e f r i g e r a t o r :

CO <  —  ----  74)

C om b i n i n g  t h e  a b o v e  r e l a t i o n s  l e a d s  t o  t h e  e x p r e s s i o n

(5)

o r

>  \ -  %  ■ (6)
T ,

T y p i c a l l y  we m i g h t  e x p e c t  .$■ t o  a s  l a r g e  a s  0 . 1  , s o

f o r  T,=s300°K we may h a v e  T2.~2/70°K .
T h i s  e s t i m a t e  a p p e a r s  q u i t e  e n c o u r a g i n g  f rom a p r a c t i c a l  

p o i n t  o f  v i e w .  I f  t h e  d e v i c e  i s  o p e r a t e d  i n  t h e  r e v e r s e

d i r e c t i o n  i t  c a n  a c t  a s  a h e a t  pump t o  d r i v e  a t h e r m a l

c u r r e n t  f ro m h o t  t o  c o l d  -  a c u r r e n t  a b o v e  and  b e y o n d  t h e

n o r m a l  c o n d u c t i o n  c u r r e n t .  T h i s  wou l d  be  d e s i r a b l e  i n

s i t u a t i o n s  w h e r e  s o l a r  h e a t i n g  i s  t o  be  e n v i s a g e d .
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T h i s  c h a p t e r  i s  o r g a n i z e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  way .  S e c t i o n  

2 c o n c e r n s  i t s e l f  w i t h  t h e  k i n e t i c  t h e o r y  b a s i s  o f  t h e  

p h y s i c a l  e q u a t i o n s  n e e d e d  t o  d e s c r i b e  t h e  c o n v e r s i o n  o f  

l i g h t  e n e r g y  i n t o  t h e  d r i v i n g  f o r c e s  f o r  t h e r m a l  c u r r e n t s .  

I n  s e c t i o n  3 we d e v e l o p  a s e t  o f  s e m i - p h e n o m e n o l o g i c a l

e q u a t i o n s  t o  d e s c r i b e  t h e  e f f e c t .  I n  s e c t i o n  4 t h e s e

e q u a t i o n s  a r e  a n a l y z e d  u n d e r  some s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n s .  

I n  s e c t i o n  5 t h e  t h e r m a l  c u r r e n t s  a r e  s t u d i e d  i n  some d e t a i l

and  i n  s e c t i o n  6 a d e v i c e  i s  p r o p o s e d  w h i c h  wo ul d  a c t  a s  a

l i g h t - d r i v e n  r e f r i g e r a t o r .



- 86 -

CHAPTER 3.  S o l a r  H e a t  Pump

3 . 2  K i n e t i c  T h e o r y

We a r e  i n t e r e s t e d  i n  d e s c r i b i n g  a p h y s i c a l  s y s t e m  w h i c h  

i s  s u b j e c t e d  t o  e x t e r n a l  r a d i a t i o n  and  w h i c h  e x h i b i t s  

t h e r m a l  and e l e c t r i c a l  c u r r e n t  f l o w s .  I n  o r d e r  t o  o b t a i n  a 

c o m p l e t e  t h e o r y  i t  i s  p e r h a p s  w i s e  t o  c h o o s e  a f u n d a m e n t a l  

s t a r t i n g  p o i n t  and  s y s t e m a t i c a l l y  d e v e l o p  t h e  f o r m a l i s m  f rom 

t h a t  p o i n t .  T h i s  i s  t h e  g o a l  o f  t h e  p r e s e n t  s e c t i o n .

Our p r i m a r y  i n t e r e s t  w i l l  b e  i n  s e m i c o n d u c t o r  s y s t e m s  

w i t h  two t y p e s  o f  c a r r i e r s  -  e l e c t r o n s  and  h o l e s .  L e t  f a  

b e  t h e  p h a s e  s p a c e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  e l e c t r o n s  

and  f p  t h e  c o r r e s p o n d i n g  f u n c t i o n  f o r  t h e  h o l e s .  The B o l ­

t zm an n  e q u a t i o n  f o r  f ^  i s

He r e  mn  d e n o t e s  t h e  e l e c t r o n  e f f e c t i v e  m a s s ,  w h i c h  w i l l  

b e  a s s um ed  s c a l a r .  The e l e c t r o s t a t i c  p o t e n t i a l  i s  d e n o t e d  b y ^ #



3.2 Kinetic Theory 87

The d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  r e l a x e s  t o  t h e  q u a s i - F e r m i  

d i s t r i b u t i o n  i n  a r e l a x a t i o n  t i m e  • The g e n e r a t i o n

r a t e  o f ' e l e c t r o n s  d u e  t o  r a d i a t i o n  and r e c o m b i n a t i o n  i s  d e n ­

o t e d  b y  g ^  . The q u a s i - F e r m i  d i s t r i b u t i o n  i s  g i v e n  by

■fn +  e x p  t  ( 3 . 2 . 2 )

w h e r e  E i s  t h e  e l e c t r o n i c  e n e r g y ,  i s  1 / k T  , and  4^

i s  e l e c t r o n s  e l e c t r o - c h e m i c a l  p o t e n t i a l  r e f e r r e d  t o  t h e

b o t t o m  o f  t h e  c o n d u c t i o n  b a n d . An e q u a t i o n  s i m i l a r  t o  Eq.

(1)  w i l l  a p p l y  t o  t h e  h o l e s  b u t  w i t h  e r e p l a c e d  by  - e ,  n

r e p l a c e d  by  p ,  a nd  CD r e f e r r e d  t o  t h e  t o p  o f  t h e
’ P

v a l e n c e  b a n d .  I n  t h e  t h e r m a l  e q u i l i b r i u m  s i t u a t i o n  we h a v e

W E c - E v - E g  ’ ( 3 - 2 ' 3 >

w h e r e  Eg i s  t h e  g a p  e n e r g y .  We s h a l l  b e  i n t e r e s t e d  i n  

t h e  n o n - e q u i l i b r i u m  c a s e ,  h o w e v e r .

The e l e c t r o n  d e n s i t y  i s  g i v e n  by  t h e  i n t e g r a l  o v e r  

v e l o c i t y  s p a c e  o f  f^,  :

=  . <3 - 2 - 4 >

and t h e  e l e c t r o n  c u r r e n t  d e n s i t y  i s

3 ^ =  S v f n C l V  * (3.2.5)
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The z e r o t h  moment  o f  t h e  B o l t z m a n n  e q u a t i o n  i s

=  Gr y (3.2.6)

wh er e  G i s  t h e  n e t  g e n e r a t i o n  r a t e  p e r  u n i t  v o l u m e :

. ( 3 . 2 . 7 )

The e f f e c t  o f  l a t t i c e  c o l l i s i o n s  i s  s i m p l y  t o  r e d i s t r i b u t e

p o p u l a t i o n  w i t h i n  a b a n d ,  so

^ c\V = 0  ( 3 . 2 . 8 )

The f i r s t  moment  o f  t h e  B o l t z m a n n  e q u a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o

e n e r g y  i s

0  . ( 3 . 2 . 9 )

Assume h e n c e f o r t h  a s t e a d y  s t a t e  , s o  ^ f ^ 3 0 . L e t  R„.

d e n o t e  t h e  e n e r g y  t r a n s f e r  r a t e  t o  t h e  l a t t i c e  ( p e r  u n i t  

vo l ume)  due t o  c o l l i s i o n s :

R„= AV • ( 3 . 2 . 1 0 )
Yl

The e n e r g y  g e n e r a t i o n  r a t e  i s
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Q Q n = .  J  ( £ - 9 n c l V  . (3. 2. 11)

Hence  E q . ( 9 )  may b e  w r i t t e n  a s

^ . ^ = - ( 3 ^ +  1 ( 3 . 2 . 1 2 )

wh e r e  ■3"u»v d e n o t e s  t h e  e n e r g y  c u r r e n t  a s s o c i a t e d  w i t h  

t h e  e l e c t r o n s .  Now l e t  us  e x p a n d  f a r o u n d  t h e  q u a s i -  

F e r mi  d i s t r i b u t i o n .  Le t  F>l • an<  ̂ d e f i n e  a l i n e a r

o p e r a t o r

L f t S V T - V  +  . ( 3 . 2 . 1 3 )
YMvv

The B o l t z m a n n  e q u a t i o n  b ec o m e s

F
\ 4 0 4 -  \ F  -  -  - - JL- *  Q  ( 3 . 2 . 1 4 )
i - v \  *—-V\ * r \  -  ^  - 3 n

We w i l l  make t h e  l o c a l  a p p r o x i m a t i o n  and a s s u m e  t h a t  | L n Fn J 

<< | ^V*£n \ • T h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  s a y i n g  t h a t  t h e  c o l l i s i o n

t i m e  i s  s u f f i c i e n t l y  s h o r t  so  t h a t  o n l y  l o c a l  t h e r m o d y n a m i c

p r o p e r t i e s  a r e  o f  i m p o r t a n c e .  Then

F  ss. Cl %  -  %  \ ^ °  ( 3 . 2 . 1 5 )r v \  o n L t t T ^

so
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D e f i n e

K t t V  ,  ( 3 . 2 . 1 7 )

£ n =  ^ g n‘5 n ^ ' J  ,  ( 3 . 2 . 1 8 )

and n o t e  t h a t

Then n  =  W+cfn,  and

,  ( 3 . 2 . 2 0 )

S O

3*= Vvp-^’V C(i4>n̂  <1V . ( 3 . 2 .  21)

We w i l l  a s s um e  a n  e f f e c t i v e  i s o t r o p i c  s e m i c o n d u c t o r  w i t h  

p a r a b o l i c  b a n d s ,  s o  t h a t  we may make t h e  r e p l a c e m e n t

< U . U : > ~ - ^  • s i  * 1 , 2 - , 3  ( 3 . 2 . 2 2 )
c i '  3 v v i n <) >

L e t  us  d e f i n e  a s e t  o f  c o l l i s i o n  i n t e g r a l s
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(3.2.23)

so

i n  
3w«

‘5">

N e x t  we l o o k  a t  s e c o n d  moments  an d  f i n d  

Zno T / ‘T ^  . .'TZP* . _

M

( 3 . 2 . 2 5 )

A s i m i l a r  e q u a t i o n  may be  w r i t t e n  f o r  t h e  e n e r g y  c u r r e n t  

t r a n s p o r t e d  by  t h e  h o l e s .  We s h a l l  a s s u m e  t h a t  e n e r g y  i s  

t r a n s p o r t e d  by  t h e  l a t t i c e  ( p h o n o n s )  a c c o r d i n g  t o  t h e  u s u a l  

F o u r i e r  l aw

( 3 . 2 .  26)

The t o t a l  e n e r g y  c u r r e n t  i s  t h e  sum o f  t h e  c o n t r i b u t i o n s  

f rom t h e  e l e c t r o n s ,  h o l e s ,  and  p h o n o n s

_____
T 0  =  "3’u * +  ^ ( 3 . 2 . 2 7 )

E n e r g y  may be  t r a n s f e r e d  f rom t h e  e l e c t r o n s  o r  h o l e s  t o  t h e  

p h o n o n s  so  "3^ , r a t h e r  t h a n  t h e  i n d i v i d u a l  e n e r g y
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c u r r e n t s  i s  o f  p r i m a r y  c o n c e r n .  We a r e  n e g l e c t i n g  a n y  d i r e c t  

c o u p l i n g  o f  t h e  e l e c t r o n s  t o  t h e  h o l e s  i n  t h i s  c a l c u l a t i o n .

I n  t h e  f o l l o w i n g  we w i l l  b e  i n t e r e s t e d  i n  t h r e e  t y p e s  

o f  c u r r e n t s .  T h e s e  a r e  t h e  e l e c t r i c  c u r r e n t  d e n s i t y

~ 3 * v 0  ,  ( 3 . 2 . 2 8 )

t h e  h e a t  c u r r e n t  d e n s i t y

and t h e  p a r t i c l e  c u r r e n t  d e n s i t y

"3" «  . ( 3 . 2 . 3 0 )

I t  i s  p e r h a p s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  t h e s e  c u r r e n t s  a r e  

g a u g e -  i n v a r i a n t .  T h a t  i s  i f  we make t h e  r e p l a c e m e n t s

y  - >  H* ■+ G ovxst ,

^  -  e - • c o w s t  ,  ^  Hr e - C o v \ s - t  ?

t h e n  t h e  e q u a t i o n s  and  t h e  a b o v e  c u r r e n t s  a r e  i n v a r i a n t .  

The e n e r g y  c u r r e n t ,  on  t h e  o t h e r  hand  i s  n o t  g a u g e  

i n v a r i a n t .  T h e s e  e q u a t i o n s  w i l l  be  a n a l y z e d  i n  more  d e t a i l  

i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .
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CHAPTER 3.  S o l a r  H e a t  Pump

3 . 3  P h e n o m e n o l o g i c a l  E q u a t i o n s

L e t  us  s u m m a r i z e  t h e  r e s u l t s  d e r i v e d  so  f a r  and  r e g a r d  

them a s  a s e t  o f  p h e n o m e n o l o g i c a l  e q u a t i o n s .  We w i l l  

a u g u m e n t  t h em by w h a t e v e r  a d d i t i o n a l  a s s u m p t i o n s  a r e  . n e e d e d  

t o  c l o s e  t h e  s e t .  From Eqs ( 2 . 2 4 )  and ( 2 . 2 5 )  we h a v e

wh e r e  we h a v e  i n t r o d u c e d  a s e t  o f  c o e f f i c i e n t s

U -ll p> (3.3.4)
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t.i'i __  OS _
, 2-P. T  *>£. .*. e u> 1

=  (1 i  ’  ( 3 . 3 . 5 )

+ 3 *  T §  + W  §  + ( e v ^ l  +  £ .  .
3 m p L ^  p  M

( 3 . 3 . 6 )

The m a t r i x  i s  v e r i f i e d  t o  be  s y m m e t r i c ,  i n  a g r e e m e n t

w i t h  t h e  O n s a g e r  r e l a t i o n s .

From E q s .  ( 2 . 6 )  and ( 2 . 1 2 )  we o b t a i n  t h e  c o n t i n u i t y  

r e l a t i o n s  f o r  t h e  e l e c t r o n ,  h o l e ,  and  e n e r g y  c u r r e n t s

^ • T ^ G  ,  ( 3 . 3 . 7 )

^ r - T p =  Gr > (3.3.8)

h ?  . T u =  ,  ( 3 . 3 . 9 )

w h e r e  we h a v e  s e t  o f  Eq.  ( 2 . 1 1 )  e q u a l  t o  <^n-v

T h i s  r e p l a c e m e n t  i s  made on p h y s i c a l  g r o u n d s .  The e f f e c t  o f  

a b s o r b i n g  r a d i a t i o n  i s  a s s u m e d  t o  be  t o  c r e a t e  an  e l e c t r o n

on t h e  t o p  o f  t h e  e l e c t r o n  F er mi  s e a  and  a h o l e  a t  t h e

b o t t o m  o f  t h e  h o l e  F e r m i  s e a .  The e l e c t r o n  and  h o l e  

d e n s i t i e s  a r e  g i v e n  now by

*Y\ (3.3.10)
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and

P ^  ' ( 3 . 3 . 1 1 )

P o i s s o n ' s  e q u a t i o n  i s

ẑ ^ j Yl ( r } 5 ( 3 . 3 . 1 2 )
6

w h e r e  i s  t h e  l a t t i c e  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t ,  ^ t r )  i s

t h e  d o p i n g  d e n s i t y ,  w h i c h  may b e  a n  i n h o m o g e n e o u s  f u n c t i o n  

o f  s p a c e ,  and  Mfcy d e n o t e s  t h e  c o n t r i b u t i o n  d u e  t o  

t r a p p e d  c a r r i e r s .  E q u a t i o n s  ( 1 ) ,  (7)  -  (9)  and (10)  - ( 1 2 )

p r o v i d e  us  w i t h  a c o m p l e t e  s e t  o f  e q u a t i o n s  t o  s o l v e  f o r  t h e  

unknown v a r i a b l e s  , <^  , ^  , n , p , V , "3*, "3"p , and

^ U.A s o l u t i o n  t o  t h i s  s y s t e m  a s  a p p l i e d  t o  a c e r t a i n  m od el  

w i t h  a p p r o p r i a t e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  i s  t h e  u l t i m a t e  g o a l ;  

i t  wou ld  p r o v i d e  us  w i t h  t h e  q u a n t i t i e s  t h a t  d e s c r i b e  t h e  

s y s t e m :  p a r t i c l e  c u r r e n t s ,  t e m p e r a t u r e ,  e l e c t r o - c h e m i c a l

p o t e n t i a l s ,  and  d e n s i t i e s .  H owev er ,  i t  i s  e v i d e n t  t h a t  a

r i g o r o u s  s o l u t i o n  p r e s e n t s  i n s u p e r a b l e  d i f f i c u l t i e s .  A

s i m p l i f i e d  p r o c e d u r e  m u s t  b e  d e v i s e d ,  b a s e d  on p h y s i c a l l y  

r e a s o n a b l e  a p p r o x i m a t i o n s  and  r e a s o n a b l y  p o w e r f u l  c o m p u t e r s .

I f  we d e f i n e  a n  e n t r o p y  c u r r e n t

* (* ’ (3.3.13)
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we may d e r i v e  an  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  r a t e  

p e r  u n i t  v o l u m e

d i f f u s i o n  and  e l e c t r i c a l  c o n d u c t i o n .  S i n c e  t h e  e n t r o p y  

p r o d u c t i o n  r a t e  i s  e x p r e s s i b l e  a s  a sum o f  p r o d u c t s  o f  

c u r r e n t s  w i t h  g e n e r a l i z e d  f o r c e s  o n e  h a s  a n  a p o s t e r i o r y  

j u s t i f i c a t i o n  o f  t h e  O n s a g e r  r e l a t i o n s .

L e t  us  now c o n s i d e r  t h e  g e n e r a t i o n  p r o c e s s  i n  more  

d e t a i l .  I n  o r d e r  t o  d e s c r i b e  t h e  r e c o m b i n a t i o n  p r o c e s s  we 

e m p l o y  t h e  S c h o k l e y - R e a d  m e c h a n i s m  , L e t  b e  t h e

d e n s i t y  o f  r e c o m b i n a t i o n  c e n t e r s  , be  t h e  d e n s i t y

o f  e m p t y  r e c o m b i n a t i o n  c e n t e r s  and  t h e  d e n s i t y  o f

r e c o m b i n a t i o n  c e n t e r s  t h a t  h a v e  t r a p p e d  a c a r r i e r .  F o r  t h e  

s a k e  o f  d e f i n i t n e s s  a s s u m e  t h e  s e q u e n c e  t o  be  f i r s t  t h e  

c a p t u r e  o f  a n  e l e c t r o n  f o l l o w e d  by t h e  c a p t u r e  o f  a h o l e ,  

l e a d i n g  t o  r e c o m b i n a t i o n .  The p r o c e s s  i n v o l v e d  may be  

s y m b o l i z e d  a s  t h e  f i r s t  r e c o m b i n a t i o n  s t e p

( 3 . 3 . 1 4 )

The t e r m s  i n v o l v i n g and d e s c r i b e  b o t h

Ti -*-n ->  T« (3.3.15)

t h e  s e c o n d  r e c o m b i n a t i o n  s t e p
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“T l 4 * P " *  T \  ,  ( 3 .  3 . 1 6 )

and t h e  p h o t o p r o d u c t i o n  p r o c e s s

Y\+ |p ( 3 . 3 . 1 7 )

I

The r a t e  e q u a t i o n  f o r  i s

C n N J , V \ - C p N 1 p +  , ( 3 . 3 . 1 8 )

I »
and s i n c e  N ^  M -̂ss. M ^  .

I n  p a r t i c u l a r ,  f o r  t h e r m a l  e q u i l i b r i u m  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  

o f  Sij_ m u s t  v a n i s h ,  so

> ( 3 . 3 . 1 9 )

w h e r e  t h e  s u p e r s c r i p t  z e r o  d e n o t e s  t h e r m a l  e q u i l i b r i u m .  The

n e t  r a t e  o f  c h a n g e  o f  e l e c t r o n s  i s

- V ) § « p  - d r i p"  1 I  u 5 " l  T  ( 3 . 3 . 2 0 )

w h e r e  ^  d e n o t e s  t h e  r a d i a t i o n  i n t e n s i t y .  A g a i n  a t  

e q u i l i b r i u m

0  - - C « M ? n . + y BN j + i0 ? 0 .v , , 9 „ n <,p0 - a n , p „  . <3. 3.211

The r a t e  o f  c h a n g e  o f  i n t e n s i t y  i s  g o v e r n e d  by
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r

' - b 9 + b ' ? ^ p  + O.VIf ,  (3.3.22)

and  a t  e q u i l i b r i u m

0 =  - ' o 9 o - * " k ? < A p 0-*- a n 0 p 0 . ( 3. 3. 23)

Hence

Jo.  =  +  a  .
M > .  ? o  <3- 3 ' 24)

The b l a c k  b o d y  r a d i a t i o n  f o r m u l a  i s

Where 2iUi i s  a t y p i c a l  b a n d w i d t h  o v e r  w h i c h  a b s o r p t i o n  

t a k e s  p l a c e .  F u r t h e r m o r e

( 3 . 3 . 2 6 )

and , s o  b ' =  aQ , and

■= a Q ( 3 . 3 . 2 7 )

Hence

.  ( 3 > 3 _ 2 8 )
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A l s o

° (3.3.29)

and

M l
( 3 .  3 . 2 9 ' )

so

l « i = - r ^ + C ^ ^ - + ^ o P 0 ( a + i V a Q S ^ - a n p  . <3 . 3 . 3 0 1  

it ' Mi

F o r  s t e a d y  s t a t e ,  , so

0 - N i ^ + ( + » ‘. ^ . ] - N 1\ < + P + C , N ^ ; ’ \  • <3 - 3 - 311

Hence

6v\_ C'r'o'po~ '^ P ^

*- — — Z ? Z ^  T T T ^ i a x  ’ (3 . 3 . 3 2 )

N o t e  t h a t  t h e  p o p u l a t i o n s  a r e  g i v e n  by

( s C S t - ’E - J
i 3J _ l . =  ^ c. € .  ( 3 . 3 . 3 3 )

U l  ,
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and

M t R ,  i i

T T f  ^ (3.3. 34)

w h e r e  E *  d e n o t e s  a t r a p  l e v e l .  U s i n g  t h e  f a c t  t h a t

_  0 -  

(J-fc & t
( 3 . 3 . 3 5 )

we o b t a i n  f ^

N)* U C p ( t t o P 0 - Y i p ) ______________

+ N? S A ,  ̂ Nl V ( 3 . 3 . 3 6 )
C yn +  ^ ( P ^ P o - ^ o )•z

The f i r s t  t e r m  r e p r e s e n t s  t h e  p h o t o g e n e r a t i o n  and 

s p o n t a n e o u s  and  s t i m u l a t e d  r a d i a t i v e  r e c o m b i n a t i o n

p r o c e s s e s .  The s e c o n d  t e r m  r e p r e s e n t s  t h e  S c h o c k l e y - R e a d  

g e n e r a t i o n  and  r e c o m b i n a t i o n  p r o c e s s e s .  I f  we n e g l e c t  r a d ­

i a t i v e  r e c o m b i n a t i o n  we may s i m p l i f y  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  G t o

j t  u t L M ‘ K)' i e r (5* w - * ' p ]

G =  ^ r +  '  < 3 - 3 - 3 7 >
C-p Cy>

He r e  oC i s  d e f i n e d  a s  t h e  o p t i c a l  a b s o r p t i o n  

c o e f f i c i e n t ,  I i s  t h e  i n c i d e n t  l i g h t  i n t e n s i t y ,  and  “ku) 

i s  t h e  i n c i d e n t  p h o t o n  e n e r g y .  We h a v e  d e f i n e d
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A V X W  ( 3 . 3 . 3 8 )

and

A p = s
( 3 . 3 . 3 9 )

I f  we i d e n t i f y  N t r  o f  Eq.  ( \2, ) w i t h  we h a v e

N t ( .C .*AV\ +C|>*f O
N 1  =  --------------------      ( 3 . 3 . 4 0 )

T h i s  e x p r e s s i o n  c a n  b e  s u i t a b l y  m o d i f i e d  i f  t h e  r e c o m b i n ­

a t i o n  p r o c e s s  i n v o l v e s  c a p t u r e  o f  h o l e s  f o l l o w e d  by  c a p t u r e  

o f  e l e c t r o n s .
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3 . 4  A n a l y s i s  o f  t h e  E q u a t i o n s

One o f  t h e  s y s t e m s  o f  i n t e r e s t  w i l l  b e  p - n  j u n c t i o n .  We 

w i l l  l i m i t  o u r  a t t e n t i o n  t o  t h e  c a s e  o f  e x t r i n s i c  d o p i n g .  

R a t h e r  t h a n  a t t e m p t  t o  s o l v e  t h e  t h r e e  d i m e n s i o n a l  e q u a t i o n s  

we w i l l  r e s t r i c t  o u r  a t t e n t i o n  t o  a o n e  d i m e n s i o n a l

g e o m e t r y .  The a n a l y s i s  w i l l  b e  v a l i d  e v e n  f o r  t h r e e  d im­

e n s i o n a l  s y s t e m s  when t h e  t r a n s v e r s e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  

s y s t e m  v a r y  s l o w l y  i n  s p a c e .

S i n c e  t h e  s i z e  o f  t h e  j u n c t i o n  r e g i o n  i s  l i k e l y  t o  be 

s m a l l  we w i l l  a n a l y z e  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  e q u a t i o n s  s u b j e c t  

t o  t h e  c o n d i t i o n  (i^CovNst: . T h i s  p r e s e n t s  a s l i g h t

c o m p l i c a t i o n  b e c a u s e  Eq.  ( 3 . 9 )  c a n n o t  t h e n  b e  s t r i c t l y

v a l i d .  Kee p i ng  a c o n s t a n t  t e m p e r a t u r e  i s  e q u i v a l e n t  t o  

h a v i n g  t h e  j u n c t i o n  i n  c o n t a c t  w i t h  a t h e r m a l  r e s e r v o i r .  The

r e s e r v o i r  w i l l  p r o v i d e  a s o u r c e  o f  e n e r g y  t o  t h e  s y s t e m  s o ,

s t r i c t l y  s p e a k i n g ,  o n e  m u s t  g e n e r a l i z e  Eq.  ( 3 . 9 )  t o

( A , - * f y , )  +  S  ( 1 )
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S i n c e  t h e  r e s e r v o i r ,  i n  a c t u a l i t y ,  d o e s  n o t  e x i s t ,  t h i s  i s  

j u s t  a d e v i c e  f o r  e l i m i n a t i n g  Eq.  ( 1 ) .  I t  h a s  b e e n  r e p l a c e d  

b y  t h e  e q u a t i o n

( 2 )

We make f u r t h e r  a s s u m p t i o n  o f  n e g l e c t i n g  t h e  c h a r g e  i n  t h e  

r e c o m b i n a t i o n  t r a p s  and o f  n e g l e c t i n g  s p e c i f i c  s u r f a c e  

r e c o m b i n a t i o n  m e c h a n i s m s .  The p h e n o m e n o l o g i c a l  e q u a t i o n s  

t h e n  r e d u c e  t o

T p = - p b t > P >
a t

clx

d t

# * =  & ,CA X

d 7 P &  
T T  "  ’A

y \ = -  N c 0 .

(3)

(4)

(5)

( 6 )

(7)

( 8 )

(9)
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We h a v e  d r o p p e d  t h e  s u b s c r i p t s  o f  n a nd  p f o r  

c o n v e n i e n c e .  The d i f f u s i o n  c o n s t a n t s  a r e  d e f i n e d  by

CO
■J

t v .  s
W P >  • (U >

U s i n g  E q s .  (8)  and (9)  we may e l i m i n a t e  and  t o

o b t a i n  a s e t  o f  s i x  c o u p l e d  f i r s t  o r d e r  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n s

T „ =  - e p I X , ^  ,

cX *3" y\ fir-
—i----------u  ?

cL  x

d i p  _  (X 
d  x

c V £  _  - p
d x  ~  C  ’

( 1 2 )

(13)

(14)

(15)

(16)

d x  ~  ’ <1 7 >

wh e r e  E i s  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  and Q i s  t h e  c h a r g e
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Q =  e ( V x>> +  i p - ' M  • ( i s )

Wi t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  t h e  t e r m  G , t h e s e  e q u a t i o n s  a r e

f a m i l i a r  f rom t h e  t h e o r y  o f  t h e  p - n  j u n c t i o n  r e c t i f i e r .

T h e r e  a r e  no  known a n a l y t i c  s o l u t i o n s  t o  t h i s  s y s t e m .  We

c o u l d  n o t  o b t a i n  o n e  e i t h e r .  S i n c e  t h e  f i r s t  o r d e r  s y s t e m s

a r e  s u i t a b l e  f o r  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n ,  t h e r e  a r e  many
I S )

p a p e r s  w h i c h  t r e a t  t h e  p r o b l e m  n u m e r i c a l l y  . T h e r e  a r e  

a l s o  many q u a l i t a t i v e  a n d / o r  a s y m p t o t i c  t r e a t m e n t s  i n  

l i t e r a t u r e  and  t e x t b o o k s ^  w h i c h  p r o v i d e  a good  

u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  p r o c e s s e s  i n v o l v e d .  We a l s o  c r e a t e d  

and r a n  o u r  own p r o g r a m s  a n d ,  n o t  s u p r i s i n g l y ,  we d i s c o v e r e d  

t h a t  f o r  o u r  p u r p o s e s  a q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s  i s  b e s t  s u i t e d .  

S i n c e  we a r e  r a t h e r  i n t e r e s t e d  i n  c o n c e p t u a l  p r o b l e m s  o f  

e x i s t e n c e  o f  t h e  e f f e c t  ( s u n - p o w e r e d  h e a t  t r a n s f e r )  and do 

n o t  n e e d  a c c u r a t e  q u a n t i t a t i v e  r e l a t i o n s ,  we w i l l  d r o p  t h e  

n u m e r i c a l  a n a l y s i s  h e r e  and  p u r s u e  more  q u a l i t a t i v e  a r g um ­

e n t s  i n  t h e  coming  s e c t i o n s .
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3 . 5  T h e r m a l  C u r r e n t s

S i n c e  o u r  g o a l  i s  t o  p r o p o s e  a d e v i c e  t h a t  wo ul d  pump 

h e a t ,  i t  i s  a p p r o p r i a t e  t o  r e v i e w  Phow t h e  h e a t  c u r r e n t  3*  ̂

i s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  q u a n t i t i e s  t h a t  d e s c r i b e  t h e  s y s t e m ,

T 0 • ( 3 . 5 . 1 )

I n  o r d e r  t o  s i m p l i f y  t h i s  e x p r e s s i o n ,  l e t  us  b a c k  up a s t e p

an d  c l a r i f y  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  O n s a g e r  c o e f f i c i e n t s .

F i r s t  a s s u m e  t h a t  t h e  r e l a x a t i o n  t i m e  i s  a power
"Xf u n c t i o n  o f  e n e r g y  , , so  t h a t  f o r  e x a m p l e ,

i n  t h e  c a s e  o f  e l e c t r o n s :
.. c*

v i s K .  = -  \  C U £ - E c )  a t
L  p

=  A m  • (3.5. 2)
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w h e r e

t ) 0 *  \ J " ^  ( 3 . 5 . 3 )

i s  t h e  e l e c t r o n i c  d e n s i t y  o f  s t a t e s ,  i s  t h e  q u a s i -

F e r m i  d i s t r i b u t i o n ,  and

OQ
t v r d i ( ^ )

( 3 . 5 . 4 )
o \ + e w ^

i s  t h e  F e r mi  i n t e g r a l  o f  o r d e r  • S i n c e

f  < 3 - 5 - 5 >

0

i t  i s

,\\    A~r '» 1 ___
f a  ( 3 . 5 . 6 )

U s i n g  d e g e n e r a t e  an d  n o n d e g e n e r a t e  a p p r o x i m a t i o n s  t o  t h e  

F e r mi  i n t e g r a l ,

= - ^ r  ’ ( 3 - 5 - 7)

and

-J-Y\<i r—f . \

(p>X^ S=. ^ ( o L + 0  ^  ? ( 3 . 5 . 8 )

i t  i s e a s y  t o  r e c o v e r  t h e  f a m i l i a r  e x p r e s s i o n s  f o r
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d e g e n e r a t e  and  c l a s s i c a l  k i n e t i c  c o e f f i c i e n t s :

( j )A % 5 _ r  • ■

p *  ' '  1 ) ( 3 . 5 . 9 )

„ , ; w  r c ^ v * r A ---------------- —  . ( 3 . 5 . 1 0 )
■ " p *

S i m i l a r  e x p r e s s i o n s  f o l l o w  f o r  t h e  c a s e  o f  h o l e s :

p . -  > ( 3 . 5 . 1 1 )

J 2 £ £ ^ E ^ -  . ( 3 . 5 . 3 . 2 ,

t3
To s i m p l i f y  n o t a t i o n ,  l e t  u s  i n t r o d u c e

( 3 . 5 . 1 3 )

§ 1 *  J ( 3 ‘ 5 ' 1 4 )

and

n/p ®
( 3 . 5 .  15)

Now r e w r i t e  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  O n s a g e r  c o e f f i c i e n t s

V ^ /2- X *
L u  —  ^  5 ( 3 . 5 . 1 6 )

?~ l'X+Vz. 5 (3.5.17)
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. r-  I *— -  e H ^  cbv'  1
H i  ^ + '/2  '  5

uHffcfU-w pXc<‘«Fi:,3

(3

(3

I n  o r d e r  t o  s i m p l i f y  f u r t h e r  c a l c u l a t i o n s ,  d e f i n e

n p  _h _+.v i o

Then

" 3 \» -  -VC„ P>'5> r \ + ^ ) < i , - lV „ ' < r ,^ f ! p  , 

■7U= \ _ ^ +  VC3P, +  + p , V ^ , l  +

K r , % [ w < r p > f  4 j _  t t v r f V i

(3

(3

(3

w i t h

.5.18)

. 5 . 1 9 )  

h

. 5 . 2 0 )

. 5 . 2 1 )

. 5 . 2 2 ) 

. 5 . 2 3 )

. 5 . 2 4 )

^ e i + 6 ^ )  % ® 4 > , - e > ¥  . ( 3 . 5 .  25)



110 3. Solar Heat Pump

A f t e r  some r e a r r a n g i n g ,

' \  V A

+ - — V p  •

S i n c e

and

43PVp+p^4P= ^ l K̂ f >' :3rl ,

we c a n  w r i t e

T , =
~ VC^, \ k £ - ^ v o

vch

f c v K u - k v L N ^  . llL 'J  ■ ^ L"̂ "

\< K p
i-

P
**? f1

The l a s t  e q u a t i o n ,  w r i t t e n  i n  t h e  f o rm

-  krbrT^ + PptTp
3* p> V

w i t h

( 3 . 5 . 2 6 )

( 3 . 5 . 2 7 )

( 3 . 5 .  28)

( 3 . 5 . 2 9 )

(3.5. 29')
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( 3 . 5 .  30)

i s  a f a m i l i a r  e q u a t i o n  f o r  t h e  h e a t  c u r r e n t

e x p r e s s e d  a s  t h e  sum ( a c t u a l l y ,  t h e  d i f f e r e n c e )  o f  h e a t  

c u r r e n t s  c a u s e d  b y  t h e  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t  and  p a r t i c l e  

c u r r e n t s .  k*yf and  a r e  t h e  c a r r i e r  t h e r m a l  c o n d u c t i v i t i e s

and  P e l t i e r  c o e f f i c i e n t s ,

d e g e n e r a t e  c a s e .  The t h e o r e t i c a l  d i s c u s s i o n  p r o v i d e d  i n  

t h e s e  p a s t  f ew s e c t i o n s  p r o v i d e s  t h e  b a s i c  e q u a t i o n s  

n e c e s s a r y  t o  d i s c u s s  a g e n e r a l  s e m i c o n d u c t o r  d e v i c e  w h i c h  i s  

t o  a c t  a s  a s o l a r  po we r ed  h e a t  pump.  We now t u r n  t o  t h e  more  

p r a c t i c a l  q u e s t i o n  o f  a n a l y z i n g  a p a r t i c u l a r  d e v i c e  w h i c h  we 

s h a l l  p r o p o s e .

■XWv ( 3 . 5 .  32)

( 3 . 5 . 3 1 )

I n  F i g .  2 we h a v e  p r o v i d e d  a g r a p h  o f  t h e  f u n c t i o n  ' 

N o t e  t h a t  t h e  l a r g e  n e g a t i v e  c o r r e s p o n d

n o n - d e g e n e r a t e  c a s e  and  l a r g e  p o s i t i v e

c o r r e s p o n d s  t o  t h e

t o  t h e
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CHAPTER 3. Solar Heat Pump

3 . 6  The D e v i c e

Most  o f  t h e  c o n t e n t  o f  t h e  p r e s e n t  s e c t i o n  i s  t a k e n  

f rom t h e  R e f .  9 .  A c r o s s - s e c t i o n a l  v i e w  o f  t h e  p r o p o s e d  

d e v i c e  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  3.  L i g h t  (1)  i m p i n g e s  on  t h e  

t o p  o f  t h e  d e v i c e ,  p a s s e s  t h r o u g h  a m e t a l l i c  mesh (2)  and 

t h r o u g h  a s e m i c o n d u c t o r  l a y e r  (3)  o n t o  a s e m i c o n d u c t o r  

s u b s t r a t e  (4)  whose  c o n d u c t i v i t y  t y p e  i s  d i f f e r e n t  f rom  t h e  

l a y e r  a b o v e  i t .  At  t h e  s i d e s  o f  t h e  a f o r e m e n t i o n e d  sem­

i c o n d u c t o r s  i s  a r e g i o n  o f  t h e r m a l  and  e l e c t r i c a l  i n s u l a t i n g  

m a t e r i a l  ( 6 ) .  On t h e  o t h e r  s i d e  o f  t h i s  i n s u l a t i n g  m a t e r i a l  

i s  s e m i c o n d u c t o r  m a t e r i a l  (5)  whose  i m p u r i t y  d o p i n g  d e n s i t y  

i s  d i f f e r e n t  t h a n  i n  ( 4 ) .  At  t h e  b a s e  o f  t h e  d e v i c e  i s  a 

m e t a l l i c  l a y e r  ( 7 ) .

By way o f  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  c a s e  w h er e  o ne  sem­

i c o n d u c t o r  (3)  i s  o f  n t y p e ,  a n o t h e r  (4)  i s  o f  p t y p e  w i t h  

d o p i n g  d e n s i t y  d e n o t e d  by , and  t h e  t h i r d  s e m i c o n d u c t o r
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(5) i s  o f  p t y p e  w i t h

d o p i n g  d e n s i t y  d e n o t e d  b y  N'ft . The p h o t o c u r r e n t  t h a t  i s  

g e n e r a t e d  a t  t h e  i n t e r f a c e  b e t w e e n  r e g i o n s  (3)  and (4)  

c i r c u l a t e s  t h r o u g h  t h e  i n n e r  p - t y p e  s e m i c o n d u c t o r  ( 4 ) ,  

t h r o u g h  t h e  m e t a l l i c  b a s e  ( 7 ) ,  up  t h r o u g h  t h e  o u t e r  p ' - t y p e  

s e m i c o n d u c t o r  ( 5 ) ,  t h r o u g h  t h e  m e t a l l i c  mesh ( 2 ) ,  and  b a c k  

t h r o u g h  t h e  n - t y p e  s e m i c o n d u c t o r  ( 3 ) .  I n  r e g i o n s  (4)  and (5)  

t h e  m a j o r i t y  c a r r i e r s  a r e  h o l e s .  I n  a d d i t i o n  t o  c a r r y i n g  

e l e c t r i c a l  c h a r g e ,  t h e s e  c a r r i e r s  t r a n s p o r t  t h e r m a l  e n e r g y .  

L e t  us  a p p l y  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  t h e r m a l  c u r r e n t  t o  t h e  

d e v i c e  m o d e l .  F o r  t h e  p - t y p e  r e g i o n

I f  t h e  d o p i n g  d e n s i t i e s  a r e  a r r a n g e d  p r o p e r l y ,  more  h e a t  may 

b e  t r a n s p o r t e d  b y  t h e  c a r r i e r s  upwar d  t h r o u g h  (5)  t h a n  a r e  

t r a n s p o r t e d  downward t h r o u g h  ( 4 ) .  T h i s  i s  t h e  p h y s i c a l  

o r i g i n  o f  t h e  P e l t i e r  e f f e c t s  t h a t  o c c u r  a t  t h e  j u n c t i o n s  

b e t w e e n  r e g i o n s  (4)  and (7)  and b e t w e e n  r e g i o n s  (5)  and  ( 7 ) .

In  a d d i t i o n  t o  t h e  a b o v e  t h e r m a l  f l o w s ,  t h e r e  e x i s t s  a 

t h e r m a l  f l o w  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  p h o n o n s  o f  s e m i c o n d u c t o r s

( 3 ) - ( 5 ) .  M a t e r i a l  (6)  i s  c h o s e n  t o  h a v e  a s u f f i c i e n t l y  low

( 3 . 6 . 1 )

w h e r e a s  f o r  t h e  p '  r e g i o n

( 3 . 6 . 2 )
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t h e r m a l  c o n d u c t i v i t y  so  i t s  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  h e a t  f l u x  

may b e  n e g l e c t e d .

Le t  t h e  c r o s s - s e c t i o n a l  a r e a  i n  a d i r e c t i o n  

p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  s y m m e t r y  a x i s  o f  F i g .  (3)  be d e n o t e d  by  

A-t , i  = 2 , . . . , 7  and l e t  k'L d e n o t e  t h e  t o t a l  t h e r m a l

c o n d u c t i v i t i e s  o f  t h e  v a r i o u s  m a t e r i a l s .  Assume f o r  t h e  

moment  t h a t  p>= c o n s t . ;  The w h o l e  d e v i c e  i s  i n  c o n t a c t  w i t h

a r e s e r v o i r  and  j u s t  s t a r t i n g  t o  o p e r a t e .  Then t h e  n e t  r a t e

o f  h e a t  t r a n s p o r t e d  up i s

^ T a = . P ,T ^ - F >T|, = C P - P ) T r ( 3 . 6 . 3 )

s i n c e  t h e  p a r t i c l e  c u r r e n t '  i s  t h e  s a me .  We w a n t  > 0 ,

and  i t  i s  s e e n  t h a t  t h e  e f f e c t  i s  l a r g e s t  when t h e  p 

m a t e r i a l  i s  i n  t h e  n o n d e g e n e r a t e  r e g i o n  and p 1 i s  i n  t h e  

d e g e n e r a t e  r e g i o n .  Then

P '  -as. ^  ( 3 . 6 . 4 )

w h i l e  P i s  c o n s t a n t  i n  t h e  same o r d e r  o f  a p p r o x i m a t i o n .

I t  i s  u n l i k e l y  t h a t  (3P  = /Vv%2_ i s  v e r y  m e a n i n g f u l  i n  a

r e a l  s i t u a t i o n ,  h o w e v e r  we w i l l  u s e  i t  a s  a n  e s t i m a t e .  Now

t h a t  we a r e  i n  t h e  d e g e n e r a t e  r e g i o n ,  we may s o l v e  f o r  

u s i n g  t h e  a p p r o p r i a t e  l i m i t

P «  <  ( (S.HV^ ( 3 . 6 . 5 )
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E f f e c t i v e l y ,  i n  t h e  b u l k  p '  m a t e r i a l  t h e  h o l e  d e n s i t y  

e q u a l s  t h e  d o p i n g  d e n s i t y  , so  t h a t

■

Thu s  t h e  pumping  r a t e  i s  g i v e n  w i t h

( 3 . 6 . 6 )

^ 3 ^  =  A p 3 p  — -̂---------    Tp ( 3 . 6 . 7 )

As t h e  d e v i c e  s t a r t s  t o  o p e r a t e ,  a t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n c e  

d e v e l o p s  and  b o t h  t e r m s  i n  a r e  s u p p o s e d  t o  be  t a k e n

i n t o  a c c o u n t .  The n e t  h e a t  c u r r e n t  f l o w i n g  up t h r o u g h  (5)  i s  

t h e n

( 3 . 6 . 8 )

The n e t  h e a t  c u r r e n t  f l o w i n g  down t h r o u g h  t h e  l o w e r  p a r t  o f

(4)  i s

+  ( 3 - 6 - 9 )

Where T., i s  t h e  t e m p e r a t u r e  o f  t h e  m e t a l l i c  mesh , and  T^ 

i s  t h e  t e m p e r a t u r e  o f  t h e  m e t a l l i c  b a s e  . The n e t  h e a t

c u r r e n t  upward  t h r o u g h  t h e  d e v i c e  i s

=  (P-P^Xjp-  ̂  ( T f  \  ) (3.6.10)



116 3. Solar Heat Pump

F o r  r e f r i g e r a t i o n  o f  t h e  b a s e  t o  o c c u r ,  We m u s t  h a v e  >

0 .  L e t  us  now e s t i m a t e  t h e  maximum t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n c e  

t h i s  d e v i c e  m i g h t  p r o d u c e .  When o p e r a t i n g  a t  t h i s  maximum 

t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n c e ,  no h e a t  i s  r e mo ve d  f ro m t h e  c o l d  

e n d ,  so  t h a t

<3.6.11,

To g e t  a q u a n t i t a t i v e  e s t i m a t e  we n e e d  an  e x p r e s s i o n  f o r  Ip.

To t h i s  end  l e t  u s  r e v i e w  t h e  t h e o r y  o f  t h e  p h o t o v o l t a i c  

e f f e c t  i n  p - n  j u n c t i o n s ^ .  We c o n s i d e r  t h e  j u n c t i o n  w i t h  

no e x t e r n a l  v o l t a g e  and  a s k  w h a t  e f f e c t s  w i l l  t a k e  p l a c e  

when l i g h t  p r o d u c e s  e l e c t r o n - h o l e  p a i r s .  The p a i r s  w i t h i n  a 

d i f f u s i o n  l e n g t h  on t h e  two s i d e s  d i f f u s e  t o  t h e  b a r r i e r ,  

w h e r e  t h e y  a r e  s e p a r a t e d  by  t h e  e l e c t r o s t a t i c  f i e l d  o f  t h e  

j u n c t i o n .  The h o l e s  f l o a t  i n t o  t h e  p - r e g i o n ,  t h e  e l e c t r o n s  

s i n k  t o  t h e  n - r e g i o n ,  and  i n  d o i n g  so t h e y  p r o d u c e  a v o l t a g e  

w h i c h  t e n d s  t o  l o w e r  t h e  j u n c t i o n  b a r r i e r ,  j u s t  a s  i f  a 

f o r w a r d  v o l t a g e  w e r e  t o  be  a p p l i e d .  In  p r i n c i p l e  i f  t h e r e  

we r e  no d a r k  c u r r e n t ,  t h e  c h a r g e  s e p a r a t i o n  c o u l d  c o n t i n u e  

u n t i l  t h e  b a r r i e r  w e r e  c o m p l e t e l y  w i p e d  o u t .  S i n c e  t h e  

l o w e r i n g  o f  t h e  b a r r i e r  t e n d s  t o  p r o d u c e  a f o r w a r d  c u r r e n t  

i n  t h e  j u n c t i o n ,  a b a l a n c e  o f  two e f f e c t s  i s  s o o n  r e a c h e d .

L e t  us  c o n s i d e r  a n  e q u i v a l e n t  c i r c u i t  d i a g r a m  f o r  t h e  

d e v i c e ,  p r e s e n t e d  i n  F i g .  4 . The p h o t o c u r r e n t  i s
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r e p r e s e n t e d  b y  a c u r r e n t  g e n e r a t o r  Ip^  an d  i s  o p p o s i t e  i n  

d i r e c t i o n  t o  t h e  f o r w a r d  b i a s  c u r r e n t  o f  t h e  j u n c t i o n  I ^  . 

R i s  t h e  e l e c t r i c a l  r e s i s t a n c e  o f  t l 2 c i r c u i t  and  i s  

a p p r o x i m a t e l y

D_ j_ f _J±s_ * J i — \
^  0 . 6. 12)

w h e r e  u^ and  Ug- a r e  t h e  m a j o r i t y - c a r r i e r  m o b i l i t i e s  o f  

s e m i c o n d u c t o r s  (4)  and ( 5 ) .  The c u r r e n t  1 ^  i s  t h e  

i n j e c t i o n  c u r r e n t  w h i c h  would  f l o w  t h r o u g h  t h e  j u n c t i o n  

u n d e r  t h e  i n f l u e n c e  o f  a f o r w a r d  b i a s

I ,  =  l 0 ( . e . ^ - ' ) ( 3 . 6 . 1 3 )

He r e  I 0 i s  t h e  s a t u r a t i o n  c u r r e n t ,  r e p r e s e n t i n g  f r e e

c a r r i e r s  w h i c h  c a n  f l o w  t h r o u g h  t h e  j u n c t i o n ,  o v e r c o m i n g  t h e  

j u n c t i o n  b a r r i e r  u n d e r  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e r m a l  a c t i v a t i o n .

L e t  g d e n o t e  t h e  number  o f  h o l e - e l e c t r o n  p a i r s

g e n e r a t e d  p e r  u n i t  v o l u m e  p e r  u n i t  t i m e  i n  t h e  j u n c t i o n

r e g i o n .  I t  i s  r e l a t e d  t o  t h e  i n c i d e n t  f l u x  I t h r o u g h  t h e  

r e l a t i o n

q  S  — -----  ( 3 . 6 .  14)

w h e r e  h f  i s  t h e  mean e n e r g y  o f  a n  i n c i d e n t  p h o t o n  and  q 

i s  t h e  q ua n t um  e f f i c i e n c y  f o r  e l e c t r o n - h o l e  p r o d u c t i o n .  The
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p h o t o c u r r e n t  i s  t h e n

I y>K = 9 e^ ft‘t ( 3 .6 .1 5 )

wh e r e  L i s  t h e  d i f f u s i o n  l e n g t h  o f  t h e  j u n c t i o n .  The

o u t p u t  c u r r e n t  i s  g i v e n  b y  ( s e e  F i g .  4)

l o w = I p K - I . t e * ( W -  '  )  • ( 3 . 6 . 1 6 )

The s h o r t  c i r c u i t  c u r r e n t  i s  g i v e n  s i m p l y  by

T * k  (3-6-17)

and t h e  o p e n  c i r c u i t  v o l t a g e  i s  o b t a i n e d  when t h e r e  i s  no 

o u t p u t  c u r r e n t

V 0(L= — ^  ( 1“ * ' )  * ( 3 . 6 . 1 8 )

S i n c e  t h e  power  o u t p u t  i s  Vo u t I ouj  , t h e  maximum power

o u t p u t  c a n  be  f o u n d  by  d i f f e r e n t i a t i n g  t h e  p r o d u c t  and  

s e t t i n g  t h e  r e s u l t  e q u a l  t o  z e r o

P qoT (3.6.19)

wh e r e

( 3 . 6 . 2 0 )  
w\
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i s  t h e  c u r r e n t  o u t p u t  a t  t h e  maximum power  and

SaV- v Tsc __ e./2>Voc-
( \-V ) ■= \4-  - j -  — 0 , '  ( 3 . 6 . 2 1 )

a l l o w s  t h e  v o l t a g e  a t  maximum power  o u t p u t  t o  be  c a l c u l a t e d .  

R e f e r r i n g  b a c k  t o  Eq.  ( 1 1 ) ,  f o r  t h e  h i g h e s t  power  o u t p u t  we 

s h o u l d  u s e  I ^  a s  I out * H owever ,  f o r  t h e  h i g h e s t  

t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n c e  i t  i s  b e s t  t o  be  a s  c l o s e  a s  p o s s i b l e  

t o  1$^ . As a n  e s t i m a t e  we w i l l  u s e  f o r  I 0 u t  •  Then

=  -  . . 1 -------------------------------- “ “  " • ( 3 . 6 . 2 2 )

A c r i t e r i o n  f o r  t h e  d e v i c e  t o  be  n on -Oh mi c  i s  t h a t  t h e  g a p  

e n e r g y  f o r  s e m i c o n d u c t o r  (4)  be l a r g e r  t h a n  t h e  Ohmic 

v o l t a g e  d r o p

E g  ^  . ( 3 . 6 . 2 3 )

Now l e t  us  c o n s i d e r  t h e  o p e r a t i o n  o f  t h e  d e v i c e  i n  t h e  

h e a t - p u m p  mode .  R e f e r r i n g  b a c k  t o  Eq.  ( 3 ) ,  a s s u m e  t h a t  t h e  

d o p i n g  i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r s  i s  s u c h  t h a t  P '  < P . The h e a t  

c u r r e n t  w i l l  now be  n e g a t i v e ,  i n d i c a t i n g  a f l o w  away f ro m 

t h e  i l u m i n a t e d  s i d e  -  a h e a t  pumping  a c t i o n .

I n  summar y ,  we h a v e  p r o p o s e d  an  i n t e g r a t e d  s o l i d - s t a t e  

s t r u c t u r e  wh i c h  a c t s  a s  a s o l a r - p o w e r e d  h e a t  t r a n s f e r
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d e v i c e .  D e p e n d i n g  on t h e  e x a c t  d e s i g n  s p e c i f i c a t i o n s ,  

d e v i c e  may a c t  a s  a r e f r i g e r a t o r  o r  a h e a t  pump.

t h e
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Figure captions

F i g u r e  1.  S c h e m a t i c  t h e r m o d y n a m i c  d i a g r a m  d e p i c t i n g  t h e  f l o w s  

o f  e n e r g y .  The u p p e r  r e c t a n g l e  d e n o t e s  a t h e r m a l  r e s e r v o i r  a t  

t e m p e r a t u r e  T( a n d  t h e  l o w e r  r e c t a n g l e  s y m b o l i z e s  a r e s e r v o i r  

a t  t e m p e r a t u r e  . The c i r c l e  l a b e l e d  A r e p r e s e n t s  a p h o t o ­

v o l t a i c  j u n c t i o n  and  t h e  c i r c l e  l a b e l e d  B r e p r e s e n t s  a s e t  o f  

P e l t i e r  j u n c t i o n s .

F i g u r e  2.  A p l o t  o f  t h e  P e l t i e r  c o e f f i c i e n t s  f o r  some 'X 

I n  h e a t  t r a n s f e r  p r o c e s s e s  o n l y  IT i s  t o  be  u s e d .

N o t e  t h a t  t h e  l a r g e  n e g a t i v e  (*>X c o r r e s p o n d s  t o  t h e  n o n d e g e n e ­

r a t e  c a s e  and  l a r g e  p o s i t i v e  t o  t h e  d e g e n e r a t e  c a s e .

F i g u r e  3.  A c r o s s - s e c t i o n a l  v i e w  o f  t h e  p r o p o s e d  d e v i c e .  L i g h t  

(1)  p a s s e s  t h r o u g h  a m e t a l l i c  mesh ( 2 ) ,  t h r o u g h  a t h i n  l a y e r  o f  

s e m i c o n d u c t o r  ( 3 ) ,  and i l l u m i n a t e s  t h e  p h o t o v o l t a i c  j u n c t i o n  ( t h e  

i n t e r f a c e  b e t w e e n  (3)  and ( 4 ) ) .  On t h e  s i d e s  i s  a s e m i c o n d u c t i n g  

s h a f t  ( 5 ) .  At  t h e  b o t t o m  i s  a m e t a l l i c  b a s e  ( 7 ) .  A t h e r m a l  and 

e l e c t r i c  i n s u l a t o r  (6)  s e p a r a t e s  t h e  s e m i c o n d u c t o r  c o l u m n s .

F i g u r e  4 .  (a)  An e q u i v a l e n t  c i r c u i t  o f  a n  i d e a l  s o l a r  c e l l ,

(b) A r e a l i s t i c  e q u i v a l e n t  c i r c u i t ,  w i t h  s e r i e s  and  s h u n t  

r e s i s t a n c e s ,  (c)  V o l t - a m p e r e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  an  i d e a l  s o l a r  

c e l l  -  (1) i n  t h e  d a r k ,  (2)  when i l l u m i n a t e d .
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CHAPTER 4. Band Spectrum of a Solid in a Laser

4 . 1  I n t r o d u c t i o n

The s y s t e m  c o n s i s t i n g  o f  a s o l i d  i n  a n  e x t e r n a l  l a s e r  

f i e l d  p r e s e n t s  a r a t h e r  i n t e r e s t i n g  c h a l l e n g e  t o  t h e  

t h e o r e t i c a l  p h y s i c i s t .  On t h e  o n e  h and  t h e  s p a t i a l  p e r i o d ­

i c i t y  o f  t h e  s o l i d  l e a d s  t o  t h e  c o n v e n t i o n a l  band  t h e o r y  o f  

s o l i d s .  The o n e  e l e c t r o n  s t a t e s  a r e  c h a r a c t e r i z e d  by  t h e  

c r y s t a l  momentum whose  v a l u e  i s  r e s t r i c t e d  t o  t h e  f i r s t  

B r i l l o u i n  z one  and a band  i n d e x  ( a s  w e l l  a s  a s p i n  i n d e x ) .  

On t h e  o t h e r  h and  t h e  t e m p o r a l  p e r i o d i c i t y  i m p o se d  by  t h e  

l a s e r  f i e l d  c o m b i n e d  w i t h  a F l o q u e t  a n a l y s i s  o f  t h e  p r o b l e m  

l e a d s  o n e  t o  a p i c t u r e  i n  w h i c h  o n e  n e e d  o n l y  c o n s i d e r  t h e  

b and  s t r u c t u r e  i n  a r a n g e  0 $  €.  ^  fcco . A p r e l i m i n a r y  

a n a l y s i s  o f  t h i s  p r o b l e m  h a s  b e e n  p r e s e n t e d  i n  t h e  

1 i t e r a t u r e  ^  .

A b a s i c  q u e s t i o n  r e m a i n s  t o  be  a n s w e r e d  a b o u t  t h i s  

p r o b l e m .  What  i s  t h e  m a t h e m a t i c a l  n a t u r e  o f  t h e  s p e c t r u m ?  

S i n c e  t h e  band  s t r u c t u r e  p r o b l e m  h a s  b e e n  r e d u c e d  t o  a 

k n o w l e d g e  o f  t h e  s p e c t r u m  i n  t h e  h y p e r - r e c t a n g l e  d e f i n e d  by
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Ist B r i l l o u m  Zon<z- • 0 4 ^ 4 (4.1.1)

how a r e  t h e  e i g e n v a l u e s  d i s t r i b u t e d ?  Are  t h e y  d e n s e  ( i . e .  do 

t h e y  c o m p l e t e l y  f i l l  t h e  h y p e r - r e c t a n g l e ) ?  Do g a p s  e x i s t ?  

Are  t h e r e  d i s c r e t e  e i g e n v a l u e s ?  Are  t h e  r e s i d u e s  o f  t h e  

G r e e n ' s  f u n c t i o n  d e n s e ?  T h e s e  p o s s i b i l i t i e s  a r e  i l l u s t r a t e d  

i n  F i g . l ,  w h e r e  h y p o t h e t i c a l  b an d  s t r u c t u r e s  a r e  d e p i c t e d .  A 

r i g o r o u s  a n s w e r  t o  t h e s e  q u e s t i o n s  i s  d i f f i c u l t  t o  o b t a i n ,  

so  we s e t  o u t  on a more  m o d e s t  c o u r s e .  We s t u d i e d  a s i m p l e  

mo de l  w h i c h  d i s p l a y s  a l l  t h e  d i f f i c u l t i e s  o f  t h e  g e n e r a l  

p r o b l e m ,  and  t r i e d  t o  g i v e  some a n s w e r s .  Then we a d d r e s s e d  

t h e  g e n e r a l  c a s e ,  s t a t e d  t h e  p r o b l e m s  and  o u t l i n e d  some 

a v e n u e s  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h .
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CHAPTER 4. Band spectrum

4 . 2  M o d i f i e d  K r o n i g - P e n n e y  Model

The m od e l  t o  b e  c o n s i d e r e d  i s  a s i m p l e  g e n e r a l i z a t i o n  

o f  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  K r o n i g - P e n n e y  mo de l  :

T h i s  H a m i l t o n i a n  d e s c r i b e s  a o n e  d i m e n s i o n a l  s o l i d  w h i c h  i s  

p e r i o d i c a l l y  p e r t u r b e d  by  a t r a i n  o f  e l e c t r i c  f i e l d  p u l s e s .  

The s t r e n g t h  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  A and  

t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  c r y s t a l l i n e  f i e l d  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  V. 

We l o o k  f o r  s o l u t i o n s  t o  t h e  S c h r o d i n g e r  e q u a t i o n

a b  ■==- C o S '  x y C ( 4 . 2 .  1)

H 4 >  = ( 4 . 2 .  2)

(D
w h i c h  a r e  o f  t h e  F l o q u e t - B l o c h  f o r m :

u u , t ) e (4.2. 3)
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The f u n c t i o n  U i s  d o u b l y  p e r i o d i c ,  i . e .

U U + C i r U  =  0 ( 2 , ^ )  . ( 4 . 2 . 4 )

B e f o r e  g o i n g  i n t o  d e t a i l s  o f  t h e  c a l c u l a t i o n s , i t  m i g h t

b e  a p p r o p r i a t e  t o  r e v i e w  t h e  o r d i n a r y  K r o n i g - P e n n e y  m o d e l ,

w h i c h  we may t r e a t  a s  o n e  e x t r e m e  c a s e  (A-*0)  o f  o u r  m o d e l .  

The H a m i l t o n i a n  o f  t h e  o r d i n a r y  KP mode l  i s  g i v e n  by

( 4 . 2 . 5 )

The s o l u t i o n  i s  s o u g h t  i n  f o rm o f  B l o c h - w a v e s

LW.-Z-
V W = a t l ) 6  ; ( 4 . 2 . 6 )

w h e r e  u i s  p e r i o d i c ,  and  c a n  b e  F o u r i e r - d e c o m p o s e d

'cv\V>Z
u . m = n e .  . <4 - 2 - 7 >

Y\

When t h i s  s o l u t i o n  i s  s u b s t i t u t e d ,  a s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  f o r  

t h e  F o u r i e r  c o e f f i c i e n t s  f o l l o w s

Z  (fe+wt) - Ê J * V 'jj = -0  ( 4 . 2 . 8 )

and  t h e  a l l o w e d  e n e r g i e s  come f rom t h e  s e c u l a r  e q u a t i o n
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=  0  , ( 4 . 2 . 9 )

I
w h e r e

v V
£ w n ( E M  °  • , 4 . 2 . 1 0 )

I n  a c u s t o m a r y  f a s h i o n  t h e s e  a l l o w e d  e n e r g i e s  a r e  g r o u p e d  

i n t o  a s e r i e s  o f  e n e r g y  b a n d s  s e p a r a t e d  by  a s e r i e s  o f  

e n e r g y  g a p s .  H ow ev er ,  b y  a s l i g h t  m a n i p u l a t i o n , a more  

e x p l i c i t  d i s p e r s i o n  r e l a t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d .  D e n o t e

( 4 . 2 . 1 1 )
h

Then f rom Eq.  (8)  i t  i m m e d i a t e l y  f o l l o w s

L - v l L ^  u ? — = °  > <4 - 2 - 12)

and t h e  d i s p e r s i o n  r e l a t i o n  t a k e s  t h e  form

\ -  V  C E , t O  551 O  ( 4 . 2 . 1 3 )

wh er e

S ( E , M  =  I I  £ , f e t m b y - _ E

)  ( * +  E ' S ^ i ) ( 4 . 2 . 1 4 )
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The s e r i e s  s u m m a t i o n  i s  e a s i l y  a c c o m p l i s h e d  b y  t h e  r e s i d u e  

m e t h o d .  T h i s  f o r m  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  more  c u s t o m a r y  f o r m

Cos V a . =

u s u a l l y  d e r i v e d  i n  t e x t b o o k s

The o t h e r  e x t r e m e  c a s e  (V-*0)  o f  o u r  mode l  

s i m i l a r l y .  The a l l o w e d  e n e r g i e s  come f rom

l _  t f i l .  c o t 2 L ( _ E l  = 0

and we h a v e  a c o n t i n u o u s  s p e c t r u m .  N o t e  t h a t  €. now s t a n d s

f o r  q u a s i - e n e r g y .

Now l e t  us  t u r n  t o  t h e  g e n e r a l  MKP. The d o u b l y  p e r i o d i c  

f u n c t i o n  U i n  Eq.  (4)  c a n  be  F o u r i e r  d ec om p o s e d  i n  z and  t  

v a r i a b l e s .

(_) =■ 2-a Uv Vv /  Q  . ( 4 . 2 . 1 7 )
Wv'w'

When t h i s  s o l u t i o n  i s  s u b s t i t u t e d  i n t o  Eq.  (1)  a d o u b l y

i n f i n i t e  s e t  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  f o l l o w s  f o r  t h e

c o e f f i c i e n t s  u WV) .

( 4 . 2 . 1 5 )

i s  t r e a t e d

( 4 . 2 . 1 6 )

A v v w \ 1 Uvww' ( 4 . 2 . 1 8 )
w\' V
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w h e r e

A 1 T.
- 1 \  ( £ + Y \ W > )  . ( 4 . 2

A f u r t h e r  s i m p l i f i c a t i o n  i s  a c h i e v e d  b y  l e t t i n g

L — ZL> , ( 4 . 2
W \'

^  T l i  v\' , ( 4 . 2
v\'

A f t e r  some a l g e b r a  o n e  f i n d s  a s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  f o r  

s i n g l y  s u b s c r i p t e d  v a r i a b l e  R m

R.w\> — O ,  ( 4 . 2
Vn

wh er e

V T7
I ( 4 * 2

v*

!. 19)

:. 2 0 ) 

.2 1) 

t h e

. 2 2 ) 

. 23)

. 24)

and
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y\ t e lW \ ^ 7 r -  I L c A X - (4. 2. 25) 
L** ' ^  teo o  L2M  J

w h i c h  i s  e v a l u a t e d  a s  b e f o r e .  An a n a l o g o u s  s y s t e m  f o r  t h e  

v a r i a b l e  Ln i s  o b t a i n e d  i n  a s i m i l a r  m a n n e r

H S ) nvx' L * '  =  O  y ( 4 . 2 . 2 6 )
W'

wh er e

r V  Y  ^
3^wvv/ vm' | _ \ / § n Yv» \-K(.k.+ vv»W)A*)**

S p e c t r a  o f  A and  B , d e f i n e d  by

cUivA — o j cUi 5̂  = 0 (4.2.28)

a r e  i d e n t i c a l .  An e x a c t  e v a l u a t i o n  o f  t h e s e  s p e c t r a ,  how­

e v e r  t u r n e d  o u t  t o  be  v e r y  d i f f i c u l t  and n o t  w i t h i n  o u r  

r e a c h .  T h e r e f o r e ,  f r o m  now on o u r  a n a l y s i s  w i l l  r a t h e r  be  

q u a l i t a t i v e  a n d / o r  n u m e r i c a l  i n  n a t u r e .

F i r s t l y ,  l e t  us  c o n s i d e r  t h e  s y s t e m  w i t h o u t  i n t e r a c t i o n  

-r i n  some u n i t s  t h e  e l e c t r o n ' s  e n e r g y  i s  s i m p l y  E = k 

I t s  q u a s i - e n e r g y  i s  d e p i c t e d  i n  F i g .  2,  w h e r e  we a s s u m ed  b 

= 1 and  CO — 1 f o r  s i m p l i c i t y .  The q u a s i - e n e r g y  i s

o b t a i n e d  i n  a s t a n d a r d  m a n n e r  -  by  s l i c i n g  t h e  p a r a b o l a  and  

b r i n g i n g  i t s  p i e c e s  down t o  t h e  p r i n c i p a l  h y p e r - r e c t a n g l e .
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The p i e c e s  c r o s s  e a c h  o t h e r  a t  many p o i n t s  and t h e  d e n s i t y  

o f  c r o s s i n g  p o i n t s  i s  n o t  u n i f o r m  , a l t h o u g h  t h e  p a r a b o l a  

s e g m e n t s  c o v e r  t h e  w h o l e  h y p e r - r r e c t a n g l e  f a i r l y  u n i f o r m l y /  

p r o d u c i n g  a d e n s e  s p e c t r u m .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  e l e c t r o n  c a n  

f i n d  i t s e l f -  a r b i t r a r i l y  c l o s e  t o  a n y  p o i n t  i n  t h e  h y p e r ­

r e c t a n g l e .  The nu mb er  o f  c r o s s i n g s  i s  a t  m o s t  d e n u m e r a b l e .  

As t h e  i n t e r a c t i o n  i s  t u r n e d  o n ,  g a p s  o p e n  a t  t h e  c r o s s i n g s .  

Ho we ve r ,  s i n c e  m o s t  o f  t h e  c r o s s i n g s  a r e  m u l t i p l e  ( i . e .  more  

t h a n  two s e g m e n t s  c r o s s  a t  t h e  same p o i n t ) , i t  i s  n o t  c l e a r  

i n  w h i c h  way t h e  g a p s  o p e n ,  o r  i n  w h i c h  way t h e  band  

s p l i t t i n g  t a k e s  p l a c e .  T h e r e f o r e  we d i d  n o t  t r y  t o  p r e s e n t  a 

more  d e t a i l e d  ba nd  s t r u c t u r e  i n  F i g .  2.  A l s o  i t  i s  n o t  c l e a r  

i n  w h i c h  way t h e  g a p s  c h a n g e  t h e  a p p e a r e n c e  o f  t h e  s p e c t r u m .  

I t  s e e m s  u n r e a s o n a b l e  t h a t  t h e y  w ou l d  e j e c t  band  l i n e s  f ro m 

a n y  (wide)  a r e a  i n  t h e  h y p e r - r e c t a n g l e .

In  o r d e r  t o  s u p p o r t  t h e s e  q u a l i t a t i v e  s t a t e m e n t s  we 

h a v e  d e v e l o p e d  a n u m e r i c a l  t r u n c a t i o n  a l g o r i t h m  t o  s o l v e  f o r  

t h e  r o o t s  o f  E q s .  (22)  and ( 2 3 ) .  The p r o g r a m  c o m p u t e s  t h e  

d e t e r m i n a n t  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  q u a s i - e n e r g y  f o r  a g i v e n  k 

. One may v a r y  t h e  s i z e  o f  t h e  m a t r i x  whose  d e t e r m i n a n t  i s  

t o  be  e v a l u a t e d .  I n  t h e  l i m i t  o f  l a r g e  m a t r i x  s i z e  o ne  

a p p r o a c h e s  t h e  s o l i d - i n ^ - l a s e r  p r o b l e m .  Our g o a l  i s  t o  s t u d y  

t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  z e r o s  o f  t h e  d e t e r m i n a n t .  I n  F i g .  2 

a l ow o r d e r  c a s e  i s  p r e s e n t e d ,  w h e r e  t h r e e  s p a c e  c e l l s  and  

t h r e e  t i m e  c e l l s  w e r e  i n v o l v e d .  S m a l l  c i r c l e s  on t h e  f i g u r e  

r e p r e s e n t  t h e  n u m e r i c a l  p o i n t s .  We r a n  h i g h e r  o r d e r  c a s e s  a s
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w e l l .  I t  a p p e a r s  t h a t  r o o t s  o c c u r  f o r  v e r y  many q u a s i - e n e r g y  

v a l u e s ,  l e n d i n g  c r e d e n c e  t o  t h e  c o n j e c t u r e  t h a t  t h e  s p e c t r u m  

may,  i n  f a c t ,  b e  d e n s e  i n  t h e  h y p e r - r - r e c t a n g l e .  I n  o r d e r  f o r  

t h i s  f a c t  t o  b e  f u l l y  e s t a b l i s h e d ,  h o w e v e r ,  o n e  m u s t  a w a i t  a 

r i g o r o u s  m a t h e m a t i c a l  p r o o f .
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CHAPTER 4. Band spectrum

4 . 3  G e n e r a l  T h e o r y

C o n s i d e r  a s o l i d  i n t e r a c t i n g  w i t h  an  e l e c t r o m a g n e t i c

f i e l d .  The o n e  e l e c t r o n  H a m i l t o n i a n  i n  t h e  Coulomb g a u g e  and 

MKS u n i t s  i s  o f  t h e  f o rm

i P  -eKtfyY) \J C r )  ? ( 4 . 3 . 1 )

w h e r e

\ j  ( r  R  } \ J C r )  (4 . 3. 2)

i s  t h e  c r y s t a l  p o t e n t i a l ,  R b e i n g  a n y  l a t t i c e  v e c t o r ,  and  e

i s  t h e  e l e c t r o n i c  c h a r g e .  We w i l l  c o n s i d e r  h e r e  t h e  c a s e  o f  

t h e  s p a c e - r h o m o g e n e o u s  t i m e - p e r i o d i c  v e c t o r  p o t e n t i a l

f t  «  ft  (.V) ( 4 . 3 . 3 )

I n  t h i s  c a s e  t h e  p r o b l e m  o f  s o l v i n g  t h e  t i m e - r d e p e n d e n t

S c h r o d i n g e r  e q u a t i o n
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( 4 . 3 . 4 )

(2.)
i s  s i m p l i f i e d  b y  t h e  u s e  o f  t h e  F l o q u e t  t h e o r y  o f

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w i t h  p e r i o d i c  c o e f f i c i e n t s .

A c c o r d i n g l y ,  t h e  s t a t e  v e c t o r  may be  c h o s e n  a s

_  C
e  ( 4 . 3 . 5 )

w h e r e

> ( 4 . 3 . 6 )

and upon p e r f o r m i n g  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n  i n  t  and t h e

B l o c h  a n a l y s i s  i n  r ,  t h e  p r o b l e m  i s  r e d u c e d  t o  t h e

e v a l u a t i o n  o f  q u a s i - e n e r g y  b a n d s

. ( 4 . 3 . 7 )

B e f o r e  g o i n g  t o  d e t a i l s  o f  t h e  e v a l u a t i o n ,  l e t  us  u s e

t h e  g e n e r a l  s t a t e m e n t  o f  g a u g e  i n v a r i a n c e

t o  p i c k  t h e  g a u g e  m o s t  c o n v e n i e n t  f o r  c a l c u l a t i o n s .  By way
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o f  a n  e x a m p l e ,  j u s t  n o t e  t h a t  t h e  c h o i c e

( 4 . 3 . 9 )

"■■ft
b r i n g s  up t h e  E*r  g a u g e

 ̂ ( 4 . 3 . 1 0 )

a n o t h e r  c h o i c e

V «  =  [  K ' U ' J i t '  ( 4 . 3 . i i )

b r i n g s  up t h e  A*p g a u g e ,  an d  t h e  c h o i c e

< 4 - 3 - 1 2 )

b r i n g s  up t h e  K r a m e r s  g a u g e .  We w i l l  work  i n  t h e  A-p g a u g e ,  

i n  wh i c h

+  \ I L r ) -  ~  At*|p . ( 4 . 3 . 1 3 )

Upon a p p l y i n g  t h e  F l o q u e t  t h e o r e m  and F o u r i e r  

t r a n s f o r m a t i o n ,  a n  i n f i n i t e  s e t  o f  o p e r a t o r  e q u a t i o n s  i s  

o b t a i n e d

T" (4 .  3 . 1 4 )
U2m j  r\ Y*\
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wh e r e
T

. f  tv\<-OT
— -----  \  ^  c l o u t

* 2ST *> ( 4 . 3 . 1 5 )~ir

X  [ 0 ^  M t) d ou t ( 4 . 3 . 1 6 )

and

o o T  =  ' I T T ( 4 . 3 . 1 7 )

L e t  us  c a l l

One way t o  p r o c e e d  i s  t o  g o  t o  t h e  S c h r o d i n g e r  p i c t u r e

j H 0 ( . - ikV ( 4 .  3 . 1 9 )

and t h e n  p e r f o r m  t h e  B l o c h  a n a l y s i s ,  i . e .  p i c k  t h e  s o l u t i o n  

i n  t h e  form

O v \ l ' M ' ,=- ^  'V 'w t O  ( 4 . 3 . 2 0 )

wh er e
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and then Fourier analyze in r,

> (4.3.22)

v i f w I ^ V a  , <4-3-23)

w h e r e  K i s  a n y  r e c i p r o c a l  l a t t i c e  v e c t o r .  The r e s u l t  i s  a

d o u b l y  i n f i n i t e  s y s t e m

^ (* +K)' Ufe'twuJ)] u"5 v  2 L V £ - S ' =

yvi ( 4 . 3 .  24)

and z e r o s  o f  i t s  H i l l  d e t e r m i n a n t  

=•

■ S t t t  cL*/ +■

i n

V*Z> 4*' - —ft+vcVft cfeicA Vic-vc' vm -  ^  I14™ ) n n-n1 ^ [ ( 4 . 3 . 2 5 )

d e t e r m i n e  t h e  " e i g e n v a l u e s "  <s.vxlt£,uj>) . A l t h o u g h  t h i s  f o r m o f  

i s  n o t  c o n v e n i e n t  f o r  c a l c u l a t i o n s ,  some g e n e r a l  p r o p e r t i e s  

o f  t h e  s p e c t r u m  €vx(£xio) f o l l o w  f r o m  i t ^ ' \

F i r s t l y ,  a s  i n  t h e  c o n v e n t i o n a l  s o l i d - s t a t e  c a s e ,  t h e  

H i l l  d e t e r m i n a n t  i s  i n v a r i a n t  u n d e r  t r a n s l a t i o n s  o f  k by  a 

r e c i p r o c a l  l a t t i c e  v e c t o r



142 4. Band spectrum

^  (£ + K., £ )  «  A C ' (4.3.26)

H e n c e ,  i t  f o l l o w s  t h a t  o n e  n e e d  o n l y  s t u d y  t h e  f i r s t  

B r i l l o u i n  z o n e .  S e c o n d l y ,  t h e  H i l l  d e t e r m i n a n t  i s  i n v a r i a n t  

u n d e r  t r a n s l a t i o n s  o f  £  b y  a n y  nu mber  o f  LO:

£ ( . £ * , £ - 1 - 1 ^ ^ )  ( 4 . 3 . 2 7 )

H e n c e ,  o n e  n e e d  o n l y  s t u d y  t h e  i n t e r v a l  [ 0 , t o ]  i n  £ .  A l l  

t h e  b a n d  s t r u c t u r e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h i s  p r o b l e m  i s  c o n t a i n e d  

i n  a f u n d a m e n t a l  h y p e r * r r e c t a n g l e  i n  t h e  ( € , £ * )  p l a n e .

The o t h e r  way t o  p r o c e d e  i s  t o  p r o j e c t  t h e  s v s t e m  (14)
-  -

on t h e  ( i d e a l  s o l i d )  B l o c h  s t a t e s  < r | n ' k >  = 0 .  ,

=  . ( 4 . 3 . 2 8 )

H o w e v e r ,

K o|V\';£ >  =  ( 4 . 3 . 2 9 )

w h e r e  E ^  (k) i s  t h e  ba nd  e n e r g y  o f  t h e  u n p e r t u r b e d  s o l i d .  

A l s o

< \v\"k"> = d V (- i^ r  =
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( 4 . 3 .  30)

and t h e  o n l y  way i n  w h i c h  e n e r g y  b a n d s  c o u p l e  i s  v i a  t h e  

momentum m a t r i x  e l e m e n t s

From now on u s u a l l y  more  s p e c i f i c  a s p e c t s  o f  t h e  p r o b l e m  a r e  

a d d r e s s e d  and v a r i o u s  a p p r o x i m a t i o n s  i n t r o d u c e d  -  l i k e  t w o -  

band ( o r  one- rband)  m o d e l s ,  a m o n o c h r o m a t i c  l a s e r ,  v a r i o u s  

a p p r o x i m a t i o n s  f o r  B l o c h  s t a t e s ,  e t c .  A common r e a s o n  i s  

s e l f - e v i d e n t  -  i n t r a c t a b i l i t y  o f  t h e  g e n e r a l  p r o b l e m .  T h i s  

a r e a  o f  s o l i d  s t a t e  p h y s i c s  i s  s t i l l  v e r y  much a l i v e  and  i n  

a s e n s e  c o n t r o v e r s i a l .  We h o p e  t o  b e  a b l e  t o  s e t  a s i d e  more  

t i m e  i n  t h e  f u t u r e  and  c o n t i n u e  r e s e a r c h  i n  t h i s  i n t e r e s t i n g  

and i m p o r t a n t  f i e l d .

We w i l l  f i n i s h  t h i s  c h a p t e r  w i t h  an  i l l u s t r a t i v e  

e x a m p l e  : a l i n e a r  c h a i n  s u b j e c t e d  t o  a m o n o c h r o m a t i c  l a s e r ,  

i n  t h e  t i g h t - b i n d i n g  a p p r o x i m a t i o n .  An a n a l y s i s  b a s e d  on 

t h e  s y s t e m  (31)  t h e n  l e a d s  t o  a c o u p l e d  s e t  o f  e q u a t i o n s

V\ ^2. | Uyv\^> —

( 4 . 3 .  31)

T h i s  p l a c e  i s  u s u a l l y  a b r a n c h i n g  p o i n t  f o r  a n y  r e s e a r c h .
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■+• U ] l  j + U  {jpVM+ij-i +  C w - u - | " ]  ( 4 . 3 . 3 2 )

wh e r e  ^  i s  a s i t e  e n e r g y ,  T i s  a h o p p i n g  i n t e g r a l  and U 

i s  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  e x t e r n a l  f i e l d .  The f o rm o f  t h e  

i n t e r a c t i o n  w i t h  t h e  e x t e r n a l  f i e l d  i s  s p e c i a l  i n  t h a t  

a b s o r p t i o n  o r  e m i s s i o n  o f  a " p h o t o n "  c a u s e s  h o p p i n g  f rom one  

s i t e  t o  a n e i g h b o r i n g  s i t e .  E q s .  (32)  may b e  s o l v e d  by  

l e t t i n g

( 4 . 3 .  33)

so

WuT^=2 T ^  C osW  u  [ ^ 6 .  £  J  ( 4 . 3 . 3 4 )

I n  t h e  l i m i t  w h e r e  U -> 0 ( t h e  e x t e r n a l  i n t e r a c t i o n  i s  

t u r n e d  o f f )  we h a v e

€  *  'X+ ff\ UO -t !X-T OOsW (4.3.35)

w h i c h ,  a s i d e  f rom t h e  mto t e r m ,  i s  t h e  u s u a l  t i g h t - b i n d i n g  

r e s u l t .  The mu» t e r m  j u s t  a c c o u n t s  f o r  t h e  f a c t  t h a t t  

i s  t h e  q u a s i - e n e r g y  and  n o t  t h e  a c t u a l  e n e r g y .  F o r  f i n i t e  U 

l e t

2 0  C-o sVd
O s  ----- —    ,  ( 4 . 3 . 3 6 )
> t o
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> -2T coyk>
( 4 . 3 .  37)

so

( 4 . 3 . 3 8 )

A s o l u t i o n  t o  t h i s  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  i s

^W\ w> ( •> ( 4 . 3 .  39)

a s  may r e a d i l y  b e  v e r i f i e d  by  t h e  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n  f o r  

t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s :

( a n o t h e r  p o s s i b l e  s o l u t i o n  i n v o l v e s  B e s s e l  f u n c t i o n s  o f  t h e

s e c o n d  k i n d  ) . F o r  U -*• 0 , (i -* 0 and we o n l y  h a v e  a

n o n - v a n i s h i n g  when d - W  • T h i s  j u s t  r e d u c e s  t o  t h e

p r e v i o u s l y  o b t a i n e d  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  s p e c t r u m .  F o r  U

0 i t  wou l d  a p p e a r  t h a t  a n y  £  i s  a n  a c c e p t a b l e  s o l u t i o n
TT

( f o r  a g i v e n  v a l u e  o f  b ) . However  n e a r  b = ± -  g e t s

t o  b e  s m a l l  and we m u s t  a s k  i f  r e m a i n s  f i n i t e  a t  t h e s e

p o i n t s .  Any p h y s i c a l l y  a c c e p t a b l e  s o l u t i o n  s h o u l d  r e m a i n  

f i n i t e .  F o r  s m a l l  v a l u e s  o f  t h e  a r g u m e n t

( 4 . 3 .  40)

r t v + o (4.3.41)
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w h e r e  V *  - 1  / - 2 ,  - 3 , . . .  Hence  i f  V i s  n o t  an  i n t e g e r  we 

w i l l  h a v e  d i v e r g e n t  b e h a v i o u r  f o r  n e g a t i v e  V . Thu s  oi 

o r

I n s p e c t i o n  o f  t h e  a b o v e  a s y m p t o t i c  f o rm  shows  t h a t  J y  h a s  

a c u s p  b e h a v i o u r  a t  t h e  z one  e d g e  -  a g a i n  a n  u n p h y s i c a l  

b e h a v i o u r .  To a v o i d  t h i s  we m u s t  h a v e  V an  i n t e g e r ,  s o

l T C o s \ o  =  m c o  ( 4 . 3 . 4 3 )

i s  t h e  d i s p e r s i o n  r e l a t i o n .  A t y p i c a l  ba nd  s t r u c t u r e  i s  

s k e t c h e d  i n  F i g .  3.  N o t e  t h a t ,  a s i d e  f rom t h e  d i s p e r s i o n  

r e l a t i o n  b e i n g  t a k e n  m o d u l u s  i t s e l f ,  no d i s t o r t i o n  o f  t h e  

b an d  s t r u c t u r e  o c c u r s .  T h i s  i s  c h a r a c t e r i s t i c  o f  a o n e - b a n d  

m o d e l .
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F i g u r e  c a p t i o n s

F i g u r e  1.  S k e t c h  o f  h y p o t h e t i c a l  ba nd  s t r u c t u r e s  

i n  a l a s e r  f i e l d .

F i g u r e  2.  Band s t r u c t u r e  f o r  t h e  m o d i f i e d  K r o n i g  -  P e n n e y  m o d e l .  

C i r c l e s  r e p r e s e n t  some o f  t h e  n u m e r i c a l  v a l u e s  f o r  n o t  t o o  

s t r o n g  e x t e r n a l  f i e l d .

F i g u r e  3 .  A t y p i c a l  b a n d  s t r u c t u r e  f o r .  o n e - b a n d  mo de l  i n  t h e  

t i g h t - b i n d i n g  a p p r o x i m a t i o n .  We h a v e  t a k e n  = **2T and T < 0 

f o r  s i m p l i c i t y .
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