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A b str a c t

THEORETICAL AND EXPERIMENTAL STUDIES IN 
TRANSIENT MEMBRANE-FLUID FILM INTERACTIONS 
FOR SINGLE CELLS AND ASSEMBLAGES

by

R a n d a l l  Wu 

A d v i s e r :  P r o f e s s o r  S h e ld o n  Weinbaum

I n  v i t r o  e x p e r i m e n t s  p e r f o r m e d  o n  e x c i s e d  a r t e r y  s e g ­

m e n ts  h a v e  shown t h a t  t h e  a r t e r y  w a l l  p o s s e s s e s  n o n - l i n e a r  

f i l t r a t i o n  p r o p e r t i e s .  The h i g h  d e f o r m a b i l i t y  o f  t h e  sm ooth  

m u s c le  c e l l s  i n  t h e  a r t e r y ' s  m e d ia  r e g i o n  m ig h t  b e  a  m a jo r  

f a c t o r  c o n t r i b u t i n g  t o  t h i s  n o n - l i n e a r  b e h a v i o r .  S in c e  i t  

i s  n o t  p o s s i b l e  t o  m e a s u re  t h e  l o c a l  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  

i n  t h e  i n t e r s t i t i a l  s p a c e  o f  t h e  m e d ia  r e g i o n  a l a b o r a t o r y  

m o d e l o f  t h e  c e l l u l a r  com ponen t o f  t h e  a r t e r y  w a l l  i s  u s e d  

t o  o b t a i n  t h e  d r a i n i n g  b e h a v i o r  o f  a two p h a s e  s y s t e m ,  w i t h  

t h e  p a r t i c u l a t e  p h a s e  com posed  o f  m em brane b o u n d  f l u i d  

f i l l e d  c e l l s ,  u n d e r  a  c o n s o l i d a t i n g  l o a d .  The e x p e r i m e n t s  

a r e  p e r f o r m e d  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  i n i t i a l  p o r o s i t y .

A c o m p a r i s o n  i s  made b e tw e e n  T e r z a g h i ' s  o n e - d i m e n s i o n a l  

c o n s o l i d a t i o n  t h e o r y  and  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  f o r  e x c e s s



p o r e  p r e s s u r e .  T h i s  c o m p a r i s o n  shows t h a t  a t  an i n i t i a l  

m a t r i x  p o r o s i t y  o f  0 .2 5  t h e  a s s e m b la g e  c o n s o l i d a t e s  a c c o r d ­

i n g  t o  c l a s s i c a l  t h e o r y .  A3 i n i t i a l  p o r o s i t y  i s  d e c r e a s e d  

a d e p a r t u r e  f ro m  c l a s s i c a l  t h e o r y  i s  e v i d e n t .  At a  p h y s i o ­

l o g i c a l l y  s i g n i f i c a n t  i n i t i a l  p o r o s i t y  o f  0 .1 0  a l l  s i m i l a ­

r i t i e s  w i t h  t h e  c l a s s i c a l  l i n e a r  t h e o r y  a r e  a b s e n t .  The 

t im e  d e p e n d e n t  d r a i n i n g  o f  t h e  i n t e r s t i t i a l  f l u i d  i s  s e e n  

t o  b e  on  a l o n g e r  t im e  s c a l e  a s  i n i t i a l  p o r o s i t y  i s  de­

c r e a s e d .

A q u a n t i t a t i v e  t h e o r e t i c a l  m odel i s  d e v e l o p e d  t o  

d e s c r i b e  t h e  d r a i n i n g  o f  a  f l u i d  f i l m  b e tw e e n  a membrane 

b o u n d  f l u i d  f i l l e d  c e l l  and  a  p l a n a r  s u r f a c e  i n  an  e f f o r t  

t o  u n d e r s t a n d  t h e  l o c a l  m e c h a n ism s  i n v o l v e d  i n  t h e  c o n ­

s o l i d a t i n g  s p e c im e n .  O r d e r  o f  m a g n i tu d e  a n a l y s i s  p e r f o r m e d  

on t h e  n o n - l i n e a r  e q u a t i o n s  shows two c h a r a c t e r i s t i c  t im e s  

a r e  r e q u i r e d  t o  d e s c r i b e  t h e  d r a i n i n g  b e h a v i o r  o f  t h e  f l u i d  

f i l m .  The two t i m e  s c a l e s  a r e  c a l l e d  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  

t im e  f o r  f l u i d  t r a p p i n g  a n d  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  t im e  f o r  

d r a i n i n g  t h e  f l u i d  f i l m .  D u r in g  t h e  e a r l y  p e r i o d  f o l l o w i n g  

t h e  l o a d i n g  o f  t h e  c e l l  t h e  f l u i d  f i l m  e x h i b i t s  a  b e h a v i o r  

u n iq u e  t o  t h e  m em brane s q u e e z e  f i l m  t h e o r y .  A b i d i r e c t i o n a l  

f lo w  i s  s e t  up  i n  t h e  l u b r i c a t i n g  l a y e r  due t o  an  o f f  a x i s  

p r e s s u r e  p e a k .  T h i s  d u a l  f lo w  c o n d i t i o n  i s  n o t  s e e n  i n  

e l a s to h y d r o d y n a m ic  s q u e e z e  f i l m  t h e o r y ,  w here  t h e  maximum 

p r e s s u r e  i s  a lw a y s  l o c a t e d  a t  t h e  p o i n t  o f  maximum d e f o r ­

m a t io n  and  t h e  f l o w  i s  d i r e c t e d  r a d i a l l y  o u tw a rd  e v e r y w h e r e .  

The b i d i r e c t i o n a l  f lo w  c a u s e s  a  g r a d u a l  t h i c k e n i n g  o f  t h e



f i l m  i n  t h e  c e n t r a l  r e g i o n  and  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  a  n a r ro w  

g a p  r e g i o n  o f  h ig h  c u r v a t u r e  n e a r  t h e  ed g e  o f  t h e  n e a r  c o n ­

t a c t  a r e a  w h ere  t h e  f lo w  i s  d i r e c t e d  r a d i a l l y  o u tw a r d .  On 

t h e  l o n g e r  t im e  s c a l e ,  a f t e r  t h e  f l u i d  t r a p p i n g  h a s  b e e n  

a c h i e v e d ,  t h e  o f f  a x i s  p r e s s u r e  p e a k  i s  r e p l a c e d  by  a 

c h a r a c t e r i s t i c  p r e s s u r e  p l a t e a u  i n  t h e  i n n e r  r e g i o n  o f  t h e  

n e a r  c o n t a c t  a r e a .  The membrane d e s c e n d s  m o n o t o n i c a l l y  

fro m  t h i s  t im e  on an d  t h e  f lo w  r a t e  i s  p o s i t i v e  a t  e v e r y  

l o c a t i o n .  The c h a r a c t e r i s t i c  t im e  f o r  d r a i n i n g  i s  t y p i c a l l y  

s e v e r a l  o r d e r s  o f  m a g n i tu d e  l a r g e r  t h a n  t h e  t r a p p i n g  t i m e .  

D u r in g  t h i s  l a r g e r  t i m e  p e r i o d  c h a n g e s  i n  t h e  f lo w  b e h a v i o r  

a r e  c h a r a c t e r i z e d  by  a  n e a r l y  c o n s t a n t  ed g e  r e g i o n  and  

g r e a t l y  d i m i n i s h e d  v e l o c i t i e s  i n  t h e  l u b r i c a t i n g  f i l m .

F o r  t h e  c a s e  o f  a  r i g i d  d i s c  r e p l a c i n g  t h e  membrane 

bound  c e l l  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  t im e  f o r  d r a i n i n g  t h e  f l u i d  

f i l m  i s  e q u a l  t o  t h e  t r a p p i n g  t i m e  o f  t h e  membrane p r o b le m .  

T h is  c o m p a r i s o n  shows t h a t  t h e  membrane b o u n d a r y  i n c r e a s e s  

d r a i n i n g  t im e  by  s e v e r a l  o r d e r s  o f  m a g n i tu d e  when t h e  i n i t i a l  

f i l m  t h i c k n e s s  i s  two o r  m ore o r d e r s  o f  m a g n i tu d e  s m a l l e r  

t h a n  t h e  t y p i c a l  c e l l  s i z e .  At an  i n i t i a l  p o r o s i t y  o f  0 ,1 0  

t h e  t y p i c a l  c h a n n e l  d im e n s io n s  i n  t h e  c o n s o l i d a t i o n  e x p e r i ­

m ent h a v e  r e a c h e d  t h e  p o i n t  w h e re  t h e  membrane s q u e e z e  f i l m  

t h e o r y  i s  v a l i d .

A s im p le  e x p e r im e n t  h a s  b e e n  c o n s t r u c t e d  t o  c o n f i r m  

t h e  e x i s t a n c e  o f  t h e  b i d i r e c t i o n a l  f lo w  and  t h e  f l u i d  t r a p ­

p i n g  phenom ena . E x p e r i m e n t a l  p h o t o g r a p h s  g r a p h i c a l l y  i l l u ­

s t r a t e  t h e  g r a d u a l  t h i c k e n i n g  o f  t h e  l u b r i c a t i n g  l a y e r  n e a r



t h e  o r i g i n  and  t h e  f o r m a t i o n  and  d r a i n i n g  o f  t h e  ed g e  

r e g i o n  as p r e d i c t e d  b y  t h e  m em brane s q u e e z e  f i l m  t h e o r y .
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b e e n  e a s i e r  t o  q u i t ,  s h e  g a v e  me t h e  i n s p i r a t i o n  t o  go o n .

T h i s  r e s e a r c h  was s p o n s o r e d  b y  t h e  N a t i o n a l  S c i e n c e  

F o u n d a t i o n  u n d e r  G ra n t  n o .  ENG 7 8 -2 2 1 0 1 .
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CHAPTER I  

INTRODUCTION



2

I  -  INTRODUCTION .

The s lo w  m o t io n  o f  f l u i d s  i n  c h a n n e l s  w h ich  c h an g e  

d im e n s io n s  a s  a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  f l u i d  m o t io n  h a s  b e e n  o f  

i n t e r e s t  t o  e n g i n e e r s  and  s c i e n t i s t s  f o r  many y e a r s .  F o r  

t h e  c i v i l  e n g i n e e r ,  t h i s  b e h a v i o r  i s  s e e n  i n  t h e  s e t t l i n g  

o f  t h e  s o i l  f o l l o w i n g  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a  b u i l d i n g .  The 

s o i l  u n d e r g o e s  t h e  p r o c e s s  o f  c o n s o l i d a t i o n ,  w h ere  t h e  f l u i d  

b e tw e e n  s o i l  p a r t i c l e s  i s  ex u d e d  f rom  t h e  m i n e r a l  s k e l e t o n  

due t o  t h e  b u i l d i n g ’ s  l o a d .  The m e c h a n ic a l  e n g i n e e r  en-* 

c o u n t e r s  t h e  c h a n n e l  d r a i n i n g  p ro b le m  i n  d e a l i n g  w i t h  h y d r o ­

p l a n i n g  o f  r u b b e r  t i r e s  an d  t h e  l u b r i c a t i o n  o f  g e a r s  and 

o t h e r  r o t a t i n g  m a c h in e  e l e m e n t s .  I n  t h e s e  p ro b le m s  t h e r e  i s  

d e f o r m a t i o n  o f  t h e  s o l i d  co m p o n en ts  due t o  t h e  h y d ro d y n a m ic  

p r e s s u r e  d e v e lo p e d  i n  t h e  l u b r i c a t i n g  l a y e r .  T h is  d e f o r ­

m a t io n  o b ey s  t h e  l i n e a r  e l a s t i c  law  f o r  d e f o rm a b le  s o l i d s .

More r e c e n t l y  t h e r e  h a s  b e e n  g ro w in g  i n t e r e s t  i n  t h e  

i n t e r a c t i o n  o f  b i o l o g i c a l  c e l l s  w i t h  a  f l u i d  f i l m  s e p a r a t i n g  

th e m . T h is  i n t e r e s t  i s  m a n i f e s t e d  i n  t h e  s t u d y  o f  c e l l u l a r  

a s s e m b la g e s  a s  w e l l  a s  i s o l a t e d  p a i r s  o f  c e l l s .  The a r t e r y  

w a l l  u n d e r  c o m p r e s s io n  c a n  b e  v ie w e d  a s  an  a s s e m b la g e  o f  

h i g h l y  d e f o r m a b le  c e l l u l a r  m a t r i x  u n d e r g o in g  t h e  p r o c e s s  

o f  c o n s o l i d a t i o n ,  w i t h  t h e  e n d o t h e l i a l  c e l l  l a y e r  a c t i n g  

a s  t h e  l o a d  s u r f a c e .  The i n t e r s t i t i a l  f l u i d  p e r c o l a t e s  

t h r o u g h  t h e  m e d ia  r e g i o n  o f  t h e  a r t e r y  w a l l  t o  t h e  r e l a ­

t i v e l y  r e s i s t a n c e  f r e e  a d v e n t i t i a l  l a y e r .  The d r i v i n g  

f o r c e  i s  t h e  i n c r e a s e  i n  mean b lo o d  p r e s s u r e  w hich  c a n  be



t h e  r e s u l t  o f  a  p a t h o l o g i c a l  c o n d i t i o n .

Due t o  t h e  d i f f i c u l t i e s  i n  m e a s u r in g  t h e  t i m e  d e p e n d e n t  

e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  a c r o s s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  l a r g e s t  

a r t e r i e s  u n d e r  c o m p r e s s i o n ,  a  s i m p l i f i e d  l a b o r a t o r y  m o d e l 

was c o n s t r u c t e d  t o  s i m u l a t e  t h e  c o n s o l i d a t i o n  o f  t h e  c e l l ­

u l a r  co m p o n en t o f  t h e  w a l l .  W a te r  f i l l e d  p o l y e t h y l e n e  s a c s  

w ere  u s e d  a s  m o d e ls  f o r  t h e  h i g h l y  d e f o r m a b le  sm o o th  m u s c le  

c e l l s  o f  the ;  m e d i a  r e g i o n  o f  t h e  a r t e r y  w a l l .  Time d e p e n ­

d e n t  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e s  a r e  o b t a i n e d  u n d e r  v a r i o u s  c o n ­

d i t i o n s  o f  l o a d  a n d  i n i t i a l  p o r o s i t y .  The l a b o r a t o r y  m o d e l 

f o r  t h e  c e l l u l a r  co m p o n en t o f  t h e  a r t e r y  w a l l  i s  d i s c u s s e d  

i n  c h a p t e r  I I .  The r e s u l t s  o f  t h e  e x p e r i m e n t s ,  w i t h  com­

p a r i s o n  t o  c l a s s i c a l  c o n s o l i d a t i o n  t h e o r y ,  a r e  p r e s e n t e d  

i n  t h e  l a t t e r  s e c t i o n s  o f  c h a p t e r  I I .

I n  c h a p t e r  I I I  a  t h e o r y  f o r  p r e d i c t i n g  t h e  d r a i n i n g  

b e h a v i o r  o f  a  l u b r i c a t i n g  f i l m  a d j a c e n t  t o  a  m em brane b o u n d  

f l u i d  f i l l e d  c e l l  i s  p r e s e n t e d  t o  g i v e  a  b e t t e r  u n d e r s t a n d ­

i n g  o f  t h e  l o c a l  m e c h a n ism s  i n v o l v e d  i n  t h e  m u l t i - p a r t i c l e  

a s s e m b la g e  p r o b le m  o f  c h a p t e r  I I .  T he i s o l a t e d  c e l l  p r o b ­

le m  h a s  m e r i t  i n  i t s  own r i g h t .  The p h en o m en a  p r e d i c t e d  by 

t h e  t h e o r y  d e v e lo p e d  i n  c h a p t e r  I I I  h a s  a p p l i c a t i o n  t o  m i ­

c r o s c o p i c  s l i d e  p r e p a r a t i o n s  o f  s im p le  c e l l s ,  t h e  s q u e e z i n g  

o f  a  f l u i d  f i l m  b e tw e e n  an a i r  b u b b l e  and a p l a n a r  s u r f a c e  

a s  t h e  b u b b l e  r i s e s  t o w a r d  t h e  s u r f a c e  d u e  t o  b u o y a n c y ,  t h e  

i n s e r t i o n  o f  a s o f t  c o n t a c t  l e n s  i n  t h e  eye  and t h e  s e t t l i n g  

o f  a  t h i n  w a l l  b a l l o o n  t i r e  on  a f l u i d  f i l m .  The m a th e ­

m a t i c a l  m odel t r e a t s  t h e  p r o b le m  o f  a l u b r i c a t i n g  f i l m



s q u e e z e d  b e tw e e n  a  membrane b o u n d  f l u i d  f i l l e d  c e l l  an d  a 

r i g i d  p l a n a r  s u r f a c e .  The membrane s q u e e z e  f i l m  t h e o r y  

p r e d i c t s  a  f l u i d  t r a p p i n g  phenom ena w i t h  a  d u a l  f lo w  c o n ­

d i t i o n  t h a t  h a s  n o t  b e e n  p r e v i o u s l y  r e p o r t e d  i n  t h e  l i t e r ­

a t u r e .  An e x p e r i m e n t a l  v e r i f i c a t i o n  o f  t h i s  u n i q u e  b e ­

h a v i o r  i s  p r e s e n t e d  i n  t h e  en d  o f  c h a p t e r  I I I .  The e x t e n ­

s i o n  o f  t h e  t h e o r y  t o  i n c l u d e  t r a n s l a t i o n a l  m o t io n  o f  t h e  

c e l l  h a s  i m p o r t a n t  a p p l i c a t i o n  t o  t h e  p a s s a g e  o f  a  r e d  c e l l  

t h r o u g h  a c a p i l l a r y .
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I I  -  CONSOLIDATION O F A  CELLULAR-FLUID' MARTIX; A SIMPLIFIED
MO P E T  W ~Aff H tT Effir'W A C C - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

A -  I n t r o d u c t i o n

T h e re  h a s  b e e n  a g ro w in g  i n t e r e s t  i n  t h e  b e h a v i o r  o f  

an a s s e m b la g e  o f  p a r t i c l e s  w i t h  a  f l u i d  i n t e r s t i t i a l  s p a c e  

u n d e r g o i n g  t h e  p r o c e s s  o f  c o n s o l i d a t i o n ,  w h e re  t h e  a s se m ­

b l a g e  i s  b i o l o g i c a l  i n  n a t u r e .  An a r t e r y  w a l l  c a n  b e  v ie w e d  

a s  s u c h  an a s s e m b la g e ,  w h e re  t h e  p a r t i c l e s  a r e  sm o o th  m u s c le  

c e l l s  o f  t h e  m e d ia  r e g i o n  o f  t h e  a r t e r y  w a l l .  Whole b l o o d  

i n  an u l t r a c e n t r i f u g e  a l s o  b e h a v e s  a s  s u c h  an a s s e m b la g e .

The common f a c t o r  i n  t h e s e  two s i t u a t i o n s  i s  t h a t  t h e  p a r ­

t i c l e s  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  a r e  m em brane b o u n d  f l u i d  f i l l e d  

c e l l s  w i t h  an i n a b i l i t y  t o  s u p p o r t  s i g n i f i c a n t  b e n d in g  

s t r e s s e s .  T h e re  h a s  b e e n  no p r e v i o u s  l i t e r a t u r e  on  t h e  

t h e o r y  o f  c o n s o l i d a t i o n  o f  t h i s  t y p e  o f  a s s e m b la g e .

C o n s o l i d a t i o n  t h e o r y  h a s  i t s  b e g i n n i n g s  i n  s o i l  m e c h a ­

n i c s ,  w h e re  p r e d i c t i o n  o f  g ro u n d  s e t t l e m e n t  u n d e r  t h e  l o a d  

o f  an  a r c h i t e c t u r a l  s t r u c t u r e  i s  t h e  p r im a r y  m o t i v a t i o n .

T h i s  s e t t l e m e n t  r a t e  i s  d e p e n d e n t  on  t h e  r a t e  a t  w h ic h  e x ­

c e s s  p o r e  p r e s s u r e  i s  d i s s i p a t e d  f ro m  t h e  i n t e r s t i t i a l  s p a c e .  

T e r z a g h i  (1 9 2 5 )  p i o n e e r e d  c o n s o l i d a t i o n  t h e o r y  w i t h  h i s  o n e -  

d i m e n s i o n a l  p r o b le m .  T e r z a g h i  t r e a t e d  t h e  s o i l  a s  a  p o r o u s  

m a t e r i a l  w i t h  c e r t a i n  e l a s t i c  p r o p e r t i e s  an d  t h e  v o i d s  a s  a 

w a t e r  f i l l e d  i n t e r s t i t i u m .  T e r z a g h i * s  t r e a t m e n t ,  a l t h o u g h  

r e s t r i c t e d  t o  a  co lum n o f  s o i l  u n d e r  a  c o n s t a n t  l o a d  and  

r e s t r a i n e d  f ro m  l a t e r a l  e x p a n s i o n ,  h a s  h a d  r e m a r k a b l e  s u c c e s s  

i n  p r e d i c t i n g  t h e  s e t t l e m e n t  o f  many t y p e s  o f  s o i l s .  B i o t



(1?) |1  a) im p ro v e d  t h e  s t a t e  o f  c o n d o l i d a t i o n  t h e o r y  w i t h  

h i s  g e n e r a l  t h e o r y  o f  t h r e e  d i m e n s i o n a l  c o n s o l i d a t i o n .  I n  

t h i s  l a t t e r  p a p e r  e q u a t i o n s  v a l i d  f o r  any a r b i t r a r y  l o a d ,  

v a r i a b l e  w i t h  t i m e ,  w ere  d e v e l o p e d .  B l o t ’ s t h e o r y  i s  l i m i ­

t e d  t o  s m a l l  s t r a i n s ,  w h ere  s t r a i n  i s  l i n e a r l y  r e l a t e d  t o  

s t r e s s .  An a d d i t i o n a l  im p ro v em en t made b y  B i o t  i s  t h a t  

t h e  s o i l  may b e  o n l y  p a r t i a l l y  s a t u r a t e d  w i t h  w a t e r .  App­

l i c a t i o n  o f  t h i s  t h e o r y  was made i n  s p e c i f i c  c a s e s  o f  l o a d  

an d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( B i o t ,  19 i |. lb ;  B i o t  and  C l i n g a n ,  

1914-1; B i o t  and  C l i n g a n ,  1914-2).

I n  a l l  t h e  p r e v i o u s l y  m e n t io n e d  p a p e r s  m a t e r i a l  i s o ­

t r o p y  was assum ed  w i t h  c o n s t a n t  p e r m e a b i l i t y .  B i o t  (1955* 

1 9 5 6 )  e x t e n d e d  h i s  p r e v i o u s  t h e o r y  t o  i n c l u d e  t h e  g e n e r a l  

c a s e  o f  an  a n i s o t r o p i c  m a t e r i a l  and  a  p o r o u s  v i s c o e l a s t i c  

a n i s o t r o p i c  s o l i d .  As w i t h  h i s  e a r l i e r  w ork  c l o s e d  f o rm  

s o l u t i o n s  w ere  o b t a i n e d  o n l y  i n  s im p le  c a s e s  due t o  t h e  

c o m p l e x i t y  o f  t h e  g o v e r n in g  e q u a t i o n s .

The c o n s o l i d a t i o n  o f  s o i l  com posed  o f  f i n i t e  l a y e r s  

w i t h  d i f f e r e n t  p e r m e a b i l i t i e s  i s  t h e  s u b j e c t  o f  s e v e r a l  

p a p e r s  ( C a r i l l o ,  1914-2; Rowe, 1 9 5 9 ;  H o rn ,  1 9 6 3 ) .  The i n ­

f l u e n c e  o f  r e g i o n s  o f  h i g h  p e r m e a b i l i t y  on t h e  o v e r a l l  

c o n s o l i d a t i o n  b e h a v i o r  o f  a c o m p o s i t e  s o i l  was t h e  p r i m a r y  

m o t i v a t i o n  o f  t h e s e  i n v e s t i g a t i o n s .

S e v e r a l  a u t h o r s  s o u g h t  t o  e x t e n d  c l a s s i c a l  t h e o r y  t o  

i n c l u d e  t h e  i n f l u e n c e  o f  v a r i a t i o n  o f  p e r m e a b i l i t y  and  com­

p r e s s i b i l i t y  d u r i n g  c o n s o l i d a t i o n  ( R i c h a r t ,  1 9 5 7 ;  L o , I 9 6 0 ;  

D a v is  and  Raymond, 1 9 6 5 ) .  G ib so n  e t  a l  (1 9 6 7 )  d e v e l o p e d



a  w e a k ly  n o n - l i n e a r  t h e o r y  o f  c o n s o l i d a t i o n  f o r  t h i n  l a y e r s  

o f  s a t u r a t e d  c l a y s .  I n  t h e  l a t t e r  p a p e r  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  

c o n s o l i d a t i o n  i s  assum ed  t o  b e  l i n e a r l y  r e l a t e d  t o  t h e  v o i d  

r a t i o .  The r e s t a t i n g  e x p r e s s i o n  f o r  v o i d  r a t i o  h a s  t h e  same 

f o rm  as  t h e  t r a n s i e n t  o n e - d i m e n s i o n a l  h e a t  c o n d u c t i o n  

e q u a t i o n  w i t h  a  v a r i a b l d  d i f f u s i v i t y .

The c o n s o l i d a t i o n  o f  b i o l o g i c a l  t i s s u e  h a s  r e c e i v e d  

c o n s i d e r a b l e  a t t e n t i o n  i n  t h e  s t u d y  o f  a r t i c u l a r  c a r t i l a g e .  

L ik e  s o i l ,  a r t i c u l a r  c a r t i l a g e  may b e  c o n s i d e r e d  a  tw o -  

p h a s e  s y s te m  (E d w a rd s ,  1 9 6 7 ;  T O r z i l l i  and  Mow, 1 9 6 7 a ) .  The 

s o l i d  p h a s e  i 3  com posed  o f  c h o n d r o c y t e s ,  c o l l a g e n  f i b e r s  

and  p r o t e o g l y c a n  g ro u n d  s u b s t a n c e ,  w h i l e  t h e  f l u i d  p h a s e  i 3 

t h e  i n t e r s t i t i a l  f l u i d  w h ic h  i s  6 5  p e r  c e n t  t o  85 p e r  c e n t  

o f  t h e  c a r t i l a g e  b y  w e ig h t  (M ankin  a n d  T h r a s h e r ,  1 9 7 5 ;  

M ansour and  Mow, 1 9 7 6 ) .  The l a t t e r  e x p e r i m e n t a l  p a p e r  

show ed t h a t  c a r t i l a g e  p e r m e a b i l i t y  d e c r e a s e d  w i t h  i n c r e a s i n g  

c o m p r e s s iv e  s t r a i n .  The t h e o r e t i c a l  t r e a t m e n t  o f  a r t i c u l a r  

c a r t i l a g e  u n d e r  c o n s o l i d a t i o n  an d  d i r e c t  p r e s s u r e  g r a d i e n t  

was d e v e lo p e d  i n  a  s e r i e s  o f  p a p e r s  ( T o r z i l l i  and  Mow,

1 9 7 6 a ,  b ;  Mow an d  M an so u r ,  1 9 7 7 ) .  I n  t h e s e  p a p e r s  t h e  

c a r t i l a g e  i s  a ssu m ed  t o  b e  com posed  o f  a  d e f o r m a b le  v i s c o ­

e l a s t i c  s o l i d  w i t h  an i n c o m p r e s s i b l e  i n t e r s t i t i a l  f l u i d .

The l a t t e r  p a p e r  d e v e lo p e d  a t h e o r y  f o r  a  p e r m e a b i l i t y  

c o e f f i c i e n t  t h a t  i s  a  f u n c t i o n  o f  c o m p r e s s iv e  s t r a i n .

Kenyon (1 9 7 8 )  t r e a t e d  t h e  p r o b le m  o f  c o n s o l i d a t i o n  o f  

c o m p r e s s i b l e  m i x t u r e s  w i t h  a  c o n s t a n t  p e r m e a b i l i t y .  He i s  

a b l e  t o  i d e n t i f y  t h e  s p e c i f i c  r o l e  o f  s o l i d  and  f l u i d  com-
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p r e s s i b i l i t y  on  t h e  c o n s o l i d a t i o n  b e h a v i o r .  K e n y o n 's  

(1 9 7 6 )  w o rk  i n  c o n s o l i d a t i o n  a l s o  i n c l u d e d  t h e  t h e o r e t i c a l  

t r e a t m e n t  o f  t h i n  w a l l e d  e l a s t i c  t u b e s  w i t h  a p p l i c a t i o n  t o  

t h e  a r t e r y  w a l l .  The a r t e r y  w a l l  i n  t h e  l a t t e r  p a p e r  was 

assum ed  t o  h a v e  c o n s t a n t  e l a s t i c  p r o p e r t i e s  and  p e r m e a b i l i t y  

d u r i n g  c o m p r e s s i o n .

A n u m b er  o f  a n o m a l i e s  h a v e  a r i s e n  i n  f i l t r a t i o n  s t u d i e s  

o f  t h e  a r t e r i a l  w a l l  s u b s t a n c e  ( V a rg a s  e t  a l ,  1 9 7 9 ;  H a r r i s o n  

and  M a s s a ro ,  1 9 7 6 ;  Y a r m a r t in o  e t  a l ,  1 9 7 4 ;  W ile n s  and  

M cC lusky , 1 9 5 2 ,  1 9 5 4 )  and  p e r f u s i o n  s t u d i e s  o f  t h e  a r t e r y  

w a l l  d e n u d e d  o f  i t s  e n d o t h e l i u m  ( P r y ,  1 9 7 2 ;  S i f l i n g e r  e t  a l ,  

1 9 7 5 ) .  I n  a l l  t h e s e  s t u d i e s ,  w h ic h  w ere  p e r f o r m e d  i n  v i t r o ,  

t h e  e x c i s e d  a r t e r y  se g m e n t  i s  e i t h e r  c u t  o p e n  a lo n g  i t s  

l e n g t h  and  l a i d  f l a t  u p o n  a  s u p p o r t i n g  s c r e e n  o r  e x a m in e d  

i n  c y l i n d r i c a l  g e o m e t r y  w h ic h  i s  p r e s s u r i z e d  f ro m  w i t h i n .

The i m p o r t a n t  r e s u l t s  t h a t  h a v e  n o t  b e e n  s a t i s f a c t o r i l y  

e x p l a i n e d  a r e ;

1 .  The h y d r a u l i c  p e r m e a b i l i t y  o f  t h e  c y l i n d r i c a l  

g e o m e t r y  i s  a b o u t  an  o r d e r  o f  m a g n i tu d e  l a r g e r  

t h a n  t h e  p l a n a r  g e o m e t r y  o n ce  t h e  l a t t e r  h a s  

a c h i e v e d  a s t e a d y  s t a t e .

2 .  The h y d r a u l i c  p e r m e a b i l i t y  o f  t h e  a r t e r y  w a l l  

i n  t h e  p l a n a r  g e o m e try  i s  s t r o n g l y  t im e  d e p e n ­

d e n t  c h a n g in g  b y  a  f a c t o r  o f  5  o r  m ore  i n  t h e  

f i r s t  s e v e r a l  h o u r s  f o l l o w i n g  t h e  i n i t i a l  a p p l i ­

c a t i o n  o f  p r e s s u r e .
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3 . The u p ta k e  o f  t a g g e d  a lb u m in  i s  v i s i b l y  l a r g e r  i n  

t h e  c y l i n d r i c a l  g e o m e t r y  when p r e s s u r i z e d  t h a n  

when t h e r e  i s  z e r o  t r a n s m u r a l  p r e s s u r e  (C aro  1 9 7 8 ,  

p r i v a t e  c o m m u n ic a t io n ) ,  w h i l e  t h e  u p t a k e  i n  p l a n a r  

g e o m e t r y  ( F r y ,  1 9 7 2 )  i s  e s s e n t i a l l y  i n d e p e n d e n t  o f  

p r e s s u r e .

A f o u r t h  r e l a t e d  o b s e r v a t i o n  i s  t h a t  t h e  a r t e r y  w a l l  

i s  n e a r l y  i n c o m p r e s s i b l e  (Garew e t  a l ,  1 9 6 8 ) and  h a s  a  f r e e  

w a t e r  vo lum e w h ich  i s  a  s m a l l  p e r c e n t a g e  o f  t h e  t o t a l  w a l l  

v o lu m e .  The i n t e r s t i t i a l  s p a c e ,  w h ic h  i s  com posed p r i m a r i l y  

o f  c o l l a g e n  f i b e r s  and  a  g e l  s u b s t a n c e  ( s l i g h t l y  c r o s s  

l i n k e d  h y a l u r o n i c  a c i d  m o l e c u l e s )  i s  known i n  o t h e r  t i s s u e s  

t o  o f f e r  a  f lo w  r e s i s t a n c e  w h ic h  i s  a  h i g h l y  n o n - l i n e a r  

f u n c t i o n  o f  t h e  i n t e r s t i t i a l  p r e s s u r e  (G u y to n  e t  a l ,  1 9 6 6 ) .

I t  seem s r e a s o n a b l e  t o  h y p o t h e s i z e  t h a t  t h i s  n o n ­

l i n e a r  b e h a v i o r  i s  due i n  p a r t  t o  t h e  h i g h  d e f o r m a b i l i t y  o f  

t h e  c e l l u l a r  com ponen t o f  t h e  w a l l ,  p a r t i c u l a r l y  t h e  sm ooth  

m u s c le  c e l l s .  T h is  s u g g e s t s  t h a t  t h e  a r t e r y  w a l l  p o s s e s s e s  

t im e  d e p e n d e n t  c o n s o l i d a t i o n  p r o p e r t i e s  an d  a  D a rc y  law  

w i t h  a  p e r m e a b i l i t y  c o e f f i c i e n t  t h a t  i s  a  n o n - l i n e a r  

f u n c t i o n  o f  l o c a l  t i s s u e  p r e s s u r e .  A l l  e x i s t i n g  t h e o r y  

h a s  b e e n  b a s e d  on 3 i o t ’ s o r  T e r z a g h i ' s  c o n s o l i d a t i o n  t h e o r y  

i n  w h ic h  t h e  D arcy  la w  p e r m e a b i l i t y  f o r  a  p o r o u s  e l a s t i c  

s o l i d  i s  e i t h e r  a ssu m ed  c o n s t a n t  o r  l i n e a r l y  r e l a t e d  t o  com­

p r e s s i v e  s t r a i n  an d  a  l i n e a r  e l a s t i c  law  assum ed  f o r  t h e  

d e f o r m a t i o n  o f  t h e  s o l i d  p h a s e .

T h e re  h a s  b e e n  no p r e v i o u s  i n v e s t i g a t i o n  t r e a t i n g  t h e
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c o n s o l i d a t i o n  o f  a  p a r t i c l e - f l u i d  a s s e m b la g e  w h ere  t h e  

p a r t i c l e s  a r e  membrane b ound  f l u i d  f i l l e d  c e l l s ,  t o  d e t e r ­

m ine  t h e  t im e  h i s t o r y  o f  t h e  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  i n  t h e  

a s s e m b la g e .  S in c e  i t  i s  n o t  p o s s i b l e ,  a t  p r e s e n t ,  t o  

m e a s u re  t h e  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  a t  i n t e r v a l s  a c r o s s  t h e  

t h i c k n e s s  o f  a n  a r t e r y  w a l l  a  g r e a t l y  s i m p l i f i e d  l a b o r a t o r y  

m odel o f  t h e  w a l l  h a s  b e e n  c o n s t r u c t e d  t o  s i m u l a t e  t h e  c o n ­

s o l i d a t i o n  o f  t h e  c e l l u l a r  com ponen t o f  t h e  a r t e r y  w a l l .

The e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  f o r  e x c e s s  p o r e  w i l l  b e  co m p ared  

w i t h  t h e  s o l u t i o n  o f  T e r z a g h i ' s  o n e - d i m e n s i o n a l  t h e o r y  

f o r  v a r i o u s ,  l o a d s  a n d  i n i t i a l  p o r o s i t i e s .
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B -  A p p a r a tu s  and  e x p e r i m e n t a l  p r o c e d u r e

An i n s t r u m e n t e d  p i s t o n - c y l i n d e r  a r r a n g e m e n t ,  f i g u r e

I - I - l a ,  c o n t a i n i n g  d i s t i l l e d  w a t e r  and  a p p r o x i m a t e l y  2,000  

n e u t r a l l y  b u o y a n t  w a te r  f i l l e d  s a c s  i s  u s e d  t o  q u a n t i t a ­

t i v e l y  m o d e l  t h e  c o n s o l i d a t i o n  o f  a tw o - p h a s e  medium w i t h  

a  h i g h l y  d e f o r m a b le  b u t  i n c o m p r e s s i b l e  p a r t i c u l a t e  p h a s e .  

The f l a c c i d l y  f i l l e d  s a c s  a r e  a g r e a t l y  s i m p l i f i e d  m odel 

o f  t h e  sm o o th  m u s c le  c e l l s  i n  t h e  m e d ia  r e g i o n  o f  t h e  

a r t e r y  w a l l .  No a t t e m p t  was made t o  m odel t h e  o t h e r  com­

p o n e n t s  o f  t h e  i n t e r s t i t i a l  s p a c e .  Due t o  t h e  s m a l l  f r a c ­

t i o n  o f  f r e e  w a t e r  i n  t h e  a r t e r y ' s  i n t e r s t i t i a l  s p a c e  t h e  

m odel c e l l s  may b e  c o n s i d e r e d  e f f e c t i v e  c e l l s .

The m em brane o f  t h e  s a c s  a r e  p o l y e t h y l e n e  s h e e t s  

1 . 5  m i l .  t h i c k .  The p o l y e t h y l e n e  s h e e t s  a r e  made i n t o  

s m a l l  s a c s  w i t h  a t h r e e  s i d e d  seam e n v e l o p i n g  a  maximum 

vo lum e o f  5 c c .  The s a c s  a r e  t h e n  f l a c c i d l y  f i l l e d  w i t h  

d i s t i l l e d  w a te r  and  t h e  l a s t  seam  i s  m ade . The seam s a r e  

h e a t  s e a l e d  t o  p r o v i d e  a  l e a k - p r o o f  c l o s u r e .  E x c e s s  

p l a s t i c  i s  t r im m e d  f ro m  t h e  seam s t o  m in im iz e  t h e  i n f l u e n c e  

o f  t h e  seam ed  a r e a .  The f i n i s h e d  s a c s  a r e  e x a m in e d  o v e r  a 

p e r i o d  o f  s e v e r a l  d a y s  and  t h o s e  w h ic h  c o n t a i n  a i r  b u b b l e s  

a r e  d i s c a r d e d .

The p i s t o n  and  c y l i n d e r  a r e  c o n s t r u c t e d  f ro m  l u c i t e  

t u b i n g  w i t h  a  0 .6 3  cm w a l l  t h i c k n e s s .  Two n e o p r e n e  0 - r i n g s  

a r e  s e t  i n t o  g r o o v e s  m a c h in e d  i n t o  t h e  p i s t o n  ( f i g u r e  I l - l b )  

and  p r o v i d e s  l e a k - f r e e  c o n t a c t  w i t h  t h e  p r e c i s i o n  m a c h in e d  

i n s i d e  s u r f a c e  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  t e s t  c y l i n d e r .  The m a x i-
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mum p i s t o n  s t r o k e  f ro m  i t s  p r e d e t e r m i n e d  z e r o  p o s i t i o n  i s  

3 .2 5  cm. The p i s t o n  f a c e  i s  made o f  two l u c i t e  d i s c s  

s e p a r a t e d  b y  a r u b b e r  g a s k e t .  The d i s c s  a r e  d r i l l e d  w i t h  

f o u r  1 .3  cm h o l e s  t o  a l lo w  f o r  f r e e  w a t e r  m ovem ent as  t h e  

p i s t o n  i s  l o w e r e d  t o  i t s  z e r o  p o s i t i o n .  The o u t e r  d i s c  

r o t a t e s  on  f i v e  s c re w s  t o  o p en  o r  c l o s e  t h e s e  p o r t s  and 

f i v e  w in g  n u t s  p r o v i d e  l e a k - f r e e  c o n t a c t  w i t h  t h e  r u b b e r  

g a s k e t .

The e x p e r i m e n t a l  t e s t  c y l i n d e r  h a s  s i x  l u c i t e  r i n g s  

5  cm i n  h e i g h t  b o n d e d  t o  i t s  i n n e r  s u r f a c e  w i t h  a  1 mm 

c l e a r a n c e  b e tw e e n  s u c c e s s i v e  r i n g s .  P r e s s u r e  t a p s  a r e  

m a c h in e d  i n t o  t h e  c y l i n d e r  a t  e a c h  c l e a r a n c e  l o c a t i o n .

T h i s  c l e a r a n c e  vo lum e p r e c l u d e s  t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t  a 

m odel c e l l  w i l l  b l o c k  a  p r e s s u r e  p o r t  and  g i v e  e r r o n e o u s  

r e a d i n g s .  T h i s  c l e a r a n c e  a l s o  s e r v e s  a s  a c i r c u m f e r e n t i a l  

r e s e r v o i r  t h a t  e q u a l i z e s  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  a t  i t s  g i v e n  

h e i g h t  i n  t h e  c y l i n d e r .

The c o n s o l i d a t i o n  s p e c im e n  o c c u p i e s  3 8 .5  cm o f  t h e  

c y l i n d e r ' s  h e i g h t ,  h a v i n g  a  n o m in a l  d i a m e t e r  o f  16 cm. A 

f i n e  w i r e  m esh l a i d  o v e r  a  c o a r s e  w i r e  mesh r e s t r a i n s  t h e  

s a c s  a t  t h e  b o t to m  o f  t h e  c y l i n d e r ,  w h i l e  o f f e r i n g  no 

p r e s s u r e  d ro p  f o r  t h e  e x u d e d  l i q u i d .  B elow  t h e  w i r e  

s c r e e n s  i s  a  p len u m  cham ber w i t h  a 3 .8  cm i n s i d e  d i a m e t e r  

f l u i d  c o l l e c t i o n  t u b e  a t t a c h e d .  The o p en  en d  o f  t h e  f l u i d  

c o l l e c t i o n  t u b e  i s  l o c a t e d  a t  t h e  l i q u i d  l e v e l  i n  t h e  

p i s t o n  t o  e n s u r e  t h a t  t h e r e  i s  no d r i v i n g  f o r c e  due t o  

h y d r o s t a t i c  p r e s s u r e .  The f r e e  w a t e r  vo lum e t h a t  i s
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s q u e e z e d  o u t  o f  t h e  c y l i n d e r  i s  c o l l e c t e d  i n  a  g r a d u a t e d  

c y l i n d e r .  A m ov ie  c a m e ra  i s  f o c u s e d  on t h e  g r a d u a t e d  

c y l i n d e r  f o r  a c c u r a t e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  c h a n g e  i n  

vo lum e o f  t h e  t e s t  s p e c im e n .

R i g i d  v i n y l  h o s e s  c o n n e c t  t h e  e x p e r i m e n t a l  c y l i n d e r ' s  

p r e s s u r e  p o r t s  t o  lo w  p r e s s u r e  t r a n s d u c e r s .  The t im e  

d e p e n d e n t  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  i s  m e a s u re d  u s i n g  V a l id y n e  

D P-15 d i f f e r e n t i a l  p r e s s u r e  t r a n s d u c e r s  a n d  CD-15 s i n e  wave 

c a r r i e r  d e m o d u la to r s  w i t h  a  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  o f  1000  Hz. 

The t r a n s d u c e r s  a r e  m o u n te d  on a s l i d i n g  r a c k  w h ic h  i s  

l o c k e d  i n t o  t h e  same p l a n e  as  t h e  l i q u i d  l e v e l  t o  e n s u r e  

t h a t  o n l y  t h e  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  i s  m e a s u r e d .  The demod­

u l a t o r s  a m p l i f y  an d  l i n e a r i z e  t h e  i n p u t  3 i g n a l  f ro m  t h e  

t r a n s d u c e r s .  The c o n t r o l s  on  t h e  d e m o d u la to r s  f a c i l i t a t e  

c a l i b r a t i o n  o f  e a c h  u n i t  ( t r a n s d u c e r ,  c a b l e  a n d  d e m o d u la ­

t o r ) .  The o u t p u t  s i g n a l  f ro m  e a c h  d e m o d u la r  i s  c o n t i n ­

u o u s l y  r e c o r d e d  on  an O f f n e r  s t r i p  c h a r t  r e c o r d e r .

A . l o a d  p l a t f o r m ,  c o n n e c t e d  t o  t h e  r e l e a s e  m ech an ism  

b y  a  t h r e a d e d  r o d ,  f i t s  i n  a  g r o o v e  m a c h in e d  i n t o  t h e  

m o v a b le  d i s c  on  t o p  o f  t h e  p i s t o n  f a c e .  T h i s  e n s u r e s  t h a t  

t h e  l o a d  i s  a p p l i e d  a x i s y m m e t r i c a l l y  t o  t h e  p i s t o n  f a c e .

The t h r e a d e d  r o d  c a r r i e s  t h e  l o a d  o f  t h e  d e a d  w e i g h t  u n t i l  

t h e  c a m - l i k e  r e l e a s e  m e c h a n ism  i s  a c t u a t e d .  The c o m b in ed  

m ass  o f  t h e  p i s t o n ,  l o a d  p l a t f o r m  an d  t h r e a d e d  r o d  a r e  

en o u g h  t o  b a l a n c e  s l i d e  f r i c t i o n  i n  t h e  two 0 - r i n g s .  The 

e x p e r i m e n t a l  c y l i n d e r  r e s t e d  on l e g s  t h a t  a r e  a d j u s t a b l e  

t o  a l l o w  f o r  t h e  l e v e l i n g  o f  t h e  a p p a r a t u s .
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Upon d e t e r m i n i n g  t h e  z e r o  p o s i t i o n  o f  t h e  p i s t o n  t h e  

t o t a l  s p e c im e n  v o lum e i s  e a s i l y  o b t a i n e d .  The d e s i r e d  c e l l  

vo lum e u s e d  f o r  a  g i v e n  e x p e r i m e n t a l  r u n  i s  o b t a i n e d  u s i n g  

t h e  v o lu m e  d i s p l a c e m e n t  m e th o d .  The c y l i n d e r  i s  c a r e f u l l y  

p a c k e d  t o  e n s u r e  t h a t  t h e r e  a r e  no  t r a p p e d  a i r  b u b b l e s  i n  

t h e  i n t e r s t i t i a l  s p a c e .  T h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  b y  g r a d u a l l y  

r a i s i n g  t h e  w a t e r  l e v e l  i n  t h e  c y l i n d e r  an d  a d d in g  t h e  

w a t e r  f i l l e d  s a c s  i n  i n c r e m e n t s ,  r e m o v in g  b u b b l e s  a t  e a c h  

s t a g e .  B e f o r e  t h e  p a c k i n g  b e g i n s ,  t h e  i n s i d e  s u r f a c e  o f  

t h e  c y l i n d e r  i s  s p r a y e d  w i t h  a  d r y  s i l i c o n  l u b r i c a n t  t o  

r e d u c e  s l i d e  f r i c t i o n  b e tw e e n  t h e  c y l i n d e r  w a l l s  and  t h e  

w a t e r  f i l l e d  s a c s .

Once t h e  e x p e r i m e n t a l  c y l i n d e r  i s  p r o p e r l y  p a c k e d  t h e  

p i s t o n  ( w i t h  i t s  O - r i n g s  w e l l  g r e a s e d )  i s  moved t o  i t s  

p r e d e t e r m i n e d  z e r o  p o s i t i o n ,  w h i l e  t h e  p o r t s  i n  t h e  p i s t o n  

f a c e  a r e  k e p t  o p e n  t o  a l l o w  f o r  f r e e  w a t e r  m ovem en t.  When 

t h i s  t a s k  i s  c o m p l e t e d ,  d i s t i l l e d  w a t e r  i s  a d d e d  t o  t h e  

t o p  s e c t i o n  o f  t h e  p i s t o n  u n t i l  t h e  m e n i s c u s  i n  t h e  c o l l e c ­

t i o n  t u b e  d r a i n s  i n t o  t h e  g r a d u a t e d  c y l i n d e r .  When t h e  

d r a i n i n g  c e a s e s  t h e  t r a n s d u c e r  r a c k  i s  moved u n t i l  a l l  

t r a n s d u c e r s  r e a d  z e r o  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e .

Once t h e  w a t e r  l e v e l  i s  i n  t h e  c o r r e c t  l o c a t i o n  t h e  

p i s t o n  p o r t s  a r e  c l o s e d  and  l o c k e d .  The l o a d  p l a t f o r m  i s  

t h e n  l o w e r e d  i n t o  t h e  g r o o v e s  i n  t h e  p i s t o n  f a c e  an d  l o c k e d  

u s i n g  an a d j u s t m e n t  n u t  a t t a c h e d  t o  t h e  t h r e a d e d  r o d  and  

r e l e a s e  cam . B e f o r e  t h e  s t a r t  o f  an  e x p e r i m e n t a l  r u n  t h e  

i n s t r u m e n t a t i o n  i s  c a l i b r a t i o n  c h e c k e d .



A f t e r  t h e  d e a d  w e ig h t  l o a d  i s  p l a c e d  on t h e  l o c k e d - u p  

p l a t f o r m ,  t h e  s t r i p  c h a r t  r e c o r d e r  i s  t u r n e d  on and  t h e  

m o v ie  c a m e ra  f o c u s e d  on t h e  g r a d u a t e d  c y l i n d e r  i s  a c t u a t e d .  

W ith  a l l  t h e  i n s t r u m e n t a t i o n  i n  o p e r a t i o n  t h e  r e l e a s e  m ech­

a n ism  i s  a c t u a t e d  and  t h e  d e a d  w e ig h t  l o a d  i s  a p p l i e d  t o  

t h e  s p e c im e n .

I n i t i a l  p o r o s i t i e s ,  n ,  u s e d  v a r i e d  f ro m  0 .1 0  t o  0 . 2 5 .  

The d e a d  w e ig h t  l o a d s  u s e d  v a r i e d  f ro m  lj.,5 kg t o  1 3 .6  kg 

w i t h  t h e  maximum l o a d  u s e d  a t  a  g i v e n  i n i t i a l  p o r o s i t y  

d e p e n d e n t  on  t h e  maximum p i s t o n  t r a v e l  a v a i l a b l e .  The 

e x p e r i m e n t  was c o n d u c te d  i n  an a i r - c o n d i t i o n e d  room  w h ic h  

was m a i n t a i n e d  a t  2 5 ° c .
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C -  T h e o r e t i c a l  b a c k g ro u n d

The s c i e n c e  o f  s o i l  m e c h a n ic s  p r o v i d e s  t h e  n e c e s s a r y  

d e f i n i t i o n s  u s e d  i n  t h i s  s t u d y  o f  t h e  c o n s o l i d a t i o n  o f  a  

c e l l u l a r - f l u i d  m a t r i x .  The tw o p h a s e  medium u n d e r  c o n ­

s i d e r a t i o n  i s  com posed  o f  m em brane b o u n d  f l u i d  f i l l e d  c e l l s  

and  d i s t i l l e d  w a t e r  a s  t h e  i n t e r s t i t i a l  f l u i d .  The p o r o ­

s i t y  o f  a  p a r t i c u l a t e  a s s e m b la g e  i s  commonly u s e d  i n  s o i l  

m e c h a n ic s  a s  a  m e a s u re  o f  t h e  s p a c e  o c c u p i e d  b y  t h e  i n t e r ­

s t i t i a l  f l u i d .

P o r o s i t y  i s ,  t h u s  d e f i n e d  as

w h ere  V i s  t h e  i n i t i a l  v o i d  vo lum e a n d  V*. i s  t h e  t o t a l  v  t
i n i t i a l  vo lum e o f  t h e  a s s e m b la g e .  A n o th e r  u s e f u l  p a r a ­

m e t e r  i s  t h e  v o i d  r a t i o ,  e ,  d e f i n e d  as

w here  V i s  t h e  t o t a l  v o lum e o f  a l l  c e l l s  i n  t h e  a ssem - c
b l a g e .  The o b v io u s  r e l a t i o n s  b e tw e e n  e an d  n  a r e  t h e n ,

e )

e n
i t e  ) e  -

An a v e r a g e  D arcy  la w  p e r m e a b i l i t y ,  k ,  was d e t e r m i n e d  

f o r  e a c h  e x p e r i m e n t a l  r u n  c o r r e s p o n d i n g  t o  e a c h  i n i t i a l  

p o r o s i t y  an d  a p p l i e d  l o a d .  U s in g  an a v e r a g e  v a l u e  f o r  f l o w
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r a t e  Q o v e r  t h e  d u r a t i o n  o f  an  e x p e r i m e n t a l  r u n ,  one  c a n  

d e f i n e  t h e  a v e r a g e  p e r m e a b i l i t y  b y

k c  -2 J1  fH -4 )A Ah ) 1 J

w h ere  H i s  t h e  h e i g h t  o f  t h e  m a t r i x ,  A i s  t h e  c r o s s - s e c ­

t i o n a l  a r e a  o f  t h e  m a t r i x  an d  A h  i s  t h e  d i f f e r e n c e  i n  

h e a d  a c r o s s  t h e  m a t r i x  h e i g h t .

W ith  d a t a  c o l l e c t e d  f ro m  t h e  f i l m  t h e  c h a n g e  i n  v o i d  

r a t i o ,  f o r  an  e x p e r i m e n t a l  r u n  is .  o b t a i n e d  an d  u s e d

t o  d e t e r m i n e  an a v e r a g e  v a l u e  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t  o f

c o m p r e s s io n  av «

*  “

AS. (3 E-S-).

Where Atf*v i s  t h e  c h a n g e  i n  t o t a l  v e r t i c a l  s t r e s s  on t h e  

a s s e m b la g e .  The c o e f f i c i e n t  o f  vo lum e c h a n g e ,  mv , i s  

r e a d i l y  d e t e r m i n e d  u s i n g  t h e  r e s u l t  o f  e q u a t i o n  ( I I - 5 ) 

and  t h e  i n i t i a l  v o i d  r a t i o  i n  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n ,

m v =  2 * -  f n - 6 )v \+e . v-

The c o e f f i c i e n t  o f  c o n s o l i d a t i o n ,  C , b a s e d  on  t h e  r e s u l t s  

o f  e q u a t i o n s  { I I - I 4.) and ( I I - 6 ) i s  an  a v e r a g e  v a l u e  f o r  t h e  

d u r a t i o n  o f  a  g i v e n  c o n s o l i d a t i o n  t e s t .



W here i s  t h e  d e n s i t y  o f  t h e  i n t e r s t i t i a l  f l u i d .

A R e y n o ld ’ s num ber b a s e d  o n  t h e  s u p e r f i c i a l  v e l o c i t y  

v g and  t y p i c a l  c h a n n e l  t h i c k n e s s  € i s  d e t e r m i n e d  f ro m  t h e  

f o l l o w i n g  r e l a t i o n s .

w h e re  V i s  t h e  k i n e m a t i c  v i s c o s i t y  o f  t h e  i n t e r s t i t i a l  

f l u i d .  The t y p i c a l  c h a n n e l  t h i c k n e s s  £  i s  o b t a i n e d  by  

a s s u m in g  u n i f o r m  c u b i c  c e l l s  w i t h  s i d e s  o f  l e n g t h  c  an d  a  

d i s t a n c e  £  b e tw e e n  s u c c e s s i v e  c e l l s .  One t h e n  r e q u i r e s  

t h e  v o lu m e  o f  a l l  t h e  c e l l s  i n  t h e  a s s e m b la g e  t o  be  e q u a l  

t o  t h e  f r a c t i o n  o f  s p a c e  o c c u p i e d  b y  t h e s e  c e l l s  t i m e s  t h e  

t o t a l  v o lu m e  o f  t h e  a s s e m b la g e  o r  s i m p l y .

W here 1 i s  t h e  n um ber  o f  c e l l s  i n  t h e  s y s t e m  and  1 -n  i s  t h e  

f r a c t i o n  o f  s p a c e  o c c u p i e d  b y  c e l l s .  T h i s  r e d u c e s  t o



Where c i s  e q u a l  t o  1 . 5  cm f o r  a  t y p i c a l  c e l l  s i z e  i n  t h i s  

e x p e r i m e n t .  V a lu e s  f o r  t h e  a b o v e  m e n t io n e d  p a r a m e t e r s  c a n  

b e  f o u n d  on  t h e  e x p e r i m e n t a l  g r a p h s  f o r  e x c e s s  p o r e  

p r e s s u r e .

The i n f l u e n c e  o f  c e l l  d e f o r m a b i l i t y  i s  r e a d i l y  

a p p a r e n t  i n  t h e  m a g n i tu d e  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  c o m p r e s s ­

i b i l i t y  and  s u b s e q u e n t l y  i n  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  v o lum e 

c h a n g e  and c o n s o l i d a t i o n .  The c o e f f i c i e n t  o f  v o lum e c h a n g e  

i n  t h e s e  e x p e r i m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n s  i s  t y p i c a l l y  t h r e e  t o  

f o u r  o r d e r s  o f  m a g n i tu d e  l a r g e r  t h a n  f o r  more l o o s e l y  

p a c k e d  s o i l s .  The c o m p l ia n c e  o f  t h e  membrane b o u n d a r i e s  

o f  e a c h  c e l l  c o n t r i b u t e  t o  t h i s  g r e a t  d i f f e r e n c e  i n  t h e  

c o e f f i c i e n t  o f  c o m p r e s s i b i l i t y .  F o r  s o i l s  e x t r e m e l y  h ig h  

p r e s s u r e s  a r e  r e q u i r e d  t o  a l t e r  t h e  s h a p e  o f  i n d i v i d u a l  

s o i l  p a r t i c l e s ,  w h e re a s  s m a l l  p r e s s u r e s  a r e  r e q u i r e d  t o  

a l t e r  t h e  s h a p e  o f  a  membrane b o u n d  f l u i d  f i l l e d  c e l l .

The R e y n o l d ' s  n um ber  f o r  t h e  e x p e r i m e n t s  i s  o f  o r d e r  

u n i t y  w h ic h  i s  i n  t h e  r a n g e  o f  v a l i d i t y  o f  t h e  D a rc y  la w ,  

when u s e d  f o r  s o i l s  . Due t o  t h e  c o m p l i a n t  n a t u r e  o f  t h e  

f l u i d  f i l l e d  s a c s  o n e  w o u ld  e x p e c t  t h a t  t h e  u p p e r  l i m i t  

o f  R e y n o l d ' s  n u m b er  c o u l d  be  e x t e n d e d .

F o r  a  c o n s o l i d a t i o n  s p e c im e n  i n  w h ic h  t h e  p a r t i c ­

u l a t e  p h a s e  c a n n o t  s u p p o r t  s i g n i f i c a n t  b e n d in g  m om ents , 

B i o t ' s  e q u a t i o n  an d  T e r z a g h i ’ s  e q u a t i o n  r e d u c e  t o  t h e  

fo rm  o f  t h e  t r a n s i e n t  h e a t  c o n d u c t i o n  e q u a t i o n  w i t h  

c o n s t a n t  d i f f u s i v i t y .  C o m p a r iso n  o f  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s ,  

f o r  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e ,  w i l l  b e  made w i t h  T e r z a g h i ' s



t h e o r e t i c a l  p r e d i c t i o n  b e c a u s e  o f  i t s  r e m a r k a b l e  s u c c e s s  

i n  p r e d i c t i n g  t h e  s e t t l e m e n t  o f  many t y p e s  o f  s o i l s  u n d e r  

a  c o n s t a n t  l o a d .

F o r  o n e - d i m e n s i o n a l  c o n s o l i d a t i o n  t h e  n o n - d i m e n s i o n a l  

e q u a t i o n  g o v e r n i n g  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e ,  w i t h  c o n s t a n t  

t o t a l  v e r t i c a l  s t r e s s ,  i s :

a z *  I T  > 1

w h e r e  t h e  c o n s o l i d a t i o n  r a t i o  U, n o n - d i m e n s i o n a l  t i m e  T and  

n o n - d i m e n s i o n a l  e l e v a t i o n  Z a r e  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :

g  =  | -  ( 3 E- t3 «_)
U-O

T « Cyj t

H -

(IT- '3b)

( T L - ' 3 t )

I n  t h e  a b o v e  r e l a t i o n s  u ( z , t )  i s  t h e  i n s t a n t a n e o u s  e x c e s s
v

p o r e  p r e s s u r e  a t  a  g i v e n  e l e v a t i o n  i n  t h e  s t r a t u m ,  H i s  

t h e  s t r a t u m  h e i g h t  an d  Cv  i s  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  c o n s o l i ­

d a t i o n  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( I I - 7 ) ,

The s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 1 1 - 1 2 )  i s  p l o t t e d  i n  

f i g u r e s  II-2  t h r o u g h  I I - 6 , f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  T, s u b j e c t  

t o  t h e  f o l l o w i n g  i n i t i a l  an d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :



U (E; 0) = O (It-1+<0

U (O, T )  — I (3T-I4W

jU (l,T ) _ Q

i z .
( I -  \4-c)

I n i t i a l  c o n d i t i o n  (1 1 - l l j .a )  r e q u i r e s  t h e  i n t e r s t i t i a l  f l u i d  

t h r o u g h o u t  t h e  a s s e m b la g e  t o  e x p e r i e n c e  t h e  l o a d  i n s t a n ­

t a n e o u s l y .  B o u n d a ry  c o n d i t i o n  (1 1 - l i j .b )  r e p r e s e n t s  t h e  f r e e  

d r a i n a g e  c o n d i t i o n  a t  t h e  b o t t o m  o f  t h e  t e s t  c y l i n d e r  an d  

( 11- l i j .c )  i s  t h e  im p e rm e a b le  c o n d i t i o n  a t  t h e  p i s t o n  f a c e .  

The s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 1 1 - 1 2 )  i s  i n  t h e  fo rm  o f  t h e  

i n f i n i t e  s e r i e s

The e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a r e  c o m p ared  t o  t h e  s o l u t i o n  g i v e n  

b y  e q u a t i o n  ( 11- 1 5 ) i n  f i g u r e s  I I - 2  t h r o u g h  I I - 6 .

n-o

w here
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D -  R e s u l t s

The m a jo r  o b j e c t i v e  o f  t h i s  e x p e r i m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n  

was t o  s e e  t h e  e f f e c t  t h a t  membrane b o u n d  c e l l s  h a v e  on 

t h e  c o n s o l i d a t i o n  b e h a v i o r  o f  t h e  b u l k  s p e c im e n .  I n i t i a l  

p o r o s i t i e s ,  n ,  much s m a l l e r  t h a n  t h o s e  e n c o u n t e r e d  i n  s o i l  

m e c h a n ic s  w ere  u s e d  due t o  t h e  lo w  f r e e  w a t e r  v o lum e f o u n d  

i n  a r t e r y  w a l l s .  The i n i t i a l  v o i d  v o lu m e  u s e d  v a r i e d  f ro m  

10 p e r  c e n t  t o  25 p e r  c e n t  o f  t h e  t o t a l  i n i t i a l  m a t r i x  

v o lu m e .  The a s s e m b la g e  o c c u p i e s  a  t o t a l  i n i t i a l  vo lum e o f  

7 ,2 0 0  c c ,  t h e r e f o r e  t h e  i n i t i a l  vo lum e o f  t h e  i n t e r s t i t i a l  

f l u i d  v a r i e s  f ro m  720 cc  t o  1800  c c .  The k i n e m a t i c  v i s ­

c o s i t y ,  V » o f  t h e  i n t e r s t i t i a l  f l u i d  i s  9 . 25x 10“ ^ cm ^ /s  

a t  a  t e m p e r a t u r e  o f  2 5 ° c .  The s u r f a c e  a r e a  o f  t h e  l o a d  

b e a r i n g  p i s t o n  i s  218 cm .

Two e x p e r i m e n t a l  r u n s  w ere  r e q u i r e d  t o  c o m p le t e  e a c h  

g r a p h  f o r  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  ( f i g u r e s  I I - 2  t h r o u g h  I I - 6 ) .  

The c o n s o l i d a t i o n  c y l i n d e r  h a s  e i g h t  p r e s s u r e  p o r t s ,  how­

e v e r  I  h a d  o n ly  f i v e  d i f f e r e n t i a l  t r a n s d u c e r s  a v a i l a b l e  t o  

me. One t r a n s d u c e r  m o n i t o r e d  t h e  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  

0 .6  cm above  t h e  r e s t r a i n i n g  m esh  ( p o r t  n o ,  1 ) f o r  a l l  

e x p e r i m e n t a l  r u n s .  T h i s  t r a n s d u c e r ' s  o u t p u t  was r e c o r d e d  

on a  d i g i t a l  v o l t m e t e r .  S in c e  t h e  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  

a t  t h i s  p o i n t  i n  t h e  a s s e m b la g e  n e v e r  e x c e e d e d  f i v e  p e r  c e n t  

o f  t h e  i n i t i a l  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  i t  was n o t  p l o t t e d .  

A n o th e r  t r a n s d u c e r  was u s e d  t o  m o n i t o r  t h e  e x c e s s  p o r e  p r e ­

s s u r e  n e a r  t h e  m id d le  o f  t h e  c y l i n d e r ' s  h e i g h t  ( p o r t  n o .  5 ) 

f o r  b o t h  r u n s .  The r e m a i n in g  t h r e e  t r a n s d u c e r s  a l t e r n a t e l y



m o n i to r e d  t h e  l o w e r  ( p o r t  n o s .  2 , 3 and  an d  u p p e r  ( p o r t  

n o s ,  6 , 7 an d  8 ) p o r t i o n s  o f  t h e  c y l i n d e r .  The two r u n s  

w ere  c o n s i d e r e d  i d e n t i c a l  when t h e  two e x p e r i m e n t a l  p r e s ­

s u r e  c u r v e s  f o r  p o r t  n o .  5 w e re  i n  a g r e e m e n t  an d  when t h e  

vo lum e o f  w a t e r  s q u e e z e d  o u t  o f  t h e  a s s e m b la g e  f o r  e a c h  

r u n  d i f f e r e d  by  o n l y  a  few  p e r  c e n t .

The t i m e  d e p e n d e n t  c h a n g e  i n  m a t r i x  vo lum e i s  p r e s e n ­

t e d  i n  n o n - d i m e n s i o n a l  fo rm  i n  f i g u r e s  I I -7  t h r o u g h  11 - 1 1 . 

The c h a n g e  i n  v o lu m e  a t  a n y  t i m e  f o l l o w i n g  t h e  a p p l i c a t i o n  

o f  t h e  c o n s o l i d a t i n g  l o a d  i s  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  t o  

t h e  t o t a l  vo lum e c h a n g e  The v o lum e c h a n g e  d a t a  was

r e c o r d e d  on  f i l m  u s i n g  a  B a u e r  s u p e r  8 mm m ovie  c a m e ra  

f o c u s e d  on  t h e  g r a d u a t e d  c y l i n d e r .

Time i s  n o n - d i m e n s i o n a l i z e d  u s i n g  an  a v e r a g e  v a l u e  

o f  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  c o n s o l i d a t i o n  Cv  f o r  a  g i v e n  e x ­

p e r i m e n t a l  r u n .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  i n s t a n t a n e o u s  

v a l u e  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  c o n s o l i d a t i o n  may v a r y  by a 

f a c t o r  o f  f i v e  d u r i n g  a  g i v e n  c o n s o l i d a t i o n  t e s t ,  w i t h  t h e  

l a r g e s t  v a r i a t i o n  f o r  t h e  s i t u a t i o n  o f  h i g h  p o r o s i t y  and  

l a r g e  a p p l i e d  l o a d .

A d i s c u s s i o n  o f  t h e  r e s u l t s  f o r  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  

an d  v o lu m e  c h a n g e  i s  p r e s e n t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n .
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E -  D i s c u s s i o n

F i g u r e  I I - 2 i s  a  p l o t  o f  n o n - d i m e n s i o n a l  e x c e s s  p o r e  

p r e s s u r e  l - U  v e r s e s  e l e v a t i o n  f o r  an  i n i t i a l  p o r o s i t y  o f  

0 .2 5  an d  an  a p p l i e d  l o a d  o f  I4..5 leg, w h ic h  r e s u l t s  i n  an  

i n i t i a l  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  o f  0 .2 0 6  N/cm , F i g u r e  I I - 2  

shows t h a t  a t  t h i s  i n i t i a l  p o r o s i t y  a g re e m e n t  w i t h  

T e r z a g h i ' s  c l a s s i c a l  t h e o r y  i s  e x c e l l e n t .  The R e y n o l d ' s  

num ber f o r  t h i s  p a r t i c u l a r  e x p e r i m e n t a l  r u n  i s  7 . 5 ,  w h ic h  

i s  t h e  l a r g e s t  v a l u e  i n  t h e  s e r i e s  o f  e x p e r i m e n t a l  c a s e s .  

T h i s  f a c t  and  t h e  e x c e l l e n t  a g r e e m e n t  w i t h  c l a s s i c a l  

t h e o r y  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  D a rc y  la w  w i t h  c o n s t a n t  p e rm e ­

a b i l i t y  i s  v a l i d  f o r  t h e  c o n d i t i o n s  o f  t h i s  e x p e r i m e n t a l  

c a s e .

As t h e  i n i t i a l  p o r o s i t y  i s  d e c r e a s e d  t h e  t i m e  p a r a ­

m e t e r  T f o r  t h e  e x p e r i m e n t a l  p o i n t s  b e g i n s  t o  d e p a r t  f ro m  

t h o s e  p r e d i c t e d  b y  c l a s s i c a l  t h e o r y ,  a t  a  g i v e n  e x c e s s  p o r e  

p r e s s u r e .  At an i n i t i a l  p o r o s i t y  o f  0 . 2 0 ,  w i t h  an  i n i t i a l  

e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  o f  0.21J.5 N/em , f i g u r e  I I - 3 shows 

t h a t  a g re e m e n t  w i t h  c l a s s i c a l  t h e o r y  i s  s t i l l  r e a s o n a b l e .  

H ow ever, when t h e  i n i t i a l  p o r o s i t y  i s  e q u a l  t o  0 .1 5  t h e  

t im e  p a r a m e t e r  f o r  t h e  l a s t  s e t  o f  d a t a  p o i n t s ,  w h ic h  i s  

a t  t h e  e n d  o f  t h e  c o n s o l i d a t i o n  p r o c e s s ,  i n  f i g u r e  I l - i j .  

d i f f e r s  f ro m  t h e  t h e o r e t i c a l  p r e d i c t i o n  by  a p p r o x i m a t e l y  

15 p e r  c e n t .  A l th o u g h  t h i s  d i f f e r e n c e  i s  s l i g h t ,  i t  i s  

t h e  b e g i n n i n g  o f  a t r a n s i t i o n  f ro m  c l a s s i c a l  t h e o r y  t o  a 

n o n - l i n e a r  b e h a v i o r .  The n o n - l i n e a r  b e h a v i o r  i s  m ore 

p r o n o u n c e d  when t h e  i n i t i a l  p o r o s i t y  i s  e q u a l  t o  0 .1 2 5 ,



as  shown i n  f i g u r e  I 1 - 5 .  I n  t h i s  g r a p h  t h e  e x p e r i m e n t a l  

t im e  p a r a m e t e r  f o r  t h e  f i n a l  p e r i o d  o f  c o n s o l i d a t i o n  i s  

l e s s  t h a n  t h e  t h e o r e t i c a l  p r e d i c t i o n  b y  b e tw e e n  25 and  

30 p e r  c e n t  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e .  T h i s  d e p a r t u r e  c a n  

b e  e x p l a i n e d  i f  o n e  c o n s i d e r s  t h e  m e th o d  o f  d e t e r m i n i n g  

t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e  o f  t h e  c o n s o l i d a t i o n  c o e f f i c i e n t .  

S in c e  t h i s  e x p e r i m e n t a l  v a l u e  was b a s e d  on  a v e r a g e  c o n ­

d i t i o n s  d u r i n g  a  c o n s o l i d a t i o n  t e s t  i t  i s  r e p r e s e n t a t i v e  

o f  t h e  t r u e  v a l u e  o f  Cv d u r i n g  t h e  m i d d l e  p e r i o d  o f  c o n ­

s o l i d a t i o n .  I f ,  f o r  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e s  i n  f i g u r e  I I - l j .  

and  I I - 5 ,  t h e  c o n s o l i d a t i o n  c o e f f i c i e n t  w e re  a l l o w e d  t o  

d e c r e a s e  w i t h  i n c r e a s i n g  c o m p a c t io n  o f  t h e  a s s e m b la g e ,  t h e r e  

w o u ld  b e  c l o s e r  c o r r e s p o n d e n c e  b e tw e e n  t h e  t h e o r e t i c a l  an d  

e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  o f  T a t  a  g i v e n  l o c a t i o n .

A n o th e r  f e a t u r e  a p p a r e n t  u p o n  c l o s e r  e x a m i n a t i o n  o f  

f i g u r e  I I - 5  i s  t h a t  t h e  s p a t i a l  d i s t r i b u t i o n  o f  e x c e s s  p o r e  

p r e s s u r e  i s  d e p a r t i n g  f ro m  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  s h a p e  o f  t h e  

t h e o r e t i c a l  p r e s s u r e  c u r v e s .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  c o n s o l ­

i d a t i o n  p a r a m e t e r s  a r e  b e c o m in g  an i n c r e a s i n g l y  n o n - l i n e a r  

f u n c t i o n  o f  t im e  and  l o c a t i o n  a s  t h e  p o r o s i t y  i s  d e c r e a s e d  

f ro m  0 . 2 0  t o  0 . 1 2 5 .  The a s s u m p t io n  o f  c o n s t a n t  p e r m e a b i l i t y  

no  l o n g e r  p r o v i d e s  an a c c u r a t e  p r e d i c t i o n  f o r  t h e  r a t e  o f  

d i s s i p a t i o n  o f  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e .

When t h e  i n i t i a l  p o r o s i t y  i s  d e c r e a s e d  t o  0 .1 0  

s i m i l a r i t i e s  b e tw e e n  t h e o r e t i c a l  p r e d i c t i o n  and  e x p e r i ­

m e n t a l  r e s u l t s  a r e  a b s e n t ,  a s  c a n  b e  s e e n  i n  f i g u r e s  1 1 - 6 a ,

I I - 6 b  and  I I -6 c .  At t h i s  p o r o s i t y  t h e  d e f o r m a b i l i t y  o f  t h e
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s a c s  i n f l u e n c e s  t h e  c o n s o l i d a t i o n  b e h a v i o r  t o  s u c h  an 

e x t e n t  t h a t  t h e  p e r m e a b i l i t y  m u s t  b e  a  s t r o n g  f u n c t i o n  o f  

t im e  an d  l o c a l  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e .  The f a c t  t h a t  t h e  

t h r e e  f i g u r e s  I I - 6 a  t h r o u g h  I I - 6 c  a r e  n o t  i d e n t i c a l  i s  due 

t o  t h e  d i f f e r e n t  i n i t i a l  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e s  u s e d  f o r  

e a c h  c a s e ,  w h ic h  i n d i c a t e s  a  d e p e n d e n c e  on e x c e s s  p o r e  

p r e s s u r e .

F o r  p o r o s i t i e s  o f  0 . 1 0  t h e  t y p i c a l  c h a n n e l  s i z e  i s  o f  

o r d e r  10  o f  t h e  p a r t i c l e  s i z e .  I n  t h i s  r a n g e  o f  c h a n n e l  

t o  f l u i d  c e l l  d im e n s io n s  an  i n t r i g u i n g  s q u e e z e  f i l m  b e ­

h a v i o r  i s  p r e s e n t  f o r  t h e  d r a i n i n g  o f  a  f l u i d  f i l m  b e tw e e n  

two m em brane b o u n d  f l u i d  c e l l s .  T h i s  new p h en o m en a  i s  t h e  

s u b j e c t  o f  c h a p t e r  I I I .

The c h a n g e  i n  vo lum e o f  t h e  c o n s o l i d a t i o n  s p e c im e n  

i s  a m e a s u re  o f  t h e  c h a n g e  i n  v o i d  r a t i o  and  p i s t o n  d i s ­

p l a c e m e n t .  At an  i n i t i a l  p o r o s i t y  o f  0 .25>  f i g u r e  I I - 7 

t h e  s e t t l e m e n t  o f  t h e  p i s t o n  i s  n e a r l y  l i n e a r  f o r  t h e  f i r s t  

80 p e r  c e n t  o f  i t s  t o t a l  d i s p l a c e m e n t  a t  w h ic h  p o i n t  i t  

a s y m p to te s  t o  i t s  f i n a l  v a l u e .  T h i s  n e a r l y  l i n e a r  d i s p l a c e ­

m ent o f  t h e  p i s t o n  d u r i n g  t h e  e a r l y  p e r i o d  o f  c o n s o l i d a t i o n  

d i m i n i s h e s  i n  d u r a t i o n  a s  i n i t i a l  p o r o s i t y  d e c r e a s e s  u n t i l  

i t  i s  t o t a l l y  a b s e n t  a t  an i n i t i a l  p o r o s i t y  o f  0 . 1 2 5 ,  a s  

c a n  b e  s e e n  i n  f i g u r e s  I I - 7  t h r o u g h  1 1 - 1 0 .

I n  a l l  t h e  c a s e s  r e p r e s e n t e d  b y  f i g u r e s  I I - 7 t h r o u g h

1 1 -1 1  t h e  n o n - d i m e n s i o n a l  v o lu m e  c h a n g e  i s  i n d e p e n d e n t  o f  

i n i t i a l  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e .  The r e l a t i v e l y  w id e  b a n d  o f  

d a t a  p o i n t s  s e e n  i n  f i g u r e  1 1 -1 0  c a n  b e  a t t r i b u t e d  t o



e x p e r i m e n t a l  s c a t t e r  s i n c e  t h e r e  i s  no  c o r r e s p o n d e n c e  

b e tw e e n  a p p l i e d  l o a d  and  l o c a t i o n  i n  t h e  b a n d  o f  r e s u l t s .  

I n  c o m p a r in g  t h e  vo lum e c h a n g e  d a t a  i t  i s  c l e a r  t h a t  a s  

p a c k i n g  i n c r e a s e s  t h e  d r a i n i n g  o f  t h e  i n t e r s t i t i a l  f l u i d  

i s  on a  l o n g e r  t i m e  s c a l e .  T h i s  c a n  b e  e x p l a i n e d  w i t h  t h e  

membrane s q u e e z e  f i l m  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  c h a p t e r  I I I .



F -  C o n c l u s i o n s

The r e s u l t s  d i s c u s s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  show 

t h a t  a s  p a c k i n g  o f  t h e  a s s e m b la g e  i n c r e a s e s  t h e  c o n s o l i ­

d a t i o n  o f  t h e  c e l l u l a r - f l u i d  m a t r i x  b ecom es  i n c r e a s i n g l y  

n o n - l i n e a r .  The t r a n s i t i o n  b e tw e e n  c l a s s i c a l  c o n s o l i d a t i o n  

b e h a v i o r  a t  an  i n i t i a l  p o r o s i t y  o f  0 . 2 5  an d  t h e  h i g h l y  

n o n - l i n e a r  b e h a v i o r  a t  an i n i t i a l  p o r o s i t y  o f  0 ..10  may 

b e  t r e a t e d  by  a  r e c e n t  t h e o r y  d e v e l o p e d  b y  L a i  e t  a l  ( 1 9 8 0 ) .  

L a i  and  h i s  c o - w o r k e r s  h a v e  d e v e l o p e d  a  t h e o r y  f o r  t h e  

c o m p r e s s io n  o f  a r t i c u l a r  c a r t i l a g e  w i t h  a  s t r a i n  d e p e n d e n t  

p e r m e a b i l i t y .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h e y  h a v e  n o t  a p p l i e d  t h e i r  

n o n - l i n e a r  b i p h a s i c  t h e o r y  t o  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  l o c a l  

e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  i n  th e .  i n t e r s t i t i a l  s p a c e .  H ow ever,

I  b e l i e v e  t h a t  t h e i r  t h e o r y ,  when a p p l i e d  t o  t h e  d e t e r ­

m i n a t i o n  o f  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e ,  w i l l  p r o d u c e  r e s u l t s  t h a t  

w i l l  co m p are  f a v o r a b l y  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  i n  

f i g u r e s  I I - 3 t h r o u g h  I I - 5 .

To t r e a t  a s s e m b la g e s  o f  m em brane b o u n d  f l u i d  f i l l e d  

c e l l s  u n d e r g o i n g  c o n s o l i d a t i o n  a t  v e r y  s m a l l  i n i t i a l  p o r o ­

s i t i e s  ( f i g u r e s  I I - 6 a - c ) ,  a  n o n - l i n e a r  t h e o r y  m u s t  b e  

d e v e lo p e d  i n c o r p o r a t i n g  c o n s o l i d a t i o n  p a r a m e t e r s  t h a t  a r e  

a f u n c t i o n  o f  l o c a l  c o n d i t i o n s  ( i e ;  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e  

and  c h a n n e l  t o  p a r t i c l e  s i z e  r a t i o ) .  At a  p o r o s i t y  o f
-  P0 .1 0  t h e  r a t i o  o f  c h a n n e l  t o  p a r t i c l e  s i z e  i s  o f  o r d e r  10 

and t h e  t h e o r y  p r e s e n t e d  i n  c h a p t e r  I I I  shows t h a t  a t  t h i s  

n o n - d im e n s i o n a l  c h a n n e l  s i z e  t h e  d e f o r m a t i o n  o f  a  membrane 

b o u n d  c e l l  i s  n o t  l i n e a r l y  r e l a t e d  t o  t h e  i n t e r s t i t i a l



p r e s s u r e .  The membrane s q u e e z e  f i l m  t h e o r y  i s  t h e  f i r s t  

s t e p  i n  d e v e l o p i n g  a  n o n - l i n e a r  c o n s o l i d a t i o n  t h e o r y  

f o r  a  c l o s e ly -  p a c k e d : a s s e m b l a g e  o f  membrane b o u n d  f l u i d  

f i l l e d  c e l l s .
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I l l -  TIME DEPENDENT DRAINING OF A FLUID FILM BETWEEN A
HIGHLY DEFORMABLE CELL AND A PLANAR SURFACE 

A -  I n t r o d u c t i o n

The t im e  d e p e n d e n t  d r a i n i n g  o f  a  f l u i d  f i l m - b e t w e e n  a  

r i g i d  p l a n a r  s u r f a c e  and  a  h i g h l y  d e f o r m a b le  membrane bound 

f l u i d  c e l l  o r  b e tw e e n  two membrane b o u n d  f l u i d  c e l l s  i s  a  

p ro b le m  o f  f u n d a m e n ta l  i n t e r e s t  b o t h  t o  t h e  e n g i n e e r  an d  

t h e  p h y s i o l o g i s t .  One f r e q u e n t l y  e n c o u n t e r s  s i t u a t i o n s  

w h e re  b i o l o g i c a l  c e l l s  come i n  c o n t a c t  w i t h  r e l a t i v e l y  

i n e l a s t i c  b o u n d a r i e s  ( m i c r o - p i p e t t e  e x p e r i m e n t s  w i t h  r e d  

c e l l s ,  e n t r a n c e  o f  r e d  and  w h i t e  c e l l s  i n  c a p i l l a r i e s  and 

m i c r o s c o p i c  s l i d e  p r e p a r a t i o n s  o f  s i n g l e  c e l l s )  o r  w i t h  

e a c h  o t h e r  (sm o o th  m u s c le  c e l l s  i n  a n  a r t e r y  w a l l ,  t h e  

c e n t r i f u g i n g  o f  c e l l u l a r  p r e p a r a t i o n s  an d  t h e  f o r m a t i o n  o f  

r e d  c e l l  r o u l e a u x ) ,  w h e re  t h e  f l u i d  f i l m  a d j a c e n t  t o  t h e  

membrane e x p e r i e n c e s  a  t im e  d e p e n d e n t  d r a i n i n g .  On a  

l a r g e r  s c a l e  t h i s  phenom ena i s  s e e n  when o n e  i n s e r t s  a  s o f t  

c o n t a c t  l e n s  on t h e  r e l a t i v e l y  i n e l a s t i c  c o r n e a l  s u r f a c e .  

T h re e  r e l a t e d  e n g i n e e r i n g  a p p l i c a t i o n s  i n c l u d e  a  b u b b le  

a p p r o a c h i n g  a  s o l i d  s u r f a c e ,  a  t h i n  w a l l e d  b a l l o o n  t i r e  

r e s t i n g  on  an  a i r  o r  f l u i d  f i l m  o r  a  b a l l o o n  s e t t l i n g  on a  

s o l i d  s u r f a c e .

W h ile  t h e r e  h a s  b e e n  no p r e v i o u s  t h e o r y  t o  e x p l a i n  t h e  

t im e  d e p e n d e n t  d r a i n i n g  o f  a  f l u i d  f i l m  b e n e a t h  a  membrane 

bound  f l u i d  c e l l ,  t h e r e  i s  an  e x t e n s i v e  l i t e r a t u r e  on b o t h  

t h e  t im e  d e p e n d e n t  s q u e e z i n g  o f  a  f l u i d  f i l m  b e tw e e n  

l i n e a r l y  e l a s t i c  s u r f a c e s  an d  t h e  s t e a d y  s t a t e  d e f o r m a t i o n



b ?

o f  t h e s e  s u r f a c e s  when i n  r e l a t i v e  m o t io n .  The f i r s t  p a p e r  

t o  r i g o r o u s l y  a n a l y z e  t h e  t r a n s i e n t  e l a s to h y d r o d y n a m i c  

i n t e r a c t i o n  e n c o u n t e r e d  i n  t h e  n o rm a l  a p p r o a c h  o f  e l a s t i c  

s o l i d s  s e p a r a t e d  b y  a  l u b r i c a t i n g  f i l m  i s  a t t r i b u t e d  t o  

C h r i s t e n s e n  ( 1 9 6 2 ) .  I n  t h i s  w o rk  t h e  e l a s t i c  s o l i d s  w ere  

c i r c u l a r  c y l i n d e r s  an d  t h e  a p p r o a c h  was a l o n g  a  l i n e  

j o i n i n g  t h e i r  c e n t e r s .  Such  m o t io n  i s  e n c o u n t e r e d  i n  

g e a r s  and r o t a t i n g  m a c h in e  e l e m e n t s  w h ere  v i b r a t i o n s  a r e  

p r e s e n t .  The d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  e l a s t i c  s u r f a c e  i s  

l i n e a r l y  r e l a t e d  t o  l o c a l  p r e s s u r e  b e tw e e n  e l a s t i c  e l e m e n t s .  

Lee an d  Cheng (1 9 7 3 )  im p ro v e d  on C h r i s t e n s e n ' s  t h e o r y  by 

re m o v in g  t h e  n u m e r i c a l  c o n v e r g e n c e  d i f f i c u l t i e s  a t  s m a l l  

f i l m  t h i c k n e s s e s  an d  i n c o r p o r a t i n g  t h e  e f f e c t  o f  d e f o rm a ­

t i o n  r a t e .  B o th  p a p e r s  d e a l  w i t h  t h e  h a r d  e l a s t o h y d r o ­

dynam ic  r a n g e  ( e l a s t i c  m odu lus  o f  m a t e r i a l s  a r e  s u f f i c i e n t l y  

h i g h  so  t h a t  t h e  l u b r i c a n t  p r e s s u r e s  d e v e lo p e d  w i t h i n  t h e  

l u b r i c a t i n g  l a y e r  a r e  l a r g e  enough  t o  s u b s t a n t i a l l y  a l t e r  

t h e  l u b r i c a n t  v i s c o s i t y ) .  A m ore r e c e n t  p a p e r  b y  Rohde 

e t  a l  (1 9 7 6 )  t r e a t s  t h e  p ro b le m  o f  e l a s to h y d r o d y n a m i c  

s q u e e z e  f i l m s  i n  t h e  s o f t  r a n g e ,  w h e re  l a r g e  d e f o r m a t i o n s  

o c c u r  a t  lo w  l u b r i c a n t  p r e s s u r e s .  I n  t h e  l a t t e r  p a p e r  t h e  

d e f o r m a t i o n  o f  t h e  e l a s t i c  e l e m e n t  i s  a l s o  l i n e a r l y  r e l a t e d  

t o  t h e  l o c a l  p r e s s u r e .  C h r i s t e n s e n ' s  o r i g i n a l  w ork  i n  t h e  

h a r d  e l a s to h y d r o d y n a m i c  r a n g e  was e x t e n d e d  i n  two o t h e r  

p a p e r s  ( C h r i s t e n s e n ,  1 9 7 0 ; H e r r e b r u g h ,  1 9 7 0 ) ,  w h i l e  t h e  

t r e a t m e n t  o f  t h e  s o f t  r a n g e  h a s  r e c e i v e d  more r e c e n t  

a t t e n t i o n  (Gaman, H ig g in s o n  & Norman, 1 9 7 ^ ;  R o b e r t s ,  1 9 7 ^ ;
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B row ne, W h ic k e r  an d  R ohde, 1975* W h ic k e r ,  Browne a n d  R ohde, 

1 9 7 6 ) .

The s t e a d y  s t a t e  h y d ro d y n a m ic  d e f o r m a t i o n  o f  e l a s t i c  

o r  f l u i d  f i l l e d  b o d i e s  s e p a r a t e d  b y  a  f l u i d  f i l m  h a s  b e e n  

w i d e l y  s t u d i e d  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  t h e o r y  o f  c o m p l i a n t  

s u r f a c e  b e a r i n g s  (Dowson an d  H ig g i n s o n ,  i 9 6 0 * C a s t e l l i ,  

R ig h tm i r e  an d  P u l l e r ,  1967* B e n ja m in ,  1 9 6 9 )# t h e  p a s s a g e  o f  

b u b b l e s  an d  f l u i d  d r o p l e t s  t h r o u g h  t u b e s  ( B r e t h e r t o n ,  1961* 

D a v is  an d  T a y l o r ,  1949* G o ld s m i th  a n d  M ason, 1962* Cox,

1 9 6 2 * Hyman a n d  S k a l a k ,  1 9 7 0 )  and  t h e  m o t io n  o f  r e d  c e l l s  

t h r o u g h  c a p i l l a r i e s  ( P r o t h e r o  a n d  B u r t o n ,  1 961* B a r n a r d  e t  

a l ,  1968* Lee a n d  F u n g ,  1969* Hochmuth e t  a l ,  1970* S u t e r a  

e t  a l  1 9 7 0 ,  S e s h a d r i  e t  a l ,  1970* L in  e t  a l ,  1 9 7 3 ) .  I  

s h a l l  d e s c r i b e  f u r t h e r  o n l y  t h e  two l a t t e r  a p p l i c a t i o n s ,  

s i n c e  t h e  m o d e l in g  o f  t h e  f l u i d  c e l l  i s  d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  

t h e  p r e s e n t  s t u d y .  Membrane bound  f l u i d  c e l l s  h a v e  b e e n  

a l t e r n a t e l y  m o d e le d  a s  e l a s t i c  p e l l e t s ,  l i q u i d  d r o p l e t s  o r  

f l u i d  f i l l e d  s a c s  w hose m em branes do n o t  s u p p o r t  b e n d in g  

m om ents . I n  t h e  f i r s t  t r e a t m e n t  L i g h t h i l l  (1 9 6 8 )  and  

F i t z - G e r a l d  ( 1 9 6 9 ) e x a m in e d  t h e  s t e a d y  s t a t e  p a r a l l e l  m o t io n  

o f  a n  e l a s t i c  c o m p r e s s i b l e  p e l l e t  t h r o u g h  a  c l o s e l y  f i t t i n g  

f l u i d  f i l l e d  t u b e .  T h e se  p a p e r s  w ere  t h e  f i r s t  t o  a t t e m p t  

t o  p r e d i c t  t h e  d e f o r m a t i o n  o f  a  r e d  c e l l  a s  i t  p a s s e s  

t h r o u g h  a  c a p i l l a r y  w hose d im e n s io n s  w e re  o f  t h e  same o r d e r  

o r  s m a l l e r  t h a n  t h e  u n d e fo rm e a  r e d  c e l l .  The d e f o r m a t i o n  

o f  t h e  p e l l e t  i s  a ssu m ed  t o  b e  a  l i n e a r  f u n c t i o n  o f  l o c a l  

f i l m  p r e s s u r e ,  a s  h y p o t h e s i z e d  i n  t h e  p r e v i o u s l y  m e n t io n e d



49

t r a n s i e n t  s q u e e z e  f i l m  s t u d i e s .  More r e c e n t l y  T o z e re n  an d  

S k a l a k  (1 9 7 9 )  h a v e  ex a m in e d  t h e  L i g h t h i l l  and  F i t z - G e r a l d  

a n a l y s i s  t o  c o r r e c t  f o r  t h e  p r e s s u r e  s i n g u l a r i t y  t h a t  

o c c u r s  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  p o i n t  o f  minimum g a p  w id th  

an d  h a v e  a p p l i e d  t h i s  im p ro v e d  t h e o r y  t o  m odel t h e  m o t io n  

o f  w h i t e  c e l l s  t r a n s l a t i n g  a l o n g  t h e  a x i s  o f  a  t u b e  

( T b z e r e n  an d  S k a l a k ,  1 9 7 8 ) .  The e l a s t i c  d e f o r m a t i o n s  a r e  

o f  o r d e r  5 p e r  c e n t  t o  e n s u r e  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  l i n e a r  

t h e o r y  o f  e l a s t i c i t y .  The v a l i d i t y  o f  a  l i n e a r  d e f o r m a t i o n  

la w  f o r  r e d  c e l l s  h a s  a l s o  b e e n  c r i t i c a l l y  q u e s t i o n e d  (L ee  

and  F u n g ,  1 9 6 9 ;  S k a l a k ,  1 9 7 2 ) ,  s i n c e  t h e  t h i n  w a l l e d  r e d  

c e l l  membrane d o e s  n o t  s u p p o r t  s i g n i f i c a n t  membrane b e n d in g  

s t r e s s e s  an d  i s  f i l l e d  w i t h  a n  i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d .

A m ore a p p r o p r i a t e  m odel f o r  t h e  d e f o r m a t i o n  o f  a  

h i g h l y  d e f o r m a b le  f l u i d  f i l l e d  membrane bound  b o d y  i s  one  

w h e re  t h e  i n s t a n t a n e o u s  s h a p e  i s  r e l a t e d  t o  t h e  l o c a l  

v a r i a t i o n s  i n  membrane t e n s i o n  a n d  c u r v a t u r e ,  an d  membrane 

b e n d in g  moments c a n  b e  n e g l e c t e d .  I n  t h i s  c o n t e x t ,  p r e v i o u s  

s t u d i e s  o f  t h e  d e f o r m a t i o n  o f  a  b u b b l e  o r  l i q u i d  d r o p l e t  

i n t e r a c t i n g  w i t h  a  b o u n d a r y  i n  t h e  c r e e p i n g  m o t io n  r e g im e  

are o f  i n t e r e s t .  B r e t h e r t o n  (1 9 6 1 )  h a s  m o d e le d  t h e  p r e s s u r e  

i n d u c e d  d e f o r m a t i o n  o f  a  b u b b le  t r a n s l a t i n g  a l o n g  t h e  a x i s  

o f  a  r i g i d  t u b e .  Hyman an d  S k a l a k  (1 9 7 2 )  h a v e  s i m i l a r l y  

d e v e lo p e d  a  m odel f o r  a  p e r i o d i c  a r r a y  o f  b u b b l e s  m oving  

a l o n g  t h e  a x i s  o f  a  t u b e  i n  t h e  lo w  R e y n o l d ' s  num ber  l i m i t .  

I n  b o t h  t h e s e  s t u d i e s  t h e  f lo w  i s  s t e a d y ,  t h e  s u r f a c e  t e n ­

s i o n  i s  c o n s t a n t  an d  o n e  s e e k s  a  s i n g l e  s t e a d y  s t a t e



e q u i l i b r i u m  c o n f i g u r a t i o n  f o r  t h e  s h a p e  o f  t h e  d e fo rm e d  

b u b b l e .  T h e se  s u r f a c e  t e n s i o n  p ro b le m s  i n  b u b b l e  d y n am ics  

d i f f e r  f ro m  m em brane bound  b o d i e s  i n  t h a t  t h e r e  i s  a  c o n ­

t i n u i t y  o f  t a n g e n t i a l  s t r e s s  a t  t h e  i n t e r f a c e .  The t r e a t ­

m ent o f  t h e  m em brane w h ic h  m o st c l o s e l y  p a r a l l e l s  t h e  p r e ­

s e n t  a n a l y s i s  i s  t h e  s t u d y  b y  B a r n a r d  e t  a l  ( 1 9 6 8 ) .  T h e se  

a u t h o r s  m o d e led  t h e  a p p r o x i m a t i o n  o f  a  r e d  c e l l  i n  a  c a p i l ­

l a r y  a s  a  membrane bound  f l u i d  w i t h  n e g l i g i b l e  b e n d in g  

r e s i s t a n c e .  The s t e a d y  s t a t e  membrane s h a p e  was o b t a i n e d  

b y  a l l o w i n g  t h e  p r e s s u r e  d i f f e r e n c e  a c r o s s  t h e  membrane t o  

b e  t a k e n  up  b y  l o c a l  v a r i a t i o n s  i n  t e n s i o n  an d  c u r v a t u r e .  

U n l ik e  t h e  s u r f a c e  t e n s i o n  p ro b le m  f o r  b u b b l e s ,  t h e  membrane 

t e n s i o n  i s  n o t  c o n s t a n t  b u t  a l l o w e d  t o  v a r y  a s  a  f u n c t i o n  

o f  t h e  i n t e g r a t e d  f l u i d  s h e a r i n g  s t r e s s  on  t h e  c e l l  s u r f a c e .

T h e re  h a s  b e e n  no p r e v i o u s  s t u d y  o f  t h e  t i m e  d e p e n d e n t  

d r a i n i n g  o f  t h e  l u b r i c a t i n g  l a y e r  b e tw e e n  a  r i g i d  s u r f a c e  

a n d  a  membrane b o u n d  f l u i d  c e l l  w i t h  n e g l i g i b l e  b e n d in g  and  

c o m p r e s s iv e  s t r e s s .  A l th o u g h  t h e  d e f o r m a t i o n  o f  t h e  e l a s t i c  

s o l i d  i n  e l a s to h y d r o d y n a m i c  s q u e e z e  f i l m  t h e o r y  i s  some­

w h a t  s i m i l a r  t o  t h e  d e f o r m a t i o n  o f  t h e  membrane i n  t h e  

membrane s q u e e z e  f i l m  t h e o r y  d e v e lo p e d  i n  t h i s  w o rk ,  t h e r e  

i s  a n  i n t r i g u i n g l y  d i f f e r e n t  b e h a v i o r  f o r  b o th  t h e  p r e s s u r e  

and  f lo w  f i e l d s  i n  t h e  l u b r i c a t i n g  f i l m .  To a s s i s t  t h e  

r e a d e r  i n  f o l l o w i n g  t h e  t h e o r e t i c a l  d e v e lo p m e n t  I  s h a l l  

b r i e f l y  su m m a riz e  t h e  i m p o r t a n t  d i f f e r e n c e s .  The f l u i d  

t r a p p i n g  phenom enon an d  t h e  e x i s t a n c e  o f  an  o f f  a x i s  

p r e s s u r e  maximum a r e  n o t  i n t u i t i v e l y  p r e d i c t a b l e  a n d  w ere
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d i s c o v e r e d  a s  a  r e s u l t  o f  t h e  i n v e s t i g a t i o n .

F i g u r e s  I I I - l  and  I I I - 2  a r e  s c h e m a t i c  i l l u s t r a t i o n s  

q u a l i t a t i v e l y  c o m p a r in g  t h e  f i l m  t h i c k n e s s  h f p r e s s u r e  P 

an d  v o lum e f lo w  r a t e  Q i n  e l a s to h y d r o d y n a m i c  an d  membrane 

s q u e e z e  f i l m  t h e o r y .  S k e t c h e s  I I I - l a - c  show t y p i c a l  

p r o f i l e s  o b t a i n e d  i n  e l a s to h y d r o d y n a m i c  s q u e e z e  f i l m  

t h e o r y  a t  s m a l l  f i l m  t h i c k n e s s  f o r  t h e  c a s e  w h e re  t h e  

i n d e n t e r  i s  a  f l a t  c y l i n d r i c a l  b o d y  w i t h  i t s  a x i s  p a r a l l e l  

t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  i t s  m o t io n .  As s e e n  f ro m  f i g u r e s  I I I -  

l a  an d  I l l - l b  t h e  maximum p r e s s u r e  o c c u r s  a t  t h e  p o i n t  o f  

maximum f i l m  t h i c k n e s s .  F i g u r e  I I I - l c  shows a  p o s i t i v e  o u t ­

w ard  f lo w  r a t e  i n c r e a s i n g  w i t h  d i s t a n c e  f ro m  t h e  o r i g i n .  

F i g u r e s  I I I - 2 a - c  sire  q u a l i t a t i v e  s k e t c h e s  f o r  t h e  same 

v a r i a b l e s ,  a s  p r e d i c t e d  by  t h e  membrane s q u e e z e  f i l m  t h e o r y  

p r e s e n t e d  h e r e i n ,  w h e re  t h e  membrane bound  b o d y  i s  i n i ­

t i a l l y  a n  a x i s y m m e t r i c  s h a p e  s i m i l a r  t o  a n  a p p l a n a t e d  f l u i d  

c e l l .  The f i l m  t h i c k n e s s  p r o f i l e s  o f  f i g u r e s  I l l - l a  an d

I I I - 2 a  a r e  q u a l i t a t i v e l y  s i m i l a r ,  h o w e v e r ,  t h e  p r e s s u r e  

an d  f lo w  f i e l d s  a r e  s t r i k i n g l y  d i f f e r e n t .  Two s e t s  o f  

c u r v e s  a r e  show n, t ^  4, t  and »  t ^ ,  w h e re  t ^  i s  t h e  

c h a r a c t e r i s t i c  t im e  t o  t r a p  f l u i d  i n  t h e  n e a r  c o n t a c t  a r e a .  

F o r  t h e  membrane s q u e e z e  f i l m  t h e o r y  a  p r e s s u r e  maximum 

q u i c k l y  fo rm s  ( t  4A  t  -j.) n e a r  t h e  e d g e  o f  t h e  n e a r  c o n t a c t  

a r e a  and  t h e r e  i s  f lo w  in w a rd  an d  o u tw a rd  f ro m  t h i s  p o i n t .

The c u r v e s  f o r  t ^  t c t  i n  f i g u r e s  I I I - 2 a ,  I I I - 2 b  an d  I I I -  

2c a r e  r e p r e s e n t i v e  p r o f i l e s  f o r  t h e  t im e  s c a l e  t  d u r i n g  

w h ic h  t h e  edge  re g io n  i s  e s t a b l i s h e d  and  t h e  f l u i d  t r a p p i n g
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o c c u r s .  As t i m e  i n c r e a s e s  t h e  p r e s s u r e  p e a k  n e a r  t h e  ed g e  

r e g i o n  e v e n t u a l l y  d i s a p p e a r s  and  t h e  i n f l o w  o f  f l u i d  w i l l  

v a n i s h .  F o r  l a r g e  t i m e s  t 2 > >  t  ^  t h e  p r e s s u r e  p e a k  

a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  f l u i d  t r a p p i n g  i s  r e p l a c e d  b y  a  p r e s ­

s u r e  p l a t e a u  i n  t h e  c e n t r a l  r e g i o n  an d  a  m o n o t o n i c a l l y  

d e c r e a s i n g  p r e s s u r e  i n  t h e  ed g e  r e g i o n .  T h i s  p r e s s u r e  

p r o f i l e  p r o d u c e s  an  o u tw a r d  p o s i t i v e  v o lum e f lo w  r a t e  f o r  

a l l  r a d i i  w h ic h  s l o w l y  d r a i n s  t h e  t r a p p e d  f l u i d  i n  t h e  

i n t e r i o r  on  a  much l o n g e r  t im e  s c a l e .  The two g e o m e t r i c  

p a r a m e t e r s  o f  i m p o r t a n c e  a r e  t h e  r a d i u s  o f  t h e  n e a r  

c o n t a c t  a r e a  and  t h e  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  o f  t h e  s t a t i c  o u t e r  

r e g i o n .  N u m e r ic a l  s o l u t i o n s  a r e  o b t a i n e d  f o r  v a r i o u s  a s p e c t  

a s p e c t  r a t i o s ,  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  o f  t h e  s t a t i c  o u t e r  r e g i o n  

t o  t h e  r a d i u s  o f  t h e  n e a r  c o n t a c t  a r e a .

The f o r m u l a t i o n  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  p r o b le m  i s  p r e s e n t e d  

i n  s e c t i o n  I I I - B .  An o r d e r  o f  m a g n i tu d e  a n a l y s i s  i s  p r e ­

fo rm ed  i n  s e c t i o n m . - B - l ,  w h ic h  i s o l a t e s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  

l e n g t h s  an d  t h e  tw o c h a r a c t e r i s t i c  t im e s  f o r  t h e  d r a i n i n g  

o f  a  f l u i d  b e tw e e n  a  p l a n a r  s u r f a c e  a n d  membrane bound f l u i d  

c e l l .  The m o t i v a t i o n  f o r  t h e  tw o r e g i o n  a p p r o x i m a t i o n  i s  

a n  ou tcom e o f  t h e  o r d e r  o f  m a g n i tu d e  a n a l y s i s .  The t r e a t ­

m ent o f  t h e  ed g e  r e g i o n  i s  d i s c u s s e d  i n  s e c t i o n  I I I - B - 2 ,

A d e s c r i p t i o n  o f  t h e  n u m e r i c a l  p r o c e d u r e  i s  i n  s e c t i o n  I I I -  

B -3 .  w h i l e  s e c t i o n  I I I - C  d i s c u s s e s  t h e  r e s u l t s .

I n  s e c t i o n  I I I - D  an  e x p e r im e n t  c o n f i r m i n g  t h e  b i d i r e c ­

t i o n a l  f lo w  b e h a v i o r  d u r i n g  t h e  e a r l y  p e r i o d  f o l l o w i n g  t h e  

a p p l i c a t i o n  o f  t h e  l o a d  i s  d i s c u s s e d .
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B -  F o r m u l a t i o n

C o n s i d e r  t h e  t r a n s v e r s e  m o t io n  o f  t h e  membrane b o u n ­

d a r y  o f  a  f l u i d  f i l l e d  c e l l  w h ic h  s q u e e z e s  o u t  t h e  f l u i d  

f i l m  a d j a c e n t  t o  a  r i g i d  p l a n a r  s u r f a c e .  The i n i t i a l  s h a p e  

f o r  t h e  c e l l  i s  an  a x i s y m m e t r i c  body  w i t h  a  p l a n e  b o u n d a r y ,  

p a r a l l e l  t o  t h e  r i g i d  s u r f a c e ,  an d  a  c i r c u l a r  edge  (much 

l i k e  a  b a l l o o n  s q u e e z e d  b e tw e e n  p a r a l l e l  p l a t e s ) .  The i n i ­

t i a l  f i l m  t h i c k n e s s  6. i s  t h u s  a ssu m ed  c o n s t a n t  an d  c h o s e n  

t o  b e  tw o o r  more o r d e r s  o f  m a g n i tu d e  s m a l l e r  t h a n  t h e  c e l l  

r a d i u s .

A c o n s t a n t  l o a d  F i s  a p p l i e d  t o  t h e  c e l l ’ s  u p p e r  s u r ­

f a c e ,  a s  shown i n  f i g u r e  ( I I I - 3 a ) ,  w h ic h  in d u c e s  a  u n i fo r m  

i n t e r n a l  c e l l  p r e s s u r e  P c# The d i f f e r e n c e  i n  p r e s s u r e  

a c r o s s  t h e  membrane i s  r e l a t e d  t o  t h e  membrane t e n s i o n  and 

l o c a l  membrane c u r v a t u r e .

F o r  a  f i l m  t h i c k n e s s  h w h ich  i s  two o r  more o r d e r s  o f  

m a g n i tu d e  s m a l l e r  t h a n  t h e  n e a r  c o n t a c t  r a d i u s  a  and  a  

v o r t i c i t y  d i f f u s i o n  t i m e  h  / y  w h ic h  i s  much l e s s  t h a n  t h e -  

c h a r a c t e r i s t i c  t im e  f o r  t h e  d r a i n i n g  o f  t h e  f i l m ,  t h e  f lo w  

f i e l d  may b e  a ssu m ed  q u a s i - s t e a d y  w i t h  a  t im e  and  s p a t i a l l y  

v a r y i n g  f i l m  t h i c k n e s s .  The f l u i d  f i l m  i s  r e g a r d e d  a s  

i n c o m p r e s s i b l e  and  r a d i a l l y  s y m m e tr ic  so  t h a t  t h e  c o n t i n u i t y  

and  r a d i a l  momentum e q u a t i o n s  a r e

O Cm:- 0

C ar - z * . )
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F i g u r e  I I I - 3 a  G eo m etry  f o r  t h e  membrane s q u e e z e  f i l m  
t h e o r y .
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w h e re  P i s  t h e  f l u i d  p r e s s u r e  u an d  w a r e  t h e  f l u i d  

v e l o c i t y  co m p o n en ts  i n  t h e  r a d i a l  an d  a x i a l  d i r e c t i o n s ,  

r e s p e c t i v e l y ,  a n d ^ i s  t h e  f l u i d  v i s c o s i t y .

I f  t h e  t e r m  u / r  i n  e q u a t i o n  ( I I I - 2 a )  i s  r e p l a c e d  b y  

i t s  e x p r e s s i o n  f ro m  ( I I I - l )  an d  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  made 

t h a t  w<c< u  and  V - i n  t h e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n  f o r

t h e  v i s c o u s  s t r e s s ,  o n e  o b t a i n s

i  £  =  %

S i m i l a r l y ,  f o r  t h e  a x i a l  com ponen t o f  t h e  momentum e q u a ­

t i o n  we assum e t h a t  t h e  f l u i d  p r e s s u r e  i s  c o n s t a n t  a c r o s s  

t h e  f i l m  t h i c k n e s s

^  = O (K-B)

A c c o r d in g  t o  e q u a t i o n  ( I I I - 3 )  p r e s s u r e  i s  n o t  a  f u n c ­

t i o n  o f  z ,  so  t h a t  t h e  v e l o c i t y  u  may b e  o b t a i n e d  by  i n -  

t r g r a t i n g  e q u a t i o n  ( I I I - 2 b )  t w i c e .  A p p ly in g  t h e  n o - s l i p  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n  a t  t h e  p l a n a r  s u r f a c e  z=0 and  a t  t h e  

membrane b o u n d a r y  z = h ( r , t )  y i e l d s

U .- 2- i  g  (V -H  UCr,t)]l (-nC-40,)

w h ere  h ( r , t )  i s  t h e  t im e  d e p e n d e n t  f i l m  t h i c k n e s s .  F o r  

t h e  p ro b le m  o f  two c e l l s  s q u e e z i n g  o u t  a  f l u i d  f i l m  b e tw e e n  

th e m , w i t h  t h e  m id p la n e  b e tw e e n  c e l l s  a t  z=0 and  h / 2  t h e
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d i s t a n c e  f ro m  m id p la n e  t o  e i t h e r  c e l l ,  t h e  e q u i v a l e n t  

e x p r e s s i o n  t o  e q u a t i o n  ( I I I - 4 a )  w h ich  s a t i s f i e s  th e .  

sy m m etry  c o n d i t i o n  a t  z=0 y i e l d s

The f lo w  r a t e  Q i s  o b t a i n e d  b y  i n t e g r a t i n g  e q u a t i o n  ( I I I -  

4 a )  o r  ( I I I - 4 b )  o v e r  t h e  a r e a  n o rm a l  t o  t h e  f lo w  d i r e c t i o n .  

E q u a t i o n s  ( I I I - 4 a )  an d  ( I I I - 4 b )  g i v e  t h e  same r e s u l t s  f o r  

t h e  f lo w  r a t e .

I f  t h e  membrane b o u n d  c e l l  w e re  r e p l a c e d  b y  an  a i r  

b u b b le  r i s i n g ,  due t o  b u o y a n c y ,  a g a i n s t  a  p l a n a r  s u r f a c e  

p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  g r a v i t y  t h e  n o - s l i p  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n  a t  t h e  i n t e r f a c e  w ould  be  r e p l a c e d  by 

r  O ,  i f  t h e  v i s c o s i t y  o f  t h e  a i r  was n e g l e c t e d .  

E q u a t i o n  ( I I I - 5 a )  w ou ld  t h e n  b e  r e p l a c e d  by

The c o n t i n u i t y  e q u a t i o n  ( I I I - l )  when m u l t i p l i e d  by  

2 7Tr and  i n t e g r a t e d  a c r o s s  t h e  f i l m  t h i c k n e s s  g i v e s

2  TT r?

o



A p p ly in g  t h e  L e i b n i t z  r u l e  f o r  d i f f e r e n t i a t i n g  an  i n t e g r a l  

w i t h  v a r i a b l e  l i m i t s ,  i n t r o d u c i n g  t h e  d e f i n i t i o n  o f  Q and  

r e p l a c i n g  t h e  f l u i d  v e l o c i t y  w (h )  b y  t h e  l o c a l  membrane 

v e l o c i t y  , one h a s

The t a n g e n t i a l  f o r c e  b a l a n c e  i n  t h e  p l a n e  o f  t h e  

membrane i n  t h e  n e a r  c o n t a c t  a r e a  r e q u i r e s  an  e q u i l i b r i u m  

b e tw e e n  t h e  f l u i d  s h e a r i n g  s t r e s s  i n  t h e  r a d i a l

d i r e c t i o n  an d  t h e  membrane t e n s i o n s  an d  i n  t h e

r a d i a l  and a z i m u t h a l  d i r e c t i o n s

r t  = i & r )  -  a ; (3SC-7.)

F o r  a  f l u i d  c e l l  w hose u n s t r e s s e d  s t a t e  i s  t h a t  o f  a  

f l a c i d  membrane b o u n d  b o d y  and  w hose membrane a r e a  i s  

p r e s e r v e d  u n d e r  l o a d i n g ,  i t  i s  r e a s o n a b l e  t o  assum e t h a t  

t h e  membrane t e n s i o n  i s  e v e ry w h e re  i s o t r o p i c ,  t h a t  i s  

= Q"e — (j- , A lso  t h e  f l u i d  s h e a r i n g  s t r e s s  c a n  be

s im p ly  r e l a t e d  t o  t h e  f l u i d  f i l m  p r e s s u r e  by  t a k i n g  a  f o r e  

b a l a n c e  on a  c y l i n d r i c a l  f l u i d  s h e l l  o f  t h i c k n e s s  d r  whose 

h e i g h t  v a r i e s  a s  t h e  l o c a l  f i l m  t h i c k n e s s .  E q u a t io n  ( I I I -  

7 a )  becom es

m  _ k  + k l  £nr-u)h r  -  z *r  z r  <

The n o rm a l  f o r c e  b a l a n c e  f o r  a  membrane w h ich  o f f e r s
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no b e n d i n g  r e s i s t a n c e  b u t  i s  s u b j e c t e d  t o  a n  i s o t r o p i c  b u t  

s p a t i a l l y  v a r y i n g  t e n s i l e  s t r e s s  p r o d u c e d  b y  a  d i s t r i b u t e d  

p r e s s u r e  l o a d i n g  c a n  be  w r i t t e n  i n  i n v a r i a n t  v e c t o r  fo rm  

a s

cryzk •+ v<r*^V\ = ?t -V (nr-go.)

w h e re  P i s  t h e  u n i f o r m  i n t e r n a l  c e l l  p r e s s u r e  an d  P ( r , t )  

i s  t h e  i n s t a n t a n e o u s  l o c a l  f i l m  p r e s s u r e .  E q u a t i o n  ( I I I -  

8 a )  i s  v a l i d  f o r  a r b i t r a r y  s m a l l  a m p l i t u d e  membrane d e ­

f l e c t i o n s  i n  w h ic h  i n e r t i a  e f f e c t s  a r e  n e g l i b l e .  F o r  a x i -  

s y m m e tr ic  membrane d e f l e c t i o n s  e q u a t i o n  ( I I I - 8 )  r e d u c e s  t o

r  ^  =  r  ( a m - s b )

E q u a t i o n s  ( I I I - 5 )  t h r o u g h  ( I I I - 8 )  d i f f e r  f ro m  t h e  

f o r m u l a t i o n  o f  e l a s to h y d r o d y n a m i c  s q u e e z e  f i l m  t h e o r y  

( C h r i s t e n s e n ,  1962 an d  Rohde e t  a l ,  1 9 7 6 )  i n  t h a t  e q u a t i o n s  

( I I I - 7 )  an d  ( I I I - 8 )  r e l a t i n g  t h e  p r e s s u r e  an d  membrane 

t e n s i o n  r e p l a c e  t h e  p r e s s u r e  in d u c e d  e l a s t i c  d e f o r m a t i o n  

r e l a t i o n  f o r  a  l i n e a r l y  e l a s t i c  s o l i d .  E q u a t io n s  ( I I I - 5 )  

t h r o u g h  ( I I I - 8 )  p r o v i d e  f o u r  c o u p le d  n o n - l i n e a r  e q u a t i o n s  

f o r  Q, P , CT* and  h .

The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on  e q u a t i o n s  ( I I I - 5 )  t h r o u g h  

( I I I - 8 )  a r e
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-  o  C h l - ^ O
h r

Q ( o , t ) r  o  C tsr-u )

p(GLj-t)= ?e  (j k - ^ c)

.2. R

c r C ^ j t ^  £ n x - i e }

w h ere  a  i s  t h e  edge  o f  t h e  n e a r  e o n t a c t  a r e a .  P i s  t h e  con-e
s t a n t  e x i t  p r e s s u r e ,  R i s  t h e  c o n s t a n t  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  

o f  t h e  s t a t i c  o u t e r  r e g i o n  and  i s  t h e  membrane t e n s i o n  

a t  t h e  ed g e  o f  t h e  n e a r  c o n t a c t  a r e a .

B o u n d a ry  c o n d i t i o n  ( I I I - 9 a )  i s  t h e  sym m etry  c o n d i t i o n  

o f  t h e  h i g h l y  f l e x i b l e  membrane and  e q u a t i o n  ( I I I - 9 b )  

r e p r e s e n t s  t h e  v a n i s h i n g  f lo w  r a t e  a t  t h e  o r i g i n  o f  t h e  

l u b r i c a t i n g  f i l m .  The p r e s s u r e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  a t  r = a  

( I I I - 9 c )  r e q u i r e s  t h e  f i l m  p r e s s u r e  t o  r e a c h  t h e  v a l u e  o f  

t h e  c o n s t a n t  e x i t  p r e s s u r e  a t  t h e  ed g e  o f  t h e  c e l l .

B o u n d a ry  c o n d i t i o n s  ( I I I - 9 d )  and  ( I I I - 9 e )  r e p r e s e n t  t h e
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r e q u i r e m e n t s  t h a t  t h e  membrane r e t u r n s  t o  t h e  c u r v a t u r e  o f  

t h e  s t a t i c  o u t e r  e d g e  an d  t h e  membrane t e n s i o n  b e  c o n t i n ­

uous  w i t h  t h e  t e n s i o n  d e v e lo p e d  i n  t h e  s t a t i c  o u t e r  e d g e .  

E q u a t io n  ( I I I - 9 e )  i s  L a p l a c e ’ s  la w  a p p l i e d  a t  t h e  ed g e  o f  

t h e  n e a r  c o n t a c t  a r e a  w h ere  t h e  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  i n  t h e  

a z i m u t h a l  p l a n e  n o rm a l  t o  t h e  membrane i s  a ssu m ed  t o  be 

much l a r g e r  t h a n  R. The i n i t i a l  c o n d i t i o n  i s

k ( r , c } =  K .  C m - i f )

To s i m p l i f y  t h e  b o u n d a r y  v a l u e  p ro b le m  d e f i n e d  by 

e q u a t i o n s  ( I I I - 5 )  t h r o u g h  ( I I I - 8 )  an d  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  

( I I I - 9 )  we s h a l l  f i r s t  p e r f o r m  an  o r d e r  o f  m a g n i tu d e  a n a ­

l y s i s  t o  i d e n t i f y  t h e  i m p o r t a n t  t im e  an d  l e n g t h  s c a l e s  i n  

t h e  p r o b le m .



B1 -  O rd e r  o f  m a g n i tu d e  a n a l y s i s

F o r  a  c e l l  t h a t  h a s  a n  e d g e  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  R,

t h e  t e n s i o n  f o r c e  <T i s  o f  o r d e r  (P - P ^ )  R w h e re  P i sc e e
t h e  c o n s t a n t  e x i t  p r e s s u r e ,  t a k e n  t o  be  z e r o .  D e f i n i n g

£  a s  t h e  r a t i o  o f  i n i t i a l  f i l m  t h i c k n e s s  h ( r , 0 )  t o  n e a r  

c o n t a c t  r a d i u s  a ,  w h e re  £  <.<. 1 ,  one  c a n  show a f t e r  

s c a l i n g  a l l  v a r i a b l e s  i n  e q u a t i o n  ( I I I - 7 b )  b y  t h e i r  

c h a r a c t e r i s t i c  v a l u e s  an d  r e w r i t i n g  i n  d i m e n s i o n l e s s  fo rm

t h a t  =  o t o  0 ( 6  § - )

E q u a t i o n s  ( I I I ~ 5 a )  an d  ( I I I - 8 b )  p r o v i d e  two o r d e r  o f  

m a g n i tu d e  r e l a t i o n s  f o r  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  i n  t h e  i n n e r  

r e g i o n  o f  t h e  l u b r i c a t i n g  f i l m .

t o - ' 0 * *

~  °  , (m-icb)

r e s p e c t i v e l y .  H ere  Qq i s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  f lo w  r a t e  and  

E q u a t i n g  ( I I I - 1 0 a )  an d  ( I I I - 1 0 b )  one  f i n d s

Qc~  o \
A w  '  *

The c h a r a c t e r i s t i c  t i m e  f o r  d r a i n i n g  t h e  f l u i d  f i l m  i s  

o b t a i n e d  f ro m  e q u a t i o n  ( I I I - 6 )  a s

P  6JL

I E

and



(jET-fca.)

o r  f ro m  r e s u l t  ( I I I - l l )

E q u a t i o n  ( I I I - 1 2 b )  a p p l i e s  on  t h e  l e n g t h  s c a l e  a  i n  t h e  

i n n e r  r e g i o n  o f  t h e  f i l m .

S i n c e  t h e  f i l m  p r e s s u r e  m u st d e c r e a s e  t o  z e r o  a t  t h e  

e x i t ,  t h e  ab o v e  a n a l y s i s  i n d i c a t e s  a  r e g i o n  o f  o r d e r  a  i n  

w h ic h  t h e  p r e s s u r e  i s  s lo w l y  c h a n g in g  and  a  s m a l l e r  r e g i o n  

n e a r  t h e  e d g e  o f  t h e  c e l l  i n  w h ic h  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  

i s  m ore r a p i d l y  v a r y i n g .  F o r  t h i s  l a t t e r  r e g i o n  h r r  i s  o f  

o r d e r  l / R .  D i f f e r e n t i a t i n g  e q u a t i o n  ( I I I - 8 b ) ,  one o b t a i n s  

a n  o r d e r  o f  m a g n i tu d e  e s t i m a t e  o f  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  

i n  t h e  ed g e  r e g i o n

o r  s i n c e

U s in g  r e s u l t  ( I I I - 1 3 b )  i n  ( I I I - 5 a )  g i v e s
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Q ~ 0 (  P c A 3 ) .  O K - ' ^ )

A s e c o n d  c h a r a c t e r i s t i c  t im e  t  . i s  i n t r o d u c e d  when t h i s

new e x p r e s s i o n  f o r  Q i s  i n t r o d u c e d  i n t o  e q u a t i o n  ( I I I - 1 2 a ) .

The c h a r a c t e r i s t i c  t i m e  t  t  d e f i n e d  b y  ( I I I - 1 5 )  i s  o f  

0 ( f c R / a )  s h o r t e r  t h a n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  t im e  t  d e f i n e d  

b y  ( I I I - 1 2 b ) .

To h e l p  t h e  r e a d e r  u n d e r s t a n d  t h e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  

t h e  two c h a r a c t e r i s t i c  t i m e s ,  g i v e n  b y  e q u a t i o n s  ( I I I - 1 2 b )  

an d  ( I I I - 1 5 ) »  c o n s i d e r  a  r i g i d  c i r c u l a r  d i s k  o f  r a d i u s  a  

an d  a  p l a n a r  s u r f a c e  s e p a r a t e d  b y  a  f l u i d  f i l m  o f  t h i c k n e s s  

h .  The f l u i d  f i l m  i s  d r a i n e d  b y  p u s h i n g  t h e  d i s k  w i t h  a  

c o n s t a n t  f o r c e  F d i r e c t e d  a l o n g  t h e  a x i s  o f  t h e  d i s k  to w a r d  

t h e  p l a n a r  s u r f a c e .  A w e ig h te d  a v e r a g e  p r e s s u r e  P i s  d e -  

f i n e d  a s  t h e  f o r c e  d i v i d e d  by  t h e  a r e a  i n  c o n t a c t  w i t h  t h e  

f l u i d  f i l m .  One c a n  e a s i l y  show f o r  t h i s  s i t u a t i o n  t h a t  

t h e  c h a r a c t e r i s t i c  t i m e  f o r  d r a i n i n g  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  

e x p r e s s i o n  g i v e n  b y  e q u a t i o n  ( 1 1 1 - 1 5 ) .  In the case of a 
f l u i d  f i l m  being squeezed by a membrane bound cell the c h a ­

r a c t e r i s t i c  t im e  g i v e n  by  e q u a t i o n  ( 111 - 1 5 ) i s  t h e  t im e  

i t  t a k e s  f o r  t h e  ed g e  r e g i o n  t o  fo rm ,  t h u s  t r a p p i n g  f l u i d  

i n  t h e  i n t e r i o r  o f  t h e  n e a r  c o n t a c t  a r e a .  The c h a r a c t e r ­

i s t i c  t i m e  g iv e n  by e q u a t i o n  ( I I I - 1 2 b )  i s  t h e  t im e  i t  t a k e s

c t
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t o  d r a i n  t h i s  t r a p p e d  f l u i d  f ro m  t h e  i n n e r  r e g i o n .

The c h a r a c t e r i s t i c  l e n g t h  ^  o f  t h i s  ed g e  r e g i o n  i s

o b t a i n e d  f ro m  e q u a t i o n  ( I I I - 8 b ) .  S i n c e  t h e  p r e s s u r e

d i f f e r e n c e  a c r o s s  t h e  membrane i n  t h i s  r e g i o n  i s  o f  o r d e r

and  t h e  t e n s i o n  f o r c e  i s  o f  o r d e r  P„R, o n e  c a n  show from  c -  c
\ ‘ L  2

e q u a t i o n  ( I I I - 8 b ) ,  i f  i s  a p p r o x im a te d  by  h /> £  , t h a t

I ~  o  CCrh)4 J  , (3sr->t)

T h is  i s  a  s m a l l  p a r t  o f  t h e  n e a r  c o n t a c t  r a d i u s  a .

Due t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  m em brane’ s 

t e n s i o n  f o r c e  i s  z e r o  t o  o r d e r  & cl/ R  i n  t h e  n e a r  c o n t a c t  

a r e a ,  an d  £  e q u a t i o n  ( I I I - 7 b )  w i l l  b e  a p p r o x im a te d  by

5 ?  =  °  j

Thus f o r  rc a .  <T w i l l  be  a ssu m ed  u n i f o r m  w i t h  i t s  v a l u e  

d e t e r m in e d  b y  t h e  ed g e  c o n d i t i o n  ( I I I - 9 e ) .  To t h i s  same 

o r d e r  e q u a t i o n  ( I I I - 8 b )  w i l l  be  a p p r o x im a te d  by

( J * - * )

A p p r o x im a t io n  ( 1 1 1 -1 7 )  t h u s  r e d u c e s  t h e  p ro b le m  t o  t h e  

s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n s  ( I I I - 5 a ) ,  ( I I I - 6 )  and  ( 1 1 1 -1 3 )  f o r  

t h e  v a r i a b l e s  h ,  P and  Q,

The existance of a small region in which the pressure 
is rapidly changing and a considerably larger region in
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w h ic h  t h e  v a r i a b l e s  a r e  s lo w l y  c h a n g in g  i s  c o n d u c iv e  t o  a  

two r e g i o n  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  n e a r  c o n t a c t  a r e a .  The 

f u l l  n o n - d i m e n s i o n a l i z e d  fo rm  o f  e q u a t i o n s  ( I I I - 5 a ) ,  ( I I I -  

6) an d  (1 1 1 -1 8 )  w i l l  b e  s o l v e d  f o r  t h e  i n n e r  r e g i o n ,  w h ere  

a s  f o r  t h e  s m a l l e r  ed g e  r e g i o n  an  a p p r o x im a te  i n t e g r a l  

f o r m u l a t i o n  w i l l  b e  d e v e lo p e d .

E q u a t i o n s  ( I I I - 5 a ) ,  ( I I I - 6 )  and  ( I I I —18) a r e  now n c n -  

d i m e n s i o n a l i z e d  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s ;

Cel-  mo.)

p*  •= (nr- tfc.)

£
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C n c - w - f )

(n r-« 3)

D ro p p in g  t h e  ( ) *  n o t a t i o n ,  f o r  c o n v e n i e n c e ,  t h e  n o n - d im e n ­

s i o n a l  e q u a t i o n s  a r e

Q = _ r | £ K 3 (JC-200.)

= - 2,-rr Ik  (lE -ii <*-)

r v ( l - P ^ =  ( S E - l i o . )

w h ere  R1 i s  t h e  n o n - d i m e n s i o n a l  a s p e c t  r a t i o  o f  t h e  c e l l

( r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  o f  t h e  o u t e r  r e g i o n  t o  r a d i u s  o f  t h e  

n e a r  c o n t a c t  a r e a ) .

The b e g i n n i n g  o f  t h e  edge  r e g i o n  i s  a r b i t r a r i l y  c h o s e n  

a s  t h e  unknown l o c a t i o n  w h ere  P = l ,  T h is  c h o i c e  i s  c o n ­

v e n i e n t  s i n c e  t h e  l e f t  hand s i d e  o f  e q u a t i o n  ( I I I - 2 2 a )

< ? * =  -  „ •0 ?  C P c -P ,.)

- p T =

[ ( S C V - P e ) ]
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v a n i s h e s  a t  t h i s  l o c a t i o n  an d  t h u s  p r o v i d e s  c o n v e n i e n t  

m a tc h in g  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  ed g e  p r o f i l e .  The i n n e r  

r e g i o n  i s  t h e  b u l k  o f  t h e  n e a r  c o n t a c t  r e g i o n  an d  t e r m i ­

n a t e s  a t  r = i -  ( T ) ,  w h ere  (T) i s  t h e  t im e  d e p e n ­

d e n t  ed g e  r e g i o n  s i z e .  T h i s  i n n e r  r e g i o n - e d g e  r e g i o n  . 

i n t e r f a c e  i s  a p p r o x im a te d  t o  b e  a t  r = l  on  t h e  i n n e r  l e n g t h  

s c a l e  b e c a u s e  t h e  c o m p u te r  p ro g ra m  f o r  t h e  n u m e r i c a l  

s o l u t i o n  o f  t h e  i n n e r  r e g i o n  r e q u i r e s  a  f i x e d  l e n g t h .

T h i s  a p p r o x i m a t i o n  i s  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  m ethod  o f  m a tc h e d  

a s y m p t o t i c  e x p a n s i o n s ,  w h e re  t h e  l a r g e r  s c a l e  i s  k e p t  c o n ­

s t a n t  a n d  t h e  s m a l l e r  s c a l e  i s  a l l o w e d  t o  v a r y .  The 

b o u n d a r y  an d  m a tc h in g  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  i n n e r  r e g i o n  a r e ;

P 0 , T ) =  1

o .



The i n i t i a l  c o n d i t i o n s  ares

k f l - , 0 ) = 6  CHT-24<0

P (r; o) ■=• t 0ir-24t>)

Qtr10)~0 (IT-24C)

H 0 Co) =  £  ( m - z + A )

w h e re  HQ(T) i s  t h e  t im e  d e p e n d e n t  f i l m  t h i c k n e s s  a t  t h e  

i n t e r f a c e  o f  t h e  two r e g i o n s .  The v a l u e  o f  HQ(T) i s  o b ­

t a i n e d  by  m a tc h in g  t h e  s o l u t i o n s  f ro m  t h e  i n n e r  an d  ed g e  

r e g i o n s  a t  e a c h  i n s t a n t  i n  t i m e .



B-2 T r e a tm e n t  o f  t h e  ed g e  r e g i o n

F o r  t h e  ed g e  r e g i o n ,  f i g u r e  I I I - 3 h »  a  new c o o r d i n a t e  

i s  d e f i n e d  a s

I-  r - l  * [l ± fT 6 (m -zs~)

U s in g  t h e  a b o v e  d e f i n i t i o n ,  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  ( I I I -  

2 0 a ) ,  ( I I I - 2 1 a )  and  ( I I I - 2 2 a )  may b e  r e w r i t t e n  a s

( j C - 2 o t > )

( j i r - 2 \ t » )  

(isr-22.b)

The m a t h e m a t i c a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  e d g e  r e g i o n  c a n  be 

s i m p l i f i e d  b y  u s i n g  an  a p p r o x im a te  i n t e g r a l  f o r m u l a t i o n ,

A p o ly n o m ia l  p r o f i l e  f o r  p r e s s u r e  i s  a s su m ed  i n  t h e  ed g e  

r e g i o n

p Qir) = c3 >£ (nr- 21)

w h ic h  s a t i s f i e d  t h e  f o l l o w i n g  m a tc h in g  an d  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s  j

Q  -  0 + £ )  L t j T )

-  2 T r0 +^ | ^
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i n n e r  r e g i o n

F i g u r e  I I I - 3 b  G eo m etry  f o r  t h e  ed g e  r e g i o n  o f  t h e  n e a r  
c o n t a c t  a r e a .
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(HE-2Tb)

P (?eeri,T)= o  ; Cm:-2.ic)

w h ere  P „ „ (T) i s  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  a t  t h e  i n t e r f a c e
°*L

o f  t h e  two r e g i o n s ,  o b t a i n e d  from  t h e  i n n e r  r e g i o n  s o l u t i o n  

a t  r = l .  The r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n  f o r  P( ^  ,T )  i s  g i v e n  by

The membrane p r o f i l e  i n  t h e  ed g e  r e g i o n  i s  o b t a i n e d  

b y  i n t e g r a t i n g  t h e  n o rm a l  f o r c e  b a l a n c e  e q u a t i o n  ( I I I - 2 2 b )  

t w i c e  u s i n g  t h e  p r e s s u r e  p r o f i l e  f ro m  e q u a t i o n  ( 1 1 1 - 2 8 ) ,

The resulting expression contains two coefficients which 
are found using the following interface matching conditions;

where

C PT-ZT)



7^

k 0 = 1 )0  = H0C rt=  V C l = o T )  C®-3Oo.)

VUO^Vrt _  H«,-Crt -  Ŵ̂ ° — . Cnc-lob)
c d £  '

w h e re  HQ(T) i s  t h e  i n t e r f a c e  f i l m  t h i c k n e s s  and  HQ (T) 

i s  t h e  membrane s l o p e  a t  t h e  i n t e r f a c e .  The ed g e  r e g i o n  

membrane p r o f i l e  c a n  t h e n  b e  w r i t t e n  a s

k C lT )  -  Ho(r0 + Ho l Cx) l« 0  + 0

£ D t t r 5 l < ^

U s in g  a  T a y l o r  s e r i e s  e x p a n s i o n  f o r  l n ( l + £ ) ,  w h ere  

n _ < ^ u  e q u a t i o n  ( I I I - 3 1 a )  may b e  a p p r o x im a te d  by

kO /r)- WJ t ) + f t  “ L t  “ £  J

+  ^ r f - f r )  ( m - m )
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Since 1 local membrane velocity in the edge
2region is approximated by (neglecting terms of order 

or higher)

-  w c ( t ')  +  H ^ C t )  1 . (mi - 32.)

The volume flow rate distribution in the edge region 
film may be obtained by integrating the continuity equation 
(III-21b) and using the result of equation (111-32),

QC-J,T>= Q „ (T ) -  2TT l l +  £  ]
/

where the value of the interface volume flow rate eval­
uated at r=l Q (T) is obtained from the solution of the 
inner region.

The momentum equation (III-20b) is now satisfied 
in integral form. Substituting (111-33) into (III-20b), 
integrating the latter across the edge region and applying 
the pressure boundary conditions (III-27a, c), one finds

l = - 2 t r H o I ,  + - 2 i r f l o l  r 3 (



w here

x .

X z  

X3

E q u a t io n  (1 1 1 -3 * 0  i s  t r e a t e d  n u m e r i c a l l y  a s  an  o r d i n a r y

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  t o  d e t e r m in e  HQ( T ) ,  w i t h  i n s t a n -
•

t a n e o u s  v a l u e s  o f  Qq (T) and  H (T) c o n s i d e r e d  known from  

t h e  i n n e r  r e g i o n  s o l u t i o n  a t  r = l  e v a l u a t e d  a t  t h e  p r e v i o u s  

t i m e  s t e p .

At t h i s  p o i n t  t h e  v a l u e  o f  ^ e (T) i s  s t i l l  unknown.

An e x p r e s s i o n  f o r  d e t e r m i n i n g  i s  o b t a i n e d  by r e ­

q u i r i n g  t h e  momentum e q u a t i o n  ( I I I - 2 0 b )  be  s a t i s f i e d  e x a c t ­

l y  a t  *1 = ^2.e (T ) .  T h is  h a s  t h e  e f f e c t  o f  e n s u r i n g  t h a t  

t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  a t  t h e  ed g e  r e g i o n  e x i t  p r o v i d e  a 

vo lum e f l u x  w h ich  i s  c o m p a t i b l e  w i t h  e x p r e s s i o n  ( 1 1 1 -3 3 )  

e v a l u a t e d  a t  S u b s t i t u t i n g  t h e  r e l a t i o n  f o r  t h e  ion-

known i n t e r f a c e  membrane v e l o c i t y  HQ(T) f rom  e q u a t i o n  

(1 1 1 -3 * 0  i n t o  (1 1 1 -3 3 )  an d  i n s e r t i n g  t h e  l a t t e r  i n t o  

e q u a t i o n  ( I I I - 2 0 b )  one  o b t a i n s

( t + r ) < R
Jo  ( u - i U ’ C v )

~  J  70-*-O W U/r) 

C u p

( a c - s s o . )

( n r - 3 5 ^ )

( 3 X - 3 C c )
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0 +  ?€( r i ] L pat Cr) + » (j) ]  ( a r - 3 t )
*•&

w h ere  h g (T) i s  t h e  f i l m  t h i c k n e s s  a t  /£.= '£e ( T ) ,  f ro m  e q u a ­

t i o n  ( 1 1 1 - 3 1 ) .  E q u a t i o n  ( 1 1 1 -3 6 )  i s  an  i n t e g r a l  e q u a t i o n  

f o r  ^ e (T) s i n c e  t h e  l i m i t s  on  t h e  i n t e g r a l s  1 ^ ,  I 2 and 

I j  d e f i n e d  b y  (1 1 1 -3 5 )  a r e  f u n c t i o n s  o f  ^ e (T)» The 

s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 1 1 1 -3 6 )  a t  e a c h  t im e  s t e p  i s  accom p­

l i s h e d  by  a  n u m e r i c a l  t r i a l  an d  s e a r c h  p r o c e d u r e  d e s c r i b e d  

i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .



B-3 N u m e r ic a l  s o l u t i o n  p r o c e d u r e

The R a y l e i g h - R i t z - G a l e r k i n  m ethod  i s  u s e d  f o r  s p a t i a l  

d i s c r e t i z a t i o n  o f  t h e  i n n e r  r e g i o n  a n d  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  

d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a r e  com posed o f  a  s e r i e s  o f  B - s p l i n e s  

b e tw e e n  s p a t i a l  mesh p o i n t s .  T h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  w i t h  a 

p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  co d e  a v a i l a b l e  f ro m  B e l l  

L a b o r a t o r i e s ,  The co d e  p a c k a g e  i s  c a l l e d  POST an d  w i t h  t h e  

a d d i t i o n  o f  s u p p o r t i n g  s u b r o u t i n e s  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  

o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  (1 1 1 -3 4 0  may b e  u s e d  a s  a  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n  a t  t h e  i n n e r - e d g e  r e g i o n  i n t e r f a c e ,

A c h o i c e  o f  B - s p l i n e  o r d e r  m u st b e  made a n d  I  c h o s e  a  

f o u r t h  o r d e r  s p l i n e .  T h is  h a s  t h e  p r o p e r t y  o f  z e r o  s e c o n d  

d e r i v a t i v e s  a t  t h e  en d s  o f  t h e  i n n e r  r e g i o n  ( a t  r= 0  and  

r = l ) .  S i n c e  t h e  c u r v a t u r e  o f  t h e  membrane i s  e q u a l  t o  z e r o  

a t  t h e s e  end  p o i n t s  a  f o u r t h  o r d e r  s p l i n e  i s  t h e  l o g i c a l  

c h o i c e .  The i n n e r  r e g i o n  i s  t h e n  d i v i d e d  i n t o  u n e q u a l l y  

s p a c e d  n o d a l  p o i n t s ,  w i t h  t h e  f i n e r  mesh n e a r  t h e  i n t e r ­

f a c e  o f  t h e  two r e g i o n s  ( l a r g e s t  g r a d i e n t s  i n  t h i s  a r e a ) .

To s t a r t  t h e  n u m e r i c a l  p r o c e d u r e  t h e  i n i t i a l  c o n d i ­

t i o n s  (111-24-) a r e  s e t  f o r  t h e  v a r i a b l e s  h ,  P ,  Q and HQ, 

F o r  t h e  f i r s t  few  t im e  s t e p s  t h e  v a l u e  o f  £  ( T) i s  h e l d  

c o n s t a n t  due t o  t h e  s i n g u l a r i t y  o f  e q u a t i o n  (1 1 1 -3 6 )  f o r  

£ e =0. The v a l u e  c h o s e n  f o r  d u r i n g  t h i s  e a r l y  p e r i o d  

i s  o f  o r d e r  £ , The ed g e  r e g i o n  s i z e  grow s i n  t im e  from  

i t s  i n i t i a l  v a l u e  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  s i z e  g i v e n  by 

e q u a t i o n  ( I I I - 1 6 ) .  F o l lo w in g  t h i s  s t a r t  up p e r i o d  e q u a t i o n  

( 1 1 1 -3 6 )  i s  i n t e r r o g a t e d  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  £ Q( T ) .



A t y p i c a l  i t e r a t i o n  i n  t im e  i s  a d v a n c e d  th r o u g h  

e q u a t i o n  ( I I I - 2 1 a ) .  H a v in g  e s t a b l i s h e d  a  new d i s t r i b u t i o n  

f o r  h ( r , T )  e q u a t i o n s  ( I I I - 2 0 a )  and  ( I I I - 2 2 a )  a r e  u s e d  t o  

s o l v e  f o r  t h e  i n n e r  r e g i o n  d i s t r i b u t i o n s  o f  P and  Q, s u b ­

j e c t  t o  t h e  b o u n d a r y  an d  m a tc h in g  c o n d i t i o n s  o f  e q u a t i o n s  

( 1 1 1 - 2 3 ) .  I n  o r d e r  t o  s a t i s f y  m a tc h in g  c o n d i t i o n  ( I I I - 2 3 b )  

a  s u b r o u t i n e  c o n t a i n i n g  t h e  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

(1 1 1 -3 * 0  i s  c a l l e d .  I n  t h i s  s u b r o u t i n e  t e n t a t i v e  v a l u e s
\ L  VB *

f ° r  r t .  . Q» an d  H „ a t  r = l  a r e  s t o r e d  f o r  u s e  i no r  d T Ov
d e t e r m i n i n g  ^ e (T) f o r  t h i s  i t e r a t i o n .  H a v in g  com pu ted  a  

t e n t a t i v e  v a l u e  f o r  £ e (T) t h e  n u m e r i c a l  p ro g ra m  e v a l u a t e s  

t h e  d e f i n i t e  i n t e g r a l s ,  g i v e n  b y  e q u a t i o n s  ( I I I - 3 5 a )  

t h r o u g h  ( I I I - 3 5 c ) ,  and  e q u a t i o n  (1 1 1 -3 * 0  i s  s o l v e d  f o r  

H0 ( T ) .

A c o m p a r i s o n  i s  made b e tw e e n  t h e  i n t e r f a c e  v a l u e  o f  h 

o b t a i n e d  f ro m  t h e  i n n e r  r e g i o n  s o l u t i o n  an d  f ro m  t h e  o r ­

d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 1 1 1 -3 * 0 .  I f  a g r e e m e n t  d o es  

n o t  m e e t  t h e  a c c u r a c y  r e q u i r e m e n t  im p o se d  on  t h e  s o l u t i o n  

o f  a l l  t h e  v a r i a b l e s  t h e  t e n t a t i v e  t i m e  s t e p  i s  r e d u c e d  

an d  t h e  i t e r a t i o n  p r o c e d u r e  i s  b e g u n  anew . When t h e  

a c c u r a c y  r e q u i r e m e n t  i s  m et t h e  t im e  s t e p  i s  s a i d  t o  h av e  

b e e n  s u c c e s s f u l  an d  th e .  f i r s t  i t e r a t i o n  o f  t h e  n e x t  t im e  

i n t e g r a t i o n  i s  b e g u n .

T h e re  a r e  t y p i c a l l y  t w e n t y  o r  m ore e v a l u a t i o n s  o f  e q u a ­

t i o n  (1 1 1 -3 * 0  f o r  c o n v e r g e n c e  on  a  s u c c e s s f u l  t im e  s t e p  i n  

t h e  e a r l y  p e r i o d  o f  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  an d  a s  few  a s  

t h r e e  e v a l u a t i o n s  r e q u i r e d  a t  much l a t e r  t i m e s .  A f t e r  t h e



t o l e r a n c e s  on t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  h a v e  b e e n  m et t h e  

ed g e  r e g i o n  d i s t r i b u t i o n s  a r e  s o l v e d  f o r  u s e  i n  e q u a t i o n s  

( 1 1 1 - 2 8 ) ,  ( 1 1 1 -3 1 )  an d  ( 1 1 1 - 3 3 ) .

A d e t a i l e d  d i s c u s s i o n  o f  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  

p r o c e d u r e  a p p e a r s  i n  a  t e c h n i c a l  r e p o r t  by  S c h r y e r  ( 1 9 7 7 ) .
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C -  R e s u l t s  and  d i s c u s s i o n

The a s s u m p t io n  o f  n e g l i g a b l e  membrane b e n d in g  s t r e s s e s ,  

a l t h o u g h  v a l i d  f o r  t h e  t im e  s c a l e  o f  my s o l u t i o n s ,  i s  i n ­

a c c u r a t e  a t  t h e  ed g e  r e g i o n - o u t e r  r e g i o n  i n t e r f a c e  when 

t h e  membrane makes c o n t a c t  w i t h  t h e  r i g i d  p l a n a r  s u r f a c e ,  

U pd ike  and  K a ln in s  (1 9 7 2 )  t r e a t e d  t h e  p ro b le m  o f  d e t e r ­

m in in g  t h e  c o n t a c t  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  b e tw e e n  an  e l a s ­

t i c  s p h e r i c a l  s h e l l  an d  a  r i g i d  p l a t e  f o r  a  g i v e n  d e g r e e  

o f  d e f o r m a t i o n .  They  fo u n d  t h a t  a s  t h e  d e f o r m a t i o n  i n ­

c r e a s e s  ( c o r r e s p o n d i n g  t o  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  s h e l l  c o o r d i ­

n a t e  oc o f  t h e  ed g e  o f  t h e  c o n t a c t  a r e a  an d  a n  i n c r e a s e  

i n  t h e  d i s c o n t i n u o u s  s h e l l  s l o p e  a t  t h a t  p o i n t )  t h e  c o n ­

t a c t  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  a p p r o a c h e s  a  l i n e  l o a d i n g  l o ­

c a t e d  a t  K.. T h is  t y p e  o f  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  i s  due 

t o  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  i n c r e a s e d  s l o p e  a t  t h e  ed g e  o f  t h e  

c o n t a c t  a r e a  and  o f  t h e  s h e l l  b e n d in g  moment a t  t h a t  p o i n t .  

I n  t h e  c a s e  o f  t h e  membrane bound  f l u i d  f i l l e d  c e l l s  

b e n d in g  s t r e s s e s  i n  t h e  membrane become f i n i t e  a t  t h e  edge  

r e g i o n - o u t e r  r e g i o n  i n t e r f a c e  when t h e  i n t e r f a c e  s l o p e  

becom es f i n i t e .  T h i s  o c c u r s  on a  t im e  s c a l e  t  t  andV
d o es  n o t  i n f l u e n c e  t h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n .

As in the problem solved by Updike and Kalnins for a shell, 
when the interface of the edge and outer regions of the 
membrane makes contact with the planar surface the inter­
face slope becomes discontinuous with a finite value on 
the outer region side. On this time scale the membrane 
bending stress acts as a circular line load at the interface
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o f  t h e  ed g e  and  o u t e r  r e g i o n s .  T h is  c i r c u l a r  l i n e  l o a d  

s u p p o r t s  t h e  p o r t i o n  o f  t h e  a p p l i e d  l o a d  n o t  s u p p o r t e d  by  

t h e  c o n t a c t  p r e s s u r e .

The s o l u t i o n s  t o  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  d e v e lo p e d  

i n  s e c t i o n  I I I - B  a r e  p r e s e n t e d  i n  n o n - d i m e n s i o n a l  fo rm .

The s p a t i a l  v a r i a b l e  r  i s  r e n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

e n t i r e  n e a r  c o n t a c t  r a d i u s  l t / ^ ^ T ) .  T h i s  r e n o r m a l i z a t i o n  

a l l o w s  t h e  c h a n g e  i n  i n t e r f a c e  l o c a t i o n  t o  be  v ie w e d  f ro m  

t h e  p e r s p e c t i v e  o f  a  c o n s t a n t  n e a r  c o n t a c t  r a d i u s .  S in c e  

t im e  i s  n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  f l u i d  v i s c o s i t y  

an d  t h e  p r e s s u r e  d i f f e r e n c e  a c r o s s  t h e  o u t e r  r e g i o n  mem­

b r a n e ,  t h e  s o l u t i o n s  a t  a  g i v e n  t im e  may b e  com pared  f o r  

e a c h  c a s e  t o  s e e  t h e  i n f l u e n c e  t h a t  t h e  c e l l ' s  a s p e c t  

r a t i o  R1 h a s  on t h e  d r a i n i n g  b e h a v i o r  o f  t h e  f l u i d  f i l m .

The i n i t i a l  f i l m  t h i c k n e s s  £  u s e d  f o r  a l l  o f  t h e  n u m er-
- 2i c a l  s o l u t i o n s  i s  e q u a l  t o  10 b e c a u s e  t h i s  m a g n i tu d e  i s  

r e p r e s e n t a t i v e  o f  t h e  f i l m  t h i c k n e s s  s e e n  i n  t h e  a p p l i c a ­

t i o n s  m e n t io n e d  e a r l i e r .  P o u r  v a l u e s  o f  t h e  a s p e c t  r a t i o  

R1 a r e  u s e d ,  v a r y i n g  from  0 .2 5  t o  2 . 0 ,  w i t h  t h e  s m a l l e r  

a s p e c t  r a t i o  r e p r e s e n t i n g  a  r e l a t i v e l y  f l a t  c e l l .

The n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e  f l u i d  t r a p p i n g  p h a s e  

r e q u i r e s  a p p r o x i m a t e l y  30 m in u te s  o f  c o m p u t a t i o n  t i m e .  The 

n u m e r i c a l  s o l u t i o n  t o  d e s c r i b e  t h e  l o n g  t im e  d r a i n i n g  o f  

t h e  t r a p p e d  f l u i d  t o  r o u g h l y  30 p e r  c e n t  o f  i t s  i n i t i a l  

t h i c k n e s s  t a k e s  a p p r o x i m a t e l y  2 h r s .  o f  IBM-370 c o m p u t in g  

t im e  f o r  a  c e l l  w i t h  an  a s p e c t  r a t i o  e q u a l  t o  2 . 0 .  F o r  

d e c r e a s i n g  v a l u e s  o f  t h e  a s p e c t  r a t i o  t h e  c o m p u t in g  t im e



r e q u i r e d  t o  o b t a i n  a  g i v e n  d e g r e e  o f  membrane c o l l a p s e  

i n c r e a s e s .  When t h e  a s p e c t  r a t i o  o f  t h e  c e l l  i s  e q u a l  

t o  0 . 2 5  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  u s e s  a p p r o x i m a t e l y  3 h r s .  

o f  c o m p u t a t i o n  t im e  t o  o b t a i n  a  d r a i n i n g  o f  t h e  o r i g i n  

f i l m  t o  80 p e r  c e n t  o f  i t s  i n i t i a l  v a l u e .  A more e f f i ­

c i e n t  c o m p u t a t i o n a l  schem e t o  d e s c r i b e  t h e  l o n g  t im e  

d r a i n a g e  n e e d s  t o  b e  d e v e lo p e d  f o r  f u t u r e  c a l c u l a t i o n s .
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C - l  The f i l m  t h i c k n e s s

The g r a p h s  i n  f i g u r e s  I I I - 4  t h r o u g h  I I I - 7  show t h e  

s o l u t i o n s  f o r  t h e  t i m e  v a r y i n g  f i l m  t h i c k n e s s  b e tw e e n  a  

r i g i d  p l a n a r  s u r f a c e  an d  a  membrane bound c e l l  w i t h  t h e  

a s p e c t  r a t i o  v a r y i n g  f ro m  2 . 0  t o  0 . 2 5 ,  r e s p e c t i v e l y .  To 

o b t a i n  t h e  membrane s h a p e  f o r  t h e  p ro b le m  o f  a  f l u i d  f i l m  

b e i n g  s q u e e z e d  b e tw e e n  two membrane bound  c e l l s  f i g u r e s  

I I I - 4  t h r o u g h  I I I - 7  w o u ld  be  r e p l o t t e d  b y  h a l v i n g  t h e  

f i l m  t h i c k n e s s  a t  a n y  t im e  T. The h o r i z o n t a l  a x i s  o f  t h e  

r e p l o t t e d  g r a p h  w o u ld  t h e n  b e  t h e  p l a n e  o f  sym m etry  b e ­

tw e e n  t h e  two c e l l s .  No r e p l o t t i n g  i s  n e c e s s a r y  f o r  t h e  

c a s e  o f  a n  a i r  b u b b le  r i s i n g  a g a i n s t  a  p l a n a r  s u r f a c e .

The d i f f e r e n c e  b e tw e e n  t h i s  p ro b le m  and t h e  membrane 

bound  c e l l  e n t e r s  i n  t h e  v a l u e  o f  f t .  F o r  t h e  membrane 

p ro b le m  w h e re a s  f o r  t h e  b u b b le  p r o b le m  ft = ^&/L •

From t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  n o n - d i m e n s i o n a l  t im e

• t

T -  r ------” ~ H
I  j S C V W/ * «

and t h e  v a l u e s  o f  ft f o r  t h e s e  two s i t u a t i o n s  i t  i s  a p p a r e n t  

t h a t  a n  a i r  b u b b le  w i l l  d r a i n  a  f l u i d  f i l m  f o u r  t i m e s  f a s t e r  

t h a n  a  membrane bound  c e l l  u n d e r  i d e n t i c a l  c o n d i t i o n s  ( i e ;  

Pc - P e , R11 & andytC ) .  P h y s i c a l l y  t h i s  d i f f e r e n c e  i n  d r a i n i n g  

t im e  i s  c o n n e c t e d  t o  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a t  t h e  c e l l  

and b u b b le  s u r f a c e .  The i n t e r f a c e  b e tw e e n  an  a i r  b u b b le  

and t h e  l u b r i c a t i n g  f i l m  c a n n o t  s u p p o r t  a  f l u i d  s h e a r  

s t r e s s  when t h e  v i s c o s i t y  o f  a i r  i s  n e g l e c t e d .  The s h e a r
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s t r e s s  on t h e  s u r f a c e  o f  a  c e l l  membrane t e n d s  t o  r e t a r d  

t h e  f l u i d  m o t io n .

The t im e  h i s t o r y  o f  t h e  f l u i d  f i l m  w i t h  a n  a s p e c t  r a t i o  

f o r  t h e  c e l l  e q u a l  t o  2 . 0  a p p e a r s  i n  f i g u r e  I I I - 4 .  Each 

t im e  c u r v e  i s  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  membrane w i t h  t h e  h o r i ­

z o n t a l  a x i s  r e p r e s e n t i n g  t h e  r i g i d  p l a n a r  s u r f a c e .  T h i s  

f i g u r e  show s t h e  membrane i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  ed g e  o f  

t h e  n e a r  c o n t a c t  a r e a  c o l l a p s i n g  much m ore r a p i d l y  t h a n  

t h e  membrane i n  t h e  i n n e r  r e g i o n ,  t h u s  t e m p o r a r i l y  t r a p p i n g  

a  c o n s i d e r a b l e  vo lum e o f  f l u i d  i n  t h e  i n n e r  r e g i o n .

As t h e  membrane n e a r  t h e  ed g e  d e s c e n d s  on  upw ard  b u lg e  

i n  t h e  membrane d e v e l o p s  b e tw e e n  t h e  o r i g i n  and  t h e  ed g e  

r e g i o n .  The f i l m  t h i c k n e s s  i n  t h e  a r e a  o f  t h e  b u l g e  i s  

g r e a t e r  t h a n  t h e  i n i t i a l  f i l m  t h i c k n e s s .  The b u lg e  

m i g r a t e s  to w a r d  t h e  o r i g i n  and  i n c r e a s e s  i n  h e i g h t  a s  t im e  

p a s s e s .  A f t e r  t h e  b u l g e  r e a c h e s  t h e  o r i g i n  t h e  e n t i r e  mem­

b r a n e  b e g i n s  t o  d e s c e n d  to w a r d  t h e  p l a n a r  s u r f a c e  m o n o to n -  

i c a l l y .  The t im e  t h a t  c o r r e s p o n d s  t o  t h i s  maximum f i l m  

t h i c k n e s s  a t  t h e  o r i g i n  i s  o f  t h e  same o r d e r  a s  t h e  c h a r a c ­

t e r i s t i c  t im e  f o r  f l u i d  t r a p p i n g  f ro m  e q u a t i o n  ( H I -

3 7 ) .

The d o t s  on e a c h  c u r v e  i n  f i g u r e s  I I I - 4  t h r o u g h  I I I - 7  

i n d i c a t e  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  i n n e r  r e g i o n - e d g e  r e g i o n  

i n t e r f a c e .  The e d g e  r e g i o n  grow s in w a rd  d u r i n g  t h e  e a r l y  

p e r i o d  o f  t h e  d r a i n i n g  p r o c e s s .  A f t e r  t h e  f l u i d  t r a p p i n g  

h a s  o c c u r r e d  t h e  s i z e  o f  t h e  ed g e  r e g i o n  b e g i n s  t o  d e c r e a s e .

T h is  s u g g e s t s  t h a t  a s  T a p p r o a c h e s  i n f i n i t y  t h e  edge  r e g i o n
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w i l l  v a n i s h  and  t h e  f i l m  t h i c k n e s s  w i l l  a p p ro a c h  z e r o  f o r  

t h e  e n t i r e  n e a r  c o n t a c t  a r e a .

The membrane v e l o c i t y  d e c a y s  q u i t e  r a p i d l y  a f t e r  t h e  

t r a p p i n g  p e r i o d  i s  o v e r .  F i g u r e  I I I - 4  shows t h a t  i t  t a k e s  

t h r e e  o r  more o r d e r s  o f  m a g n i tu d e  i n  t im e  t o  d r a i n  t h e  

t r a p p e d  f l u i d  t h a n  i t  t o o k  t o  t r a p  i t .  T h is  i s  an  e x p e c te d  

r e s u l t  b a s e d  on t h e  o r d e r  o f  m a g n i tu d e  a n a l y s i s  o f  s e c t i o n  

I I I - B - 1 ,

F i g u r e s  I I I - 5 ,  I I I - 6 ,  and  I I I - 7  ( f o r  a s p e c t  r a t i o s  

e q u a l  t o  0 . 7 5 ,  0 .5 0  an d  0 . 2 5 ,  r e s p e c t i v e l y )  e x h i b i t  

t h e  same q u a l i t a t i v e  f e a t u r e s  a s  f i g u r e  I I I - 4 - ,  I n  

c o m p a r in g  t h e s e  f i g u r e s  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  f o r  s m a l l e r  

v a l u e s  o f  t h e  a s p e c t  r a t i o  R1 i t  t a k e s  a  l o n g e r  t im e  t o  

t r a p  and  t o  d r a i n  t h e  f l u i d  f i l m .

A c o m p a r is o n  o f  t h e  two e x t r e m e  c a s e s  o f  a s p e c t  r a t i o  

i s  i n s t r u c t i v e .  F i g u r e s  I I I - 4  ( R l= 2 .0 )  and I I I - 7  ( R l= 0 .2 5 )  

show t h a t  i t  t a k e s  n e a r l y  a n  o r d e r  o f  m a g n i tu d e  l o n g e r  

t im e  t o  c o m p le te  t h e  t r a p p i n g  p e r i o d  f o r  t h e  c e l l  w i th  t h e  

s m a l l e r  v a l u e  o f  R l .  The maximum f i l m  t h i c k n e s s  i s  l a r g e r

f o r  t h e  c e l l  w i th  an  a s p e c t  r a t i o  o f  0 ,2 5 .  T h is  i s  due t o

t h e  r e l a t i v e l y  s h o r t e r  t im e  i t  t a k e s  t o  fo rm  t h e  edge  

r e g i o n ,  f o r  s m a l l  R l ,  d u r i n g  t h e  e a r l y  p h a s e  o f  t h e  mem­

b r a n e  c o l l a p s e .  T h is  r e l a t i v e l y  r a p i d  c o l l a p s e  o f  t h e  

edge  r e g i o n  t r a p s  a  l a r g e r  volum e o f  f l u i d  i n  t h e  i n n e r

r e g i o n .  A l o n g e r  t r a n s i t  t im e  i s  r e q u i r e d  f o r  t h i s  l a r g e r

f l u i d  b u l g e  t o  m i g r a t e  t o  t h e  o r i g i n .  T h is  i s  t h e  r e a s o n  

f o r  t h e  l o n g e r  t r a p p i n g  t i m e ,  a l t h o u g h  t h e  edge  r e g i o n
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fo rm s  m ore q u i c k l y .  F i g u r e  I I I - 7  a l s o  shows t h a t  f o r  an

a s p e c t  r a t i o  o f  0 .2 5  t h e  ed g e  r e g i o n  f i l m  t h i c k n e s s  r e a c h e s
L

10 p e r  c e n t  o f  i t s  i n i t i a l  v a l u e  a t  T = 1 .1 1  x 10 , w h i l e  

t h e  maximum f i l m  t h i c k n e s s  i s  r e a c h e d  a t  T = 3 .4 1  x 10-*.

F o r  an  a s p e c t  r a t i o  o f  2 . 0  f i g u r e  I I I - 4  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  

e d g e  r e g i o n  f i l m  r e a c h e s  a  v a l u e  e q u a l  t o  10 p e r  c e n t  o f  

i t s  i n i t i a l  t h i c k n e s s  a f t e r  t h e  maximum f i l m  t h i c k n e s s  i s  

r e a c h e d  a t  t h e  o r i g i n ,  t h e  r e s p e c t i v e  t i m e s  a r e  T = 1 .7 4  x 

10^ an d  T = 3 .3 2  x lO ^ .

F i n a l l y ,  i n  t h e  t im e  i t  t a k e s  f o r  t h e  o r i g i n  f i l m  

t h i c k n e s s  t o  d r a i n  t o  57 p e r  c e n t  o f  i t s  i n i t i a l  v a l u e  f o r  

a  c e l l  w i t h  an  a s p e c t  r a t i o  o f  2 . 0  t h e  s m a l l e r  a s p e c t  r a t i o  

c e l l  h a s  d r a i n e d  t o  149 p e r  c e n t  o f  i t s  i n i t i a l  t h i c k ­

n e s s  f ro m  a  maximum o f  170 p e r  c e n t .  One c a n  t h e r e f o r e  

c o n c lu d e  t h a t  u n d e r  s i m i l a r  c o n d i t i o n s  a  c e l l  w i t h  a  

s m a l l e r  a s p e c t  r a t i o ,  h u t  same n e a r  c o n t a c t  r a d i u s  a ,  w i l l  

t a k e  l o n g e r  t im e  t o  d r a i n  a  l u b r i c a t i n g  f i l m  a d j a c e n t  t o  

a  p l a n a r  s u r f a c e .
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C-2 The p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  f i l m

When t h e  l o a d  i s  a p p l i e d  t o  t h e  c e l l ’ s u p p e r  s u r f a c e  

a  u n i f o r m  i n t e r n a l  c e l l  p r e s s u r e  Pc i s  p ro d u c e d  w h ich  

c a u s e s  t h e  ed g e  o f  t h e  c e l l  t o  c o l l a p s e  to w a r d  t h e  p l a n a r  

s u r f a c e  q u i t e  r a p i d l y .  The f l u i d  f i l m  r e s p o n d s  by g e n ­

e r a t i n g  a  p r e s s u r e  l a r g e r  t h a n  P j u s t  n e x t  t o  t h e  ed g eV
r e g i o n ,  a s  shown i n  f i g u r e s  I I I - 8  t h r o u g h  I I I - l f .  As t h e  

d r a i n i n g  o f  t h e  n e a r  c o n t a c t  a r e a  c o n t i n u e s  t h e  m a g n i tu d e  

o f  t h e  p r e s s u r e  p e a k  d e c r e a s e s  an d  i t s  l o c a t i o n  moves t o ­

w ard  t h e  C r i g i n .  A p r e s s u r e  t r o u g h  i s  a l s o  g e n e r a t e d  and  

i t  l i e s  i n  t h e  r e g i o n  b e tw e e n  t h e  o r i g i n  an d  t h e  p r e s s u r e  

p e a k .  T h i s  minimum p r e s s u r e  p o i n t  moves to w a r d  t h e  o r i g i n  

much m ore q u i c k l y  t h a n  t h e  p r e s s u r e  p e a k .  Once t h e  p r e s ­

s u r e  t r o u g h  r e a c h e s  t h e  o r i g i n  t h e  p r e s s u r e  i n  t h e  f i l m  

b e g i n s  t o  i n c r e a s e  n e a r  t h e  o r i g i n  an d  d e c r e a s e  i n  t h e  

v i c i n i t y  o f  t h e  p r e s s u r e  p e a k .

At t h e  t im e  when t h e  f i l m  t h i c k n e s s  a t t a i n s  i t s  m a x i­

mum v a l u e  a t  t h e  o r i g i n  t h e  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  t a k e s  on 

a  c h a r a c t e r i s t i c  p l a t e a u  s h a p e  t h a t  w i l l  be  m a i n t a i n e d  f o r  

t h e  d u r a t i o n  o f  t h e  d r a i n i n g  p r o c e s s .  As t h e  d r a i n i n g  

p r o c e s s  c o n t i n u e s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  p l a t e a u  p r e s s u r e  

r e g i o n  i n c r e a s e s ,  w h i l e  i t s  m a g n i tu d e  s lo w l y  d e c r e a s e s .

F i g u r e  I I I - 8  shows t h e  t im e  h i s t o r y  o f  t h e  p r e s s u r e  

d i s t r i b u t i o n  f o r  an  a s p e c t  r a t i o  e q u a l  t o  2 . 0 ,  w i t h  P 

n o r m a l i z e d  u s i n g  e q u a t i o n  ( 1 1 1 - 1 9 ) .  The p e a k  p r e s s u r e  f o r  

ea c h  t im e  c u r v e  c o r r e s p o n d s  w i th  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  

r e v e r s e  f lo w  p o i n t ,  w h ich  w i l l  be f u l l y  d e s c r i b e d  i n  t h e



n e x t  s u b s e c t i o n .  The p r e s s u r e  p l a t e a u  i s  a t t a i n e d  a t  a  

t im e  T = 3 . 3 2  x l o \  w h ic h  c o r r e s p o n d s  w i t h  t h e  c h a r a c t e r ­

i s t i c  t im e  f o r  f l u i d  t r a p p i n g .  The m a g n i tu d e  o f  t h e  p r e s ­

s u r e  p l a t e a u  a t  t h i s  t im e  i s  1 . 0 9 .  As d i s c u s s e d  e a r l i e r  

t h e  d e c a y  o f  t h e  p r e s s u r e  p l a t e a u  o c c u r s  on  a  t im e  w h ich  

i s  s e v e r a l  o r d e r s  o f  m ag n itu d e ,  l o n g e r  t h a t  t h e  f l u i d  

t r a p p i n g  t i m e .  One o b s e r v e s  i n  f i g u r e  I I I - 8  t h a t  a f t e r  

t h r e e  o r d e r s  o f  m a g n i tu d e  l a t e r  i n  t im e  t h e  p r e s s u r e  

p l a t e a u  h a s  a n  a p p r e c i a b l e  v a l u e  o f  1 . 0 3 .

The p o i n t  a t  w h ic h  t h e  p r e s s u r e  c u r v e s  i n t e r s e c t  t h e  

P = 1 l i n e  i s  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  i n t e r f a c e  b e tw e e n  t h e  

i n n e r  r e g i o n  and  ed g e  r e g i o n .  F i g u r e  I I I - 8 c l e a r l y  shows 

t h a t  a f t e r  t h e  p r e s s u r e  p l a t e a u  i s  fo rm e d  t h e  i n t e r f a c e  

m i g r a t e s  o u tw a rd  and t h e  p l a t e a u  o c c u p i e s  a n  e v e r  i n c r e a s i n g  

a r e a .

I n  f i g u r e  I I I -  9 i s  p l o t t e d  t h e  t im e  v a r y i n g  p r e s s u r e  

d i s t r i b u t i o n  f o r  an  a s p e c t  r a t i o  o f  t h e  c e l l  e q u a l  t o  0 ,7 5 .  

I n  c o m p a r in g  t h e  r e s u l t s  f o r  p r e s s u r e  i n  f i g u r e s  I I I - 8 

an d  I I I -  9 one n o t i c e s  t h a t  t h e  q u a l i t a t i v e  f e a t u r e s  i n  

f i g u r e  I I I - 8 a r e  p r e s e n t  i n  f i g u r e  I I I -  9 ,  The s m a l l e r  a s ­

p e c t  r a t i o  c e l l  p r o d u c e s  a  s m a l l e r  p r e s s u r e  p e a k  and  t h e  

m a g n i tu d e  o f  t h i s  p r e s s u r e  p e a k  c o n t r o l s  t h e  r a t e  o f  mem­

b r a n e  c o l l a p s e  i n  t h e  ed g e  r e g i o n .

As was m e n t io n e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s u b s e c t i o n  t h e  c e l l  

w i t h  an  a s p e c t  r a t i o  o f  0 .25  fo rm ed  i t s  edge  r e g i o n  more 

q u i c k l y  t h a n  t h e  o t h e r  c a s e s .  F i g u r e  I I I - l l  shows, t h a t  a t  

t h i s  a s p e c t  r a t i o  t h e  m a g n i tu d e  o f  t h e  p r e s s u r e  p e a k  i s



t h e  s m a l l e s t  o f  a l l  t h e  c a s e s  s t u d i e d .  T h e r e f o r e ,  t h e  

r e s i s t i n g  f o r c e  on t h e  membrane i s  s m a l l e r  a l l o w i n g  t h e  

ed g e  r e g i o n  membrane t o  c o l l a p s e  a t  a  f a s t e r  r a t e .  The 

s m a l l e r  p r e s s u r e  p e a k  a l s o  p r o d u c e s  a  c o r r e s p o n d i n g l y  

s m a l l e r  m a g n i tu d e  f o r  t h e  p r e s s u r e  p l a t e a u ,  a f t e r  t h e  f l u i d  

t r a p p i n g  p h a s e  h a s  b e e n  c o m p le t e d .  T h i s  lo w e r  l e v e l  p r e s ­

s u r e  p l a t e a u  i s  r e s p o n s i b l e  f o r  t h e  l o n g e r  d r a i n i n g  t i m e s  

f o r  a  f l u i d  f i l m  b e i n g  s q u e e z e d  b y  a  f l a t t e r  c e l l .  W ith  a  

l a r g e r  v o lum e o f  f l u i d  t r a p p e d  an d  a  l o n g e r  d r a i n i n g  t im e  

f o r  t h i s  f l u i d ,  t h e  membrane v e l o c i t y  m u s t  b e  s m a l l e r  i n  

t h e  c a s e  o f  a  f l a t t e r  c e l l .  The d i s c u s s i o n  on  t h e  f i l m  

t h i c k n e s s  b e a r s  t h i s  o u t ,  t h a t  i s ,  t h e  r a t e  o f  d e s c e n t  o f  

t h e  membrane i s  s l o w e r  f o r  a  c e l l  w i t h  a  s m a l l e r  v a l u e  o f  

ed g e  r e g i o n  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e .
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C-3 The vo lum e f lo w  r a t e

F o r  e a c h  v a l u e  o f  t h e  a s p e c t  r a t i o  t h e r e  a r e  two 

g r a p h s  f o r  t h e  volum e, f lo w  r a t e  Q. The f i r s t  f o r  e a c h  

c a s e  i s  t h e  vo lum e f lo w  r a t e  f o r  t h e  t im e  p e r i o d  b e f o r e  

t r a p p i n g  o f  t h e  f l u i d  i s  c o m p l e t e ,  a s  c a n  b e  s e e n  i n  

f i g u r e s  1 1 1 - 1 2 ,  1 1 1 - 1 4 ,  I I I - 1 6  and  I I I - 1 8 a .  A l l  o f  

t h e s e  f i g u r e s  show a  b i d i r e c t i o n a l  f lo w  p a t t e r n  f o r  

t i m e s  l e s s  t h a n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  t im e  f o r  f l u i d  t r a p p i n g .  

T h i s  phenom ena i s  n o t  s e e n  i n  e l a s to h y d r o d y n a m i c  s q u e e z e  

f i l m  t h e o r y ,  w h e re  t h e  f lo w  r a t e  i s  a lw a y s  p o s i t i v e  i n  t h e  

r a d i a l  d i r e c t i o n .

I n  f i g u r e  I I I -  12 a r e  t h e  r e s u l t s  f o r  Q x  10^ w i t h  a  

c e l l  a s p e c t  r a t i o  e q u a l  t o  2 . 0 .  The f i r s t  v a l u e  o f  T
p

p l o t t e d  i n  t h i s  f i g u r e  i s  6 .1 0  x  10 . A t t h i s  e a r l y  t im e  

t h e  minimum f l u i d  g a p  i n  t h e  e d g e  r e g i o n  h a s  d r a i n e d  t o  53 

p e r  c e n t  o f  t h e  i n i t i a l  f i l m  t h i c k n e s s .  The n e g a t i v e  

vo lum e f lo w  r a t e  d u r i n g  t h i s  e a r l y  p e r i o d  c a u s e s  t h e  

g r a d u a l  t h i c k n e n i n g  o f  t h e  f l u i d  f i l m  n e a r  t h e  o r i g i n  t h a t  

i s  s e e n  i n  t h e  f i l m  t h i c k n e s s  p r o f i l e s .  As t im e  p a s s e s  

t h e  d e c r e a s e  i n  t h e  l o c a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t  c a u s e s  a  c o r r e s ­

p o n d in g  d e c r e a s e  i n  t h e  l o c a l  vo lum e f lo w  r a t e .

A c o m p a r i s o n  o f  t h e  e x i t  v o lum e f lo w  r a t e  ( a t  r  = 1) 

f o r  t h e  v a r i o u s  c a s e s  shows t h a t  a t  a  g i v e n  t im e  f o l l o w i n g  

t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  l o a d  a  f l a t t e r  c e l l  w i l l  h a v e  a  

s m a l l e r  e x i t  f lo w  r a t e .  T h i s  i s  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  l a r g e r  

d r a i n i n g  t im e  r e q u i r e d  f o r  t h e  f l a t t e r  c e l l .  A n o th e r  

f e a t u r e  t h a t  i s  a p p a r e n t  i n  c o m p a r in g  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e
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d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  Rl i s  t h a t  f o r  a  l a r g e r  v a l u e  o f  Rl

t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  f lo w  b i f u r c a t i o n  p o i n t  i s  c l o s e r  t o  t h e

o r i g i n .  A t T e q u a l  t o  6 x 10^ f i g u r e  1 1 1 -1 2  (R l = 2 . 0 )

show s t h i s  p o i n t  t o  b e  a t  r  = 0 .7 7  an d  f i g u r e  I I I - 1 8 a  (R l =

0 . 2 5 )  show s t h i s  p o i n t  t o  b e  a t  r  = 0 . 8 8 .  T h i s  i s  due  t o  

t h e  s m a l l e r  e d g e  r e g i o n  s i z e  p r o d u c e d  b y  t h e  c e l l  w i t h  a  

s m a l l e r  a s p e c t  r a t i o .  The s m a l l e r  ed g e  r e g i o n  p r o d u c e s  a  

maximum p r e s s u r e  c l o s e r  t o  t h e  o u t e r  e d g e  o f  t h e  c e l l  and  

t h i s  p o i n t  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  f lo w  b i f u r ­

c a t i o n  p o i n t .

A f t e r  t h e  membrane h a s  c o m p le te d  i t s  f l u i d  t r a p p i n g  

p h a s e  t h e  v o lu m e  f lo w  r a t e  becom es p o s i t i v e  a t  e v e r y  

l o c a t i o n ,  t h i s  i s  s e e n  i n  f i g u r e s  I I I - 13 » I I I -  1 5 t  

1 1 1 -1 7  an d  I I I - 1 8 b .  I n  f i g u r e  I I I -  13 a r e  t h e  r e s u l t s
7

f o r  Q x 10 , when t h e  c e l l ’ s  a s p e c t  r a t i o  i s  e q u a l  t o  2 . 0 .
_ _ h,

At T = 3 t 3  x 10 t h e  membrane h a s  r e a c h e d  t h e  p o i n t  w here

i t  b e g i n s  t o  d e s c e n d  e v e r y w h e r e .  T h i s  i s  t h e  r e a s o n  f o r
, . Ll

t h e  l a r g e r  f lo w  r a t e  a t  T = 6,,5 x  10 f o r  r  l e s s  t h a n  

0 . 6 8 .  B e tw een  t h e s e  two t i m e s  t h e  membrane n e a r  t h e  o r i g i n  

i s  a c c e l e r a t i n g  t o  a  maximum downward v e l o c i t y .  A f t e r  t h i s  

s h o r t  p e r i o d  o f  a d j u s t m e n t  t h e  v o lum e f lo w  r a t e  d e c r e a s e s  

m o n o t o n i c a l l y  w i t h  t i m e .  The e x i t  f lo w  r a t e  f o r  t h i s  c a s e  

h a s  d e c r e a s e d  b y  one  o r d e r  o f  m a g n i tu d e  b e tw e e n  t h e  f i r s t  

and  l a s t  t im e  c u r v e s  i n  t h i s  f i g u r e .

Due t o  t h e  s m a l l e r  m a g n i tu d e s  f o r  f lo w  r a t e  i n  t h e  

c a s e s  o f  s m a l l e r  a s p e c t  r a t i o  t h e  c o o r d i n a t e  Q i s  e x p a n d e d  

f o r  e a c h  d e c r e a s i n g  v a l u e  o f  R l ,  a s  c a n  be s e e n  i n  f i g u r e s
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I I I - 1 5 *  1 1 1 -1 7  a n d  T I I - 1 8 b ,  T h e se  f i g u r e s  show t h e  same

q u a l i t a t i v e  f e a t u r e s  s e e n  i n  f i g u r e  1 1 1 - 1 3 .  S i n c e  t h e

d r i v i n g  f o r c e  f o r  d r a i n i n g  i s  s m a l l e r  i n  t h e  f i l m  a d j a c e n t

t o  f l a t t e r  c e l l s , t h e  d r a i n i n g  r a t e  i s  c o r r e s p o n d i n g l y

s m a l l e r .  F i g u r e  1 1 1 -1 3  shows t h a t  T = 6 x  10^ a  c e l l

w i t h  Rl = 2 . 0  h a s  an  e x i t  v o lum e f lo w  r a t e  o f  a p p r o x i m a t e l y  
—80 ,5 0  x 1 0 “ , w h e re a s  f o r  a  c e l l  w i t h  a n  a s p e c t  r a t i o  o f  

0 .2 5  t h e  e x i t  f lo w  r a t e  a t  t h e  same t i m e  i s  a n  o r d e r  o f  

m a g n i tu d e  l e s s  t h a n  t h e  v a l u e  o f  t h e  l a r g e r  c e l l .  T h u s ,  

t h e  r a t e  o f  d r a i n i n g  i s  i n f l u e n c e d  t o  a  l a r g e  e x t e n t  by 

t h e  a s p e c t  r a t i o  o f  t h e  membrane b ound  c e l l .
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D - Experiments confirming the early time behavior
The bifurcating flow behavior of the fluid film du­

ring the early period following the initial application 
of the load has not been previously reported. A simple 
validating experiment was therefore conducted to demon­
strate the existence of this unusual fluid film behavior.

A schematic representation of the apparatus used to 
confirm the existence of the bifurcating flow condition 
is depicted in figure 1 1 1 -1 9 .  An air filled balloon i s  

used as the model for a membrane bound fluid and a glass 
plate serves as the rigid planar surface. The fluid film 
between the plate and balloon is a common vegetable dye.
A motor driven camera is mounted above the glass plate to 
capture the change in film thickness with time. The cam­
era's motor drive shoots four frames per second, which is 
sufficiently fast to capture the changes in film thickness 
because the characteristic time for fluid trapping is of 
order 5 -1 0  seconds for this experiment. The radius of the 
balloon is 7 . 6  cm and the position of the support blocks 
produces a near contact area of l+.l cm. The non-dimensional 
aspect ratio is, thus, equal to 1.81)..

The balloon is coated with the vegetable dye and then 
the glass plate is released. The balloon carries 0 . 9  kg 
of the plate's mass and the support blocks the remainder 
of the load. At the instant that the plate makes contact 
with the support blocks the fluid film is nearly uniform



I l l

I n  t h i c k n e s s .

F i g u r e  1 1 1 -2 0  shows t h e  c h a n g e s  i n  t h e  f l u i d  f i l m  d u ­

r i n g  t h e  e a r l y  p e r i o d  f o l l o w i n g  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  g l a s s  

p l a t e .  P h o to g r a p h  a  i n  f i g u r e  I I I - 20 i s  t a k e n  a t  t h e  i n s t a n t  

t h e  p l a t e  t o u c h e s  t h e  s u p p o r t  b l o c k s .  H ere  t h e  c o n t r a s t  

o f  t h e  f l u i d  f i l m  i s  u n i f o r m  i n d i c a t i n g  t h a t  t h e r e  i s  a 

n e a r l y  c o n s t a n t  f i l m  t h i c k n e s s .  I n  p h o t o g r a p h  b ,  a f t e r  

0 . 2 5  3 h a s  e l a p s e d ,  t h e r e  i s  a  l i g h t  c o l o r e d  r i n g  f o rm in g  

a t  t h e  p e r i m e t e r  o f  t h e  f l u i d  f i l m .  T h is  r i n g  i s  t h e  edge  

r e g i o n  and t h e  l i g h t  c o l o r  i s  i n d i c a t i v e  o f  a  v e r y  n a r r o w  

g a p  b e tw e e n  t h e  p l a t e  and t h e  b a l l o o n .  The d a r k  r i n g  j u s t  

o u t s i d e  o f  t h e  edge  r e g i o n  i s  a  r e s e r v o i r  o f  dye a t  t h e  

p o i n t  w here  t h e  b a l l o o n  s u r f a c e  f a l l s  away f ro m  t h e  g l a s s  

p l a t e .  P h o to g r a p h s  c and  d show t h e  g ro w th  o f  t h e  edge  

r e g i o n  w i t h  t i m e .

F o r  t h i s  e x p e r i m e n t a l  r u n  a  s m a l l  a i r  b u b b le  h a p p e n e d  

t o  l i e  i n  t h e  ed g e  r e g i o n .  As t im e  p a s s e d  t h e  a i r  b u b b l e  

was f o r c e d  to w a r d  t h e  f l u i d  m e n i s c u s  a t  t h e  b o r d e r  o f  t h e  

n e a r  c o n t a c t  a r e a  i n d i c a t i n g  a  n e t  d e c r e a s e  i n  f i l m  vo lum e 

i n  t h e  n e a r  c o n t a c t  a r e a  and  a r a d i a l  o u t f l o w  f ro m  t h e  edge  

r e g i o n .  A n o th e r  f e a t u r e  t h a t  c a n  b e  s e e n  i n  f i g u r e  I I I - 20 

i s  t h e  g r a d u a l  d a r k e n in g  o f  t h e  c e n t r a l  p o r t i o n  o f  t h e  n e a r  

c o n t a c t  a r e a .  T h is  d a r k e n i n g  i s  p r o d u c e d  b y  t h e  g r a d u a l  

t h i c k e n i n g  o f  t h e  f l u i d  f i l m  n e a r  t h e  o r i g i n ,  w h ic h  i s  

p r o d u c e d  by  t h e  in w a rd  f lo w  o f  dye p r e d i c t e d  b y  t h e  t h e o r y  

o f  s e c t i o n  I I I - B .

The g r a d u a l  d a r k e n i n g  i n  t h e  c e n t r a l  r e g i o n  o f  t h e



f l u i d  f i l m  c a n  b e  m ore c l e a r l y  d e m o n s t r a t e d  b y  p e r f o r m in g  

an e x p e r im e n t  i n  w h ich  t h e  f l u i d  f i l m  n e a r  t h e  o r i g i n  i s  

i n i t i a l l y  d e p l e t e d .  T h is  i s  a c c o m p l i s h e d  by  l i g h t l y  p r e s ­

s i n g  t h e  p l a t e  a g a i n s t  t h e  b a l l o o n  p r o d u c in g  a s m a l l  n e a r  

c o n t a c t  a r e a .  One t h e n  a l l o w s  t h e  f l u i d  t o  d r a i n  i n  t h i s  

s m a l l  a r e a  by h o l d i n g  t h e  p l a t e  f o r  s e v e r a l  s e c o n d s .  The 

p l a t e  i s  t h e n  r e l e a s e d  t o  fo rm  t h e  l a r g e r  n e a r  c o n t a c t  a r e a .

P h o to g r a p h  a  i n  f i g u r e  I I I - 21 show s t h e  l i g h t  s p o t  

s u r r o u n d i n g  t h e  o r i g i n  f o l l o w i n g  t h e  r e l e a s e  o f  t h e  p l a t e .  

P h o to g r a p h s  b ,  c and  d  o f  f i g u r e  I I I - 21 show t h e  g r a d u a l  

d a r k e n i n g  o f  t h i s  a r e a .  T h e se  p h o t o g r a p h s  c l e a r l y  show 

an i n f l u x  o f  f l u i d  to w a rd  t h e  c e n t e r  o f  t h e  l u b r i c a t i n g  

1 ayer .
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(b)

Figure III-20 Time history of a fluid film being squeezed 
between a glass plate and an air filled balloon, 
showing the formation of the edge region and the 
dual flow condition (outward motion of the air 
bubble and the thickening of the origin fluid film). 
Applied loads 0.9kg, as (4..lcm, Rl= 1.81+, time =
(a) 0 . 0  s, (b) 0 . 2 5  s, (c) 1 . 2 5  s, (d) 5 . 5 0  s.



(d)

F i g u r e  1 1 1 -2 0  Time h i s t o r y  o f  a f l u i d  f i l m  b e i n g  s q u e e z e d  
b e tw e e n  a g l a s s  p l a t e  and  an a i r  f i l l e d  b a l l o o n ,  
sh o w in g  t h e  f o r m a t i o n  o f  t h e  ed g e  r e g i o n  an d  t h e  
d u a l  f l o w  c o n d i t i o n  ( o u tw a r d  m o t io n  o f  t h e  a i r  
b u b b l e  and  t h e  t h i c k e n i n g  o f  t h e  o r i g i n  f l u i d  f i l m ) .  
A p p l i e d  l o a d *  0 . 9  k g ,  a = i | . . l  cm, R l = 1 . 8 ! j . ,  t i m e s  
( a )  0 . 0  s ,  (b )  0 . 2 5  s ,  ( c )  1 . 2 5  s ,  (d )  5 . 5 0  s .



(b)
Figure III-21 Tine history of a fluid film, with an

initially depleted origin, being squeezed between 
a glass plate and an air filled balloon.
Applied load =0.9 kg, a= I4..I cm, RI-I. 6 I4., timet: 
(a) 0 . 0  s, (b) 1 . 0  s, (c) 2 . 0  s, (d) 9 . 0  s.
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A

A
Figure III-21 Time history of a fluid film, with an

initially depleted origin, being squeezed between 
a glass plate and an air filled balloon.
Applied load*: 0.9 kg, asi^.l cm, RI-I. 8 I4., time = 
(a) 0 . 0  s, (b) 1 . 0  s, (c) 2 . 0  s, (d) 9 . 0  s.
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E - Conclusions
The membrane squeeze film theory presented in section 

III-B predicts a unique bidirectional flow behavior in the 
fluid film for times less than the characteristic time for 
fluid trapping. This early time behavior is easily ob­
served in a simple experiment with a balloon, glass plate 
and vegetable dye. The experimental photographs clearly 
illustrate the presence of the bidirectional flow in the 
dye following the application of the plate.

This phenomenon is unique to membrane squeeze film 
problems. The linear deformation law for elastohydrodynamic 
squeeze film problems and the membrane force balance re­
lations for this problem are the contributing factors in 
producing the different flow behavior in these two situa­
tions. This difference in flow characteristics points out 
the need for a realistic assesment of the deformable body 
before a particular theory is applied. The membrane 
squeeze film theory presented in this work is the one most 
applicable to biological cells with easily deformable 
phospholipid bilayer membranes.

A logical extension of this work would be to include 
relative translational motion between the planar surface 
and membrane bound fluid filled cell. This extension of 
the membrane squeeze film theory may be applied to the 
problem of a red blood cell translating through a capillary. 
The problem of an air bubble squeezing a fluid film adja­
cent to a planar surface inclined at an arbitrary angle, as



t h e  b u b b l e  s l i d e s  up  a lo n g  t h e  p l a n a r  s u r f a c e  d u e  t o  b u o y ­

a n c y ,  c o u l d  a l s o  b e  t r e a t e d  b y  i n c l u d i n g  t r a n s l a t i o n a l  

m o t io n .

The m em brane s q u e e z e  f i l m  t h e o r y  h a s  shown t h e  i n f l u ­

e n c e  t h a t  t h e  m em brane b o u n d a r y  h a s  on t h e  p r e s s u r e  

f i e l d  d e v e lo p e d  i n  t h e  f l u i d  f i l m  ( o f f  a x i s  p r e s s u r e  

maximum and  t h e  p r e s s u r e  p l a t e a u ) .  The t h e o r e t i c a l  

t r e a t m e n t  o f  an  a s s e m b la g e  o f  m em brane b o u n d  f l u i d  

f i l l e d  c e l l s  a t  v e r y  s m a l l  p o r o s i t i e s  u n d e r g o i n g  c o n ­

s o l i d a t i o n  w o u ld  h a v e  t o  c o n s i d e r  t h i s  u n u s u a l  f l o w  

c h a r a c t e r i s t i c  i n  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  l o c a l  

e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e .
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