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I NTRODUCTION

T h e  w o r d  " s t a c k "  w a s  f i r s t  u s e d  by S p a n l e r  a n d  W h i t e h e a d  

i n  [ l O ]  a s  a t r a n s l a t i o n  o f  " f a i c e a u "  ( s h e a f ) .  T h e r e  t h e y  i n t r o d u c e d  

t h e  n o t i o n s  o f  c o v a r i a n t  s t a c k s  a n d  c o n t r a v a r i a n t  s t a c k s  t o  p r o v i d e  

l o c a l  c o e f f i c i e n t s  f o r  h o m o l o g y  a n d  c o - h o m o l o g y  o f  C W - c o m p l e x e s  i n  

o r d e r  t o  s t u d y  t h e  S - t h e o r y .  L a t e r ,  S p a n i e r  [ 9 ]  m o d i f i e d  t h e  

d e f i n i t i o n  o f  a s t a c k  a s  a f u n c t o r  f r o m  a n  a b s t r a c t  s i m p l i c i a l  c o m p l e x ,  

r e g a r d e d  a s  a c a t e g o r y ,  t o  t h e  c a t e g o r y  o f  g r o u p s  t o  s t u d y  t h e  

g e n e r a l i z e d  t h e o r y  o f  h i g h e r  o r d e r  o p e r a t i o n s .  T h e r e  t h e  m e a n i n g  o f  

s t a c k s  w a s  c h a n g e d  f r o m  " t o p o l o g i c a l  s h e a v e s "  t o  " s i m p l i c i a l  s h e a v e s "  

a n d  t h e y  w o r k e d  v e r y  w e l l .  T h i s  t h e s i s  c o n s t i t u t e s  a n  a t t e m p t  t o  

e x p l a i n  why t h e y  a r e  t h e r e  a n d  w h e r e  t h e y  b e l o n g .

F i r s t ,  we  g e n e r a l i z e  t h e  n o t i o n  o f  c o v a r i a n t  s t a c k s  a n d  

c o n t r a v a r i a n t  s t a c k s  a s  f o l l o w s :  C o n s i d e r  a  s i m p l i c i a l  s e t  ( i . e .  a

s e m i - s i m p l i c i a l  c o m p l e x )  a s  a c a t e g o r y  by  r e g a r d i n g  i t s  s l m p l e x e s  a s  

o b j e c t s  o f  t h e  c a t e g o r y  a n d  t h e  i n c i d e n c e  m a p s  r e s t r i c t e d  t o  s l m p l e x e s  

a s  m o r p h i s m s .  C a l l  t h i s  a  s i m p l i c i a l  c a t e g o r y ,  t h e n  a p r e s t a c k  i s  

d e f i n e d  a s  a  c o n t r a v a r i a n t  f u n c t o r  o n  a s i m p l i c i a l  c a t e g o r y  a n d  a  

c o - p r e s t a c k  a s  a  c o v a r i a n t  f u n c t o r .  S t a c k s  a n d  c o - s t a c k s  a r e  t h o s e  

f u n c t o r s  w h i c h  t r a n s f o r m  t h e  r e s t r i c t i o n s  o f  d e g e n e r a c y  o p e r a t o r s  t o  

i s o m o r p h i s m s .  I n  t h i s  w a y ,  we o b t a i n  " c o m b i n a t o r i a l  s h e a v e s  a n d  

c o - s h e a v e s " .

T h e n  we d e v e l o p  t h e  t h e o r y  i n  a  way w h i c h  i s  i n  some s e n s e  

p a r a l l e l  t o  t h e  t h e o r y  o f  s h e a v e s .  I t  t u r n s  o u t  t h a t  s t a c k s  a n d
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c o - s t a c k s  b e l o n g  t o  a h o m o l o g y  t h e o r y  o n  a g e n e r a l i z e d  c a t e g o r y  o f  

t h e  c a t e g o r y  o f  p a i r s  o f  s i m p l i c i a l  s e t s ,  n a m e l y  t h e  c a t e g o r y  o f  

K - p a i r s  ( s i m p l i c i a l  p a i r s  o v e r  a  f i x e d  s i m p l i c i a l  s e t  K ) .  T h e y  

p r o v i d e  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e  t h e o r y .

I t  w i l l  b e  p r o v e d  t h a t  t h e  t h e o r y  ( c a l l e d  h o m o l o g y  t h e o r y

o v e r  K ) t o  w h i c h  t h e y  b e l o n g  i s  u n i q u e .  T h i s  e x p l a i n s  why t h e y

w o r k e d  s o  w e l l .  T he  f o l l o w i n g  w o r d s  a r e  c o p i e d  f r o m  E i l e n b e r g  a n d

S t e e n r o d  [ 2 ,  p p .  x - x i ]  t o  s u p p o r t  t h i s  p o i n t  o f  v i e w .

T h e  g r e a t  g a i n  o f  a n  a x i o m a t i c  t r e a t m e n t  l i e s  i n  t h e  
s i m p l i f i c a t i o n  o b t a i n e d  i n  p r o o f s  o f  t h e o r e m s .  P r o o f s  
b a s e d  d i r e c t l y  o n  t h e  a x i o m s  a r e  u s u a l l y  s i m p l e  a n d  c o n ­
c e p t u a l .  I t  i s  no  l o n g e r  n e c e s s a r y  f o r  a  p r o o f  t o  b e  
b u r d e n e d . w i t h  t h e  h e a v y  m a c h i n e r y  u s e d  t o  d e f i n e  t h e  
h o m o l o g y  . N o r  i s  o n e  f a c e d  a t  t h e  e n d  o f  a p r o o f  by 
t h e  q u e s t i o n ,  d o e s  t h e  p r o o f  s t i l l  h o l d  i f  a n o t h e r  homo­
l o g y  t h e o r y  r e p l a c e s  t h e  o n e  u s e d ?  When a h o m o l o g y  
t h e o r y  h a s  b e e n  sh o w n  t o  s a t i s f y  t h e  a x i o m s ,  t h e  m a c h i n e r y  
o f  i t s  c o n s t r u c t i o n  may b e  d r o p p e d .

T h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  h o m o l o g y  t h e o r y  o v e r  K i s  a l s o  

s t i m u l a t e d  by  t h e  f o l l o w i n g  q u e s t i o n :  A s s o c i a t e d  t o  a  c a t e g o r y

a n d  a  f i x e d  o b j e c t  K i n  t h e r e  i s  a  c a t e g o r y  (Cj)v  o f  o b j e c t s

o v e r  K . I f  K i s  a t e r m i n a l  o b j e c t  o f  ( ^ )  , t h e n  i s  j u s t
A.

S u p p o s e  t h a t  t h e r e  i s  a h o m o l o g y  t h e o r y  o n  Can  t h i s  t h e o r y

b e  g e n e r a l i z e d  t o  a  t h e o r y  o n  (£?  ?  T h e  a n s w e r  o f  t h i s  q u e s t i o n
&

m i g h t  b e  g e n e r a l l y  " y e s " .  A t  l e a s t ,  i t  i s  t r u e  w h e n  i s  t h e

c a t e g o r y  o f  s i m p l i c i a l  p a i r s .

T h i s  t h e s i s  c o n s i s t s  o f  f i v e  c h a p t e r s .  C h a p t e r  I  i n t r o d u c e s  

c a t e g o r i c a l  m a c h i n e r i e s  a n d  t h e  n o t i o n  o f  s i m p l i c i a l  c a t e g o r i e s .  T h e  

m a i n  b o d y  o f  t h e  t r e a t m e n t  b e g i n s  i n  c h a p t e r  I I ,  w h e r e  t h e  n o t i o n  o f

^ ^ T h e  w o r d  g r o u p  i n  t h e  o r i g i n a l  s t a t e m e n t  i s  o m i t t e d  
b e c a u s e  t h e  h o m o l o g y  o v e r  K h a s  m o r e  g e n e r a l  v a l u e s .



c o - p r e s t a c k s ,  c o - s t a c k s ,  r e l a t i v e  c o - s t a c k s ,  a n d  t h e i r  d u a l s  a r e

i n t r o d u c e d .  A r e l a t i v e  c o - s t a c k  o n  a s i m p l i c i a l  s e t  X m o d u l o  a

s i m p l i c i a l  s u b s e t  X' w i t h  v a l u e s  i n  a c o - c o m p l e t e  a b e l i a n  c a t e g o r y

0  i s  a c o - s t a c k  p^A w i t h  s u p p o r t s  i n  X-X'  .

To e a c h  s i m p l i c i a l  map f ; X  Y , r e g a r d i n g  a s  a f u n c t o r

b e t w e e n  s i m p l i c i a l  c a t e g o r i e s ,  c o n s t r u c t  a  p a i r  o f  a d j o i n t  f u n c t o r s

f  f # : g f  - g f  b e t w e e n  t h e  c a t e g o r y  o f  c o - p r e s t a c k s  o n  X a n d  t h e

c a t e g o r y  o f  c o - p r e s t a c k s  o n  Y b o t h  w i t h  v a l u e s  i n  (£) . T h e

0
p u l l - b a c k  f u n c t o r  f  i s  d e f i n e d  by  c o m p o s i t i o n  w i t h  t h e  f u n c t o r  f  .

T h e s e  f u n c t o r s  p l a y  t h e  m a j o r  t e c h n i c a l  r o l e  o f  t h e  d e v e l o p ­

m e n t .  I n  p a r t i c u l a r ,  i f  x ^ : A n -* X d e n o t e s  t h e  u n i q u e  s i m p l i c i a l

map d e t e r m i n e d  by  t h e  c o r r e s p o n d e n c e  6 n  -* x , x < X , t h e  f u n c t o r
n

0
x a n d  x  a r e  u s e d  t o  s u p p l y  p r o j e c t i v e s  a n d  i n j e c t i v e s .

W

I f  (J) i s  a  c o - c o m p l e t e  AB4 *fl>el ian  c a t e g o r y  w i t h  a f i x e d

0
p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r  P  , t h e n  b o t h  f  a n d  f  a r e  e x a c t ,  t h e

c o - s t a c k  p n on  A° w i t h  c o n s t a n t  v a l u e  P i s  a p r o j e c t i v e  g e n e r a t o

o f  ( j f  , an d  (K ^ i s  a c o - c o m p l e t e  AB4 a b e l i a n  c a t e g o r y  w i t h  a

p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r  U = II x **>n • T h u s  we c a n  do h o m o l o g i c a lx e x w

a l g e b r a  by  p r o j e c t i v e  r e s o l u t i o n s .

Some o t h e r  m a j o r  r e s u l t s  o f  c h a p t e r  I I  a r e  s u m m a r i z e d  a s

f o l l o w s :  Th e c a t e g o r y  o f  c o - s t a c k s  i s  a r e f l e c t i v e  a n d

c o - r e f l e c t i v e  S e r r e  s u b c a t e g o r y  o f  , T h e  r e f l e c t o r  i s  e x a c t ;

*
t h e  c o - r e f l e c t o r  N i s  c o - k e r n e l  p r e s e r v i n g  ( i . e .  r i g h t  e x a c t ) .

L e t  i : X r X b e  t h e  i n c l u s i o n  map o f  t h e  s i m p l i c i a l  s u b s e t  X' o f  

X , t h e n  i ^ i  = 1 a n d  i s  I s o m o r p h i c  t o  a  r e f l e c t i v e  S e r r e
ff

s u b c a t e g o r y  o f  . T he  r e f l e c t o r  i s  e x a c t .  Th e c a t e g o r y
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o f  r e l a t i v e  c o - p r e s t a c k s  i s  a c o - r e f l e c t i v e  S e r r e  s u b c a t e g o r y  o f  .

T h e  c o - r e f l e c t o r  p i s  e x a c t .  I f  A i s  a c o - s t a c k  i n  i . e .

A e ® *  , t h e n  p^A a n d  a l l  f^A a r e  c o - s t a c k s .

C h a p t e r s  I I I  a n d  IV c o n c e r n  t h e  h o m o l o g y  t h e e o r y .  T he  v a l u e

c a t e g o r y  (X) u s e d  1 b a  c o - c o m p l e t e  AB4 a b e l i a n  c a t e g o r y  w i t h  a

f i x e d  p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r  P a s  h a s  b e e n  m e n t i o n e d  b e f o r e .  The

h o m o l o g y  an d  c o - h o m o l o g y  a r e  d i s c u s s e d  s i m u l t a n e o u s l y .  P r e c i s e l y ,  t h e

c o - h o m o l o g y  p a r t  i s  c o m p l e t e l y  o m i t t e d  b e c a u s e  o f  t h e  d u a l i t y .

F o r  e a c h  A e , d e f i n e d  a c h a i n  c o m p l e x  £ A  t  d(£) by

l e t t i n g  (CA) =11 Ax w i t h  t h e  o b v i o u s  d e r i v a t i o n .  T hen
m Q X € X

-  d ©  i s  a n  e x a c t  a d d i t i v e  f u n c t o r .  A s i m p l i c i a l  map f : X  -* Y

#  Yi n d u c e s  a  c h a i n  map C f : j C ( f  B) -* CB , B T h e  h o m o l o g y  o f  a

K - p a i r  ( X , X ' ) ^  w i t h  c o e f f i c i e n t s  i n  a c o - s t a c k  A e i s  d e f i n e d

~  — #  by c h a i n  h o m o l o g y  a s  H+ ( X , X ) ^  = HC (p ocp A)  . I t  i s  p r o v e d  i n  c h a p t e r

I I I  t h a t  t h e  h o m o l o g y  c a n  b e  c o m p u t e d  by t h e  g e n e r a l i z e d  t o r s i o n

f u n c t o r  T o r  . When (§) i s  a c a t e g o r y  o f  m o d u l e s ,  a fe w  o v e r l a p s

o c c u r  h e r e  w i t h  [ 6 ] .

I n  c h a p t e r  I I I  we a l s o  p r o v e  a s e t  o f  p r o p o s i t i o n s  w h i c h

a r e  s t a t e d  a s  a x i o m s  f o r  h o m o l o g y  t h e o r y  i n  t h e  b e g i n n i n g  o f  c h a p t e r

IV.

T he  e x a c t n e s s ,  e x c i s i o n ,  a n d  ( s t r o n g )  a d d i t i v i t y  a x i o m s  a r e  

s t a t e d  a n d  v e r i f i e d  a s  u s u a l .  T h e  d i m e n s i o n  a x i o m  i s  q u i t e  d i f f e r e n t  

f r o m  t h e  u s u a l  o n e  b e c a u s e  we n e e d  i t  f o r  c o n s t r u c t i n g  t h e  l o c a l  

c o e f f i c i e n t s  o f  a g i v e n  h o m o l o g y  t h e o r y .  T h e  h o m o t o p y  a x i o m  i s  s t r o n g e r  

t h a n  t h e  u s u a l  o n e .  I t  i s  v e r i f i e d  i n  a n  u n e x p e c t e d  w a y .  T he  s t r o n g  

f o r m  i s  d e m a n d e d  f o r  t h e  p r o o f  o f  t h e  u n i q u e n e s s  o f  i n  t h e
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I n f i n i t e  d i m e n a l o n a l  c a s e .

F o r  p r o v i n g  t h e  u n i q u e n e s s  t h e o r e m ,  M i l n o r ' s  p r o o f  i n  [ 8 ]  

d o e s  n o t  a p p l y  d i r e c t l y  t o  t h e  s e m i - s i m p l i c i a l  c a s e .  H o w e v e r ,  a f t e r  

m o d i f y i n g  t h e  h o m o t o p y  a x i o m  a n d  a d d i n g  a d e f o r m a t i o n  a x i o m ,  h i s  

c o n s t r u c t i o n  w o r k s  w e l l .

C h a p t e r  V may b e  r e g a r d e d  a s  a  d i r e c t  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  

t h e o r y  o f  s t a c k s  a n d  c o - s t a c k s .  Th e v a l u e  c a t e g o r y  i s  (&>) , t h e  

c a t e g o r y  o f  a b e l i a n  g r o u p s .  T h e  i n t e g e r  g r o u p  Z p l a y s  t h e  r o l e  o f  

P  . T he  t h e o r e m s  o f  c h a p t e r  IV s t a t e  t h a t  t h e r e  i s  a u n i q u e  h o m o l o g y  

t h e o r y  o n  t h e  c a t e g o r y  o f  s i m p l i c i a l  p a i r s  (6^  w i t h  l o c a l  c o ­

e f f i c i e n t s  i n  g r o u p s .  T h i s  i s  a d i r e c t  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  u s u a l  

s e m i - s i m p l i c i a l  h o m o l o g y  t h e o r y .

T he  n o t i o n  o f  K - m o d u l e s  i s  I n t r o d u c e d .  T h e  c a t e g o r y  o f  

K - m o d u l e s ,  , i s  i d e n t i f i e d  a s  u n d e r  t h e  i s o m o r p h i s m  b e t w e e n

t h .  c a t e g o r y  f f i f  an d  t h e  c a t e g o r y  o f  g r o u p ,  o v e r  K , .

I n  t h e  l a s t  s e c t i o n ,  we show t h a t  w h e n  K i s  f i n i t e ,  t h e

* * n
K - m o d u l e  U = N (II ) i s  a s m a l l  p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r  o f

(7 € Nil w

T h u s  i s  e q u i v a l e n t  t o  , t h e  c a t e g o r y  o f  r i g h t  R - m o d u l e s ,

*
w h e r e  R i s  t h e  r i n g  o f  e n d o m o r p h i s m s  o f  U . T h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  

r i n g  R i s  e x h i b i t t e d  f o r  t h e  c a s e  t h a t  K i s  a f i n i t e  s i m p l i c i a l  

c o m p l e x .

T h e  a u t h o r  w i s h e s  t o  t h a n k  P r o f e s s o r  A l e x  H e l l e r  f o r  h i s  

a s s i s t a n c e  d u r i n g  t h e  p r e p a r a t i o n  o f  t h i s  t h e s i s .  R e s e a r c h  was  

s p o n s o r e d  by t h e  N a t i o n a l  S c i e n c e  F o u n d a t i o n  (NSF G r a n t  G P - 5 0 4 1 )  and 

by  t h e  O f f i c e  o f  N a v a l  R e s e a r c h  ( C o n t r a c t  N o n r - 4 8 8 4  ( 0 1 ) ;  NR 0 4 3 - 3 2 7 ) .
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CHAPTER I .  PRELIMINARIES

1 .  CATEGORICAL PRELIMINARIES

L e t  b e  a c a t e g o r y .  T h e  s e t  o f  m o r p h  i s m s  f : A  B o f

o b j e c t s  A an d  B i n  ©  i s  d e n o t e d  by © ( A , B ) .  T h e  d u a l  c a t e g o r y  

i s  d e n o t e d  by © °  .

A c a t e g o r y  i s  c o m p l e t e  ( c o - c o m p l e t e )  i f  e v e r y  p a i r  o f  

m o r p h i s m s  h a s  a d i f f e r e n c e  k e r n e l  ( c o - k e r n e l )  a n d  e v e r y  i n d e x e d  s e t  

o f  o b j e c t s  a p r o d u c t  ( c o - p r o d u c t ) .  H e n c e ,  a n  a b e l i a n  c a t e g o r y  i s  

c o m p l e t e  ( c o - c o m p l e t e )  i f  a n d  o n l y  i f  i t  i s  c l o s e d  u n d e r  t h e  f o r m a ­

t i o n  o f  p r o d u c t s  ( c o - p r o d u c t s ) .

An a b e l i a n  c a t e g o r y  (S) i s  c a l l e d  a  G r o t h e n d i e c k  c a t e g o r y  

i f  i t  i s  c o - c o m p l e t e ,  an d  t h e  c o - l i m i t  ( i . e .  r i g h t  l i m i t )  o f  a 

c o l l e c t i o n  o f  s h o r t  e x a c t  s e q u e n c e s  i n d e x e d  b y  a d i r e c t e d  s e t  i s  a 

s h o r t  e x a c t  s e q u e n c e .  T h i s  l a s t  p r o p e r t y  i s  r e f e r r e d  t o  a s  AB5 

i n  [ 4 ] .  T h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  i s  p r o v e d  i n  [ d ] .

P r o p o s i t i o n  1 . 1 . A G r o t h e n d i e c k  c a t e g o r y  p o s s e s s i n g  a 

g e n e r a t o r  h a s  e n o u g h  i n j e c t i v e s .

T h e  d u a l  n o t i o n  o f  a G r o t h e n d i e c k  c a t e g o r y  i s  t h a t  o f  a 

c o - G r o t h e n d i e c k  c a t e g o r y ,  e . g .  t h e  c a t e g o r y  ©  o f  a b e l i a n  g r o u p s

■— Q
i s  G r o t h e n d i e c k ,  i t s  d u a l  c a t e g o r y  f ib)  o f  c o m p a c t  a b e l i a n  g r o u p s  

i s  c o - G r o t h e d i e c k . T h e  i n t e g e r  g r o u p  Z i s  a  p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r  

o f  ©  , i t s  d u a l ,  t h e  c i r c l e  g r o u p ,  i s  an  i n j e c t i v e  c o - g e n e r a t o r  

o f  © °  .
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A c a t e g o r y  i s  w e l l - p o w e r e d  ( c o - w e l l - p o w e r e d )  i f  t h e  

f a m i l y  o f  s u b o b j e c t s  ( q u o t i e n t  o b j e c t s )  o f  a n y  o b j e c t  i s  a s e t .

P r o p o s i t i o n  1 . 2 .  ( F r e y d  [ 3 ] )  An a b e l i a n  c a t e g o r y  

p o s s e s s i n g  a  g e n e r a t o r  i s  w e l l - p o w e r e d  a n d  c o - w e l l - p o w e r e d .

P r o o f .  L e t  @  b e  an  a b e l i a n  c a t e g o r y  w i t h  a g e n e r a t o r  

G . I f  A i s  a n  o b j e c t  i n  @  , t h e n  a s u b o b j e c t  A ' A i s  

d i s t i n g u i s h e d  by t h e  s u b s e t  @  ( G , A ' )  o f  t h e  s e t  @  ( G ,A )  [ 3 ,  p .  6 9 ^ ,

a n d  t h e n  @  i s  w e l l - p o w e r e d .

Now, f o r  e v e r y  q u o t i e n t  A Q o f  A , t h e r e  c o r r e s p o n d s

a u n i q u e  k e r n e l  K -* A w h i c h  i s  a s u b o b j e c t  o f  A , a n d  n o n ­

i s o m o r p h i c  q u o t i e n t s  d e t e r m i n e  n o n - i s o m o r p h i c  k e r n e l s .  T h u s  t h e  

c a r d i n a l i t y  o f  q u o t i e n t s  i s  no  m o r e  t h a n  t h a t  o f  s u b o b j e c t s ,  

i s  c o - w e l l - p o w e r e d .  Q . E . D ,

L e t  ©  b e  a s u b c a t e g o r y  o f  i s  a r e p l e t e

s u b c a t e g o r y  i n  @  i f  f o r  e v e r y  B i n  (§) i s o m o r p h i c  t o  an  o b j e c t  

A i n  @  i t  i s  t h e  c a s e  t h a t  B i n  @  .

G i v e n  B i n  (fj) , an  o b j e c t  B'  i n  (K ) i s  a r e f l e c t i o n  o f  

B i n  @  i f  t h e r e  i s  a m o r p h i s m  B'  -* B o f  (g) s u c h  t h a t  f o r  any

A i n  @  an d  m o r p h i s m  A -* B o f  @  , t h e r e  i s  a u n i q u e  m o r p h i s m

A -* B'  o f  @  w h i c h  m a k e s  t h e  d i a g r a m

A

B ' — —> B c o m m u t a t i v e .

Th e n o t i o n  o f  c o - r e f l e c t i o n  i s  d e f i n e d  d u a l l y .  I f  e v e r y  o b j e c t  i n  (§)

h a s  a r e f l e c t i o n  ( c o - r e f l e c t i o n )  i n  @  , we s a y  t h a t  ®  i s  a

r e f l e c t i v e  ( c o - r e f l e c t i v e )  s u b c a t e g o r y  o f  T he  f u n c t o r  N+ w h i c h



a s s i g n s  t o  e a c h  o b j e c t  B i n  {S) a r e f l e c t i o n  i n  @  i s  c a l l e d

*
r e f l e c t o r .  A c o - r e f l e c t o r  N i s  d e f i n e d  d u a l l y .

N o t e .  We a r e  i n t e r c h a n g i n g  t h e  t e r m s  o f  r e f l e c t i v i t y  and 

c o r e f l e c t i v i t y  d e f i n e d  i n  [ 3 ] ,  Th e r e a s o n  i s :  When a c e r t a i n

o b j e c t  i s  c h a r a c t e r i z e d  by a u n i v e r s a l  m a p p i n g  p r o p e r t y  w i t h  t h e  

u n i q u e  m o r p h i s m  t a k i n g  t h e  o b j e c t  a s  i t s  d o m a i n ,  we c a l l  t h i s  o b j e c t  

a " c o - s o m e t h i n g . "  e . g .  a c o - p r o d u c t  ( f o r m e r l y  c a l l e d  a sum) o f  a 

s e t  o f  o b j e c t s  i n  a c a t e g o r y  ®  i s  an  o b j e c t  UqA^ i n  ®

t o g e t h e r  w i t h  a  s e t  o f  m o r p h i s m s  i n i  : A -* U A , c a l l e d  t h eot a a a

s y s t e m  o f  i n j e c t i o n s  f o r  ' , s u c h  t h a t  f o r  an y  o b j e c t  A i n

®  an d  s e t  o f  m o r p h i s m s  f  : A^ — A t h e r e  i s  a u n i q u e  m o r p h i s m

g o f  6 )  ' d e f i n e d  o n '  LI A s u c h  t h a t  t h e  d i a g r a m sv  a  a
i n J ^

A  Ao . w ct a
a . n  l g

^  ^  A c o m m u t e .

P r o p o s i t i o n  1 . 3 .  R e f l e c t i o n s  ( c o - r e f l e c t i o n s )  a r e

u n i q u e  u p  t o  i s o m o r p h i s m .

T h i s  f o l l o w s  i m m e d i a t e l y  f r o m  t h e  u n i v e r s a l  m a p p i n g  

p r o p e r t y  d e f i n i n g  t h e m .

P r o p o s i t i o n  1 . 4 .  L e t  J  : ®  b e  t h e  i n c l u s i o n  f u n c t o r ,

@  i s  a r e f l e c t i v e  s u b c a t e g o r y  i f  a n d  o n l y  i f  J  h a s  a n  a d j o i n t

( i . e .  r i g h t  a d j o i n t ) ,  a n d  i s  a c o - r e f l e c t i v e  s u b c a t e g o r y  i f  an d  o n l y

i f  J  h a s  a c o - a d j o i n t  ( i . e .  l e f t  a d j o i n t ) .  T h e  a d j o i n t  ( c o -  

a d j o i n t )  i s  u n i q u e  u p  t o  i s o m o r p h i s m .  I t  i s  " t h e "  r e f l e c t o r  ( c o -  

r e f l e c t o r ) .  T h e  r e f l e c t o r  p r e s e r v e s  l i m i t s  ( i . e .  l e f t  l i m i t s ) ,  

an d  t h e  c o - r e f l e c t o r  p r e s e r v e s  c o - l i m i t s  ( i . e .  r i g h t  l i m i t s ) .
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A g a i n ,  t h e s e  a r e  d i r e c t  c o n s e q u e n c e s  o f  t h e i r  d e f i n i t i o n s .  

P r o p o s i t i o n  1 . 5 .  L e t  (§) be  a  c o m p l e t e ,  c o - c o m p l e t e ,  

w e l l - p o w e r e d ,  a n d  c o - w e l l - p o w e r e d  c a t e g o r y  a n d  @  a f u l l  s u b c a t e g o r y  

r e p l e t e  i n  ©  s u c h  t h a t  g )  i s  c l o s e d  u n d e r  t h e  f o r m a t i o n  o f  

p r o d u c t s  a n d  s u b o b j e c t s .  T h e n  g )  i s  a c o - r e f l e c t i v e  s u b c a t e g o r y  

o f  ©  .

T h i s  i s  a c o n s e q u e n c e  o f  F r e y d ' s  a d j o i n t  f u n c t o r  t h e o r e m  

[ 3 ,  p p .  8 4 - 8 7 ] ,

P r o p o s i t i o n  1 , 6 .  I f  a f u n c t o r  F h a s  an  e x a c t

a d j o i n t  ( c o - a d j o i n t ) ,  i t  p r e s e r v e s  p r o j e c t i v e s  ( i n j e c t i v e s ) .

P r o o f .  L e t  G b e  a n  e x a c t  f u n c t o r  w h i c h  i s

t h e  a d j o i n t  o f  F , a n d  l e t  0 — B ' — B — B" -* 0 b e  e x a c t  i n  @  . 

T h e n

0 -  GB' -  GB -  GB" -  0

i s  e x a c t  i n  g )  . I f  P i s  a  p r o j e c t i v e  i n  g )  , t h e n

0 ( P , GB' ) - g )  ( P , G B )  - g )  ( P , G B " )  -  0

i s  e x a c t .  By a d j o i n t n e s s ,  we h a v e  a n  e x a c t  s e q u e n c e

0 - ( g )  ( F P , B ' ) - ® ( F P , B )  - ® < F P , B " )  -  0

H e n c e ,  FP i s  a  p r o j e c t i v e  i n  ®  ■

C o r o l l a r y  1 . 7 .  L e t  g )  b e  a n  e x a c t  c o - r e f  l e c t i v e

( r e f l e c t i v e )  s u b c a t e g o r y  o f  a n  a b e l i a n  c a t e g o r y  @  , t h e n  t h e  c o -  

*
r e f l e c t o r  N ( r e f l e c t o r  N^)  p r e s e r v e s  p r o j e c t i v e s  ( i n j e c t i v e s ) .

We c o n c l u d e  t h i s  s e c t i o n  w i t h  t h e  n o t i o n  o f  a  S e r r e  

s u b c a t e g o r y .  L e t  ©  b e  an  a b e l i a n  c a t e g o r y .  A f u l l  s u b c a t e g o r y  

g )  o f  ®  i s  a  S e r r e  s u b c a t e g o r y  i f  w h e n e v e r  A '  — A — A" i s  

e x a c t  i n  @  an d  A '  , A" a r e  i n  g )  , i t  i s  t h e  c a s e  t h a t  A i s



a l s o  i n  @  . i . e .  @  i s  an  e p a i s s e  s u b c a t e g o r y  i n  t h e  s e n s e  o f

G r o t h e n d i e c k  L“l ] ,  E q u i v a l e n t l y ,  a T u l l  s u b c u t e g o r y  (R ) ^  ®  i s  a

S e r r e  s u b c a t e g o r y  o f  i f  a n d  o n l y  i f  c o n t a i n s  t h e  z e r o

o b j e c t  a n d  t h e  o b j e c t s  w h i c h  a r e  i s o m o r p h i c  t o  s u b o b j e c t s  o r  

q u o t i e n t  o b j e c t s  o f  a n  o b j e c t  A i n  a n d  a l s o ,  e v e r y  e x t e n s i o n

o f  tw o  o b j e c t s  A 1 and A" i n  i s  a g a i n  i n  @  ( s e e  [ 4 ] ) .

2 .  SIMPLICIAL CATEGORIES

L e t  X = [ x  ] b e  a s i m p l i c i a l  s e t  ( i . e .  s e m i - s i m p l i c i a l
q

c o m p l e x )  w i t h  s i m p l e x e s  d e n o t e d  by x ,  x ' , . . . ,  a n d  i n c i d e n c e

m ap s  by p ................  X c a n  be  r e g a r d e d  a s  a c a t e g o r y ,  d e n o t e d  by

(^) , w i t h  o b j e c t s  a l l  s i m p l e x e s  an d  m o r p h i s m s  p ^  : x -• x ' f o r  a l l

i n c i d e n c e  m ap s  p s u c h  t h a t  p x  = x '  . T h i s  i s  a s m a l l  c a t e g o r y

c a l l e d  t h e  s i m p l i c i a l  c a t e g o r y  d e t e r m i n e d  by X .

I f  f  : X -* Y i s  a s i m p l i c i a l  m ap ,  t h e n  f  c o m m u t e s

w i t h  i n c i d e n c e  m ap s  an d  t h e r e f o r e  d e t e r m i n e s  a  f u n c t o r  f  : © - ©  - 

T h i s  f u n c t o r  i s  c a l l e d  a s i m p l i c i a l  f u n c t o r .  I f  ©  d e n o t e s  t h e  

c a t e g o r y  o f  s i m p l i c i a l  s e t s  w i t h  m o r p h i s m s  a l l  s i m p l i c i a l  m a p s ,  

t h e n  c o r r e s p o n d i n g  t o  i t ,  we h a v e  a c a t e g o r y  o f  s m a l l  c a t e g o r i e s  

w i t h  m o r p h i s m s  a l l  s i m p l i c i a l  f u n c t o r s .

R e c a l l  t h a t  i f  A° d e n o t e s  t h e  s i m p l i c i a l  a n a l o g u e  o f  

t h e  s t a n d a r d  a f f i n e  n - s i m p l e x ,  t h e n  An , n = 0 , 1 , 2 , . . .  , a r e  

d i s t i n g u i s h e d  i n  ©  by  t h e  f a c t  t h a t  h a s  a u n i q u e  n o n - d e g e n e r a t e

n - s i m p l e x  6 n w h i c h  h a s  t h e  p r o p e r t y  t h a t  e v e r y  q - s i m p l e x  a

. n  n *o f  A c a n  b e  w r i t t e n  u n i q u e l y  a s  a  = cr 6 , w h e r e  a  i s  t h e

i n c i d e n c e  map d e t e r m i n e d  by ct ( s e e ,  f o r  e x a m p l e ,  [ 7 ,  p .  2 3 8 ] ) .



I f  x i s  a n  n - s i m p l e x  o f  X , t h e n  t h e r e  i s  a u n i q u e  s i m p l i c i a l

5 . n , 5 n.map x * A X s u c h  t h a t  x (o ) = x . T h e r e  i s  a b i s e c t i o n

( 2 . 1 )  ©  ( A " ,  X) -  Xn
A

d e f i n e d  by x -* x , w h e r e  x  e Xn

I n  c a t e g o r i c a l  t e r m s ,  f o r  e v e r y  x e ©  c o r r e s p o n d i n g  t o  

a i  n - s i m p l e x  o f  X , t h e r e  i s  a u n i q u e  s i m p l i c i a l  f u n c t o r  

x ^  : An -* ©  s u c h  t h a t  ( 6 ° )  = x . T h i s  f a c t  p l a y s  an  e s s e n t i a l

r o l e  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .

F o r  n o t a t i o n a l  c o n v e n i e n c e ,  we s h a l l  w r i t e  I f o r  A^ 

t o  s t a n d  f o r  an y  s i m p l i c i a l  s e t  a r i s i n g  f r o m  a  d e c o m p o s i t i o n  o f  t h e  

u n i t  i n t e r v a l .  6 , 0 an d  1 a r e  t h e  o n l y  n o n - d e g e n e r a t e  s i m p l e x e  

D e g e n e r a t e  s i m p l e x e s  o v e r  0  an d  1 a r e  a g a i n  d e n o t e d  by 0 a n d  

1 , r e s p e c t i v e l y .
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CHAPTER I I .  STACKS AND CO-STACKS

3 .  PRESTACKS AND CO-PRESTACKS

L e t  X b e  a  s i m p l i c i a l  s e t  a n d  l e t  ^  b e  an y  c a t e g o r y .

A c o - p r e s t a c k  o n  X w i t h  v a l u e s  i n  (S) i s ,  by  d e f i n i t i o n ,  a 

c o v a r i a n t  f u n c t o r  A : F o r  t w o  c o - p r e s t a c k s  A, A ’ : ©  >

a n a t u r a l  t r a n s f o r m a t i o n  f  = { f : A -* A'  i s  c a l l e d  a  c o - p r e s t a c k

m ap .  The  c l a s s  o f  a l l  c o - p r e s t a c k s  o n  X w i t h  v a l u e s  i n  @  f o r m

a c a t e g o r y  ( a  f u n c t o r  c a t e g o r y )  w i t h  m o r p h i s m s  t h e  c o - p r e s t a c k

m a p s .

A " p a r t i a l l y  d u a l "  n o t i o n  o f  a c o - p r e s t a c k  i s  a p r e s t a c k ,  

w h i c h  i s ,  by  d e f i n i t i o n ,  a  c o v a r i a n t  f u n c t o r  A^ : ® °  . T h e

d u a l  o f  a c o - p r e s t a c k  A : i s  a  p r e s  t a c k  AC

e . g .  t h e  d u a l  o f  a  c o - p r e s t a c k  o f  a b e l i a n  g r o u p s  i s  a  p r e s t a c k  o f  

c o m p a c t  a b e l i a n  g r o u p s ,  a n d  t h i s  s t a t e m e n t  i s  s e l f - d u a l .

I f  @  i s  a n  a b e l i a n  c a t e g o r y ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  ( f i j f  a n d  

i t s  d u a l s  a r e  a l s o  a b e l i a n .  K e r n e l s ,  c o - k e r n e l s ,  i m a g e s ,  c o - i m a g e s ,  

p r o d u c t s ,  a n d  c o - p r o d u c t s  a r e  c o n s t r u c t e d  " p o i n t w i s e "  ( c f ,  [ 3 ] ) .

T h e  n o t i o n s  o f  e x a c t n e s s  a n d  l i m i t s ,  c o - l i m i t s  ( i f  t h e y  e x i s t  i n  

@  ) a r e  a l s o  d e f i n e d  p o i n t w i s e .  F o r  e x a m p l e ,  i f  [A^} i s  a d i r e c t  

s y s t e m  o f  c o - p r e s t a c k s  i n  a n d  i f ,  f o r  e v e r y  x i n  X , t h e

c o - l i m i t  l i m  A^x  e x i s t s  i n  @  , t h e n  t h e  c o - l i m i t  l i m  A^ i s  t h e

O' O'c o - p r e s t a c k  d e f i n e d  by ( l i m  A ) x  = l i m  A x f o r  a l l  x i n  X .
—+

Now, l e t  @  b e  a c o - c o m p l e t e  a b e l i a n  c a t e g o r y ,  a n d  l e t  

©  ©  b e  s i m p l i c i a l  c a t e g o r i e s .  A s i m p l i c i a l  f u n c t o r  f



i n d u c e s  a f u n c t o r  f  : - @ Y i n  t h e  f o l l o w i n g  way.

F o r  e a c h  A i n  , d e f i n e  a f u n c t o r  f^A : < § - * ( &  i n

s u c h  a  f a s h i o n  t h a t ,  o n  o b j e c t s  y e (2) > = Uf x =yAX w h i l c

o n  m o r p h i s m s  ( i n c i d e n c e  m a p s )  p, : y -« y ' o f  $  ,

( f  A)p  : u Ax -  U Ax 
#  y f x = y  f x = y

i s  t h e  sum 11, „ .All . w h e r e  u i s  a m o r p h i s m  ( i n c i d e n c e  map)
( f p x- H y ) x x

o f  . S i n c e  f , A , a n d  II a r e  f u n c t o r s .  f  A i s  a w e l l - d e f i n e d  

f u n c t o r  o n  @  t o  0 )  , H e n c e  c o r r e s p o n d i n g  t o  e a c h  A i n  0 ^  , 

w'e h a v e  a f  A i n  0 ^  .
Tr

To c h e c k  t h a t  t h e  c o r r e s p o n d e n c e  A -* f  A i s  f u n c t o r i a l ,
ft

l e t  cp = [ CPX) : A -* A' be  a c o - p r e s t a c k  map i n  . T h e n ,  f o r

e v e r y  y i n  Y , t h e  s e t  [ c p ^ | f x = y ]  o f  m aps  d e t e r m i n e s  u n i q u e l y  a

map \|/ : U„ Ax — LI A ' x  . I t  i s  c l e a r  t h a t  ill = { ik J : f  A -• f
y f x = y  f x = y  Ty J f t

i s  a c o - p r e s t a c k  map i n  ( f tjf . L e t  f (cp) = jr , t h e  e q u a l i t i e s
rr

f # ( l A> =. l f  A a n d  f # (cP1cP2 ) = f # ^ Cpi ^ f # (cf>2 ) a r ® o b v i o u s *

The  f u n c t o r  f  : d e f i n e d  a b o v e  i s  c a l l e d  t h e

p u s h - o u t  f u n c t o r  i n d u c e d  by f  . f  A i s  t h e  p u s h - o u t  o f  A by f ---------------------------------------------------  ff ----------------

On t h e  o t h e r  h a n d ,  f  i n d u c e s  by c o m p o s i t i o n ,  a f u n c t o r

I *  : ( S f  s u c h  t h a t  f o r  e a c h  B e , f^B  = Bf  i s  a c o m p o s i t e

0
o f  f u n c t o r s .  f  i s  c a l l e d  t h e  p u l l - b a c k  f u n c t o r  i n d u c e d  by f  ,

U
an d  f  B t h e  p u l l - b a c k  o f  B by f  .

P r o p o s i t i o n  3 . 1 .  f  i s  t h e  a d j o i n t  o f  f  , i . e .  t h e r e  i
------------------------------ ft

a n a t u r a l  i s o m o r p h i s m

( 3 . 1 )  ( A , f # B)  ( f ^ A , B) ,

A e , B e (fif .

P r o o f .  L e t  cp = (cp | x e x ]  be  i n  ( A , f ^ B )  . F o r  y e Y
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a n d  a l l  x e X s u c h  t h a t  f x  = y , t h e  u n i v e r s a l  m a p p i n g  d i a g r a m  o f

t h e  c o - p r o d u c t  [I A ( x )  , 
x

i n j xAx ------$  II Ax = ( f  A)y
j x ^

( 3 . 2 )  tyy V y

( f #B ) x  = ( B f ) x = By ,

s h o w s  t h a t  t h e r e  i s  an  i s o m o r p h i s m  f r o m  @ f ( A , f * B )  o n t o  B)

d e f i n e d  by cp -+ i)i s u c h  t h a t

cpx = * i n j  x , f x  = y .

C o r o l l a r y  3 . 2 .  f  i s  e x a c t  an d  f  i s  r i g h t  e x a c t  ( i . e .  #

c o - k e r n e l  p r e s e r v i n g ) .

C o r o l l a r y  3 . 3 .  f  p r e s e r v e s  p r o j e c t i v e s .
------------------------------ ft

T h i s  f o l l o w s  f r o m  p r o p o s i t i o n  1 . 6  s i n c e  f  h a s  an  e x a c t
#

a d j o i n t  f

R em ark .  I f  0 )  s a t i s f i e s  t h e  a x i o m  AB4 o f  G r o t h e n d i e c k

[ 4 ] ,  i . e .  a  c o - p r o d u c t  o f  a f a m i l y  o f  s h o r t  e x a c t  s e q u e n c e s  o f  @  

i s  a g a i n  a s h o r t  e x a c t  s e q u e n c e  o f  0 )  , t h e n  f  i s  e x a c t .  I n  t h i s
t r

c a s e ,  f  p r e s e r v e s  i n j e c t i v e s .

4 .  PROJECTIVES,  INJECTIVES,  AND GENERATORS IN 0 *

R e c a l l  t h a t  t h e  s i m p l i c i a l  c a t e g o r i e s  A° an d  t h e  
£

s i m p l i c i a l  f u n c t o r s  x a r e  d i s t i n g u i s h e d  i n  t h e  c a t e g o r y  o f  s im p ­

l i c i a l  c a t e g o r i e s .  L e t  0 )  b e  a n y  c a t e g o r y .  F o r  a n  o b j e c t  P i n  

@  , l e t  p n d e n o t e  t h e  c o n s t a n t  c o - p r e s t a c k  o n  An w i t h  c o n s t a n t  

v a l u e  P .

Lemma 4 . 1 .  T h e r e  i s  a b i j e c t i o n

( 4 . 1 )  $ : ( p n , A )  - @ ( P , A 6 n )
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P r o o f .  L e t

cp = [cp | o e A n ] : p n — A

b e  a n a t u r a l  t r a n s f o r m a t i o n .  T he  c o m m u t a t i v e  d i a g r a m
tP

( 4 . 2 ) \ 4
^  ^  . n v

Ao = A (o  6 )

s h o w s  t h a t  cp i s  c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e d  by cp a n d  v i c e  v e r s a .
6 n

H e n c e  t h e  c o r r e s p o n d e n c e  cp -*  cp g i v e s  r i s e  t o  a b i j e c t i o n  .
6 n

Lemma 4 . 2 . I f  (S) i s  a b e l i a n  a n d  P i s  a p r o j e c t i v e  o f

n /\n
(S) , t h e n  P i s  a p r o j e c t i v e  o f  ,

T h i s  f o l l o w s  i m m e d i a t e l y  f r o m  lem ma 4 . 1  a n d  t h e  p o i n t w i s e

e x a c t n e s s  o f  c o - p r o d u c t s .

T h e o r e m  4 . 3 . I f  @  i s  a c o - c o m p l e t e  a b e l i a n  c a t e g o r y  a n d

P i s  a p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r  o f  @  , t h e n  U = II i s  a
X fcX  TT

p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r  o f  , w h e r e  x P °  i s  t h e  p u s h - o u t  o f  P °
fr

6
by x , a n d  d i m  x = n .

P r o o f .  p n i s  p r o j e c t i v e  by lemma 4 . 2 ,  t h e r e f o r e  

i s  p r o j e c t i v e  by c o r o l l a r y  3 , 3 .  U i s  a c o - p r o d u c t  o f  p r o j e c t i v e s ,

U i s  p r o j e c t i v e .

To show t h a t  U i s  a  g e n e r a t o r ,  we s h a l l  u s e  t h e  w e l l -

known f a c t  t h a t  a p r o j e c t i v e  U i s  a  g e n e r a t o r  i f  a n d  o n l y  i f

@ ^ ( U , A )  i s  n o n - t r i v i a l  f o r  a l l  n o n - t r i v i a l  A e [ 3 ,  p .  6 8 ] .

Look  a t

( 4 . 3 )  (U ,A )  = ® X( i lx # p n , A )  «  II ( x ^ p n ,A )

A11 M a11
r- n $  (pnjx  a) = n (pn,ax ) ,

w h e r e  t h e  c o - p r o d u c t  an d  t h e  p r o d u c t s  a r e  t a k e n  o v e r  a l l  x e X .
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T h e  l a s t  t e r m  i s ,  by  lemma 4 . 1 ,  i s o m o r p h i c  t o

n ^ P j A x ^ s 11)) = n @ ( p , a x ) .

H e n c e  we h a v e

( 4 . 4 )  $ f ( U , A )  «  n x e f l ( V , A x )  .

Now, A i s  n o n - t r i v i a l  i m p l i e s  t h a t  ® ( P  , Ax )  i s  n o n ­

t r i v i a l  t o r  some x e X s i n c e  P i s  a p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r  o f  (K ) . 

H e n c e ,  by  4 . 4 ,  @ f ( U , A )  i s  n o n - t r i v i a l  a n d  t h u s  U i s  a p r o j e c t i v e  

g e n e r a t o r .  Q . E . D .

T h i s  s h o w s  t h a t  i f  @  i s  a c o - c o m p l e t e  a b e l i a n  c a t e g o r y  

w i t h  p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r s ,  t h e n ,  f o r  a n y  s i m p l i c i a l  c a t e g o r y

h a s  p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r s .  H e n c e ,  i n  t h i s  c a s e ,  h a s  e n o u g h

p r o j e c t i v e s .

I f  (a) i s  a G r o t h e n d i e c k  c a t e g o r y , t h e n ,  by p o i n t w i s e  c o n ­

s t r u c t i o n  o f  c o - l i m i t s  i n  ( $  , i t  i s  e a s i l y  sh own  t h a t  ( $  i s

a l s o  a G r o t h e n d i e c k c a t e g o r y . I f ,  i n  a d d i t i o n ,  @  h a s  a  g e n e r a t o r ,

t h e n  i s  G r o t h e n d i e c k  w i t h  g e n e r a t o r  a n d  t h e r e f o r e  h a s  e n o u g h

i n j e c t i v e s  ( p r o p o s i t i o n  1 . 1 ) .

5 .  STACKS AND CO-STACKS; NORMALIZATION

R e c a l l  t h a t  i n  a  s i m p l i c i a l  s e t  X , t h e  f a c e  o p e r a t o r s  

d 1 , o r  d , an d  t h e  d e g e n e r a c y  o p e r a t o r s  , o r  s , a r e  d i s t i n ­

g u i s h e d .  T h e y  s a t i s f y  t h e  u s u a l  i n c i d e n c e  r e l a t i o n s .  I n  p a r t i c u l a r

( 5 . 1 )  d 1 s'^ = 1 f o r  i  = j  o r  i  = j  + 1 .

As  a  s i m p l i c i a l  c a t e g o r y ,  ( £ )  h a s  d i s t i n g u i s h e d  m o r p h i s m s  s  = s \ x

a n d  d = d sx  , x e X . s u c h  t h a t  d s  = 1s x  1 s x  x x

A c o - p r e s t a c k  A e i s  n o r m a l i z e d  i f  a l l  A ( s  ) a r e



i s o m o r p h i s m s  i n  (X) . A n o r m a l i z e d  c o - p r e s t a c k  i s  c a l l e d  a  c o - s t a c k .  

S i n c e

( 5 . 2 )  A (d  s ) = A (d  ) A ( s  ) = 1 a l l  x e X ,
s x  x sx  x

a c o - p r e s t a c k  i s  a  c o - s t a c k  ( n o r m a l i z e d )  i f  an d  o n l y  i f  a l l  A ( d  )
sx

a r e  i s o m o r p h i s m s  i n  @  . The  c l a s s  o f  a l l  c o - s t a c k s  on  X w i t h  

v a l u e s  i n  @  f o r m  a f u l l  s u b c a t e g o r y  o f  . T h i s  s u b c a t e g o r y  i s

d e n o t e d  by &  • O b v i o u s l y ,  a l l  c o n s t a n t  c o - p r e s t a c k s  a r e  n o r m a l i z e d  

a n d  t h e r e f o r e  i n  ( N ^  .

|
I f  a  p r e s t a c k  A o n  X w i t h  v a l u e s  i n  @  h a s  t h e

p r o p e r t y  t h a t  a l l  A+ ( s ^ )  a r e  i s o m o r p h i s m s  i n  @  , t h e n  i t  i s

c a l l e d  a s t a c k  ( c o m p a r e  w i t h  t h e  n o t i o n  o f  a s t a c k  d e f i n e d  by S p a n i e r

[ 9 , p .  5 1 2 ] ) .  A g a i n ,  a p r e s t a c k  A+ i s  a s t a c k  i f  an d  o n l y  i f  a l l

A+ ( d fix) a r e  i s o m o r p h i s m s  i n  @  .

I f  (X) i s  a b e l i a n ,  s o  i s  , a n d  we h a v e

P r o p o s i t i o n  5 . 1 .  i s  a S e r r e  s u b c a t e g o r y  o f  ® X ■

P r o o f . L e t  A '  be  a s u b o b j e c t  o f  A T h e n  t h e r e

i s  a  c a n o n i c a l  m o n o m o r p h i s m  i  : A ' x  -* Ax i n  @  f o r  e v e r y  x e X .

I n  t h e  c o m m u t a t i v e  d i a g r a m

i
A ’ x -------— 5* Ax

A' " ‘Sx>t ,  t A(dsx>

A ' ( s x )  A ( s x )  ,

i  A ’ (d  ) = A (d  ) i  , an d  A ( d  ) i s  an  i s o m o r p h i s m .  H e n c ex s x  sx  s x  s x

i  A ’ ( d  ) i s  a  m o n o m o rp h i s m  a n d  s o  i s  A ' ( d  ) . B u t  A ’ ( d  ) i sx s x  r  s x  sx

e p i c  by ( 5 . 2 ) .  T h e r e f o r e  A ’ (d  ) , an d  so  A ’ ( s  ) a r e  i s o m o r p h i s m s .
s x  x

T h i s  s h o w s  t h a t  A '  e D u a l l y ,  we c a n  show t h a t  q u o t i e n t
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Now, l e t  A' ^  A A" b e  e x a c t  i n  ( g j f w i t h  A'  ,A "  e ,

T h en  K e r  cp an d  C o k e r  ijr , b e i n g  s u b o b j e c t  o f  A'  an d  q u o t i e n t  

o b j e c t  o f  A" , r e s p e c t i v e l y ,  a r e  i n  H e n c e  i n  t h e  c o m m u t a t i v e

d i a g r a m

K e r  cp — >  A ' x  ------- > Ax ------- >  A " x --------- >  C o k e r  Jr
Tx x

1 I 2 I I *'s,> 31 41
K e r  cp — A ' ( s x )  - >  A ( s x )  -4> A " ( s x )  - >  C o k e r  vli

s x  sx

t h e  ro w s  a r e  e x a c t  i n  <£>, t h e  m ap s  1 ,  2,  3 ,  4 a r e  i s o m o r p h i s m s .

By t h e  f i v e  lemma,  A ( s ^ )  i s  a n  i s o m o r p h i s m .  T h u s  A i s  i n  © P  •

( N /^  i s  a S e r r e  s u b c a t e g o r y  o f  (g jf . Q . E . D .

© f  , b e i n g  a  S e r r e  s u b c a t e g o r y ,  i s  a b e l i a n .  I f  ®  i s

G r o t h e n d i e c k ,  so  a r e  a n d  © J *  •

I n  t h e  r e s t  o f  t h i s  c h a p t e r ,  @  w i l l  a l w a y s  d e n o t e  a

c o m p l e t e  a n d  c o - c o m p l e t e  a b e l i a n  c a t e g o r y  w i t h  a f i x e d  p r o j e c t i v e

g e n e r a t o r  P . i s  a c o m p l e t e  a n d  c o - c o m p l e t e  a b e l i a n  c a t e g o r y

w i t h  a  p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r  U a s  we h a v e  s h o w n .  By p r o p o s i t i o n

1 . 2 ,  i s  we 1 1 - p o w e r e d  a n d  c o - w e  1 1 - p o w e r e d .

Now, © f  , b e i n g  a S e r r e  s u b c a t e g o r y  o f  , i s  c l o s e d

u n d e r  t h e  f o r m a t i o n  o f  s u b o b j e c t s .  I t  i s  c l e a r  t h a t  i t  i s  a  f u l l

s u b c a t e g o r y  r e p l e t e  i n  (K jf a n d  t h a t  i t  i s  c l o s e d  u n d e r  t h e  f o r m a t i o n

o f  p r o d u c t s .  H e n c e ,  by  p r o p o s i t i o n  1 . 5 ,  we h a v e

T h e o r e m  5 . 2 . i s  a c o - r e f  l e c t i v e  s u b c a t e g o r y  o f  ( $  ,

L e t  N : ( j f  -  be  t h e  c o - r e f l e c t o r ,  t h e n ,  by  p r o p o s i -

*
t i o n  1 . 4 ,  N i s  t h e  c o - a d j o i n t  o f  t h e  i n c l u s i o n  f u n c t o r  

J  : © f  - ( $  an d  N p r e s e r v e s  c o - l i m i t s .  A l s o ,  N p r e s e r v e s  

p r o j e c t i v e s  ( c o r o l l a r y  1 . 7 ) .
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The c o n s t r u c t i o n  o f  c o - r e f l e c t i o n s  c a n  be  f o u n d  i n  [ 3 ] ,

P r o p o s i t i o n  5 . 3 .  L e t  NX b e  t h e  s e t  o f  n o n - d e g e n e r a t e

* * n
s i m p l e x e s  o f  X , t h e n  U — N LI ) i s  a p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r

X 0 NX fr

o f  (SjAf .

The p r o o f  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  t h e o r e m  4 . 3 .

T h e o r e m  5 . 4 .  i s  a r e f l e c t i v e  s u b c a t e g o r y  o f  .

We s h a l l  p r o v e  t h i s  d i r e c t l y  by c o n s t r u c t i n g  t h e  r e f l e c t i o n s .  

F o r  e a c h  c o - p r e s t a c k  A e  , l e t  A be  t h e  c o - s t a c k

w i t h  v a l u e s  Ax = Ax f o r  x e NX a n d  A ( s x )  r  Ax f o r  an y  d e g e n e r a c y

o p e r a t o r  s . T h e n ,  by ( 5 . 2 ) ,  a l l  A ( d ) A ( s )  = 1 o n  w h i c h  t h e y  

d e f i n e d .  Now, d e f i n e  a  map cp : A -* A a s  f o l l o w s :  F o r  e a c h  x e NX ,

an d  a l l  d e g e n e r a c y  o p e r a t o r s  s , s | . . .  , l e t

T „  A ( s ) ^  T /  A ( s ' )  ~  ,^ ( s x ) ----------------A ( s  s x ) ---------- . . .

( 5 . 3 )  cp
Tx sx

t/

CP . r s sx
1/

. A ( s V  . ,  . A( s ' )^ , VAx ---------->  A ( s x ) ------------------A ( s  s x )  ^  . . .

be  a c o m m u t a t i v e  d i a g r a m  w i t h

( 5 . 4 )  cp = 1 , cp = A ( s ) A ( d )  , cp , = A ( s ' )A (  s ) A ( d ) A ( d  ’ ) ,
X s x  s s x

s u c h  t h a t

( 5 . 5 )  A ( d  )A ( s ) = 1 , A ( d ' ) A ( s ' )  = 1 , . . .  .

L e t  cp = f c p  | x e x} . T h e n  cp i s  a c o - p r e s t a c k  map .  We s h a l lX

p r o v e  t h a t  A t o g e t h e r  w i t h  t h e  map cp f o r m  a r e f l e c t i o n  o f  A .

L e t  A'  e (fUv b e  a c o - s t a c k ,  t h e n  a l l  A ' ( s  ) , A ' ( d  )— X sx

a r e  i s o m o r p h i s m s  an d  a l l  A ' ( d ) A ' ( s )  = 1 o n  w h i c h  t h e y  d e f i n e d .  

G i v e n  a c o - p r e s t a c k  map g : A '  A ,

^ = f 'I' • A 1 x -* Ax | x e x} ,

c o n s i d e r ,  f o r  e a c h  x e NX , t h e  " s o l i d "  d i a g r a m
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( 5 . 6 )

A ( s ' s x )A ( s x )

A'  ( h ) A ' ( s ' )
A ’ ( s x ) > A ’ ( s ' s x )

A( s x ) A ( s ' s x )

o b t a i n e d  by a d j o i n i n g  t h e  A ' - r o w  t o  t h e  d i a g r a m  ( 5 . 3 ) .  D e f i n e  maps

( 5 . 7 )

w h e r e

h = ilr , h = A ( s ) vlr A ’ ( d )  ,
X X S X  X

h s ' s x  =  A ( s , ) A ( s ) ^ x A ' ( d ) A ' ( d ' )  ,  . . .

A ’ ( d ) A 1( s )  = 1 , A ’ ( d ' ) A ' ( s )  = 1 , . . .

T h e n  h = [ h ^  | x e x )  i s  a c o - s t a c k  map a n d  a l l  r e c t a n g l e s  o f  a l l

s u c h  s o l i d  d i a g r a m s  a r e  c o m m u t a t i v e .

Now, c o m b i n i n g  ( 5 . 4 )  a n d  ( 5 . 7 ) ,  we h a v e

cp h = A ( s ) A ( d ) A ( s H  A ' ( d )  = A(s)i | r  A ’ ( d )  = i|r , 
sx  s x  x x sx

( 5 . 8 )  cp h = A ( s  ' )cp A ( d ' ) A ( s ' ) ] A ’ ( d ' )  = A ( s ' ) c p  h A ’ ( d ' )T s  s x  s  s x  s x  S X  sx  sx

= A ( s  ’ )t|/ A ’ (d  ’ ) = ......................
s x  s sx

H e n c e  cph = t|i . T h e  u n i q u e n e s s  o f  h i s  o b v i o u s .

T h e s e  show t h a t  A w i t h  cp i s  " t h e "  r e f l e c t i o n  o f  A ,
V

an d  t h u s  © )  i s  r e f l e c t i v e  i n  o r  • Q . E .D .

We r e m a r k  t h a t ,  i n  g e n e r a l ,  t h e  r e f l e c t i o n  an d  c o - r e f l e c t i o n  

a r e  n o t  i s o m o r p h i c .

C o r o l l a r y  5 . 5 .  The  r e f l e c t o r  N+ : i s  e x a c t .

T h i s  f o l l o w s  i m m e d i a t e l y  f r o m  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  r e f l e c t i o n s  

an d  t h e  p o i n t w i s e  e x a c t n e s s  o f  c o - p r e s t a c k s  a n d  c o - s t a c k s .

As a d i r e c t  c o n s e q u e n c e  o f  t h i s  we h a v e  (b y  c o r o l l a r y  1 . 7 )  

C o r o l l a r y  5 . 6 .  Th e i n c l u s i o n  f u n c t o r  J  p r e s e r v e s  

p r o j e c t  i  v e s .
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D u a l  t o  t h e  r e m a r k  f o l l o w i n g  t h e o r e m  5 , 2 ,  N# p r e s e r v e s  

l i m i t s  a n d  i n j e c t i v e s .

F ro m  p r o p o s i t i o n  5 . 3  an d  c o r o l l a r y  5 . 6 ,  we s e e  t h a t  &  

h a s  e n o u g h  p r o j e c t i v e s  a n d  t h e s e  a r e  p r o j e c t i v e  i n  . S i n c e  J

i s  e x a c t ,  a  p r o j e c t i v e  r e s o l u t i o n  o f  A e t a k e n  i n  ® > X i s

s t i l l  a p r o j e c t i v e  s o l u t i o n  o f  A i n  t h e  b i g  c a t e g o r y  <ar .
6 .  RELATIVE CO-PRESTACKS AND CO-STACKS

L e t  X 1 b e  a s i m p l i c i a l  s u b s e t  o f  X a n d  l e t  i  : ^ )  -* (X)

b e  t h e  i n c l u s i o n  m a p .  T h e n  t h e  i n c l u s i o n  f u n c t o r  i : X '  X i s  a

f u l l  e m b e d d i n g .  Th e f u n c t o r  i  : m aps  e a c h  A'  e o n t o

i  A '  = A e (Xp w i t h  s u p p o r t  i n  X' , i . e .  Ax = A ’ x i f  x e X '  a n d  
ff--------------------------------------------------

Ax = 0  i f  x e X -  X' . I t  i s  c l e a r  t h a t  i  i s  an  e x a c t  f u l l
#

X ' Xe m b e d d i n g ,  a n d  t h a t  i „ A  i s  a S e r r e  s u b c a t e g o r y  o f  A
w

I d e n t i f y  AX a s  i a n d  r e g a r d  i  a s  a n  i n c l u s i o n  f u n c t o r .

Now, c o n s i d e r  "* { j f  , t h e  a d j o i n t  o f  i  . I t  i s
r r

c l e a r  t h a t  i s  ^ h e  i d e n t i t y  f u n c t o r  o f  (ftf an d  s o  ( i ^ i ^ ) i ^ S ^

= i a s  a n  e x a c t  r e f l e c t o r  o f  ( P ^  o n t o  i ^AjX . H e n c e

we h a v e

P r o p o s i t i o n  6 . 1 . I f  X ’ i s  a  s i m p l i c i a l  s u b s e t  o f  X ,

t h e n  i s  i s o m o r p h i c  t o  ( a n d  i s  i d e n t i f i e d  a s )  a  r e f l e c t i v e  S e r r e

_X
s u b c a t e g o r y  o f  (Aj .

I n  f a c t ,  i ^ i ” A , t h e  r e f l e c t i o n  o f  A € (Xf i s  a s u b o b j e c t

o f  A w i t h  s u p p o r t  i n  X ' . L e t  p A d e n o t e  t h e  q u o t i e n t  A / i  i  A
o  #

we h a v e

( 6 . 1 )  0 -  i ^ i # A -  A -  p A -» 0
#  o



17

e x a c t  i n  , w h e r e  p A h a s  s u p p o r t  i n  X -  X* . On t h e  o t h e r  h a n d ,
o

e v e r y  c o - p r e s t a c k  o f  Q jj!' h a v i n g  i t s  s u p p o r t  i n  X -  X' i s  a

q u o t i e n t  o f  some i  i^A A i n  ( $  , i . e .  i t  i s  o f  t h e  fo rm  p A .
f f  o

A c o - p r e s t a c k  w i t h  s u p p o r t  i n  X -  X' i s  c a l l e d  a r e l a t i v e

c o - p r e s t a c k .  S i m i l a r l y ,  a c o - s t a c k  w i t h  s u p p o r t  i n  X -  X' i s

c a l l e d  a r e l a t i v e  c o - s t a c k ,  

s ( X , X )v X X ) v
L e t  (X) ’ d e n o t e  t h e  f u l l  s u b c a t e g o r y  o f  (A; c o n s i s t i ng

. so  a
(X X ' )o f  a l l  r e l a t i v e  c o - p r e s t a c l c s .  I t  i s  c l e a r  t h a t  (A) ’ i s  al<

S e r r e  s u b c a t e g o r y  o f  . M o r e o v e r ,

( 6 . 2 )  ® * ( A , A " )  = @ ( X , X ’ ^ p ^ A . A " )

f o r  an y  A e an d  A" e(A)^X,X  ̂ . We h a v e

P r o p o s i t i o n  6 . 2 .  p ^  i s  an  e x a c t  c o - r e f l e c t o r  o f  o n t o

(X X ’ )i t s  S e r r e  s u b c a t e g o r y  (A) ’

S i m i l a r  s t a t e m e n t s  a r e  t r u e  f o r  , an d   ̂ ,

As  a  c o n s e q u e n c e  o f  p r o p o s i t i o n  6 . 1  an d  6 . 2 ,  p an d  i
o U

p r e s e r v e  p r o j e c t i v e  r e s o l u t i o n s .
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CHAPTER I I I .  HOMOLOGY OF SIMPLICIAL PAIRS

T h r o u g h o u t  t h i s  c h a p t e r ,  (K) w i l l  d e n o t e  a  c o - c o m p l e t e

a b e l i a n  c a t e g o r y  w i t h  t h e  p r o p e r t y  AB4 an d  h a v i n g  a  f i x e d  p r o j e c t i v e

g e n e r a t o r  P . T h e r e f o r e  0 ^  i s  c o - c o m p l e t e ,  a b e l i a n ,  AB4 , a n d  h a s

a  p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r  U = II ( t h e o r e m  4 . 3 ) .
X €  X rr

A p a i r  o f  s i m p l i c i a l  s e t s  ( X , X ' )  s u c h  t h a t  X' i s  a 

s i m p l i c i a l  s u b s e t  o f  X i s  c a l l e d  a s i m p l i c i a l  p a i r .  T he  c l a s s  o f  

a l l  s i m p l i c i a l  p a i r s  f o r m  a  c a t e g o r y ,  d e n o t e d  b y  (&j) , w i t h  m o r p h l s m s  

s i m p l i c i a l  maps f : ( X , X ' )  ( Y , Y ' )  s u c h  t h a t  f ( X ' )  cr Y'  . We w r i t e

X f o r  ( X , 0 )  , w h e r e  0  i s  t h e  v a c u o u s  s e t .

7 .  CHAIN COMPLEXES, HOMOLOGY

F o r  e a c h  A C (Jj , l e t  CA = { c  ] b e  a n  o b j e c t  o f  t h e'•nq
CO

g r a d e d  c a t e g o r y  0  o f  0  s u c h  t h a t  C = ^ Ax w i t h  t h e

7* X qs y s t e m  o f  i n j e c t i o n s  d e n o t e d  by  { i n j  | x  « X } . F o r  e v e r y  q >  0  ,
x  q

l e t  -* ^ d e n o t e  t h e  u n i q u e  m o r p h i s m  s a t i s f y i n g  t h e  e q u a l i t y

( 7 . 1 )  d i n j  = H - D 1i n J j i  A ( d 1 ) , x  c X .
q x  L l=()  d x x  q

T h e n  d ^  d q + ^ = ® a n d  t h e r e f o r e  ( £ A , d )  , s i m p l y  w r i t t e n  CA , i s  a 

c h a i n  c o m p l e x .

O b s e r v e  t h a t  t h e  map A -* £ A  d e f i n e s  a n  e x a c t  a d d i t i v e  

f u n c t o r  d^)  , t h e  c a t e g o r y  o f  c h a i n  c o m p l e x e s  ( C A , d )  a n d  t h u s

H £  i s  a h o m o l o g y  f u n c t o r  o n  t o  <s f  , w h e r e  H i s  t h e  u s u a l

h o m o l o g y  f u n c t o r  o n  t o  $  ( c f .  [ 5 ] ) .

L e t  ( X , X ' )  b e  a s i m p l i c i a l  p a i r .  T h e  ( r e l a t i v e )  h o m o l o g y
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o f  ( X , X ' ) w i t h  c o e f f i c i e n t s  I n  A e , d e n o t e d  by H+ ( X , X ' ; A )  , 

i s  d e f i n e d  a s

( 7 . 2 )  H ( X , X ' ; A) = HC(p A) .
w  O

I n  p a r t i c u l a r ,  H+ ( X ; A )  = HjgA i s  t h e  ( a b s o l u t e )  h o m o l o g y  o f  X .

O b s e r v e  t h a t  i f  f : ( X , X ' )  ( Y , Y ’ ) i s  a  s i m p l i c i a l  map,  t h e n ,  b y  t h e

d e f i n i t i o n  o f  f  , we h a v e  
w

£ V  ■ , n d  £ po V  = £ po A ■

H e n c e

( 7 . 3 )  H ^ ( X , X ’ ;A )  = H+ ( Y , Y ’ ; f ^ )  

f o r  an y  A t

Now, l e t  f ( X , X' )  -♦ ( Y , Y ’ ) b e  a  s i m p l i c i a l  map a n d  l e t  B 

b e  i n  ( j $  . T h e n  t h e  c h a i n  c o m p l e x  £ , ( f * B )  o f  f^ B  e h a s

( 7 ' 4 )  £ ,  -  “ x  ,  X = Ux  .  X B f ( l )  •
q q

f  i n d u c e s  a  c h a i n  map

Cf = { f  ] : C ( f # B)  -» CB 

d e f i n e d  by  t h e  e q u a l i t i e s

( 7 . 5 )  f  i n j  = i n j  , x C X , q = 0 , 1 , 2  , . . .
q x  f x  q

To c h e c k  t h a t  f d  „ = d „ f  i s  l u s t  a  r o u t i n e  c o m p u t a t i o n ,q q+1 q+1 q+1

T h i s  s h o w s  t h a t  f  i n d u c e s  a m o r p h i s m

( 7 . 6 )  H £ f  = f + : H ](i( X , X 1 ; f * B )  - H ^ ( Y f Y ' ; B )

w h i c h  i s  c a l l e d  t h e  m o r p h i s m  i n d u c e d  by  f  .

P r o p o s i t i o n  7 . 1 . F o r  a n y  A e QJr , t h e r e  i s  a h o m o l o g y  '

s e q u e n c e  ( i . e .  a n  e x a c t  t r i a n g l e  f o r  ) f o r  e a c h  p a i r  ( X , X ' )  :

#( 7 . 7 )  . . . - H  ( X ' ; i  A) -  H (X ;A )  -* H ( X , X ’ ;A )
q q q

^  H ,  ( X ’ ; i # A) q - 1

w h e r e  i  an d  j  a r e  i n c l u s i o n  m a p s .  9 i s  c a l l e d  a  b o u n d a r y  o p e r a t o r .
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P r o o f .  S i n c e  0 -* i  i ^ A  H p A 0 i s  e x a c t  i n  ,
----------  w o  ’

0 -* C ( i . . i * A )  CA C ( p  A) “• 0 i s  e x a c t  i n  d f t  . T h i s  g i v e s  t h e^  ft ^  ^  o

e x a c t  t r i a n g l e
i

H C ( i  i # A)   HCA

A  / ; -
H C (p  A)

w h i c h  i s  j u s t  ( 7 . 7 )  s i n c e  H £ ( i # i # A) = H C ( i # A) by ( 7 . 3 ) .

Lemma 7 . 2 . L e t  f : ( X , X ' )  -* ( Y , Y ' )  b e  a m o r p h i s m  i n  (fc

a n d  l e t  f  = f | x '  . T h e n  f o r  a n y  B « ( j f  ,

( 7 . 8 )  H+ ( X ' ; i # f # B)  = H+ ( X ’ ; f # i # B) ,

w h e r e  i  d e n o t e s  t h e  i n c l u s i o n  m a p s  X ’ -• X a n d  Y 1 -* Y .

F o r ,  t h e  d i a g r a m

I -S#
' I  I

^— ^ < S f ’ co m m ute s .

P r o p o s i t i o n  7 . 3 . E v e r y  m o r p h i s m  f : ( X , X T) -* ( Y , Y ' )  i n

(Cj) i n d u c e s  a  m o r p h i s m  f  = { f  } i n  h o m o l o g y  w h i c h  " m a p s "  t h e
*  C|

h o m o l o g y  s e q u e n c e  o f  ( X , X ' )  i n t o  t h a t  o f  ( Y , Y ' ) . i . e .  f  g i v e s

r i s e  t o  a  m o r p h i s m  o f  e x a c t  t r i a n g l e s .

F o r ,  i n  t h e  d i a g r a m

. .  H ( X ’ j f ^ B )  -»* H ( X ; f # B)  -•* H ( X , X ' ; f # B )  ^  H f X , ; ' f# i # B)  -  . .  . q q q q - 1

4  *q , 1  *Q , I  *q I  ' q - 1

. H ( Y ’ ; i # B )  “** H ( Y ; B )  - *  H ( Y , Y ’ }B) , ( Y ’ ; i # B)q q q q - 1
M M

t h e  t o p  ro w  i s  t h e  h o m o l o g y  s e q u e n c e  o f  ( X , X f ) w i t h  H<i( X ' ; i  f  B)

~ #  #r e p l a c e d  b y  H ^ ( X T; f  1 B) . T h e  p r o p o s i t i o n  i s  J u s t  a  r e s t a t e m e n t  

o f  t h e  o n e  f o r  c h a i n  h o m o l o g y .
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P r o p o s i t i o n  7 . 4 .  d e f i n e s  a f u n c t o r  o n  0  I n  t h e

s e n s e  t h a t  f o r  s i m p l i c i a l  m ap s  ( X , X ' )  < Y , Y ' ) ^  ( W , W )  a n d  a n y

E « ( ^ f  , we h a v e

( g f ) *  = + : H+ ( X , X ’ ; f # g # E )  -  H# (W ,W ; E )  .

# #  #T h i s  f o l l o w s  f r o m  t h e  f a c t  ( g f )  = f  g  a n d  t h e  u s u a l  

a r g u m e n t  f o r  c h a i n  h o m o l o g y .

8 .  THE FUNCTORS H+ AND T o r

I n  t h i s  s e c t i o n ,  we s h a l l  g e n e r a l i z e  t h e  t e n s o r  f u n c t o r  o n

m o d u l e s  a n d  show t h a t  t h e  h o m o l o g y  f u n c t o r  H+ i s  i s o m o r p h i c  t o  t h e

g e n e r a l i z e d  t o r s i o n  f u n c t o r  T o r .

F o r  e a c h  A e ( j f  , l e t  TA d e n o t e  t h e  c o - k e r n e l  o f  t h e

m o r p h i s m  d^ d e f i n e d  b y  ( 7 . 1 ) .  T h e n  T d e f i n e s  a n  a d d i t i v e  f u n c t o r

T ^  "*(£) • C l e a r l y ,  T i s  c o - c o n t i n u o u s  ( i . e .  T i s  r i g h t  e x a c t  

a n d  p r e s e r v e s  c o - p r o d u c t s ) .  T h i s  m e a n s  t h a t  T h a s  t h e  f o r m a l  

p r o p e r t i e s  o f  t h e  t e n s o r  p r o d u c t  f u n c t o r  on  m o d u l e s .  We c a l l  T 

t h e  g e n e r a l i z e d  t e n s o r  f u n c t o r .  T h e  l e f t  d e r i v e d  f u n c t o r  o f  T , 

w r i t t e n  T o r ,  i s  c a l l e d  t h e  g e n e r a l i z e d  t o r s i o n  f u n c t o r .

Lemma 8 . 1 . = 0 f o r  q > 0 .

P r o o f . By ( 7 . 3 ) ,  H C ( x ^ p n ) = HCpn . I t  i s  w e l l - k n o w n  t h a t

£ P n , n  = 0 , 1 , 2 ,  . . .  , a r e  a c y c l i c ,  so  a r e  j £ ( x ^ p n ) . H e n c e

H C(U x p n ) Ii H C ( x  P n )
q x  e X 0  x € X q "  #

s h o w s  t h a t  H CU = 0  f o r  q  >  0 . q -

P r o p o s i t l o n  8 . 2 . as T o r ; @ f  “*(J) .

P r o o f .  H C = T = T o r  by  d e f i n i t i o n s .  I t  s u f f i c e s  t o  ---------- o  o

show t h a t  H^CA = 0 f o r  q >  0 a n d  A p r o j e c t i v e  i n  S i n c e
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U I s  a p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r ,  a p r o j e c t i v e  A i s  a  summand o f  a

c o - p r o d u c t  o f  c o p i e s  o f  I) , T h e  p r o o f  f o l l o w s  f r o m  lemma 8 . 1 .

T h i s  s h o w s  t h a t  H+ ( X , X ' ; A )  c a n  b e  c o m p u t e d  by

T o r ( p  A) = H T fPp  A) w h e r e  Pp  A i s  a  p r o j e c t i v e  r e s o l u t i o n  o f  p A . 
o  o  o  o

Now, l e t  f :  X -* Y b e  a  s i m p l i c i a l  map a n d  l e t  B b e  i n

Y 0
2 )  - T h e n  f  i n d u c e d  a n a t u r a l  m o r p h i s m  f  : T o r ^ f  B -* T o r ^ B  i n

t h e  f o l l o w i n g  way :

it
L e t  P '  b e  a  p r o j e c t i v e  r e s o l u t i o n  o f  f  B , t h e n  f „ P '

it
i s  a  p r o j e c t i v e  r e s o l u t i o n  o f  f  f  B . S i n c e  f  i s  t h e  c o - a d j o i n t

w #
#  #  Yo f  f  , t h e r e  i s  a  n a t u r a l  t r a n s f o r m a t i o n  t :  f ^ f  -* 1 : ®  s u c h

t h a t  f o r  e a c h  B e ( $  , t  i s  t h e  m o r p h i s m  c o r r e s p o n d i n g  t o  l j f ^ B

u n d e r  t h e  i s o m o r p h i s m  $  < V * B  ,B )  s=t , f # B)  . I f  £  d e n o t e s  aTr

p r o j e c t i v e  r e s o l u t i o n  o f  B , t h e n ,  b y  t h e  c o m p a r i s o n  t h e o r e m ,  t h e r e

i s  a c h a i n  map f :  f J P '  P  l i f t i n g  t  . T h i s  c h a i n  map i n d u c e s  a
** B

m o r p h i s m  f 0 : H T ( f ^ P ’ ) “* HTP . B u t  s i n c e  T f ^ P 1 = T P 1 , we h a v e

H T C f J ’ ’ ) = H T P ’ = T o r  f # B t r '  "  X
M

a n d  t h u s  f  * T o r  f  B -» T o r  B .
B X Y

T h i s  s h o w s  t h a t  e v e r y  s i m p l i c i a l  map f : ( X , X ' )  ( Y , Y ' )

it
d e t e r m i n e s  a m o r p h i s m  f  : H ( X ; f  B)  -* H ( Y ; B )  a n d  t h u s  a m o r p h i s m

B + ^

7  • H . ( X , X ' ;  f # B)  - * H . ( Y , Y ' ; B )  . We o b s e r v e  t h a t  f  a n d  7 n  a r e  B "  “ B B

t h e  i n d u c e d  m o r p h i s m s  f  a n d  f  , r e s p e c t i v e l y .

9 .  EXCISION,  ADDITIVITY,  DIMENSION

Fro m  now o n ,  a l l  c o e f f i c i e n t s  f o r  h o m o l o g y  a r e  n o r m a l i z e d .

I t  i s  c l e a r  t h a t  p  a n d  a l l  p u l l - b a c k  f u n c t o r s  p r e s e r v e  n o r m a l i z a -
o

t i o n .
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L e t  X ' , X "  b e  s i m p l i c i a l  s u b s e t s  o f  X a n d  l e t  ( X ; X ' , X M) 

b e  t h e  t r i a d  w i t h  i n c l u s i o n  m aps

( x ' , x ’ n  x " )  -  ( x '  u  x M, x ” ) -  ( x , x '  u  x ” )

( X " , X '  n  X ")  ^  (X '  U X " , X ’ ) ^  ( X , X ’ U X")  ,

w h e r e  i  an d  j  a r e  c a l l e d  e x c i s i o n  m a p s .  A t r i a d  i s  p r o p e r  i f ,

f o r  a n y  A , t h e  i n d u c e d  m o r p h i s m s

i  :H ( X ’ , X '  n  x " ; i # h*A) -  H ( X f U x " , X' ;  h#A) ,
o . n  ,  *  #

J #i :H i|((X m, X ’ 0  X " ; j  k  A) -  H+ (X '  U X " , x " ;  k r A) 

a r e  i s o m o r p h i s m s .

P r o p o s i t i o n  9 . 1 .  E x c i s i o n  m ap s  i  an d  j  i n d u c e  i s o m o r ­

p h i s m s  ( 9 . 1 ) .

#  #  #F o r ,  t h e  c h a i n  c o m p l e x e s  Cp i  h  A a n d  Cp h  A a r e  t h em o ** o

s am e .  S i m i l a r  a r g u m e n t  f o r  j  .

T h u s  a l l  t r i a d s  o f  s i m p l i c i a l  s e t s  a r e  p r o p e r .

P r o p o s i t i o n  9 . 2 .  L e t  {X 1 b e  a  s e t  o f  s i m p l i c i a l  s u b s e t s
 --------------------------- O'

o f  X s u c h  t h a t  X = (U X ) U X ’ an d  X fl L  c  j '  i f  a  4 ,
<y a  p

w h e r e  X' i s  a  f i x e d  s i m p l i c i a l  s u b s e t  o f  X . L e t  X' = X 0  X'
a  a

a n d  l e t  h  : (X , X ' )  ( X , X ' )  b e  t h e  I n c l u s i o n  map,  t h e n ,  f o r  a n y
Of Of ot

A « (EE? ,

( 9 . 2 )  H ( X , X ’ ;A )  e* II H (X , X’ ; h # A)
* ot * a  a  a

c a n o n i c a l l y ,

T h i s  i s  c l e a r  s i n c e  C ( P QA) = ^ ff£ .(P0 k^ A)  •

F o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  t h a t  X' = 0  we h a r e

C o r o l l a r y  9 . 3 .  i s  ( i n f i n i t e l y )  a d d i t i v e .  i . e .  h o m o l o g y

o f  d i s j o i n t  u n i o n  o f  a s e t  o f  s i m p l i c i a l  s e t s  i s  i s o m o r p h i c  t o  t h e  

c o - p r o d u c t  o f  h o m o l o g y  o f  t h e  i n d i v i d u a l  s i m p l i c i a l  s e t s .
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* 1̂  1 1
Now, l e t  A , A , A , V , an d  C d e n o t e  t h e

s i m p l i c i a l  a n a l o g u e  o f  t h e  s t a n d a r d  a f f i n e  n - s i m p l e x ,  i t s  b o u n d a r y ,

an  ( n - l ) - f a c e ,  t h e  v e r t e x  o f  A° o p p o s i t e  A°  ̂ , a n d  t h e  c l o s e d

s t a r  o f  V i n  A , r e s p e c t i v e l y .  T h e n  t h e  o n l y  n o n - d e g e n e r a t e

s i m p l e x e s  o f  A° a r e  f a c e s  o f  6 °  a s  d e s c r i b e d  b e f o r e ,  V i s

p o i n t - l i k e  i n  t h e  s e n s e  t h a t  H (V ;A )  = 0 f o r  q  /  0  an d  H (V ;A )
------------------------------------------------------------------------  q  o

as Av , w h e r e  A f  a n d  v f  V . 0 °  i s  t h e  s i m p l i c i a l  s u b s e t

o f  An c o n s i s t i n g  o f  a l l  f a c e s  o f  A° e x c e p t i n g  A** an d  A  ̂ ^ . 

A l s o

✓o | n  , n -1  , n -1  *n - 1 . n - 1 „ n - l
( 9 . 3 )  A = A U C  , A = A H C

a n d  t h e n  (A*1 ; A*1 ^ , Cn ^ )  i s  a p r o p e r  t r i a d .  ( c f .  [ 2 ] ,  p .  7 8 ) .

P r o p o s i t i o n  9 . 4 .  L e t  A* b e  t h e  s i m p l i c i a l  a n a l o g u e  o f  a

*

( n o n - d e g e n e r a t e )  s i m p l e x  x  e NX an d  l e t  A b e  t h e  " b o u n d a r y

X X
s i m p l i c i a l  s u b s e t ” o f  A . I f  i  : A -* X d e n o t e s  t h e  i n c l u s i o nx

m ap ,  t h e n ,  f o r  A c &  .

’ * M
( 9 . 4 )  H (A*,  AX; i  A) = 0  i f  q ^  d im  x  .

q x
ft

F o r ,  t h e  n o r m a l i z e d  c h a i n  c o m p l e x  o f  p ( i  A) h a s  z e r o  i n
o  x

a l l  d i m e n s i o n s  q e x c e p t  p o s s i b l y  f o r  q = d im  x .

1 0 .  H0M0T0PY

L e t  I  b e  t h e  s i m p l i c i a l  a n a l o g u e  o f  t h e  c l o s e d  i n t e r v a l  n
r _ CD I

[ n , n + l ]  an d  l e t  ¥  = U b e  t h e  " s i m p l i c i a l  h a l f  l i n e " .  D e n o t en=0 n

t h e  n - s k e l e t o n  o f  X b y  x "  , n  = 0 , 1 , 2 , . . .  , a n d  w r i t e

L = LJ „Xn x l  . We s h a l l  show t h a t  f o r  a n y  A « (fiST . t h e  o b v i o u s  n = 0  n  ’

p r o j e c t i o n  p :  L -* X i n d u c e s  i s o m o r p h i c  h o m o l o g y  i n  a l l  d i m e n s i o n s .  

Some n o t a t i o n s  o f  p r e v i o u s  s e c t i o n s  w i l l  b e  u s e d  w i t h o u t  r e f e r e n c e .
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J
Lemma 1 0 . 1 .  F o r  a n y  c o n s t a n t  c o - a t a c k  B e ©  , t h e

p r o j e c t i o n  p:  (XXW, X'XW) ^  ( X , X ' )  d e f i n e d  by  p ( x , c r )  = x I n d u c e s  

a c h a i n  e q u i v a l e n c e

( 1 0 . 1 )  £ p :  C(XXW, X’ XW; p * E )  - C ( X , X ’ ; E )  .

P r o o f .  L e t  X ( 0 )  b e  t h e  t e n s o r  f u n c t o r  d e f i n e d  by

F r e y d  [ 3 ,  p .  8 6 ]  a n d  l e t  C ( X , X ’ ; Z )  b e  t h e  u s u a l  f r e e  c h a i n  c o m p l e x

v-s_#

o f  ( X , X ’ ) . T h e n ,  I f  E d e n o t e s  t h e  c o n s t a n t  v a l u e  o f  t h e  c o - s t a c k  

E , we h a v e

C ( X , X ’ j E )  ** E C ( X , X ’ ; Z )  ,

#  ~
C(XXW,X'XW;p E )  as E ® £(XX W,X ’ XW;Z) .

I t  i s  w e l l - k n o w n  t h a t  p I n d u c e s  a  c h a i n  e q u i v a l e n c e  o f  t h e  f r e e  

c h a i n  c o m p l e x e s .  T h i s  g i v e s  r i s e  t o  t h e  c h a i n  e q u i v a l e n c e  ( 1 0 . 1 ) .

Q . E . D .

R e m a r k . W h e n e v e r  t h e  i n d u c e d  m o r p h l s m s  i n  h o m o l o g y  a r e  

c o n c e r n e d ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  h o m o l o g y  a r e  s u i t a b l y  r e l a t e d  by  

p u l l - b a c k  f u n c t o r s .  To  s a v e  w r i t i n g ,  we s h a l l  o m i t  some c o e f f i c i e n t s  

w h i c h  a x e  u n a m b i g u o u s  f r o m  t h e  c o n t e n t .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  we s h a l l  

s o m e t i m e s  w r i t e  t h e  same c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e  h o m o l o g y  o f  a s i m p l i c i a l  

p a i r  a n d  t h o s e  o f  i t s  " s u b p a i r s "  t o  s a v e  w r i t i n g  t h e  p u l l - b a c k  f u n c t o r s  

d e t e r m i n e d  by  t h e  i n c l u s i o n  m a p s .  I n  a n y  c a s e ,  t h e  g e n u i n e  c o e f f i c i e n t s  

c a n  b e  i n f e r r e d  f r o m  t h e  c o n t e x t  o f  t h e  s t a t e m e n t s .

Lemma 1 0 . 2 . L e t  NXn d e n o t e  t h e  s e t  o f  a l l  n o n - d e g e n e r a t e  

n - s i m p l e x e s  o f  X . T h e n  f o r  a n y  c o e f f i c i e n t s

( 1 0 . 2 )  H. ( X H . X ^ 1 ) «  II WT H (AX,AX)* x 6 NX *n
c a n o n i c a l l y .

T h i s  f o l l o w s  i m m e d i a t e l y  f r o m  p r o p o s i t i o n  9 . 2 .
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P r o p o s i t i o n  1 0 . 3 . p:XXW -* X i n d u c e s  i s o m o r p h i s m

( 1 0 . 3 )  P + : H^(XXW;p# A) ^ H ^ C X j A )

f o r  a n y  A « © *  .

P r o o f .  F i r s t ,  we s h a l l  show by  i n d u c t i o n  t h a t

( 1 0 . 4 )  H ^ ( X n XW;p# A) H ^ ( x n ;A )

f o r  a n y  n o n - n e g a t i v e  i n t e g e r  n . T h e  c r u c i a l  p o i n t  i s  t h e  f a c t

^  X * X
t h a t  (p  A ) ( x , o )  = A p ( x , c r )  = Ax f o r  a l l  a  e W a n d  t h e n  H^(A ,A ) 

a n d  H^(A XW, A XW) h a v e  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s  f o r  a n y  f i x e d  x  e NX .

F o r  t h e  c a s e  n = 0 , H+ (X°XW) = II^ g H+ (AXXW) i s
o

i s o m o r p h i c  t o  11̂  g x  H^(A ) s i n c e ,  by  lemma 1 0 . 1 ,  e a c h  summand
o

H+ (A XW) i s  i s o m o r p h i c  t o  H# (A ) . H e n c e  we h a v e  H^(X°XW) sa W ^ ( X ° )  .

A ssu m e  i n d u c t i v e l y  t h a t  H# (X r xW) sw H+ ( X r ) f o r

r  = l , 2 , . . . , n - l  , a n d  c o n s i d e r  t h e  c o m m u t a t i v e  d i a g r a m

. . . “* H (Xn _ 1 XW) H (Xn XW) - H  ( x n xWf Xn _ 1 XW) H , ( x n _ 1 XW) 
q q q q - 1

4 4 4 4
. . . - H ( X n ‘" 1 ) - H ( X n > - H ( X n , x n _ 1 ) “* H . ( x " ~ 4  ,q q q q- 1

w h e r e  t h e  m a p s  2 a n d  5 a r e  i s o m o r p h i s m s .  S i n c e

H . ( X n xW,xn - 1 XW) as U .  H . ( A XXW, AXXW)
*  X  C N X  ^

n i  . n
a n d  H^(X  , Xn  ) 11̂  ^ H ^ ( A X, AX) by lemma 1 0 , 2 ,  i t  f o l l o w s  f r o m

n
lemma 1 0 . 1  t h a t  t h e  map 4 i s  a n  i s o m o r p h i s m .  H e n c e ,  by  t h e  f i v e  

l em m a,  t h e  map 3 i s  a n  i s o m o r p h i s m .  T h i s  p r o v e s  ( 1 0 . 4 )  a n d ,  o f  

c o u r s e ,  t h e  c a s e  w h e n  X i s  f i n i t e  d i m e n s i o n a l .

Now, s u p p o s e  t h a t  X i s  i n f i n i t e  d i m e n s i o n a l ,

X° C  X1 c: x 2 <= . . . c  X . C l e a r l y ,  Hq (Xn ) = H ^ x " - 1 ) = . . .  = Hq (X)

f o r  n  >  q+1  . T h i s  an d  ( 1 0 . 4 )  p r o v e  ( 1 0 . 3 ) .

C o r o l l a r y  1 0 . 4 .  L e t  p :X X I -* X b e  t h e  s i m p l i c i a l  map
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d e f i n e d  b y  p ( x , c r )  = x  f o r  x  e X a n d  a n y  ct e I  , t h e n  f o r  an y

A , p + : H+ ( X X I ; p # A) -  H ^ ( X ; A )  I s  a n  i s o m o r p h i s m .

r 1 r  r tF o r ,  we h a v e  r e t r a c t i o n s  XXW -* XXI -* XXLOJ s u c h  t h a t

r  r '  = ( r r ' ) i s  a n  i s o m o r p h i s m .* + *

T h u s  h o m o t o p i c  s i m p l i c i a l  m a p s  i n d u c e  t h e  sam e m o r p h i s m s .  

P r o p o s i t i o n  1 0 . 5 . F o r  a n y  A C , t h e  p r o j e c t i o n

p :  L -* X d e f i n e d  by  p ( x , a )  = x  , w h e r e  ( x , a )  e X°XI , n = 0 , 1 , 2 , . . .  ,
n

i n d u c e s  I s o m o r p h i s m

( 1 0 . 5 )  p ^ :  H ^ ( L ; p # A) - H ^ ( X ; A )  .

P r o o f .  L e t  Ln = U*1 „ x r x i  a n d  l e t  LXn -  LI\ j ( x n x [n +1  ,<»]) , 
---------- r = 0  r

t h e n  Ln  Cl LXR c  L . S i n c e  LX** i s  a d e f o r m a t i o n  r e t r a c t  o f  x n XW ,

H (L X °)  «  H (XI1XW) . H e n c e ,  b y  p r o p o s i t i o n  1 0 . 3 ,
q  q

H (LXn ) ^  H (Xn ) H (X) f o r  n >  q+1  . 
q q q

T h u s  f o r  a n y  q ^  0 , t h e r e  i s  n >  q+1  s u c h  t h a t

H (X)  H (LXn ) H (LXn + 1 ) . . .  H ( L )  .
q q q q

T h e  p r o o f  i s  c o m p l e t e .
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CHAPTER IV.  HOMOLOGY THEORY OK © R

1 1 .  K-PAIRS AND AXIOMS FOR HOMOLOGY

L e t  K b e  a  f i x e d  s i m p l i c i a l  s e t .  A K - p a i r  I s  a s i m p l i c i a l  

p a i r  ( X , X ' ) e (Cj) t o g e t h e r  w i t h  a  s i m p l i c i a l  map cp: X -♦ K . S u c h

a K - p a i r  i s  d e n o t e d  by ( X , X '> . ( K , K ' ) .  i s  w r i t t e n  ( K , K ' )cp 1

an d  ( X , 0 ) ^  i s  w r i t t e n  X^ . When cp=cr : -* K , t h e  s u b s c r i p t

6
a  i s  a b b r e v i a t e d  b y  a  ,

G i v e n  t w o  K - p a i r s  ( X , X ’ ) ^  a n d  ( Y , Y ' ) ^  , a K-map

f : ( X t X ’ ) ^  -* ( Y , Y ' ) ^  i s ,  by  d e f i n i t i o n ,  a  s i m p l i c i a l  map f : ( X , X ' )  -•

( Y , Y ' ) s u c h  t h a t  cp = f f  . I n  p a r t i c u l a r ,  a n  i n c l u s i o n  map

i : ( Y , Y ' )  -  ( X , X r ) i s  a K-map i : ( Y , Y ’ ) J -  ( X , X ’ ) f o r  anycpi op

s i m p l i c i a l  map cp:X -• K . ( Y , Y ' )  ̂ i s  c a l l e d  a K - s u b p a i r  o f

( X , X ’ ) . We s h a l l  o m i t  t h e  i n c l u s i o n  map i n  t h e  n o t a t i o n  o f  a
CD

K - s u b p a t r .  e . g .  w r i t e  ( Y , Y ’ ) f o r  ( Y , Y ' ) . , X' f o r  X ’ , X
cp cpi cp cpi cp

f o r  X , (A* , AX) f o r  (AX , AX) , e t c .cpi cp cpi

K - p a i r s  f o r m  a  c a t e g o r y ,  d e n o t e d  by  (Qj) , w i t h  m o r p h i s m s
K

K - m a p s ,  Any K - p a i r  o f  t h e  f o r m  ( K , K f ) i s  a t e r m i n a l  o b j e c t  ( i . e .

r i g h t  z e r o  o b j e c t ) .

L e t  (J)  b e  a  c o - c o m p l e t e  a b e l i a n  c a t e g o r y  w i t h  a  f i x e d

p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r  P  a n d  h a v i n g  t h e  p r o p e r t y  AB4 . A h o m o l o g y

t h e o r y  o n  w i t h  v a l u e s  i n  @  i s  a s e q u e n c e  o f  f u n c t o r s

H+ : -♦ A , * = 0 , 1 , 2 ..................t o g e t h e r  w i t h  a f a m i l y  o f  n a t u r a l

t r a n s f o r m a t i o n s  B : H ( X , X ' )  -* H , X '  , q >  0 , s a t i s f y i n g  t h eq q cp q - 1  cp j  a

f o l l o w i n g  a x i o m s :
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A xiom 1 .  ( E x a c t n e s s  a x i o m ) .  F o r  e a c h  ( X , X ' )  w i t h  i n c l u s i o n----------- ---------------------------------  cp

m aps  X1 -* X (X,  X' ) t h e r e  i s  a n  e x a c t  t r i a n g l e  o f  ( X , X ' ) ,cp Cp cp — -----— ■— - — -------- • cp

( l l a )

h  ( x . x ’ :
<P

w h e r e  i + = H+ i  , j + = H+j  .

Axiom 2 .  (H o m o to p y  a x i o m ) .  I f  W a n d  P a r e  d e f i n e d  a s

i n  lemma 1 0 . 1 ,  t h e n

H p -  p .  : H (XXW , X’ XW) -* H ( X , X ' )* * * cpp * cp

i s  an  i s o m o r p h i s m .

L e t  J , J  : ( X , X ’ ) -  ( X X I , X ’ X I )  an d  p ; ( X X I , X ’ X I )  -* ( X , X r ) 

b e  s i m p l i c i a l  m ap s  d e f i n e d  by j ^ x  = ( x , 0 )  , J ^ x  = ( x , l )  , an d  

p ( x , a )  = x , r e s p e c t i v e l y ,  w h e r e  x e X , <7 e 1 . T h e n  f o r  an y  

s i m p l i c i a l  map cp;X -* K , j q , j ^  , a n d  p a r e  K -m a p s  a s  shown i n  t h e  

c o m m u t a t i v e  d i a g r a m

X X I ------------ ---------- >  XX

( 1 1 . 2 )  |cpp . - ' ' c p

C
K , a  = 0 , 1  .

Two K -m a p s  f , g : ( X , X ' )  — ( Y , Y ' ) ,  a r e  K - h o m o t o p i c  i f  t h e r e  i s  acp f  ------------------

K-map h ; ( X X I , X ' X l )  -* ( Y , Y ' ) ,  , c a l l e d  t h e  K - h o m o t o p y  o f  f  a n d  g ,
cpp i|r ----------------

s u c h  t h a t  f  = h j  , g = h j ^  .

T he  h o m o t o p y  a x i o m  i m p l i e s  ( b y  c o r o l l a r y  1 0 . 4 )

A xiom 2 ' .  (Weak h o m o t o p y  a x i o m ) . p + i n d u c e d  by t h e

K - p r o j e c t i o n  p : ( X X I , X ' X l )  ( X , X ' )  i s  a n  I s o m o r p h i s m ,  o r  e q u i -
cpp cp

v a l e n t l y ,  i f  f  a n d  g  a r e  K - h o r a o t o p l c ,  t h e n  f + = g ^  .

Axiom 3 .  ( E x c i s i o n  a x i o m ) .  T h e  e x c i s i o n  maps  i  a n d  j

( d e f i n e d  i n  s e c t i o n  9 ) ,  r e g a r d e d  a s  K - r a a p s ,  i n d u c e  i s o m o r p h i s m s
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V  = ** - H+J = J * •

I t  f o l l o w s  f r o m  t h i s  a x i o m  a n d  ( 9 . 3 )  t h a t  (A01; A01 \  Cq * )

i s  a p r o p e r  t r i a d  w i t h  r e s p e c t  t o  . T h i s  a n d  t h e  e x a c t n e s s  a x i o m

g i v e  r i s e  t o  t h e  d i a g r a m

H (Aq ,Aq ) (Aq ) H (Aq , c q l )q ct q - 1  a  q - 1  ' a

( 1 1 . 3 )

H

j " 1

V

(Aq 1 , Aq 1 ) q - 1  d o

w h e r e  h  i s  a n  i n c l u s i o n  map,  j  i s  an e x c i s i o n  m ap ,  an d  F^ = j  * h ^ d  

Ax iom 4 .  ( D i m e n s i o n  a x i o m ) .  F o r  a n y  x  « NX w i t h
------------------------------------------------------------------------------------------ q
5 * X * X

cpx = a  , x  *H (Aq ,Aq ) -* H (A*,A*)  i s  an  i s o m o r p h i s m  a n d  
* q cr q cp

H (Aq ,Aq ) = 0 i f  n  ^  q . M o r e o v e r ,  i f  a  = s  T  , t h e n  F d e f i n e d  
n  cr

by  ( 1 1 , 3 )  i s  a n  I s o m o r p h i s m ,

Ax iom 5 .  ( A d d i t i v i t y  a x i o m ) .  L e t  K - s u b p a i r s

o f  ( X , X ’ ) d e f i n e d  a s  i n  p r o p o s i t i o n  9 . 2 ,  t h e n

H ( X , X f ) «  U H (X , X ’ )
* cp ff *  cy cr cp

c a n o n i c a l l y .

Axiom 6 .  ( D e f o r m a t i o n  a x i o m ) .  p + = H+p o f  t h e  K-map

p : L  -* X ( d e f i n e d  a s  i n  p r o p o s i t i o n  1 0 . 5 )  i s  a n  i s o m o r p h i s m .cpp op

As u s u a l ,  H ( X , X ' )  i s  c a l l e d  t h e  q - d i m e n s i o n a l  r e l a t i v e  
q  cp ----------------------------------------

h o m o l o g y  o f  X m o d u l o  X' , Sq , o r  s i m p l y  w r i t t e n  S , t h e--------------------  q,   op

b o u n d a r y  o p e r a t o r , a n d  f  *= H f  t h e  m o r p h i s m  I n d u c e d  by  f  , Th e

e x a c t  t r i a n g l e  ( 1 1 . 1 )  i s  c a l l e d  t h e  h o m o l o g y  s e q u e n c e  o f  ( X , X ' )--------------------------------  cp

1 2 .  EXISTENCE THEOREM, COEFFICIENT CO-STACKS

L e t  A b e  a c o - s t a c k  o n  K w i t h  v a l u e s  i n  (£) , A 8 (Njy .
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F o r  e a c h  ( X , X ’ ) ^  « , l e t

( 1 2 . 1 ) H ( ( X , X' ) ; A)  = H ( X , X ’ ;cp*A ) ,w cp "

t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  i s  t h e  h o m o l o g y  o f  t h e  s i m p l i c i a l  p a i r  ( X , X ' )

w i t h  c o e f f i c i e n t s  i n  cp^A a s  d e f i n e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r .

I f  f : ( X , X ' ) ^  -♦ ( Y , Y ' ) ^  i s  a  K - m a p ,  t h e n  f f  = cp a n d  so

. # , #  #  .  . .  f  f  = cp . We t h e n  h a v e

( ( X , X ' ) ; A) = H+ ( X , X ' ; f # t # A) .

L e t  H ^ f  b e  t h e  m o r p h i s m

H* f  = V H* ( X ’ X ' ; f # t * A )  - H ^ ( Y , Y ’ ; A)

a n d  w r i t e  H f  = ( ( X , X )  ; A) H ( ( Y , Y ' ) ;  A) . T h e n  t h e* * v cp *

f u n c t o r i a l  p r o p e r t i e s  o f  H show t h a t  H : “• A i s  a  f u n c t o r .
™ "  Iv

I n d e e d ,  a n d  a r e  e s s e n t i a l l y  t h e  same t h i n g ;  t h e

c o - s t a c k  A s u p p l i e s  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e  h o m o l o g i e s  o f  s i m p l i c i a l

p a i r s .  I n  p a r t i c u l a r ,  w h e n  K i s  a  p o i n t  ( i . e .  K = V ) ,  a K - p a i r

i s  J u s t  a  s i m p l i c i a l  p a i r  a n d  i t s  h o m o l o g y  h a s  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s .

T h u s ,  a l l  a r g u m e n t s  o f  c h a p t e r  I I I  c a n  b e  c a r r i e d  o v e r  w i t h

H a n d  (Qj) r e p l a c e d  by  H a n d  ) a n d  t h e n  we h a v e  
* * K

T h e o r e m  1 2 . 1 .  ( E x i s t e n c e  t h e o r e m ) .  F o r  e v e r y  A (

t h e r e  i s  a  h o m o l o g y  t h e o r y  , s i m p l y  w r i t t e n  H , o n  <£>
* * K

rv/ —. M
d e f i n e d  b y  t h e  c h a i n  h o m o l o g y  f u n c t o r  a s  H C ( X , X ’ ) ;A )  = H C ( p  cp A) ,

o r  e q u i v a l e n t l y ,  b y  t h e  g e n e r a l i z e d  t o r s i o n  f u n c t o r  a s  H ( ( X , X ' )  ;A )
* qp

= T o r  ( p  cp#A) . 
o

Now, l e t  [ h + , 3 ]  , s i m p l y  w r i t t e n  , b e  a  h o m o l o g y

t h e o r y  o n  • Th® c o e f f i c i e n t  c o - s t a c k  A o f  H+ i s  d e f i n e d  hy

l e t t i n g  Aa = H (Aq ,Aq ) , A ( d i ) = F* , a n d  A ( s 1 ) = ( F * ) 1 . We
q a

o b s e r v e  t h a t  t h e  c o e f f i c i e n t  c o - s t a c k  o f  i n  t h e o r e m  1 2 . 1  i s  J u s t

t h a t  A .
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1 3 .  UNIQUENESS THEOREM

T h e  o b j e c t  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  show t h a t  t h e r e  i s

e s s e n t i a l l y  o n e  h o m o l o g y  t h e o r y  o n  > n a m e l y  t h e  t h e o r y  H+ o f

t h e o r e m  1 2 . 1 .

L e t  H b e  a n y  h o m o l o g y  t h e o r y  o n  (£ ?  a n d  l e t
^ K

~ 1 1 2 n0 = X c  x c  x c  . . . C x ( t h e  s u b s c r i p t s  cp i n  X a r e  o m i t t e d )
cp cp

b e  t h e  i n c r e a s i n g  f i l t r a t i o n  o f  X by s k e l e t o n s .  C o n s i d e r  t h e
cp

d i a g r a m

( 1 3 . D  H 1 (xq+1, x q ) :
q+1

^q+1 a ^
. . . — ------- -> H (XQ) — • - * - -> H ( x q ,Xq _ 1 ) ------ - — > H (XQ _ 1 )  >  .

q q q - 1

I, ^  ( J *

: ^  ( x q _ 1 , x q ~ 2 )q - 1

w h e r e  t h e  row a n d  c o l u m n s  a r e  h o m o l o g y  s e q u e n c e s  o f  (Xq , Xq ^ )  ,

(XQ+\  Xq ) , an d  (Xq * ,  Xq 2 ) , r e s p e c t i v e l y .  We h a v e  ?i i  = 0 .
q *

L e t  d = i  t) a n d  d = j  3 , t h e n  d d , = j . d  i d  = 0 .
q+1 * q+1  q * q q q+1 q * q+1

T h u s  t h e r e  i s  a  c h a i n  c o m p l e x  C**(X ) = f c ^  , d} w i t h  = H ( x q , Xq * )  ,cp ~ q  ' - q  q

Lemma 1 3 . 1 .  ( E i l e n b e r g ) .  I f  X i s  f i n i t e  d i m e n s i o n a l ,

X ■= XF , a n d  i f  H ( x q , XQ _ 1 ) = 0 f o r  n ^  q , t h e n  HCH (X ) «  
cp n  '■** cp

H (X ) n a t u r a l l y .
* cp

P r o o f .  By t h e  h y p o t h e s e s ,  t h e  h o m o l o g y  s e q u e n c e s  o f  t h e  

t r i p l e s  (Xq + 2  , x q+1  , x q 2 ) a n d  (X^ , Xq 2 , x q 3 ) show t h a t

Hq <Xq+1  , X " ' 2 )  «  HqCx ' 1+2 , Xq - 2 ) ,

H (X , x " ’ 2 ) <a H (X , Xq " 3 ) .q  cp q Cp

P r o c e e d i n g  i n d u c t i v e l y ,  we h a v e  H (X ) s ;  H (Xq+1 , x q 2 ) . T h u s  i t
q cp q

s u f f i c e s  t o  show t h a t  H ( x q+1  , XQ~ 2 ) «  H C.H (X ) f o r  q = 0 , 1 , 2 . . . .  .
q q cp
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C o n s i d e r  t h e  d i a g r a m

0

( 1 3 . 2 )  H (Xq + 1 ,XQ) H (Xq ,Xq 2 ) ------>  H (Xq + 1 ,XQ 2 ) ----- >  0
q+1 q q

J, d d J
V 1 9+1 V

H (XQ) — - X H (Xq , x q ~ 1 ) H (Xq 1 )
q  q q - i

,  q - 1  q - 2 ^  q - 1  q - 2 .
H _(XM ,XM ) - H  _ (X q , X )q - 1  q - 1

o b t a i n e d  by  a d j o i n i n g  t o  ( 1 3 . 1 )  t h e  m i d d l e  c o l u m n  an d  t h e  t o p  row 

w h i c h  a r e  h o m o l o g y  s e q u e n c e s  o f  t h e  t r i p l e s  ( x q , Xq * , x q 2 ) and 

(Xq+1  , x q , Xq 2 ) , r e s p e c t i v e l y .  We h a v e  H (Xq , x q 2 ) = K e r  d ,
q q

t h e  i m a g e  o f  h  i s o m o r p h i c  t o  t h e  i m a g e  o f  d , an d  t h e n
q+1

H (XQ+1 , x q 2 ) w  H C** . T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f ,  
q q "

T h e o r e m  1 3 . 2 .  ( U n i q u e n e s s  t h e o r e m ) .  F o r  an y  h o m o l o g y

t h e o r y  H o n  ( 6 j L  i t h e r e  i s  a  n a t u r a l  i s o m o r p h i s m
"  n

( 1 3 . 3 )  H ^ X . X ’ ) ^  ^  ^ ( ( X . X 1) ^ ;  A) ,

w h e r e  A i s  t h e  c o e f f i c i e n t  c o - s t a c k  o f  t h e  t h e o r y  H+ .

P r o o f .  F i r s t ,  we p r o v e  t h i s  f o r  f i n i t e  d i m e n s i o n a l  c a s e ,

X = X1" . By t h e  a d d i t i v i t y  a x i o m ,  H . ( x q , x q "S «  LI H (AX,AX) , cp ♦ x *

a l l  x e NX . We h a v e  t h e n  H (Xq ,Xq * )  = 0 f o r  n ^  q f r o m  t h e
q n

d i m e n s i o n  a x i o m .  H e n c e  H (X ) pa HC* by  lemma 1 3 . 1 .
* cp

Now> ^  “  H^(Xq , x q ) pa U^H^(A ,AX) , we h a v e ,  by  t h e

d i m e n s i o n  a x i o m  a n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  A ,

/  «  U H (Aq ,Aq ) = U Aq)(x) , x  e NX**q x  q cpx x  ^  q

T h u s  C11 II (cp^A)x . F ro m  t h e  c o n s t r u c t i o n s  o f  A an d  , we
~ q  x T ~ q

o b s e r v e  t h a t  t h e  tw o  c h a i n  c o m p l e x e s  C** a n d  C a r e  i s o m o r p h i c  i n



. We h a v e

H .  ( X  )  «  H C ( t p * A )  = H .  ( X  ; A )  
+ © '** * ©<p ■""> 1 *  cp

( 1 3 . 3 )  f o l l o w s  f r o m  t h e  e x a c t n e s s  a x i o m  a n d  t h e  f i v e  l em m a.  Th e

n a t u r a l i t y  o f  t h e  I s o m o r p h i s m  i s  o b v i o u s .

N e x t ,  s u p p o s e  t h a t  X i s  I n f i n i t e  d i m e n s i o n a l .  We h a v e  

s e e n  t h a t  i t  s u f f i c e s  t o  p r o v e  t h e  I s o m o r p h i s m  f o r  t h e  a b s o l u t e  c a s e  

F rom t h e  f i r s t  p a r t  o f  t h i s  p r o o f ,  we s e e  t h a t  f o r  an y  f i x e d  i n t e g e r  

q > 0 a n d  a n y  I n t e g e r  n >  q t h e r e  i s  a  c a n o n i c a l  i s o m o r p h i s m  

H (Xn ) pa I? (Xn ;A)  . B u t
q q

eu n n + 1 ~
( 1 3 . 4 )  H (X ; A) pa H (X ; A) R3 . . .  w  H (X ; A) ,q q q cp

we h a v e  a  d i r e c t  s y s t e m  . „
,  i  o io  ♦ 1 * 2 *

( 1 3 . 5 )  H (X ) ------->  H (X )  >  H (X ) ----- >  . . .
q q q

w i t h  i s o m o r p h i s m s  i + f o r  n >  q+1  .

Now, u s e  a x i o m s  1 , 2 ' , 3 , 5 ,  a n d  6 an d  p r o c e e d  a s  i n  [ 8 ]

we g e t  a M a y e i ^ V i e t o r i s  s e q u e n c e

oo n  f  <» n
Un . O  V X > “ 0 V X  }

8 ' \  1 8

H. (y
W i t h  C o k e r  f  = l i m  H (Xn ) . D u a l  t o  t h e  lemma 2 o f  [ 8 ] ,  d e n o t e  t h e

q Q

k e r n e l  o f  f  by  L ' { h  ,(xn)} a n d  c a l l  L '  t h e  d e r i v e d  f u n c t o r
q «  q - 1

o f  l i m  , t h e n  t h e r e  i s  an  e x a c t  s e q u e n c e

0 - 11m Hq(x") - y y  - - 0
a n d  a  s i m i l a r  o n e  f o r  H+ . A p p l y  ( 1 3 . 4 )  a n d  ( 1 3 . 5 ) ,  we h a v e
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CHAPTER V. CO-STACKS OF ABELIAN GROUPS

1 4 .  THE CATEGORY AND THE USUAL HOMOLOGY THEORY

R e c a l l  t h a t  t h e  c a t e g o r y  o f  a b e l i a n  g r o u p s ,  g t j )  , i s  a

c o m p l e t e  G r o t h e n d i e c k  c a t e g o r y  w i t h  a  p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r  Z w h i c h

p l a y s  t h e  r o l e  o f  P  i n  A . ©  h a s  e n o u g h  p r o j e c t i v e s  an d

i n j e c t i v e s .  I t  h a s  a l s o  t h e  p r o p e r t y  AB4 o f  [ 4 ] ,  i . e .  p r o d u c t  o f

a f a m i l y  o f  s h o r t  e x a c t  s e q u e n c e s  i s  a  s h o r t  e x a c t  s e q u e n c e .

L e t  K b e  a  f i x e d  s i m p l i c i a l  s e t .  By t h e  p o i n t w i s e

a r g u m e n t s  f o r  a f u n c t o r  c a t e g o r y ,  we o b s e r v e  t h a t  t h e  c a t e g o r y  o f

c o - p r e s t a c k s  o f  a b e l i a n  g r o u p s ,  , s h a r e s  a l l  t h e  p r o p e r t i e s  o f

d e s c r i b e d  a b o v e .  U = U cr Zn i s  a p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r  o fO € K W

A1 SO j h a s  a l l  t h e  p r o p e r t i e s  o f  ( $  show n i n  t h e

p r e v i o u s  c h a p t e r s .

T h e  c a t e g o r y  o f  c o - s t a c k s  o f  a b e l i a n  g r o u p s ,  (RaBF , h a s

a p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r  U* = N* U ( t  Zn ) . We s h a l l  e x h i b i t
t e NK #

*
h e r e  t h e  s t r u c t u r e  o f  U wh en  K i s  a s i m p l i c i a l  c o m p l e x .  O b s e r v e

6 n
t h a t  f o r  e v e r y  T e NK , t h e  s i m p l i c i a l  map T  :A -• K i s  an i  s o -

n

m o r p h i s m  o f  A° o n t o  AT . T h e r e f o r e  T^ n i s  t h e  c o - s t a c k  o n  K

T n
w i t h  i n t e g r a l  s u p p o r t s  o n  A . I t  f o l l o w s  t h a t  II T Z i s

T  €  Ma  ff

n o r m a l i z e d  a n d  t h e n  U = II • * e  o b s e r v e  a l s o  t h a t
T  € NK w

( t  z n )o  = Z i f  O < T , i . e .  i f  <7 i s  a f a c e  o f  T , and i t  i s
#

z e r o  o t h e r w i s e .  H e n c e ,  f o r  a f i x e d  cr e NK ,

( 1 4 . 1 )  0 * a  = 1It  e  ^  ( V ")<7 -  s  T Z ( T )  ,

w h e r e  Z ( t ) i s  t h e  i n f i n i t e  c y c l i c  g r o u p  g e n e r a t e d  by t h e  s y m b o l  T .
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A h o m o l o g y  t h e o r y  on  (& ) w i t h  c o e f f i c i e n t s  i n  A e 

i s  s a i d  t o  h a v e  l o c a l  c o e f f i c i e n t s  i n  g r o u p s .  We h a v e

T h e o r e m  1 4 . 1 .  T h e r e  i s  a  u n i q u e  h o m o l o g y  t h e o r y  o n

w i t h  l o c a l  c o e f f i c i e n t s  i n  g r o u p s .

The  t h e o r y  I s  d e f i n e d  by  c h a i n  c o m p l e x e s  o f  g r o u p s  o r

by  t h e  g e n e r a l i z e d  t o r s i o n  f u n c t o r  T o r  a s  d i s c u s s e d  b e f o r e .

I n  p a r t i c u l a r ,  wh en  K i s  a  p o i n t ,  we h a v e  

C o r o l l a r y  1 4 . 2 .  ( E i l e n b e r g - S t e e n r o d ) . Th e u s u a l  h o m o l o g y  

o f  s i m p l i c i a l  p a i r s  i s  t h e  o n l y  h o m o l o g y  t h e o r y  w i t h  c o n s t a n t  g r o u p  

c o e f f i c i e n t  s .

1 5 .  THE CATEGORY AND K-MODULES

L e t  be  t h e  f u l l  s u b c a t e g o r y  o f  c o n s i s t i n g  o f

a l l  K - p a i r s  o f  t h e  f o r m  X . We s h a l l  u s e  ( E . t t )  , o r  s i m p l y  E

i f  t h e r e  i s  no  d a n g e r  o f  a m b i g u i t y ,  t o  d e n o t e  an  o b j e c t  i n  (g^ and 

c a l l  ( E , t t )  o r  E  a  K - c o m p l e x .  M o r p h i s m s  o f  a r e  s t i l l  c a l l e d

K - m a p s .

I n  t h i s  s e c t i o n ,  we s h a l l  d e f i n e  t h e  n o t i o n  o f  a 

c o m p l e x  a s  w e l l  a s  t h a t  o f  a K - m o d u l e  a n d  show t h a t  t h e r e  i s  an  

i s o m o r p h i s m  f r o m  t h e  c a t e g o r y  o f  c o m p l e x e s  t o  u n d e r  w h i c h

t h e  c a t e g o r y  o f  K - m o d u l e  i s  i d e n t i f i e d  a s

We o b s e r v e  t h a t  K = ( K, )  i s  a  t e r m i n a l  o b j e c t  o f  (g^

an d  t h a t  t h e  p u l l - b a c k  E |  E '  w i t h

(E £  K ’ ) ^  = f  ( e , e ' ) e  E X E ’ [ rre = r r ’ e ' }

i s  a p r o d u c t  i n  (g^ . H e n c e  g r o u p  o b j e c t s  o f  (g^ c a n  b e  d e f i n e d  a s

u s u a l  a s  f o l l o w s ;
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A n ( a b e l i a n )  g r o u p  o b j e c t  i n  i s  a  K - c o m p l e x  E = ( E , tt)

t o g e t h e r  w i t h  f o u r  K-r aaps

tn: E j  * H E , v :  E -* E ,

u : K - E ,  t :  E |  I  -  K |  E ,

w h e r e  t ( e , e ' )  = ( e ' , e )  , s u c h  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  d i a g r a m s  a r e  

c o m m u t a t i v e :

(E 1 )

(E 2 )

(E  3 )

(E 4 )

8 1 8 I  8
<i>m

(“ )
V

E X E

tn

m V
E

u
>  K

( l . v ?

E E

UX1

E
\

( l f n )

l x u
E E

E

E |  E - > E g E

nr

E

m

An ( a b e l i a n )  g r o u p  o b j e c t  o f  (Ej^ i s  c a l l e d  a  ^ - c o m p l e x .  C l e a r l y ,  

i n  o r d e r  t h a t  E = (E ,tt) i s  a  c o m p l e x  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  tt

i s  o n t o .
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L e t  E -  ( E , tt) b e  a  K - c o m p l e x  s u c h  t h a t  n  i s  o n t o .

F o r  e a c h  ct e K , t h e  s u b s e t  E = tt ^ct o f  E i s  c a l l e d  a s t a l kcr — - —

( o f  E ) o v e r  a .

I f  tt i s  o n t o  a n d  f : (E , tt) -* ( E ' , tt' )  i s  a  K - m a p ,  t h e n

tt' i s  o n t o .  f  c a n  b e  r e g a r d e d  a s  a  f a m i l y  o f  m a p s  f  : E -* E '
c t c t  a

I n d e x e d  by  cr e K , w r i t e  f  = f f  ] .a

We o b s e r v e  t h a t  t h e  c o m m u t a t i v i t y  o f  t h e  d i a g r a m s  ( E l )  ,

(E 2 )  , (E 3 )  a n d  (E 4 )  i m p l i e s  t h a t  o f  t h e  d i a g r a m s  o f  s t a l k s  

(E 1 )  , (E 2) , (E 3 )  a n d  (E 4 )  f o r  e v e r y  a e K . H e n c e ,  i f
CT CT CT O

i  s  a  ® f e -  c o m p l e x ,  e v e r y  E i s  a n  a b e l i a n  g r o u p .  On t h e  o t h e r

s i d e ,  i f  e v e r y  E i s  a n  a b e l i a n  g r o u p  w i t h  g r o u p  o p e r a t i o n s  m ,
U CT

v , u  , t  a n d ,  i f  t h e s e  o p e r a t i o n s  f o r m  f o u r  K - m a p s  m = {m ) ,
CT O’ CT O

v = f v  } . u  = f u  } , t  = f t  } ( i . e .  t h e  o p e r a t i o n s  c o m m u te  w i t h
CT CT CT

i n c i d e n c e  m a p s ) .  T h e n  E i s  a c o m p l e x .  * e  h a v e  t h e  c r i t e r i o n

Lemma 1 5 . 1 .  E = ( E , r r )  i s  a  - c o m p l e x  i f  a n d  o n l y  i f

( M l )  e v e r y  E^ i s  a n  a b e l i a n  g r o u p ,

(M 2)  e v e r y  p ^  i s  a h o m o m o r p h i s m ,  w h e r e  p  i s  an  i n c i ­

d e n c e  map o f  E a n d  p  -  p  ECT 1 CT

P r o o f .  As  we a r g u e d  a b o v e ,  i f  E i s  a ® k  -  c o m p l e x ,  ( M l )

i s  t r u e .  (M 2)  f o l l o w  f r o m

+ *2> ‘ Va'*!''!1 = V t1'!'*!1
= V'Vl'Vi’ = Vl + % e 2  ■

C o n v e r s e l y ,  c o n d i t i o n  (M 1 )  g i v e s  t h e  c o m m u t a t i v i t y  o f  ( E ^ l )  ,

(E 2)  , (E 3 )  a n d  (E 4 )  f o r  e v e r y  ct e K w h i l e  c o n d i t i o n  (M 2)
CT CT CT

i m p l i e s  t h a t  m , v  , u  , an d  t  co m m ute  w i t h  p  f o r  e v e r y  
CT CT CT CT CT J

CT c K . By t h e  a r g u m e n t  p r e c e d i n g  t h e  l em m a,  E i s  a ( Q ^ - c o m p l e x .  

Q . E .D .
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L e t  E an d  E '  b e  tw o  - c o m p l e x e s  A K -h o m o m o r p h i s m

f :  E -* E '  i s  a K-map f :  E -* E ' s u c h  t h a t

m
E |  E ------— — »  E

« 4  \ , t

m1
E'  E '  ------------>  E '  c o m m u t e s .

I t  i s  c l e a r  t h a t

Lemma 1 5 . 2 .  A K-map  f ;  E -• E '  o f  c o m p l e x e s  i s  a

K - h o m o m o r p h i s m  i f  a n d  o n l y  i f  f o r  e v e r y  ct « K , f  = f  E i s  a
CT CT

homomo r p h i s m .

c o m p l e x e s  f o r m  a c a t e g o r y ,  d e n o t e d  by , w i t h

m o r p h i s m s  K - h o m o m o r p h i s m s .

T h e o r e m  1 5 . 3 . i s  i s o m o r p h i c  t o  .

T h i s  f o l l o w s  i m m e d i a t e l y  f r o m  t h e  l em m as  a b o v e .  F o r ,  i f  

E i s  a f t p L - c o m p l e x ,  t h e n  E d e t e r m i n e s  a c o - p r e s t a c k ,  a l s o  d e n o t e d

b y  E , b y  l e t t i n g  Ect = E^ a n d  Eji^ = n  , t h e  c o r r e s p o n d i n g  homo­

m o r p h i s m  o n  E^ . T h e  c o r r e s p o n d e n c e  E E d e t e r m i n e s  t h e

r e q u i r e d  i s o m o r p h i s m  o f  c a t e g o r i e s .

L e t  b e  t h e  s u b c a t e g o r y  o f  c o r r e s p o n d i n g  t o

u n d e r  t h e  i s o m o r p h i s m  an d  c a l l  t h e  o b j e c t s  o f  (fi) K - m o d u l e s .  T h en

t h e o r e m  1 4 . 1  s a y s  t h a t  H i s  t h e  o n l y  h o m o l o g y  t h e o r y  o n
* K

w i t h  c o e f f i c i e n t s  i n  a  K - m o d u l e . When K i s  a p o i n t ,  a K - m o d u l e

i s  r e p r e s e n t e d  by  an  a b e l i a n  g r o u p  a n d  ^NAb^

1 6 .  F IN IT E  K-MODULES

L e t  K b e  a f i x e d  f i n i t e  s i m p l i c i a l  s e t ,  i . e .  o n e  s u c h  t h a t

+
NK i s  a f i n i t e  s e t .  T h e n  U i s  a f i n i t e  c o - p r o d u c t .  C om pute

( ^ A ^ ( U * . A )  « @ P ( U , A )  , A ,
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we h a v e  (U ,A )  fa II g Acr by  ( 4 , 4 ) .  T h i s  i s  i s o m o r p h i c  t o

II Ao s i n c e  NK i s  f i n i t e .  F rom t h i s ,  i t  i s  e a s i l y  v e r i f i e do' c Nil

t h a t  t h e  f u n c t o r  (U , - )  p r e s e r v e s  a r b i t r a r y  c o - p r o d u c t s .  T h i s

*
s a y s  t h a t  U i s  s m a l l .

*
L e t  R d e n o t e  t h e  r i n g  o f  e n d o m o r p h i s m s  o f  U , t h e n  t h e  

a d d i t i v e  g r o u p  o f  R i s

@ F ( U * , U * )  ^ < g ^ ( U , U * )  II w <U*cr) .
CT C  N &

By ( 1 4 , 1 ) ,  we s e e  t h a t  i f  K i s  a s i m p l i c i a l  c o m p l e x  t h i s  i s  

II ^  TZ ( a , T )  , w h e r e  cr,T « NK an d  Z (c r ,T )  i s  t h e  i n f i n i t e  c y c l i c  

g r o u p  g e n e r a t e d  by  t h e  s y m b o l  ( ct, t ) . We o b s e r v e  t h a t  t h e  m u l t i p l i ­

c a t i o n  i n  R i s  d e f i n e d  by

, 0  i f  T ^  T'
( 1 6 . 1 )  ( a , T ) ( T ' , P )  = {

(cr, P ) i f  T = T'  .

Now, f o r  e a c h  A e (NAt)K , (JjfAtj/^U ,A)  c a n  b e  r e g a r d e d  a s  a

+ r  * f
r i g h t  R - m o d u l e  by t h e  c o m p o s i t i o n  U -» U -* A . I n  p a r t i c u l a r ,  

w h e n  A = , t h e  c o n s t a n t  i n t e g e r  c o - s t a c k ,  we h a v e

® F ( U * , Z K) w  IIct g ^ ( O )  

r e g a r d i n g  a s  a r i g h t  R - m o d u l e  by t h e  o p e r a t i o n

, 0 i f  a  jt a '
( 1 6 . 2 )  cr ( a ' , T ) = {

t i f  a  = o ’ .

T h i s  f o r m u l a  d e t e r m i n e s  t h e  way t h a t  R o p e r a t e s .

I d e n t i f y  a s  Oj(Ai)F . T h e n ,  by t h e  w e l l - k n o w n  e m b e d d i n g

t h e o r e m  o f  F r e y d - Q a b r i e l - M i t c h e l l , we h a v e

T h e o r e m  1 6 . 1 .  L e t  K be  a f i n i t e  s i m p l i c i a l  s e t  a n d  l e t  R 

b e  t h e  r i n g  o f  e n d o m o r p h i s m s  o f  U . I f  H  d e n o t e s  t h e  c a t e g o r y  

o f  r i g h t  R - m o d u l e s ,  t h e n  h ^  = Q ^ ( U  , - )  c a n  b e  r e g a r d e d  a s  a



f u n c t o r  f r o m  (5j^ t o  As s u c h ,  i t  i s  a n  e q u i v a l e n c e  o f  c a t e g o r i e

I n  t h e  t h e o r e m  I f  K I s  a s l m p l i c i a l  c o m p l e x ,  R =

II _ Z ( c t , t )  , a  , T c NK , w i t h  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  t a b l e  ( 1 6 . 1 )  a n d  a  s  T

t h e  o p e r a t i o n  r u l e  d e t e r m i n e d  by  ( 1 6 . 2 ) .

Now, l e t  S b e  t h e  i n v e r s e  o f  , i . e .  S i s  a  f u n c t o r  

f  rom « k  t o  6 ^ .  s u c h  t h a t  an t* a r e  *-s o m o r P h i c  t o  t h e

I d e n t i t y  f u n c t o r s  o f  a n d  , r e s p e c t i v e l y .  L e t  T b e  t h e

g e n e r a l i z e d  t e n s o r  f u n c t o r  o n  an d  l e t  T = . T h e n

♦ ft
T i s  c o - c o n t i n u o u s .  ThUB, by  a  t h e o r e m  o f  E i l e n b e r g - W a t t s ,  T

i s  i s o m o r p h i c  t o  a  t e n s o r  f u n c t o r .  P r e c i s e l y ,

( 1 6 . 3 )  T* eg ^ 8  M* ,
R

* *
w h e r e  X = T R i s  r e g a r d e d  a s  a l e f t  R - m o d u l e  v i a  t h e  c o m p o s i t e  

o f  t h e  R - h o m o m o r p h i s m s
*

~ l e f t  m u l t i p l i c a t i o n  . . T ,  * * .
( 1 6 . 4 )  R ---------------------- --------------->  Horn ( R , R )  -  Hom(M ,M ) .

R

Th e d e t a i l s  c a n  b e  f o u n d  i n  [ l ] ,

*
We o b s e r v e  t h a t  i f  K i s  a s l m p l i c i a l  c o m p l e x ,  M =

TU II _ T ( t  Z11) = II I T Z ( t  ) i s  I n d e e d  a l e f t  R - m o d u l e  w i t h  
T e H I  #  T 8 I®

t h e  o p e r a t i o n

r 0 i f  T '  ^  T
( 1 6 . 5 )  (er,T ' ) t = i

T i f  T '  = T .

T h e o r e m  1 6 . 2 . L e t  T o r  d e n o t e  t h e  l e f t  d e r i v e d  f u n c t o r

K R ft
o f  T , t h e n  T o r  A i s  n a t u r a l l y  i s o m o r p h i c  t o  T o r  (h^A ,M ) f o r

e ve  r y  A c  (5 ^  .

P r o o f .  I n  t h e  d i a g r a m
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S h ^  1 b i s o m o r p h i c  t o  t h e  i d e n t i t y  f u n c t o r  o f  h a v e

T ^  TSh = T* h  . By ( 1 6 . 3 )  t h e r e  i s  a n a t u r a l  i s o m o r p h i s m  TA

w h i c h  e x t e n d s  t o  a n a t u r a l  i s o m o r p h i s m

K R *
( 1 6 . 6 )  T o r  A bs T o r  (hA,M ) t w h e r e  h  = h ^  .

T h e  p r o o f  i s  c o m p l e t e .

(h A)  ® M* 
R



43

BIBIOQRAPHY

[ 1 ]  H. B a s s ,  C a t e g o r i e s  o f  m o d u l e s ,  T o  a p p e a r .

[ 2 ]  E .  E i l e n b e r g  a n d  N . S t e e n r o d ,  F o u n d a t i o n s  o f  a l g e b r a i c  t o p o l o g y , 

P r i n c e t o n ,  1 9 5 2 .

[ 3 ]  P .  F r e y d ,  A b e l i a n  c a t e g o r i e s , H a r p e r  a n d  Row, New Y o r k ,  1 9 6 4 .

[ 4 ]  A. G r o t h e n d i e c k , S u r  q u e l q u e s  p o i n t s  d ' a l g e b r e  h o m o l o g i q u e ,  

T o h o k u  M a t h .  J . ,  9 ( 1 9 5 7 ) ,  1 1 9 - 2 2 1 .

[ 5 ]  A. H e l l e r ,  H o m o l o g i c a l  a l g e b r a  i n  a b e l i a n  c a t e g o r i e s ,  A n n .  o f  

M a t h . ,  68  ( 1 9 5 8 ) ,  4 8 4 - 5 2 5 .

[ 6 ]  0 .  A.  L a u d a 1 ,  S u r  l e s  l i m i t e s  p r o j e c t l v e s  e t  l n d u c t l v e s , A n n .  

S c l e n t .  E c .  No rm .  S u p . ,  8 2  ( 1 9 6 5 ) ,  2 4 1 - 2 9 6 .

[ 7 ]  S .  M a c l a n e ,  H o m o l o g y , A c a d e m i c  P r e s s  I n c . ,  New Y o r k ,  1 9 6 3 .

[ 8 ]  J .  M l l n o r ,  On a x i o m a t i c  h o m o l o g y  t h e o r y , P a c i f i c  J .  M a t h . ,  12  

( 1 9 6 2 ) ,  3 3 7 - 3 4 1 .

[ 9 ] E .  S p a n l e r ,  H i g h e r  o r d e r  o p e r a t i o n s ,  T r a n s .  A m er .  M a t h .  S o c . ,

10 9  ( 1 9 6 3 ) ,  5 0 9 - 5 3 9 .

[ 1 0 ]  E.  S p a n i e r  a n d  J ,  H. C. W h i t e h e a d ,  T h e  t h e o r y  o f  c a r r i e r s  an d  

S - t h e o r y , A l g e b r a i c  G e o m e t r y  a n d  T o p o l o g y ,  P r i n c e t o n  ( 1 9 5 7 ) ,  

3 2 9 - 3 6 0 .



44

AUTOBIOGRAPHICAL STATEMENT

Y u h - c h i n g  C h e n  w a s  b o m  o n  May 2 0 ,  1 9 3 0  i n  P u t i e n ,  F u t i e n ,  

C h i n a .  He c o m p l e t e d  h i s  p r i m a r y  a n d  s e c o n d a r y  e d u c a t i o n  i n  P u t i e n .

He e n t e r e d  T a i w a n  N o r m a l  U n i v e r s i t y ,  T a i p e i ,  T a i w a n  i n  1 9 4 8 ,  

g r a d u a t i n g  w i t h  B . E d .  i n  m a t h e m a t i c s  i n  1 9 5 3  a f t e r  a o n e  y e a r  

t e a c h i n g  p r a c t i c e  a t  C h e n g  Kwoun H i g h  S c h o o l ,  T a i p e i .  F ro m  1 9 5 3  t o  

1 9 5 9  h e  w a s  a f u l l - t i m e  t e a c h i n g  a s s i s t a n t  a t  T a i w a n  N o r m a l  U n i v e r s i t y .  

He w a s  m a r r i e d  t o  M i s s  J a n e  Yun H u a n g  i n  1 9 5 5 .  T h e y  h a d  t h e i r  f i r s t  

c h i l d  S h w u - m i n g ,  a  g i r l ,  o n  N o v e m b e r  1 5 ,  1 9 5 6 .  T h e i r  s o n  Y i e —m i n g  w a s  

b o r a  o n  A p r i l  1 6 ,  1 9 5 8 .

He t a u g h t  a t  N a n y a n g  U n i v e r s i t y ,  S i n g a p o r e  f r o m  1 9 5 9  t o  

1 9 6 0 ,  a n d  s p e n t  t h e  n e x t  y e a r  a t  P e i  Y u a n  H i g h  S c h o o l ,  K a m p a r ,  M a l a y a  

a s  a v i s i t i n g  t e a c h e r .  F r o m  1 9 6 2  t o  1 9 6 4  h e  w a s  a t e a c h i n g  a s s i s t a n t  

a t  U n i v e r s i t y  o f  I l l i n o i s ,  r e c e i v i n g  h i s  M .S .  i n  M a t h e m a t i c s  i n  1 9 6 3  

a n d  b e c o m i n g  a  P h . D .  c a n d i d a t e  i n  1 9 6 4 .  T h e  n e x t  y e a r  h e  w a s  a n  

a s s i s t a n t  p r o f e s s o r  a t  t h e  U n i v e r s i t y  o f  M i n n e s o t a ,  M o r r i s .  He w a s  

a d m i t t e d  t o  T h e  C i t y  U n i v e r s i t y  o f  New Y o r k  i n  J u n e ,  1 9 6 5  t o  c o m p l e t e  

h i s  d e g r e e  u n d e r  h i s  f o r m e r  a c a d e m i c  a d v i s o r .  He i s  a  m e m b e r  o f  t h e  

A m e r i c a n  M a t h e m a t i c a l  S o c i e t y .


