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C h a p t e r  0 .

B a c k g r o u n d  a n d  M o t i v a t i o n  

L e t  X b e  a  s m o o t h  a l g e b r a i c  v a r i e t y  d e f i n e d  o v e r  t h e

f i n i t e  f i e l d  w i t h  q = p  e l e m e n t s ,  w h e r e  p i s  a  p r i m e

i n t e g e r .  T h e  z e t a  f u n c t i o n  Z ( X , t )  a s s o c i a t e d  t o  X i s

d e f i n e d  b y
00 N

Z ( X , t )  = e x p (  E —— t S ) .
s  = l  s

T h i s  i s  a  f o r m a l  p o w e r  s e r i e s ,  w h e r e  Ng i s  t h e  n u m b e r  o f  

F -  r a t i o n a l  p o i n t s  o f  X . T h i s  d e f i n i t i o n  h a s  a  l o n g
q s

h i s t o r y  ( s e e  K a t z  [ 9  ] ) .  An i m p o r t a n t  t y p e  o f ' a l g e b r a i c  

v a r i e t i e s  a r e  a b e l i a n  v a r i e t i e s .

D e f i n i t i o n . ( L a n g  [ 103 » M u m f o r d  [ 1 4 ] ,  W e i l  [ 2 6 ] ) *  An 

a b e l i a n  v a r i e t y  i s  a  c o m p l e t e  p r o j e c t i v e  v a r i e t y  w i t h  a l g e b r a i c  

g r o u p  l a w .

To a n  a b e l i a n  v a r i e t y  X we c a n  a s s o c i a t e  a  Q ^ - v e c t o r  

s p a c e ,  w h e r e  i s  t h e  f i e l d  o f  £ - a d i c  r a t i o n a l s  ( w i t h o u t

f u r t h e r  m e n t i o n  we a s s u m e  t h a t  X i s  d e f i n e d  o v e r  I  a n d
q .

t h a t  £ i s  a  p r i m e  n u m b e r ,  £ # p ) . F o r  e a c h  p o s i t i v e  i n t e g e r

n > l  , l e t  X = { x e X | £ n x = 0 }  . T h e r e  i s  a  map £ :  X - ->■ X
£ n fcn + 1  l n

£
w h i c h  s e n d s  x  £x  . F o r m  t h e  s e q u e n c e  . . .  X -  > X

£ £ n
£ > X ,  > . . .  -------> X„ a n d  t a k e  t h e  i n v e r s e  l i m i t  o f

i " - 1 *
2 et h i s  d i a g r a m ,  T ^ ( X )  = l ^ m  X . T h e n  T^X = Z ^6 w h e r e

n £

g = d i mX , s i n c e  X = ( Z / £ n Z ) 2 g  . L e t  V^X = T^X fi = ®2g
• ^  Z £

V 0 i s  a  f u n c t o r  s i n c e  m o r p h i s m s  o f  a b e l i a n  v a r i e t i e s  p r e s e r v e

t o r s i o n .
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I n  c h a r a c t e r i s t i c  p we  h a v e  t h e  F r o b e n i u s  m o r p h i s m

w h i c h  s e n d s  a  p o i n t  x  t o  x ^  ( r a i s e  e a c h  c o o r d i n a t e  t o  t h e  

t  hq p o w e r )  . C a l l  t h i s  map  it . T h e  a c t i o n  o f  ir o n  X
X X

p a s s e s  b y  f u n c t o r i a l i t y  t o  a n  a c t i o n  o n  V£ ( X)  a s  a  “

l i n e a r  m a p .  L e t  f  ( T )  d e n o t e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  p o l y n o m i a lA

o f  ° n ^ ' ^ u r  P o:*-n t  d e p a r t u r e  i s  f r o m  t w o

f u n d a m e n t a l  r e s u l t s  o f  T a t e  a n d  H o n d a .  F r o m  n o w o n  l e t  k  

b e  t h e  f i e l d  I
q

D e f i n i t i o n : I f  A a n d  B a r e  a b e l i a n  v a r i e t i e s  d e f i n e d  o v e r

k , t h e n  a  m o r p h i s m  q :  A-*-B i s  c a l l e d  a n  i s o g e n y  i f  q i s  

s u r j e c t i v e  a n d  h a s  a  f i n i t e  k e r n e l .

I t  i s  a  f a c t  t h a t  i f  <j): B-*\A i s  a n  i s o g e n y ,  t h e n  t h e r e  

e x i s t s  a n  i s o g e n y  ¥ :  B+A ( W a t e r h o u s e  a n d  M i l n e  [ 2 5 ] ,  p . 5 4 ) .  

T h e r e f o r e ,  t h e  r e l a t i o n  o f  i s o g e n y  i s  a n  e q u i v a l e n c e  r e l a t i o n  

o n  t h e  s e t  o f  a b e l i a n  v a r i e t i e s  o v e r  k  . T h e  e q u i v a l e n c e  

c l a s s e s  a r e  c a l l e d  i s o g e n y  c l a s s e s .

I f  k  i s  a n  a l g e b r a i c  c l o s u r e  o f  k  a n d  ffi i s  t h e  

G a l o i s  g r o u p  o f  k / k  , t h e n  V£ X i n h e r i t s  a  ( E - a c t i o n ,  s i n c e  

t h e  e l e m e n t s  o f  (E p r e s e r v e  t o r s i o n .  By f u n c t o r i a l i t y  o f  

V£ t h e r e  e x i s t s  a  map

Horn ( A , B) flz  (Q£ -------> Homffi( V £A , V £ B) .

T a t e ' s  t h e o r e m  ( T a t e  [ 2 2 ] )  s t a t e s  t h a t  t h i s  map  i s  a  b i j e c t i o n .  

T a t e ' s  t h e o r e m  a l l o w s  u s  t o  c o n n e c t  t h e  F r o b e n i u s  a c t i o n  o n  

V£ (X)  w i t h  t h e  z e t a  f u n c t i o n  o f  X b e c a u s e  o f  t h e  

C o r o l l a r y : ( T a t e  [ 2 2 ] ,  W a t e r h o u s e  a n d  M i l n e  [ 2 5 ] ) .  I f  A

a n d  B a r e  a b e l i a n  v a r i e t i e s  o v e r  k  , t h e n  t h e  f o l l o w i n g
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a r e  e q u i v a l e n t :

( 1 )  A i s  i s o g e n o u s  t o  B .

( 2 )  V i s  i s o m o r p h i c ,  a s  a  ( E - m o d u l e ,  t o

V^B f o r  s o m e  I  ^  p .

( 3 )  f A ( T )  = f  B ( T )  .

( 4 )  Z ( A , T ) = Z ( B , T )  .

T h e  z e t a  f u n c t i o n  Z ( A , T )  i s  r e l a t e d  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c

p o l y n o m i a l  t h r o u g h  t h e  f i x e d  p o i n t s  o f  t h e  F r o b e n i u s  .

C o n s i d e r  it. -  1 . :  A->-A . N , t h e  n u m b e r  o f  I  -  r a t i o n a lA A s  qS

p o i n t s  o f  A , e q u a l s  t h e  n u m b e r  o f  p o i n t s  o f  t h e  k e r n e l  o f

s sTr^ -  1 ^  . I f  we  c a n  d e s c r i b e  d e g C i r ^ -  1 ^ )  , t h e  d e g r e e  o f
g

t h e  map tt̂ -  1 ^ ,  f o r  a l l  s  , we  w i l l  r e c o v e r  Z ( A , T )  . T h e

r e m a r k a b l e  f a c t  t h a t  a l l o w s  u s  t o  d o  t h i s  i s

P r o p o s i t i o n : ( M u m f o r d  [ 1 4 ] ) .  d e g ( 7rA~ 1 ^ )  = f ^ C l )  = t t ( I - q u )

w h e r e  a .  a r e  t h e  c o m p l e x  r o o t s  o f  f . ( T )  . M o r e  g e n e r a l l y ,
1  A

d e g  ( 'n’A~ ! a ) = T T ( l - a ® )  .
i

We s e e  t h a t  t h e  r o o t s  o f  f ^ ( T )  = 0 , w h i c h  a r e  t h e

e i g e n v a l u e s  o f  » d e t e r m i n e  Ng f o r  s  = l , 2 ...............

T h i s  s e q u e n c e ,  i n  t u r n ,  d e t e r m i n e s  Z ( A , T )  . C o n v e r s e l y ,

Z ( A , T )  d e t e r m i n e s  t h e  s e t  {N } w h i c h  g i v e s  t h e  n u m b e r ss
s  sT r ( l - a . )  . I t  i s  t h e n  s e e n  t h a t  t h e  v a l u e s  7r ( l - a . )  f o r

i  1 i
f i n i t e l y  m a n y  s  d e t e r m i n e  t h e  s e t  { o u }  .

An a b e l i a n  v a r i e t y  A i s  c a l l e d  e l e m e n t a r y  o r  s i m p l e  

i f  A h a s  n o  n o n t r i v i a l  s u b v a r i e t i e s .

P r o p o s i t i o n . ( W e i l  [ 2 6 ] ,  M u m f o r d  [ 1 4 ] ) .  L e t  A b e  e l e m e n t a r y  

o v e r  k  . E n d ( A )  d e n o t e s  t h e  r i n g  o f  e n d o m o r p h i s m s  o f  A ,
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E n d ° ( A )  = End  (A)  • T h e n  E n d ° ( A )  i s  a  d i v i s i o n  a l g e b r a

w i t h  c e n t e r  QCir^)  . E v e r y  e m b e d d i n g  o f  Qj ( ) i n  (C h a s
. Jg

a b s o l u t e  v a l u e  |tt̂  | = q . I f  X i s  a  r o o t  o f  f ^ ( T )  ,

t h e n  | X [ =  . f ^ ( T )  i s  o f  t h e  f o r m  m ^ ( T ) n  w h e r e  m ^ ( T )

i s  m o n i c ,  d e f i n e d  o v e r  Z a n d  i r r e d u c i b l e  o v e r  Q . H e n c e  a  

r o o t  o f  f ^ ( T )  i s  a n  a l g e b r a i c  i n t e g e r .

D e f i n i t i o n : An a l g e b r a i c  i n t e g e r  w i s  c a l l e d  a  q - W e i l

n u m b e r  i f  |w j  = q 2 i n  a n y  c o m p l e x  e m b e d d i n g ,  w h e r e  q i s  a 

p o w e r  o f  a  p r i m e  p .

W h a t  we h a v e  s e e n  s o  f a r  i s  t h a t  f o r  A e l e m e n t a r y ,  

d e t e r m i n e s  f ^ ( T )  w h i c h  d e t e r m i n e s  a  c o n j u g a c y  c l a s s  o f  

q - W e i l  n u m b e r s .  T a t e ' s  t h e o r e m  t e l l s  u s  t h a t  a n y  a b e l i a n  

v a r i e t y  o v e r  k  w h i c h  i s  i s o g e n o u s  t o  A d e t e r m i n e s  t h e  s a m e  

c o n j u g a c y  c l a s s  o f  W e i l  n u m b e r s .  C o n v e r s e l y ,  i f  t w o  e l e m e n ­

t a r y  a b e l i a n  v a r i e t i e s  d e t e r m i n e  t h e  s a m e  c o n j u g a c y  c l a s s  o f  

q - W e i l  n u m b e r s ,  T a t e ' s  t h e o r e m  i m p l i e s  t h a t  t h e y  a r e  i s o g e n o u s .  

H e n c e  we  h a v e  a  map f r o m  t h e  s e t  o f  k - i s o g e n y  c l a s s e s

o f  k - e l e m e n t a r y  a b e l i a n  v a r i e t i e s  t o  t h e  s e t  o f  c o n j u g a c y  

c l a s s e s  o f  q - W e i l  n u m b e r s ,  a n d  T a t e ' s  t h e o r e m  i m p l i e s  t h a t  

t h i s  map  i s  i n j e c t i v e .  F u r t h e r m o r e ,  we  h a v e

T h e o r e m : ( H o n d a  [ 7  ] ,  T a t e  [ 2 3 ] ) -  G i v e n  a  c o n j u g a c y  c l a s s

{w^ }  o f  q - W e i l  n u m b e r s ,  t h e r e  e x i s t s  a n  i s o g e n y  c l a s s  I  

o f  k - e l e m e n t a r y  a b e l i a n  v a r i e t i e s  s u c h  t h a t  i f  A e l  , t h e n  

f . ( T )  h a s  p r e c i s e l y  t h e  s e t  { w . } a s  i t s  r o o t s .
A  X

We s e e  i m m e d i a t e l y  t h a t  t h i s  t h e o r e m ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  

a b o v e  r e m a r k s ,  g i v e s  u s  a  o n e - t o - o n e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  t h e  

s e t  o f  k - e l e m e n t a r y  a b e l i a n  v a r i e t i e s  a n d  c o n j u g a c y  c l a s s e s



5 .

o f  q - W e i l  n u m b e r s .

We w o u l d  l i k e  t o  b r i e f l y  s k e t c h  H o n d a ' s  p r o o f  o f  t h e  

l a s t  t h e o r e m  i n  o r d e r  t o  m o t i v a t e  o u r  p r o b l e m .  O u r  r e f e r e n c e

h e r e  i s  H o n d a ' s  p a p e r  [ 7  ] .  H o n d a  w o r k s  n o t  o n l y  w i t h  W e i l

n u m b e r s ,  b u t  w i t h  w h a t  h e  c a l l s  i d e a l s  o f  t y p e  ( A 0 ) .  T h e s e

a r e  i d e a l s  I  i n  a  s u i t a b l e  r i n g  o f  a l g e b r a i c  i n t e g e r s
_ 0" Q 0 /  3 \ . _ Q .

h a v i n g  t h e  p r o p e r t y  t h a t  * * = (P ) w h e r e  I  i s  a

c o n j u g a t e  o f  I  a n d  p i s  c o m p l e x  c o n j u g a t i o n .  We w i l l

c a l l  t h e s e  W e i l  i d e a l s  , t h e  a n a l o g y  w i t h  W e i l  n u m b e r s  b e i n g

c l e a r .  L e t  k  d e n o t e  a n  a l g e b r a i c  c l o s u r e  o f  k = I q > w h e r e  

q = p a  . I f  w^ a n d  w^ a t e  q - W e i l  n u m b e r s ,  s a y  t h a t  w^ 

i s  p q m 'v a  i P n t  t o  w2 * w ^ w ^  i f  w” 1 i s  c o n j u g a t e  t o  w£ 2 

f o r  s o m e  p o s i t i v e  i n t e g e r s  n 1 a n d  n 2 . N o t e  t h a t  i f  w 

i s  a  q - W e i l  n u m b e r ,  a n d  £; i s  a n  N t h  r o o t  o f  u n i t y ,  t h e n  

w - ? w  . T h e  s a m e  d e f i n i t i o n  a p p l i e s  t o  W e i l  i d e a l s .  We h a v e  

m a p s  { k - i s o g e n y  c l a s s e s  o f  k - s i m p l e  a b e l i a n  v a r i e t i e s

o v e r  k )  -*■ { e q u i v a l e n c e  c l a s s e s  o f  q - W e i l  n u m b e r s  a n d  

$ q : { k - i s o g e n y  c l a s s e s  o f  k - s i m p l e  a b e l i a n  v a r i e t i e s  o v e r  

k )  +  { c o n j u g a c y  c l a s s e s  o f  q - W e i l  n u m b e r s ) .

H o n d a  p r o v e s  t h a t  $ i s  s u r j e c t i v e .  T h e  s u r j e c t i v i t y  o f  

t h e  map <I>̂  f o l l o w s  f r o m  t h a t  o f  $ b y  a  d e s c e n t  a r g u m e n t .

An i m p o r t a n t  p a r t  o f  H o n d a ' s  p r o o f  i s  u n d e r s t a n d i n g  t h e  

r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  W e i l  n u m b e r s  a n d  W e i l  i d e a l s .  I t  i s  

c l e a r  t h a t  a n y  W e i l  n u m b e r  g e n e r a t e s  a  W e i l  i d e a l .  I t  i s  n o t  

s o  c l e a r  t h a t  t h e  c o n v e r s e  i s  t r u e ,  i . e . ,  t h a t  a n y  W e i l  i d e a l  

i s  g e n e r a t e d  b y  a  W e i l  n u m b e r  ( H o n d a ,  T h . l ) .  T h u s ,  t h e r e  i s  

a  b i j e c t i v e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  { e q u i v a l e n c e  c l a s s e s  o f
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q - W e i l  n u m b e r s }  a n d  { e q u i v a l e n c e  c l a s s e s  o f  q - W e i l  i d e a l s } .  

H o n d a  a l s o  p r o v e s  ( H o n d a  [ ] ,  T h . 2 ,  p .  8 7 )

P r o p o s i t i o n } G i v e n  a  W e i l  i d e a l  I  , t h e r e  i s  a  C M - t y p e

( F ,  {<}>.}) s u c h  t h a t> l

( a )  F i s  a  C M - f i e l d  n o r m a l  o v e r  0}

( b )  F o r  a  p r i m e  d i v i s o r  P o f  p i n  F ,

we h a v e
¥I  ~ 7T P i

i

w h e r e  ¥.=<(>. ^ . F o r  d e f i n i t i o n  a n d  f a c t s  a b o u t  C M - t y p e s ,I I

C M - f i e l d s ,  e t c . ,  s e e  S h i m u r a - T a n i y a m a  [ 2 0 ] ,  a n d  L a n g  [ l l  ] .

O n c e  a  C M - t y p e  i s  a s s o c i a t e d  t o  a  W e i l  i d e a l  I  , S h i m u r a -  

T a n i y a m a  t e l l s  u s  t h a t  we  c a n  a s s o c i a t e  a n  a b e l i a n  v a r i e t y  

d e f i n e d  o v e r  a n  a l g e b r a i c  n u m b e r  f i e l d  h a v i n g  t h a t  C M - t y p e  

( S h i m u r a - T a n i y a m a  [ 2 0 ] ,  T h e o r e m s  2 a n d  3 ,  p . 4 5 - 4 6 ) .  H o n d a  

t h e n  r e d u c e s  t h i s  a b e l i a n  v a r i e t y  a t  a  p r i m e  d i v i s o r  o f  

p i n  F , a n d  s h o w s  t h a t  t h e  C M - t y p e  c a n  b e  c h o s e n  s o  t h e  

r e d u c t i o n  i s  s i m p l e  a n d  h a s  F r o b e n i u s  e l e m e n t  w h i c h  g e n e r a t e s  

t h e  e q u i v a l e n c e  c l a s s  o f  I  .

O n c e  t h e  s u r j e c t i v i t y  o f  $ h a s  b e e n  p r o v e n ,  t h e  s u r j e c t -  

i v i t y  o f  i s  s h o w n  b y  u s i n g  a  d e s c e n t  a r g u m e n t  t h a t  r u n s

a s  f o l l o w s .  I f  w i s  a  q - W e i l  n u m b e r ,  l e t  I  = (w)  b e

t h e  a s s o c i a t e d  q - W e i l  i d e a l .  T h e n  t h e r e  i s  a  C M - t y p e

( F , { ( ( ) ^ } )  a n d  a  p r i m e  P l y i n g  a b o v e  p s u c h  t h a t  i f  B i s  

a n  a b e l i a n  v a r i e t y  o f  t y p e  ( F , { cJk } ) ,  a n d  B i s  B r e d u c e d  

a t  P , t h e r e  i s  eF w h i c h  g i v e s  t h e  F r o b e n i u s  e n d o m o r ­

p h i s m  o f  B . w may  n o t  e q u a l  w , b u t  w ~ w , s o  t h e r eo o
V Ve x i s t s  a n  i n t e g e r  v  s u c h  t h a t  wq i s  c o n j u g a t e  t o  w
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B a s e  c h a n g e  t h e  g r o u n d  f i e l d  o f  B t o  E a n d  l e t
q

A = B fij, I ^ . T h e r e  i s  a n  i m b e d d i n g  o f  QJ ( wV) i n t o
q q

Endj ,  (A)  fl 0) m a p p i n g  wV t o  t h e  F r o b e n i u s  e n d o m o r p h i s m  o f
q

A . T h i s  o b s e r v a t i o n  r e d u c e s  t h e  s u r j e c t i v i t y  p r o b l e m  t o  a  

d e s c e n t  p r o b l e m  f o r  a  f i n i t e  e x t e n s i o n .  H o n d a  a p p l i e s  t h e  

n o r m  c o n s t r u c t i o n  ( W e i l  [ 2 8 ] ,  o r  n e x t  s e c t i o n )  t o  A 

r e l a t i v e  t o  t h e  f i e l d  e x t e n s i o n  I /E . T h i s  d e s c e n d s  t h e
qv q

f i e l d  o f  d e f i n i t i o n  t o  E . H o n d a  t h e n  s h o w s  t h a t  w
q

a p p e a r s  a s  a  c h a r a c t e r i s t i c  r o o t  o f  F r o b e n i u s  a c t i n g  o n  t h e  

n o r m .  I n  f a c t ,  w m u l t i p l i e d  b y  a l l  t h e  V t h  r o o t s  o f

u n i t y  o c c u r  a s  c h a r a c t e r i s t i c  r o o t s .  O u r  f i r s t  p r o b l e m  i s  

t o  d e s c r i b e  t h e  i s o m o r p h i s m  c l a s s e s  o f  t h e s e  o t h e r  " t w i s t e d "  

W e i l - n u m b e r s  r e l a t i v e  t o  t h e  i s o g e n y  t y p e  d e t e r m i n e d  b y  w .



C h a p t e r  1

M u l t i p l y i n g  W e i l  N u m b e r s  b y  R o o t s  o f  U n i t y  

L e t  w b e  a  q - W e i l  n u m b e r  f o r  t h e  k - e l e m e n t a r y  a b e l i a n  

v a r i e t y  A a n d  l e t  g b e  a n  Nt k - r o o t  o f  u n i t y .  £w s a t i s ­

f i e s  | s w |  = | w | = q '5 . T h e r e f o r e ,  b y  H o n d a ' s  t h e o r e m ,  w

d e t e r m i n e s  a n  i s o g e n y  c l a s s  o f  a  k - e l e m e n t a r y  a b e l i a n  

v a r i e t y .  O u r  p r o b l e m  i s  t o  e x p l i c i t l y  d e s c r i b e  t h i s  i s o g e n y  

c l a s s .  We f i r s t  b r i e f l y  r e v i e w  a n  a l g e b r a i c - g e o m e t r i c  c o n ­

s t r u c t i o n  c a l l e d  d e s c e n d i n g  t h e  f i e l d  o f  d e f i n i t i o n  o r  n o r m  

( W e i l  [ 2 7 ] , [ 2 8 ] ;  G r o t h e n d i e c k  [ 5  ] ) .  G i v e n  a  m o r p h i s m  o f  

r i n g s  R-+-S , we c a n  map  R - s c h e m e s  t o  S - s c h e m e s  b y  t a k i n g  t h e  p u l l ­

b a c k  a l o n g  S p e c S  -*■ S p e c R  . T h i s  o p e r a t i o n  i s  f u n c t o r i a l .

We w i l l  d e n o t e  i t  b y  S a n d  c a l l  i t  b a s e  c h a n g e .  T h e
— R

n o r m  f u n c t o r ,  w r i t t e n  ^ g / R  , i s  t h e  r i g h t  a d j o i n t  t o  b a s e

c h a n g e  ( i f  t h i s  a d j o i n t  e x i s t s ) .  T h a t  i s ,  i f  Y i s  a n

R - s c h e m e  a n d  X i s  a n  S - s c h e m e ,  t h e r e  i s  a  n a t u r a l  ( i n  X

a n d  Y) b i j e c t i v e  c o r r e s p o n d e n c e .

Horn (Y fl S , X )  — Horn ( Y , N  . X ) .  G r o t h e n d i e c k  [ 5  ] h a s  
o R K S /  R

s h o w n  t h a t  t h e  n o r m  e x i s t s  i f  R->-S i s  f l a t  a n d  p r o p e r .  I n  

p a r t i c u l a r ,  t h e  n o r m  e x i s t s  i f  R->-S i s  a  f i e l d  e x t e n s i o n .  

P r o p o s i t i o n  1 . I f  k ' / k  i s  a n  e x t e n s i o n  o f  f i n i t e  f i e l d s  o f

d e g r e e  N a n d  X i s  a n  a b e l i a n  v a r i e t y  d e f i n e d  o v e r  k 1 , 

t h e n  a n  a b e l i a n  v a r i e t y  d e f i n e d  o v e r  k  a n d

<Nk ' / k X>flk  k ’ -  I  X § i  

w h e r e  G = { g ^ , . . . , g N } i s  t h e  G a l o i s  g r o u p  o f  k ' / k  a n d

8 iX i s  t h e  p u l l b a c k  o f  X a l o n g  t h e  a u t o m o r p h i s m

8
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g ± : k* ------ > k '  .

P r o o f : L e t  Y = N ^ , y ^ X  i n  t h e  a b o v e  a d j o i n t n e s s  r e l a t i o n ;

Homk , ( N f c l / k X fik  k ' . X )  -  Homk (Nk , / k X >Nk , / k X) . T a k i n g  t h e

p r e i m a g e  o f  i d . ,  b y  t h i s  b i j e c t i o n  g i v e s  a  m o r p h i s m
k ' /  k

N k ' / k ^  k ' X . By n a t u r a l i t y ,  t h i s  m o r p h i s m  h a s  t h e  

u n i v e r s a l  p r o p e r t y  t h a t  i f  Z i s  a  v a r i e t y  o v e r  k  a n d  

Z ®k  k ' -*■ X i s  a  m o r p h i s m  o v e r  k '  , t h e r e  e x i s t s  a  u n i q u e  

m o r p h i s m  Z -*■ s u c h  t h a t  A &k k '  -*■ Nk , ^ k X fik  k '

y i e l d s  t h e  f o l l o w i n g  c o m m u t a t i v e  d i a g r a m :

-> X
■n

N Z H k '

T h i s  p r o p e r t y  c h a r a c t e r i z e s  t h e  f u n c t o r  u n i q u e l y  u p t o

i s o m o r p h i s m .  S i n c e  k ' / k  i s  G a l o i s ,  we h a v e  b y  t h e  n o r m a l

b a s i s  t h e o r e m ,  k '  6&k k ' -> 7T k ' i n d e x e d  o v e r  t h e  n u m b e r  
i

o f  e l e m e n t s  o f  G . T h e r e f o r e  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  c o m m u t a ­

t i v e  d i a g r a m  o f  s p e c t r a

S p e c ( T T k ' )  = S p e c ( k |  ®k k ' )

S p e c  k '

S p e c  k 1

S p e c  k

By p u l l i n g  b a c k ,  we  g e t  t h e  f o l l o w i n g  c o m m u t a t i v e  d i a g r a m

TT X

1 I
g i

S p e c  ( k  1 fi»k  k  ' )

-> X

I^  S p e c ( k 1)
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I t  i s  t h e n  a n  e a s y  d i a g r a m  c h a s e  t o  v e r i f y  t h a t  t h e  map 

8 i7r X X s a t i s f i e s  t h e  r e q u i r e d  u n i v e r s a l  p r o p e r t y ,
i

Now l e t  A b e  a  k - e l e m e n t a r y  a b e l i a n  v a r i e t y  i n  t h e

i s o g e n c y  c l a s s  d e t e r m i n e d  b y  w . We f o r m  a n o t h e r  a b e l i a n

£ hv a r i e t y  a s  f o l l o w s .  I f  £ i s  a n  N r o o t  o f  u n i t y ,  l e t  

k ' / k  b e  t h e  e x t e n s i o n  o f  d e g r e e  N . R a i s e  t h e  f i e l d  o f  

d e f i n i t i o n  o f  A t o  k '  ; l e t  A '  = A ^ ' • L o w e r  t h e  

f i e l d  o f  d e f i n i t i o n  b y  t a k i n g  t h e  n o r m  d o w n  t o  k ; l e t  

B = N ^ , ^ A ' .  We c o m p a r e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  p o l y n o m i a l s

f  , f  , o f  t h e  F r o b e n i i  a c t i n g  o n  B a n d  A '  r e s p e c t i v e l y .
a A

NS i n c e  B b e c o m e s  i s o m o r p h i c  t o  t h e  N - f o l d  p r o d u c t  A '

o v e r  k 1 , t h e  d i m e n s i o n  o f  B e q u a l s  N * ( d i m A ) .  H e n c e  t h e

d e g r e e  o f  t h e  p o l y n o m i a l  f  ( T )  i s  2 N * ( d i m A )  ( M u m f o r d  [ ] ) .
B

NC o n s i d e r  t h e  p o l y n o m i a l  f  , (T ) . I t s  d e g r e e  i s  a l s on

2 N • ( d i m A )  .

P r o p o s i t i o n  2 . f g ( T )  = f ^ , ( T ^ )  .

P r o o f ; T h e s e  a r e  b o t h  m o n i c  a n d  d e f i n e d  o v e r  Z . We s h o w  

t h a t  t h e y  h a v e  t h e  s a m e  r o o t s .  L e t  r  b e  a  r o o t  o f  f _ ( T )
« 9

i . e . ,  a n  e i g e n v a l u e  o f  F r o b e n i u s  a c t i n g  o n  V . ( B )  f o r  s o m e
N Np r i m e  I ,  £ ^ p  . B k '  — ( A 1) i m p l i e s  t h a t  r  i s  a  r o o t

o f  f  v r (T)  • T h i s  i s  b e c a u s e  a f t e r  b a s e  c h a n g e  b y  a
( a ’ ) n

f i e l d  e x t e n s i o n  o f  d e g r e e  N , t h e  n e w  F r o b e n i u s  i s  t h e  o l d

o n e  i t e r a t e d  N t i m e s .  B u t  b y  t h e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n

f a c t o r i n g  o f  i s o g e n y  t y p e  a n d  c h a r a c t e r i s t i c  p o l y n o m i a l s ,

f  W( T ) = ( f . i ( T ) ) N • T h e r e f o r e ,  r N i s  a  r o o t  o f  
( A ' )  A
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f ^ t ( T )  > i . e . ,  r  i s  a  r o o t  o f  f ^ t C T ^ )  . So e v e r y  r o o t  o f

f g ( T )  i s  a  r o o t  o f  f ^ t C T  ) . B u t  we h a v e  a l r e a d y  c h e c k e d

t h a t  t h e s e  h a v e  t h e  s a m e  d e g r e e .  T h i s  f i n i s h e s  t h e  p r o o f .

Now c o n s i d e r  t h e  W e i l  n u m b e r  £ w  • By P r o p o s i t i o n  2 ,

f g ( C W )  = f A , ( £ Nw ^ )  = f  i (wN) = 0 . T h e r e f o r e ,  t h e  c o n j u g a c y

c l a s s  o f  ^w d e t e r m i n e s  a  k - e l e m e n t a r y  s u b v a r i e t y  o f  B .

t  hI n  f a c t ,  P r o p o s i t i o n  2 s h o w s  t h a t  a n y  N r o o t  o f  u n i t y  

t i m e s  a n y  W e i l  n u m b e r  f o r  A d e t e r m i n e s  a  k - e l e m e n t a r y  

s u b v a r i e t y  o f  B .

O u r  n e x t  t a s k  i s  t o  a n a l y z e  t h e  k - i s o g e n y  t y p e  o f  B . 

To do  t h i s  we u t i l i z e  t h e  f o r m a l i s m  o f  k ' / k - f o r m s  ( s e e  

M i l n e  [ 1 2 ] ,  p g .  1 8 3 ) .  F i x  t h e  a b e l i a n  v a r i e t y  A o v e r  k  . 

A k ' / k - f  o r m  f o r  A i s  a  p a i r  ( C , ' i / ) w h e r e  C i s  a n  

a b e l i a n  v a r i e t y  o v e r  k  a n d  'H : A 0,  k 1 ■+ C S,  k ' i siC K.

a n  i s o m o r p h i s m  d e f i n e d  o v e r  k '  . L e t  A u t ^ , ( A )  b e  t h e  

a u t o m o r p h i s m s  o f  A d e f i n e d  o v e r  k '  , a n d  l e t  G b e  t h e  

G a l o i s  g r o u p  o f  k ' / k  . T h e n  ( C , T ) d e t e r m i n e s  a  1 - c o ­

c y c l e  i n  t h e  s e n s e  o f  c o h o m o l o g y  o f  g r o u p s  G -*■ A u t  , (A)  b yx£
mm 1 g p

s e n d i n g  g ¥ V , w h e r e  g'Fg . I n  t h i s  e x p r e s s i o n

g ^ a c t s  o n  A k '  t h r o u g h  i t s  a c t i o n  o n  k '  , a n d  g 

a c t s  o n  C k '  t h r o u g h  i t s  a c t i o n  o n  k 1 . I t  i s  a  b a s i c  

f a c t  o f  g r o u p  c o h o m o l o g y  ( s e e  e . g .  S e r r e  [ 1 9 ] )  t h a t  t h i s  

c o r r e s p o n d e n c e  s e t s  u p  a  b i j e c t i o n  b e t w e e n  H ‘*'(G , A u t ^ , A) 

a n d  t h e  i s o m o r p h i s m  c l a s s e s  o f  k ' / k - f o r m s  f o r  A .

We w i l l  u s e  a  d i f f e r e n t  f o r m u l a t i o n  o f  k ' / k - f o r m s .

O u r  r e f e r e n c e  h e r e  i s  M i l n e  [ 1 2 ] ,  p g .  1 8 3 .  L e t  R b e  a  

c o m m u t a t i v e  s u b r i n g  o f  En d ,  (A)  , t h e  e n d o m o r p h i s m s  o f  AK



0)2 .

d e f i n e d  o v e r  k  , a n d  M a n  R - f r e e  G - m o d u l e .  L e t

n :  Rn  — — > M b e  a n  R - i s o m o r p h i s m . D e f i n e  a  1 - c o c y c l e

G-K5£n ( R)  b y  t h e  r u l e  g -*■ n ^gr )g  ^ = D • N o t e  t h a t

- 1  - 1  - 1s i n c e  G a c t s  t r i v i a l l y  o n  R , n gr ig = ri gri a s  a n

e l e m e n t  o f  G&n ( R)  a c t i n g  o n  Rn  . R e g a r d  G£n ( R)  a s  a  s u b ­

g r o u p  o f  A u t ^ ,  (An ) t o  g e t  a  1 - c o c y c l e  G -*■ A u t ^ , ( A n ) , h e n c e

a n  e l e m e n t  o f  ( G , A u t ^ , (An ) ) i . e .  a  k ' / k - f o r m  f o r  An  .

L e t  (M 8  A , ' f A) d e n o t e  t h e  k ’ / k  f o r m  s o  i n d u c e d .  We w i s hK n

t o  d e s c r i b e  t h i s  c o n s t r u c t i o n  f u n c t o r i a l l y .

L e t  M , M’ b e  R - f r e e  G - m o d u l e s  w i t h  R - r a n k s  n , n ’

r e s p e c t i v e l y ,  i . e . ,  t h e r e  a r e  i s o m o r p h i s m s  D : Rn M a n d  

r i 1 : Rn -+ M ’ . L e t  <j>: M -* M’ b e  a  m o r p h i s m  o f  G - m o d u l e s .

By d e f i n i t i o n  t h e r e  a r e  a s s o c i a t e d  k ’ / k - f o r m s  (M 8 ^  A , 4 ^ )  

a n d  ( Mf 8 ^  A ,  4 ^ )  f o r  p o w e r s  o f  A . D e f i n e  a  map

4>A k » :  < M  ® r  A > \  k ’  ------------ >  < M '  ® r  A > ® k  k '

o v e r  k '  i n  s u c h  a  w a y  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  d i a g r a m  c o m m u t e s :

An a k ’ ---------   > (M a .  A) a l 1K

^Ak ’

a  k . -------------  > <M' a R *A) 8  f

To s h o w  t h e  f u n c t o r i a l i t y  o f  t h e  a  A c o n s t r u c t i o n ,  weK

n e e d  t o  s h o w  t h a t  ( j i ^ i  d e s c e n d s  t o  a  m o r p h i s m

cf) : M a  A ->■ M'  a  A o v e r  k  . To  d o  t h i s ,  i t  s u f f i c e s  t o  A R K

s h o w  t h a t  ( j ) ^ ,  p r e s e r v e s  d e s c e n t  d a t a  f o r  M 8 ^  A ( s e e  

W a t e r h o u s e  [ 2 4 ] ,  P g .  1 3 2 ,  p a r a g r a p h  1 ) .  To i l l u s t r a t e ,  we 

a r g u e  w i t h  t h e  m o d u l e  a n a l o g y .
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L e t  N , N '  b e  k - m o d u l e s ,  ( F , ' ! ' )  a  k ' / k - f o r m  f o r  N ,

( F ' , ’iM ) a  k ' / k - f o r m  f o r  N '  a n d  c o n s i d e r

N fi k ’ ------ ----------^  F fl k '

T V '

N' a k '   — > F'  a  k ’

w h e r e  T i s  d e f i n e d  o v e r  k  . We w i s h  t o  s h o w  t h a t  'FT T T ^

p r e s e r v e s  d e s c e n t  d a t a ,  h e n c e  d e s c e n d s  t o  a  map F F ' 

o v e r  k  .

N a  k '  h a s  c a n o n i c a l  d e s c e n t  d a t a  ILT , i . e . ,N

n„:  n  a k '  a k '   > n  a k '  a k '

n a  a  a  b I-----------------------> n  a  b a  a  ( i n t e r c h a n g e )

L e t  n B §  e  N8 k '  . l ' ( n a a )  = ¥ ( n a i ) * a

= ( E f ^ a  s ^ ) a  = E f ± a s ^ a  , f ^ e F  , s ^ e k 1 .

On N a  k '  a  k '  we h a v e

’F 8 i d : N 8 k ' a k '  ----------- > F a  k '  a  k '

n  a  a  a  b ----------- > ' f ( n a a ) a b  = E f ^ a  s ^ a  a  b

o r
(V a i d )  : N A k '  8 k '   > F a k '  a k '

n  a a  a b -j---------------- > E f . a  a  a s . b1 x i

( t  s t a n d s  f o r  " t w i s t " ) .  I f  0^, i s  t h e  c a n o n i c a l  d e s c e n t

d a t a  f o r  F , we w i s h  t o  c h e c k  w h e t h e r  ( ¥  a  i d )  a  i d ) t

d e f i n e s  d e s c e n t  d a t a  f o r  N .

B u t
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( ¥  i d )  0  ( ¥ a  i d )  ( n  8  a  a  b )  r  t

= ( ¥  1 a  i d )  0 ( I f  a a  a  s ^ b )

= ( ¥  1 a  i d ) ( E f ^ a  s ^ b  a  a )

= ¥  ^ Z f  ±a  s ^ b )  a a  = n a b 8 a  ,

w h i c h  i s  t h e  " i n t e r c h a n g e "  d e s c e n t  d a t a  f o r  N . O b s e r v e  

t h a t  we g e t  t h e  s a m e  t h i n g  i f  we t a k e

( ¥  a  i d ) ^ 1 0 p ( ¥ a i d )  i n s t e a d .

T h a t  i s ,  ( ¥ a  i d )  1 0  ( ¥ a  i d ) ( n a  a a b )t  r

= ( ¥ a  i d ) " 1 0 _ ( Z f . a  s . a  a  b )
u r  X X

= ( ¥ a  i d ) {_1 ( Z f ±a  b a  s ^ a )  = n  a  b a  a  .

G o i n g  b a c k  t o  o u r  d i a g r a m ,  we c a n  n o w s h o w  t h a t  ¥ f T ¥ 1

p r e s e r v e s  d e s c e n t  d a t a

( ¥ '  T ¥ - 1  a  i d )  ( ¥  a  i d )  0 N ('{' a  i d ) ” 1

= ( ¥ '  t  a  i d ) ( ¥ - 1 a  i d )  (if a  i d )  0 N ( y  a  i d ) ” 1

= ( ¥ ’ T a  i d )  0 n ( ¥  a  i d ) ” 1 = * a  i d ) ( t  a  i d )  ©N a  i d ) " 1

= ( ¥  ' a  i d )  0 n (T a  i d ) ( y  a  i d ) t 1 ( s i n c e  T p r e s e r v e s

d e s c e n t  d a t a )

= (¥ * a  i d )  0 n ( ¥ , - ;L a  i d )  (ip ' a  i d )  (T a  i d )  (<p a  i d ) ” 1

= (¥ ' a  i d ) t 0 N ( ¥ , “ 1 a  i d )  * a  i d )  (T a  i d )  ( ¥  a  i d ) " 1 ( b y

p r e v i o u s  o b s e r v a t i o n )

= (¥ * a  i d )  t  0 N CF , " 1a  i d )  (y ' T f ' 1 a  i d )  .

T h i s  s h o w s  t h a t  ' f T ¥  1 c o m m u t e s  w i t h  d e s c e n t  d a t a .  H e n c e

t h e  " t e n s o r  p r o d u c t "  c o n s t r u c t i o n  a  A y i e l d s  a  f u n c t o rK
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f r o m  t h e  c a t e g o r y  o f  R - f r e e  G - m o d u l e s  t o  t h e  c a t e g o r y  o f

k ' / k - f o r m s  f o r  p o w e r s  o f  A .

Now f o r m  t h e  g r o u p  r i n g  R [ G ]  . T h i s  i s  c l e a r l y  a n

R - f r e e  G - m o d u l e .  R e c a l l  t h a t  A ' =  A S  k '  .r

P r o p o s i t i o n  3 . ; R [ G ]  S R A = NR | ^ RA '  .

NWe k n o w  t h a t  R [ G ]  8  A i s  a  k ' / k - f o r m  f o r  A d e t e r m i n e dR
Nb y  a  r e p r e s e n t a t i o n  G -*■ A u t ( A ' )  f o r  A , a n d  c a n  a l s o  b e  

d e s c r i b e d  a s  a  G - r e p r e s e n t a t i o n .  We c o m p a r e  t h e s e  r e p r e s e n ­

t a t i o n s .  I f  t h e y  a r e  e q u a l ,  t h e n  P r o p o s i t i o n  2 w i l l  f o l l o w .

We f i r s t  r e v i e w  a n o t h e r  w a y  o f  c o n s t r u c t i n g  NR , ^ RA '  

w h i c h  a l l o w s  u s  t o  s e e  t h e  r e l a t i o n s h i p  w i t h  G - r e p r e s e n t a -  o 

t i o n s .  L e t  C -  II(A ) i   ̂ ^ jj e  c a n o n i c a ]_ g e n e r a t o r

o f  G , t h e  G a l o i s  g r o u p  o f  k ' / k  . T h e n  g i n d u c e s  a

k ' - i s o m o r p h i s m

t  : C -*■ C8 
g

b y  p e r m u t a t i o n  o f  f a c t o r s  a c c o r d i n g  t o  g . We t h e n  h a v e

m a p s

t  2 2 n - 1  t  N N
I8 -------8-------> C8  > . . .   > C8 ---- — >CS

I t  i s  c l e a r  t h a t  t  XT o - t  .T .. o . . .  o t  » o t  = i d  . F o rN N - 1  z g C
g

2 i  < j  < N , l e t

g1 " 1 g Jf . . = t  . o . . .  o t  . :  C  > C&
1:1 g J s 1

a n d  f . .  = f . .  ^ . T h e n  we h a v eij Ji

fij ° fjk = £ik
t  i

g
i + j  »i + k  * j , kf .................  = f  , 8
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T h e s e  a r e  p r e c i s e l y  t h e  c o n d i t i o n s  r e q u i r e d  t o  d e s c e n d  t h e  

f i e l d  o f  d e f i n i t i o n  ( W e i l  [ ] ) ,  a n d  b y  o u r  p a r t i c u l a r

c h o i c e  o f  f ^ ' s  , we  g e t  t h e  n o r m  c o n s t r u c t i o n  u p  t o  i s o ­

m o r p h i s m  ( H o n d a  [ 7 ] ,  p g . 8 9 - 9 0 ) .  To go  f r o m  t h i s  d e s c r i p t i o n
i

t o  t h e  G - r e p r e s e n t a t i o n , we r e a s o n  a s  f o l l o w s .  ( A ' )  i s

A '  p u l l e d  b a c k  a l o n g  g 1 , i . e .  we h a v e

i
( A ’ ) 6  > A ’

i
 > k '  .

S i n c e  g*- i s  a n  a u t o m o r p h i s m ,  t h e  t o p  map i s  a n  i s o m o r p h i s m .
ia

T h i s  g i v e s  i s o m o r p h i s m s  a ^ :  A 1 ( A ' )  , i = l .............. N , h e n c e

i
a n  i s o m o r p h i s m  a  = ITa. : IIA'  -»- I I ( A ' ) 8

1 i

T h i s  i n d u c e s  a  G - a c t i o n  o n  A '  b y

i t  i  - 1
HA' --  > n(A')g -- 2-- > n ( A ' ) 8  ---- > IIA1 .

i

I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  ge G a c t s  o n  p o i n t s  o f  HA'  

a c c o r d i n g  t o  h o w g p e r m u t e s  t h e  f a c t o r s  i n  I I ( A ' ) 8 i

H e n c e  t h e  G - r e p r e s e n t a t  i o n  i n d u c e d  b y  N ^ i ^ A '  i s  t h e  s a m e  

a s  t h a t  i n d u c e d  b y  R [ G ]  S_ A . T h i s  p r o v e s  P r o p o s i t i o n  3 .

Now a s s u m e  t h a t  R = E n d ( A )  i s  c o m m u t a t i v e  a n d  t h a t  a l l  

t h e  e n d o m o r p h i s m s  o f  A a r e  d e f i n e d  o v e r  k  a n d  t h a t  A i s  

k - s i m p l e .  We w a n t  t o  c o m p a r e  t h e  c a t e g o r i e s  o f  R - f r e e  G - m o d u l e s  

a n d  k ' / k - f o r m s  f o r  p o w e r s  o f  A . L e t  M d e n o t e  t h e  c a t e g o r y  

o f  R - f r e e  G - m o d u l e s  a n d  F t h e  c a t e g o r y  o f  k ' / k - f o r m s  f o r

p o w e r s  o f  A . We h a v e  s e e n  t h a t  fi A i s  a  f u n c t o r  M-»-F .
“ “  R
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T h e o r e m  1 .  0 „ A  i n d u c e s  a n  e q u i v a l e n c e  o f  c a t e g o r i e s .
R

P r o o f : L e t  ( B »’I') b e  a  k ' / k - f o r m  f o r  A °  . (B , ' ! ' )  c o r r e s ­

p o n d s  t o  t h e  1 - c o c y c l e  G A u t ( A n ) w h i c h  s e n d s  g£G t o

“ 1 RY ¥ . R e c a l l  t h a t  A w a s  a s s u m e d  t o  b e  k - e l e m e n t a r y ,  s o

a n  e n d o m o r p h i s m  o f  An  i s  a n  e l e m e n t  o f  t h e  a l g e b r a  o f  n x n

m a t r i c e s  w i t h  e n t r i e s  i n  R = E n d ( A )  . I n  p a r t i c u l a r ,  a n

a u t o m o r p h i s m  i s  i n  G£ ( R)  . H e n c e ,  A u t ( A n ) = GSL ( R )  . L e tn  n

M b e  Rn  w i t h  G - a c t i o n  G **• GZ  ( R)  g i v e n  b y  g -*■ ¥ ^4'® .n

T h e n  i t  i s  c l e a r  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  f u n c t o r  fl AK

t h a t  M fl A — ( B , ' F )  . H e n c e ,  fl A m a p s  o n t o  t h e  o b j e c t s
R K

o f  F .

To  p r o v e  t h a t  fl A i s  f u l l  a n d  f a i t h f u l ,  l e t  ( B , 'F)

a n d  b e  k ' / k - f o r m s  f o r  An  a n d  An i  r e s p e c t i v e l y ,

a n d  l e t  $ :  ( B . W)  -»■ ( B ^ , ^ )  b e  a  m o r p h i s m .  O v e r  k '  we

h a v e  a  d i a g r a m

V „ B fl k ’( A ' )   ~ > r

f l 1 * k , f :  

4
<j>k

( A ' ) n i   U  > W

w h e r e  t h e  d o t t e d  a r r o w  i s  f i l l e d  i n  t o  m a k e  t h e  d i a g r a m  

c o m m u t e .  L e t  M a n d  b e  R - f r e e  G - m o d u l e s  s u c h  t h a t

M Ar A = ( B , ¥ )  a n d  M1 flRA = ( B ^ ^ )  . V" 1 $  , Y : M -> M1 .

We c h e c k  t h a t  t h i s  map p r e s e r v e s  G - a c t i o n .  G a c t s  o n  M b y

g*m = ( ¥  ^ g T ) m , g e G , m e M ,  w h e r e  V ^ g t  h a s  m a t r i x  r e p r e s e n t a ­

t i o n  a s  a n  n x n  m a t r i x  w i t h  e n t r i e s  i n  R . S i m i l a r l y ,  G
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a c t s  o n  b y  gm^ = T h e r e f o r e ,

-1 -1 -1 <|>k . V) (gX.) = 4»k , W  gYx

= ( ' f ' i 1 <Pk , S  Y ) ( x )  

g - C ^ " 1 «|>k l ¥ ) ( x )  = (V^ 1 g <t>k , V ) ( x )

= ( ^ i 1 g 4>k , ¥ ) ( x )

f o r  g e G ,  xeM .

B u t  f * g = S ' ^ t  s i n c e  <j> , i s  o b t a i n e d  b y  t e n s o r i n g

w i t h  k ’ o v e r  k  . T h e r e f o r e ,  y ” 1 <p̂ , V p r e s e r v e s  G - a c t i o n .  

I t  i s  c l e a r  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  f u n c t o r  t h a t

t h e  m o r p h i s m  ^^<j>k , ¥ :  M -*■ Mf g e t s  s e n t  t o  <(> . T h i s  

s h o w s  t h a t  S^A i s  f u l l .  I t  i s  e a s y  t o  c h e c k  t h a t  i t  i s  

f a i t h f u l .  T h i s  f i n i s h e s  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  1 .

We n o w  r e t u r n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  d e s c r i b i n g  t h e  i s o g e n y  

t y p e  o f  B = Nk , ^ k A ’ . By P r o p o s i t i o n  2 we h a v e  a  d e s c r i p ­

t i o n  o f  B a s  R [ G ]  a  A . S i n c e  G i s  t h e  G a l o i s  g r o u p
R

o f  t h e  f i n i t e  e x t e n s i o n  k ’ / h  o f  f i n i t e  f i e l d s ,  we h a v e  

R[ G]  — R [ X ] / ( X N-  1 )  . T h e  p o l y n o m i a l  XN- 1  f a c t o r s  o v e r

R® = E n d  (A)  a z  0) d e p e n d i n g  o n  t h e  Nt h  r o o t s  o f  u n i t y  w h i c h  

l i e  i n  R . W r i t e  t h i s  f a c t o r i z a t i o n  a s

XN-  1 = n  P (X)  . 
i  i

T h e  p o l y n o m i a l s  P ^ ( x )  a r e  r e l a t i v e l y  p r i m e  a n d  i r r e d u c i b l e

o v e r  R ° . T h e r e f o r e  we h a v e

R*[G] -  R*tx] /  ( ttP ± (X)  )

-  n(B®[ X] / ( P  CX.))
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u s i n g  t h e  C h i n e s e  R e m a i n d e r  T h e o r e m .  R e c a l l  t h a t  t h e  f u n c t o r

0  A i s  p r o d u c t  p r e s e r v i n g .  T h e r e f o r e ,R

B — R [ G ] 0  A i s  i s o g e n o u s  t o  II ( (R [ X ] /  ( P  (X)  ) ) 0_  A)
i

We m u s t  v e r i f y  t h a t  t h i s  g i v e s  t h e  c o m p l e t e  i s o g e n y  f a c t o r i ­

z a t i o n  .

R (X)P r o p o s i t i o n  4 .  N o t a t i o n  a s  a b o v e .  — — , 0 „  A i s  
----------------------------  K

k - e l e m e n t a r y .

P r o o f :  I t  s u f f i c e s  t o  p r o v e  t h a t  E n d ° ( R [ X ] / P . ( X ) ) 0_  A) i s  x k

a  d i v i s i o n  a l g e b r a .  By T h e o r e m  1 ,

E n d 0 ( f -̂ y  0 R A) = E n d  (R [ X ] / P ± (X)  ) 0 R A) 0 Z Q

i s  i s o m o r p h i c  t o  E n d ^ — ^ y ^ )  0 Z Q .

r  r x  ]
T h e r e f o r e ,  we w i s h  t o  s h o w  t h a t  End^, 0 Z Q i s  a

d i v i s i o n  a l g e b r a .

We f i r s t  r e m a r k  w h a t  t h e  G - a c t i o n  l o o k s  l i k e  o n  

R [ X ] / P ^ ( X )  . U n d e r  t h e  i s o m o r p h i s m

R [ G] ------ = ------ > R [ X ] / ( X N- 1 )  ,

t h e  a c t i o n  o f  t h e  c a n o n i c a l  g e n e r a t o r  g oft G p a s s e s  t o  

m u l t i p l i c a t i o n  b y  X . U n d e r  t h e  i s o m o r p h i s m

r [ x ] / ( x n - d  ------ = — > n R [ X ] / ( P  ( X ) )
i

X b r e a k s  i n t o  s a y  r  c o m p o n e n t s  ( X ^ , . . . , X  ) . So  t h e

t tla c t i o n  o f  g o n  t h e  i  c o m p o n e n t  R [ X ] / ( P ^ ( X ) )  i s

m u l t i p l i c a t i o n  b y  XL w h i c h  i s  t h e  c o s e t  r e p r e s e n t e d  b y  X

H e n c e ,  E n d _ ( R [ X ] / P . ( X) ) c o n s i s t s  o f  a l l  a d d i t i v e  f u n c t i o n s  
G X
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f  f r o m  R [ X ] / P ^ ( X )  t o  i t s e l f  h a v i n g  t h e  p r o p e r t y  t h a t  

f  (X * g )  = X * f ( g )  w h e r e  g e R [ X ]  /  ( P ^ ( X )  ) . I n  p a r t i c u l a r ,

m u l t i p l i c a t i o n  b y  e l e m e n t s  o f  R [ X ] / ( P ^ ( X )  h a s  t h i s  p r o p e r t y ,  

i . e . ,

R [ X 1 / ( P 1 ( X ) )  c =• •

We w i s h  t o  s h o w  t h a t  t h i s  i n c l u s i o n  i s  a n  e q u a l i t y .  T h e r e ­

f o r e ,  l e t  f e E n d  ( R [ X ] / (P . ( X ) ) . T h e n ,  f ( x )  = X * f ( l )  , s o
i

t h a t

f ( a  Xn  + a  . X ” ' 1 +  . . .  + a , X  +  a  ) n  n - 1  i  o

= f  ( a  Xn ) +  f  ( a  . X 11-1) +  . . .  +  f  ( a  ,X )  +  f ( a  ) n  n —I  i  o

= f ( a  ) X n  + f U  J X 11' 1 +  . . .  +  f ( a , ) x  +  f  ( a  ) n  n —1 i  o

w h e r e  t h e  a. * s  a r e  e l e m e n t s  o f  R . B u t  b y  d e f i n i t i o n ,  f  

i s  a l s o  a  map o f  R - m o d u l e s ,  h e n c e  f ( a ^ )  = a ^ * f ( l )  . T h e r e ­

f o r e ,  t h e  l a s t  e x p r e s s i o n  b e c o m e s

( a  Xn  +  a  . X 11" 1 ) +  . . .  +  a n X +  a  ) • f ( l )  ,n  n - 1  l  o

i . e . ,  f  i s  m u l t i p l i c a t i o n  b y  f ( l )  . T h e r e f o r e ,

E n d G ( R [ X ] / P i ( X ) )  = R [ X ] / ( P i ( X ) )  .

T e n s o r i n g  w i t h  Q g i v e s

E n d G ( R [ X ] / P i ( x > )  flz  Q = R [ X ] / ( P ± ( x ) )  &z  Q .

B u t  R [ X ] / ( P ^ ( X ) )  &z  Q i s  a  d i v i s i o n  a l g e b r a  b e c a u s e  

P ^ ( X )  i s  i r r e d u c i b l e  o v e r  R .



N e x t  we p r o d u c e  e x a m p l e s  o f  k ' / k - f o r m s  c o r r e s p o n d i n g  t o  

m u l t i p l y i n g  W e i l  n u m b e r s  b y  - 1  . We do  t h i s  f o r  h y p e r -  

e l l i p t i c  c u r v e s .  We f i r s t  t r e a t  th '-e  c a s e  o f  e l l i p t i c  c u r v e s ,  

u s i n g  a n  a r g u m e n t  o f  B a l d i s s e r r i  [ ] .

L e t  E 1 : Y2 = 4 x 3 -  a x  -  b

2 3 2 3E : Y = 4 x  -  a u  x -  b u

b e  e l l i p t i c  c u r v e s  d e f i n e d  o v e r  k  = I  . L e t  N^ a n d  N 

b e  t h e  n u m b e r  o f  r a t i o n a l  p o i n t s  o f  E^  a n d  E r e s p e c t i v e l y ,

N o t e  t h a t

r  , 4 x 3 - a u 2 x - b u 3 , |

I q J
N = 1 +  Z | 1  +  ( 

x £ k

/ 3 2 . 3, i  . r  / 4 x  - a u  x -  b u  N= q + 1  +  Z ( ----------- ----------------- )
x e k  4

w h e r e  ( - ) i s  t h e  L e g e n d r e  s y m b o l :

[+1  i f  x  i s  a  s q u a r e  i n  k

- 1  i f  x  i s  n o t  a  s q u a r e  i n  k

0 i f  x =0  .

L e t t i n g  (J) ( u )  = Z ( — --a u  x  AH—) t we h a v e
q x e r  qq

N = q + 1  +  <j)^(n) .

Ma k e  t h e  c h a n g e  o f  v a r i a b l e s  x = u z  t o  g e t



T h e r e f o r e ,  we h a v e

N = q + 1  +  ( ~ )  (J)̂  ( 1 )  .

B u t  (J)q ( 1 )  i s  a l s o  e q u a l  t o  N ^ -  q - 1  , s o  we

N = q + 1  +  ( ^ ) ( N 1 - q - l )

= ( q + l ) ( l -  ( ^ ) )  +  ( ^ ) N X .

I f  u=  - 1  a n d  ^  = + -*- * fc^ e n  N = a n d

h a v e  t h e  s a m e  z e t a  f u n c t i o n .  I f  - 1  i s  n o t  £ 

t h e n  ( —) = - 1  , s o  we g e t
q

N = 2 ( q + 1 )  -

= ( q + 1 )  +  ( q + l - N ^  , i . e . ,

N -  ( q + 1 )  = q + 1  -  . T h e r e f o r e ,  i f  a  i s  £

z e t a  f u n c t i o n  f o r  E , we g e t

a +  a  = q + 1  -  N

= - ( q + 1 ) +  N1 .

On t h e  o t h e r  h a n d ,

= q + 1  -  ( o ^ + o ^ )

w h e r e  i s  a  r o o t  o f  t h e  z e t a  f u n c t i o n  f o r

g e t

E a n d  E^ 

s q u a r e  i n  k  ,

r o o t  o f  t h e

E^  . T h e r e f o r e ,
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a + a  = -  ( a ^ + a ^ )  , 

i . e . ,  R e ( a )  = R e ( - a ^ )  .

B u t  b y  t h e  R i e m a n n  h y p o t h e s i s ,  

eta = q = a ^ c ? i  

w h i c h  i m p l i e s  t h a t  I m ( a )  = I m ( a ^ )  o r  I m ( - a ^ )  .

We s u m  t h i s  u p  i n

P r o p o s i t i o n  5 . :  N o t a t i o n  a s  a b o v e .  I f  w i s  a  W e i l  n u m b e r

2 3o f  t h e  e l l i p t i c  c u r v e  E ^ :  Y = 4 x  + a x + b  o v e r  k  , t h e n  t h e

2 3 2 3e l l i p t i c  c u r v e  E w i t h  e q u a t i o n  Y = 4 x  + a u  + b u  , w h e r e  

u £ k  i s  s u c h  t h a t  ( —) = - 1  h a s  W e i l  n u m b e r  - w  . E i s  a
q

k ' / k - f o r m  f o r  E^  w h e r e  k '  i s  t h e  q u a d r a t i c  e x t e n s i o n  o f  

k .

P r o o f ; T h e  f i r s t  s e n t e n c e  h a s  b e e n  p r o v e n  a b o v e .  To p r o v e

t h e  s e c o n d  s e n t e n c e ,  l e t  t =  u  a n d  k ’ = k ( t )  . D e f i n e  a

2 3m o r p h i s m  E^ -*■ E b y  s e n d i n g  ( x , y )  —► ( t  x , t  y )  . I t  i s  

e a s i l y  s e e n  t h a t  t h i s  i s  a n  i s o m o r p h i s m  d e f i n e d  o v e r  k '  .

We n o w  g e n e r a l i z e  t h i s  a r g u m e n t  t o  h y p e r e l l i p t i c  c u r v e s .  

D e f i n i t i o n : A h y p e r e l l i p t i c  c u r v e  i s  a  c u r v e  X w h i c h

a d m i t s  a  d e g r e e  2 s u r j e c t i v e  r a t i o n a l  f u n c t i o n  f :  X I"*"

w h e r e  E^  i s  t h e  p r o j e c t i v e  l i n e .  We t a k e  o u r  h y p e r e l l i p t i c

c u r v e s  t o  b e  d e f i n e d  o v e r  » q = P » .

Lemma 1 : We c a n  p u t  t h e  e q u a t i o n  o f  a  h y p e r e l l i p t i c  c u r v e

C d e f i n e d  o v e r  k  i n t o  t h e  f o r m

Y2 = X ( X - 1 ) ( X - X , )  . . .  ( X- X )1 s

w h e r e ,  i f  g = g e n u s  o f  C , s =  2 g - 2  , a n d  X ^ e k , . a n  a l g e b r a i c  

c l o s u r e  o f  k  .
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P r o o f : ( S p r i n g e r  [ 2 1 ] ) .  We r e w r i t e  S p r i n g e r ' s  a r g u m e n t ,

b e i n g  c a r e f u l  t h a t  t h e  a r g u m e n t  g o e s  t h r o u g h  i n  f i n i t e

c h a r a c t e r i s t i c .  L e t  K ( C )  a n d  K ( I ^ )  d e n o t e  t h e  f u n c t i o n

f i e l d s  o f  C a n d  . K ( I ^ ) =  k ( X )  w h e r e  k  i s  a n

a l g e b r a i c  c l o s u r e  o f  k  , a n d  k ( X )  K ( C )  . K ( C )  i s  a

q u a d r a t i c  e x t e n s i o n  o f  k ( X )  . C c o m e s  e q u i p p e d  w i t h  a

r a t i o n a l  f u n c t i o n  f :  C -*■ , f e K ( C )  . H e n c e ,  f  s a t i s f i e s

2
a  q u a d r a t i c  e q u a t i o n  f  +  R ^ ( x ) ^  +  R2 (X)  = 0 ,

R ^ ( X ) j R ^ ( X ) e k ( X )  . Ma k e  t h e  c h a n g e  o f  v a r i a b l e

T h e n  u s a t i s f i e s  u 2 = - R ^  (X)  +  . S i n c e  k  i s

a l g e b r a i c a l l y  c l o s e d ,  we  c a n  w r i t e

2 ( X - a i ) ( X - a 2 ) . . .  ( X - a n )U “  •
( X - b  j  ) ( X - b  2) . . .  ( X - b n )

R e p l a c e  u b y  W = u ( X - b ^ ) . . . ( X - b ^ )  . W s a t i s f i e s

W2 = ( X - a ^ ) ( X - a 2 ) . . . ( X - a n > ( X - b ^ ) . . . ( X - b n ) . We c a n  e l i m i n a t e  

r e p e a t e d  r o o t s .  I f  a ^ =  a 2 f o r  e x a m p l e ,  l e t  Y = W / ( X - a ^ )  .

We g e t

Y2 = ( X - a 0 ) ( X - a . ) . . . ( X - b  ) .3 4 n

I n  t h i s  w a y ,  t i e  r e m o v e  a l l  p a i r s  o f  e q u a l  r o o t s .  By t h e

X—a st r a n s f o r m a t i o n  X »■—> ----------   , we c a n  r e w r i t e  t h i s  e q u a t i o n  a s
a 4 _ a 3

Y2 = X ( X - l ) ( X - X ,  ) . . . ( X- X ) .1 s

We n o w  w a n t  t o  k n o w  w h a t  s  i s  i n  t e r m s  o f  t h e  g e n u s  o f  C . 

We a p p l y  t h e  R i e m a n n - H u r w i t z  f o r m u l a  ( H a r t s h o r n e  [ 6 ] ,  

p . 3 0 1 )  w h i c h  s a y s  t h a t  i f  f : X -> Y i s  a  f i n i t e  s e p a r a b l e
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m o r p h i s m  o f  c u r v e s ,  d = d e g r e e  o f  f  , V = r a m i f i c a t i o n  

i n d e x  a n d  X h a s  t a m e  r a m i f i c a t i o n ,  t h e n

2 g  (X)  -  2 -  d ( 2g (Y)  -  2 )  +  V

w h e r e  g ( X )  = g e n u s  o f  X , g ( Y )  = g e n u s  o f  Y . I n  t h e

h y p e r e l l i p t i c  c a s e ,  Y = S ^ ,  g ( I ^ ) = 0 , d =2  , s o  we h a v e

2 g ( X ) - 2  = 2 ( - 2 )  +  V ,

i . e . , 2 g ( X )  +  2 = V .

On t h e  o t h e r  h a n d ,  f r o m  t h e  f o r m  o f  o u r  e q u a t i o n ,  we s e e

t h a t  V = s + 2  . T h e r e f o r e ,

s + 2  = 2 ( g ( X ) + 1 )

s  = 2 g ( X )  .

By f u r t h e r  t r a n s f o r m a t i o n s  we c a n  m a k e  s  o d d  b y  t a k i n g

A t o  00 . L e t  <}) = l / ( x - A  ) a n d  r e p l a c e  Y b ys s

v . = __________ 4>s + 1 y_________________
-  r r = l -----------------------------------

/ j ? 1 a r As > ' As ( v i >

T h e n  i t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t

Y ’ 2 = ( r 1" +4>)< f ^ i  + *  ) (  r ^ i r  } +<f)) •s  s  s i  s  s - 1

Now l e t  N b e  t h e  n u m b e r  o f  s o l u t i o n s  o f

Y2 = X ( X - 1 ) ( X - X 1 ) . . . ( X - X 2 x )

o v e r  k  . L e t  b e  t h e  n u m b e r  o f  s o l u t i o n s  o f

Y2 = X ( X - u )  ( X - A ^ )  . . . ( X - X 2 g _ 1 u )

w h e r e  ( — ) = - 1  . As  b e f o r e ,  we c o m p a r e  t h e  n u m b e r  
g

o f  r a t i o n a l  p o i n t s :
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x ( x - u ) ( x - A , u ) . . . ( X - A„  _ u )
N = 1 +  Z. l i ^ f ------------------------ 1 " g - 1

1 x e k

2 g+r2 g - 1

x e k

w h e r e

<l> ( D  = 2
q x e k

£ -  x 2 g - l > ^

B u t  t f ) ^ ( l )  a l s o  e q u a l s  N -  ( q + 1 )  . T h e r e f o r e ,

N1 = l + q +  ( | ) ( N - ( q + l ) )  . I f  ( J ) = - l  »

Nx = 2 ( q + 1 ) -  N .

Now p r o c e e d  a s  i n  t h e  e l l i p t i c  c a s e .  I n  s u m m a r y ,  we h a v e  

P r o p o s i t i o n  6 . I f  Y2 = X ( X - l ) ( X - A ^ . . . ( X - ^ 2 g _ 1 > i s  t h e

e q u a t i o n  o f  a  h y p e r e l l i p t i c  c u r v e  C o f  g e n u s  g d e f i n e d

o v e r  a  f i n i t e  f i e l d  k = I  o f  c h a r a c t e r i s t i c  #2  , a n d  i fq

w i s  a  r e c i p r o c a l  r o o t  o f  t h e  z e t a  f u n c t i o n , o f  C,  t h e n  we c a n  

f i n d  a  h y p e r e l l i p t i c  c u r v e  C 1 w i t h  z e t a  f u n c t i o n  h a v i n g  

a  r e c i p r o c a l  r o o t  - w  . C '  h a s  e q u a t i o n

Y2 = X ( X - u ) ( X - X ^ u ) . . . ( X - X 2 g _ l U )

w h e r e  u £ k  i s  s u c h  t h a t  ( —) = - l  w h e r e  ( —) d e n o t e s  t h e
q q

L e g e n d r e  s y m b o l .  C '  i s  a  k ' / k - f o r m  f o r  C w h e r e  k '
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i s  t h e  q u a d r a t i c  e x t e n s i o n  o f  k  .

P r o o f : We f i r s t  c h e c k  t h a t  C* i s  a  f o r m  f o r  C o v e r  t h e

q u a d r a t i c  e x t e n s i o n  k '  o f  k  . L e t  t = / u  a n d  c o n s i d e r  

t h e  m o r p h i s m  C + C 1 w h i c h  s e n d s  a  p o i n t  ( x , y )  ->■ ( t ^ x , t ^ ® + ^ y )  .

We c h e c k  t h a t  t h i s  map  i s  w e l l  d e f i n e d :

t ( 2 g + l ) 2  y 2 = t 2 x ( t 2 x _ t 2 ) ( t 2 x _ t 2 A1 ) . .  . ( t 2 x - t 2 X2 g _ 1 )

_ fc2 ( 2 g + 1 ) x ( x _ i ) ( X_ x ^ )  . . . ( x - X 2 g _ 1 ) ,

s o  t h e  i m a g e  o f  t h i s  map s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i o n  f o r  C ’ .

2 2 g + l  g /—S i n c e  t  =u  , t  = u  * / u  , t h i s  map i s  d e f i n e d  o v e r  k '  .

I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h i s  map i s  a n  i s o m o r p h i s m .  I f  { a ^ }  i s

t h e  s e t  o f  2 g  r o o t s  o f  t h e  z e t a  f u n c t i o n  o f  C , a n d  { 3 ^ }

t h e  s e t  o f  2 g  r o o t s  o f  t h e  z e t a  f u n c t i o n  o f  C* , o u r

p r e v i o u s  a r g u m e n t  i n  t h e  e l l i p t i c  c u r v e  c a s e  s h o w s  t h a t

Eou = • On t h e  o t h e r  h a n d ,  C a n d  C '  b e c o m e  i s o m o r p h i c

o v e r  k ’ , i . e . ,

C k '  -  C '  ^  k '  .

T h i s  i m p l i e s  t h a t  Z e t a ( C  k ’ ) = Z e t a ( C '  k ' )  , s o

i n  p a r t i c u l a r  t h e s e  h a v e  t h e  s a m e  r o o t s .  B u t  t h e  r o o t s  o f
2

Z e t a ( C  k ' ) a r e  }  a n d t h e  r o o t s  o f  Z e t a ( C ? k ' )
2

a r e  { 3 .  } . T h e r e f o r e ,  f o r  e a c h  a ,  t h e r e  e x i s t s  3 .x i  j
2 2

s t .  a . = 3 . > i . t . ,  a .  = ± 3 . •
X J X J

We w a n t  t o  c o n c l u d e  t h a t  a  = - 3 .  • To  do  t h i s ,  we
x J

p a s s  t o  t h e  J a c o b i a n s  J ( C ) ,  J ( C ' )  o f  C a n d  C '  r e ­

s p e c t i v e l y .  L e t  'i' b e  t h e  k 1- i s o m o r p h i s m  b e t w e e n  

C a n d  C '  . ¥  p a s s e s  t o  a  k ' - i s o m o r p h i s m
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b e t w e e n  J ( C )  k 1 a n d  J ( C ' )  k '  w h i c h  we a l s o  c a l l  'F .

L e t  IT b e  t h e  F r o b e n i u s  o f  J ( C )  a n d  TT1 t h e  F r o b e n i u s

o f  J ( C ' )  . I f  G = g a l ( k ' / k ) ,  t h e n  G — Z / 2 Z  = { e , a }  w h e r e

e i s  t h e  i d e n t i t y  a n d  a  s e n d s  t = / u  t o  - t  . L e t

x = ¥ ^'FCfe A u t ^  ( J  ( C ) ) . a  h a s  t h e  s a m e  e f f e c t  a s  tt a n d  i t '

oA p o i n t s  o f  J ( C )  a n d  J ( C ' )  r e s p e c t i v e l y ,  i . e . ,  c  i s  

£ ht h e  q - p o w e r  m a p .  T h e r e f o r e ,

' F t t t ' F - 1  =  'F 'F ~ 1 ’F 0 t t  'F - 1

=  tt * 'F Tr"’ 1 T r'F ~ 1 =  tt ’ .

T h a t  i s ,  t h e  f o l l o w i n g  d i a g r a m  c o m m u t e s

J ( C )  & k ’ ----------------------> J ( C ' )  £1 k ’

TIT TT '

J ( C )  & k '  ----------------  > J ( C ' )  a k '

2
S i n c e  T = 1 ,  i s  + 1  o r  - 1  . T i s  n o t  t h e  

i d e n t i t y  s i n c e  'F d e f i n e s  a  n o n - t r i v i a l  f o r m  f o r  J ( C )  . 

T h e  r e a s o n  we k n o w  t h a t  x d e f i n e s  a  n o n - t r i v i a l  f o r m  f o r  

J ( C )  i s  t h a t  'F i s  t h e  i m a g e  b y  J  o f  t h e  h y p e r e l l i p t i c  

i n v o l u t i o n  ( x , y )  1—► ( x j - y )  , h e n c e  i s  - 1  . We c h e c k  t h i s  

d i r e c t l y :  I f  ( x , y )  i s  a  r a t i o n a l  p o i n t  o f  C ,

V ^'F0 ( x , y )  = ¥ ' F ( x j y )

= 'F"1 a ( t 2 x , t 2 8 + 1 y )  

= 'F“ 1 ( t 2 x , - t 2 g + 1 y )  

= ( x , - y )  .
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H e n c e ,  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  ttt a n d  i t '  a r e  t h e  s a m e  o n

H ^ ( J ( C ) )  — H ^ ( C )  a n d  H ^ ( J ( C ' ) )  — H ^ C C 1) r e s p e c t i v e l y  ( s e e

C h a p t e r  3 o r  M i l n e  [ 1 3 ]  o r  SGA 4% f o r  t h e  d e f i n i t i o n  o f

J l - a d i c  c o h o m o l o g y )  . B u t  t h e  a b o v e  s h o w s  t h a t  t h e  e i g e n v a l u e s

o f  tit a r e  - 1  t i m e s  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  tt . T h i s  p r o v e s

t h a t  a  = - 3 . a s  a s s e r t e d ,  
i  J



C h a p t e r  2

An A p p l i c a t i o n  t o  E x p o n e n t i a l  Sums

I n  t h i s  s e c t i o n  we u s e  a n  o b s e r v a t i o n  a b o u t  f o r m s  f o r  

c u r v e s  t o  p r o v e  t h a t  t h e  r o o t s  o f  t h e  L - f u n c t i o n  o f  a n  

A r t i n - S c h r e i e r  c o v e r  o f  a n  a l g e b r a i c  c u r v e  d e f i n e d  o v e r  a  

f i n i t e  f i e l d  d i f f e r  f r o m  t h e  r o o t s  o f  t h e  z e t a  f u n c t i o n  o f  

t h e  c o v e r  b y  r o o t s  o f  u n i t y .  T h i s  r e s u l t  i s  i n  t h e  s p i r i t  

o f  t h e  f i r s t  c h a p t e r .  T h i s  q u e s t i o n  w a s  r a i s e d  b y  B o m b i e r i  

i n  [ 3  ] a n d  [ 4  ] .

L e t  X b e  a n  a b s o l u t e l y  i r r e d u c i b l e  n o r m a l  v a r i e t y  

d e f i n e d  o v e r  k =  I. = [ q ]  . I n  t h i s  c h a p t e r  we w i l l  u s e

B o m b i e r i ’ s c o n v e n i e n t  n o t a t i o n  s o  t h a t  [ q ]  m e a n s  t h e  

f i n i t e  f i e l d  w i t h  q e l e m e n t s .

L e t  k ( X ) ,  k ( X )  b e  t h e  f u n c t i o n  f i e l d  o f  X o v e r  k  

a n d  o v e r  k  , k  = a n  a l g e b r a i c  c l o s u r e  o f  k  . L e t  R ( X ) e k ( X )
p

b e  a  r a t i o n a l  f u n c t i o n  o n  X s u c h  t h a t  R ( x )?4 h  -  h

f o r  h e k ( x ) .R d e f i n e s  a  map  X+A1 w h e r e  A1 i s  t h e  a f f i n e

l i n e  o v e r  [ q l  . L e t  X b e  t h e  s e t  o f  p o i n t s  o f  Xn m

d e f i n e d  o v e r  [q™] > a n d

S ( R , X )  m Z '  e x p [ - ^ t r ( R ( x ) ) ]  
e x  P

w h e r e  1 m e a n s  e x c l u d e  t h e  p o i n t s  l y i n g  o n  t h e  p o l e s  o f  R ( x )  a n d

t r :  [ q ]  -* [ p ]  i s  t h e  a b s o l u t e  t r a c e .

L e t  X '  b e  t h e  v a r i e t y  d e f i n e d  b y  ZP Z = R ( x )  .

X ' ( i  , x )
T h e n  t h e r e  i s  a  G a l o i s  c o v e r i n g  | |T

X x

T h i s

c o v e r i n g  h a s  G a l o i s  g r o u p  Z / p Z  a c t i n g  o n  X '  b y

30
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g :  ( z , x )   > ( z + g , x )  .

I t  i s  e a s i l y  c h e c k e d  t h a t  ( z + g , x ) e x ' . L e t  Y b e  a  n o r m a l i ­

z a t i o n  o f  X ’ , s o  t h e r e  e x i s t s  a  b i r a t i o n a l  map r :  Y-*X1 .

By c o m p o s i n g  TTor = f  , we g e t  a n  A r t i n - S c h r e i e r  c o v e r i n g  o f  

X r e l a t e d  t o  R ( x )  . D e f i n e  a n  L - f u n c t i o n  r e l a t e d  t o  t h i s  

c o v e r i n g  b y
00

L ( t , R , X )  = e x p  I  S ( R , X ) t m/m .
m - l  111m = l

B o m b i e r i  [ 4 ] c a l l s  t h i s  t h e  A r t  i n  L - f u n c t  i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  

t h e  A r t i n - S c h r e i e r  c o v e r i n g  f :  Y^X .

We n o w s t a t e  B o m b i e r i ' s  t h e o r e m .  L e t  Y b e  t h e  A r t i n -
p

S c h r e i e r  c o v e r  a s s o c i a t e d  t o  Z - Z  = R ( x ) , x £ X  . L e t  Y ( A )  b e
p

t h e  A r t i n - S c h r e i e r  c o v e r  a s s o c i a t e d  t o  Z -Z = R ( x )  +  X,

X e [ q p ] .

T h e o r e m  2 . ( B o m b i e r i  [ 4  ] ) .  L ( t , R , X )  i s  a  r a t i o n a l  f u n c t i o n  

o f  t  . T h e r e  e x i s t s  a  s u i t a b l e  p o w e r  p 1̂ o f  t h e  d e g r e e  p 

o f  t h e  c o v e r  t t :  Y-*X s u c h  t h a t  i f  0  i s  a  c h a r a c t e r i s t i c  

r o o t  o f  L ( t , R , X )  , t h e n  t h e r e  e x i s t s  v  y - 1  a n d  X E [ q P ] 

s u c h  t h a t
_ y u - v  

e p = wp

w h e r e  W i s  a  c h a r a c t e r i s t i c  r o o t  ( z e r o  o r  p o l e )  o f
v.

Z ( t , Y ( ? i ) , q p ) ,  t h e  z e t a  f u n c t i o n  o f  Y ( A )  r e l a t i v e  t o  t h e
v

g r o u n d  f i e l d  [ q P ] .

A t  t h e  e n d  o f  t h e  p a p e r s  [ ] a n d  [ ] B o m b i e r i  c o n j e c t ­

u r e s  t h a t  0  i s  o f  t h e  f o r m  0 =yW^ w h e r e  i s  a  c h a r a c t e r ­

i s t i c  r o o t  o f  Z ( T , Y , q )  a n d  Y i s  a  p P- t h  r o o t  o f  u n i t y .

We g i v e  a  p r o o f  o f  t h i s  s t a t e m e n t .
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I n  r e c e n t  c o m m u n i c a t i o n  B o m b i e r i  h a s  i n f o r m e d  u s  t h a t  t h e  c o n ­

j e c t u r e  c a n  a l s o  b e  p r o v e d  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  F r o b e n i u s  a c t i o n  

o n  £ - a d i c  c o h o m o l o g y .
V

Lemma 2 . I f  W i s  a  c h a r a c t e r i s t i c  r o o t  o f  Z ( t , Y ( A ) , q  ) ,

V + l
A £ l m ( t i ( [ q P ] ) i  t h e n  W i s  a  c h a r a c t e r i s t i c  r o o t  o f  

v+l
Z ( t , Y , q P ) .

V V + l
P r o o f : C h o o s e  A e [ q P ] s o  t h a t  t h e r e  e x i s t s  A ' e [ q P ]

s u c h  t h a t  A, P -  A'  = A . T h e r e f o r e ,

ZP -  Z = R ( x )  +  A = R ( x )  +  A , P -  A 1 ,

i . e . ,  ( Z - A ' ) P -  ( Z - A ' )  = R ( x )  .

v+l v
T h u s ,  Y( A)  a n d  Y a r e  [ q  ] / [ q P ] -  f o r m s .  T h e r e f o r e  t h e

e i g e n v a l u e s  o f  t h e i r  F r o b e n i i  a c t i n g  o n  £ - a d i c  c o h o m o l o g y

m u s t  d i f f e r  b y  r o o t s  o f  u n i t y .  T h e  a r g u m e n t  h e r e  i s  s i m i l a r

t o  t h e  h y p e r e l l i p t i c  c u r v e  c a s e  i n  C h a p t e r  1 . S i n c e  W i s

v
a  c h a r a c t e r i s t i c  r o o t  o f  Z [ t , Y ( A ) , q P ] , £W i s  a  c h a r a c t e r -

v th
i s t i c  r o o t  o f  Z [ t , Y , q  ] , w h e r e  C i s  s o m e  p r o o t  o f

u n i t y ;  i . e . ,  £P W^ = Wp i s  a  c h a r a c t e r i s t i c  r o o t  o f

_ v+ i
Z [ t , Y , q  ] . T h i s  p r o v e s  t h e  l e m m a .

—v —1 - V
Now o b s e r v e  t h a t  (WP ) P = Wp i s  a  c h a r a c t e r i s t i c  

v+ l  v+ l
r o o t  o f  Z [ t p , Y , q P ] , a n d  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  f a c t :

v+l  v+l
Z [ t P , Y , q P ] = n Z [ C t , Y , q ]

C

w h e r e  t h e  p r o d u c t  i s  o v e r  a l l  t h e  p V+^ - s t  r o o t s  o f  u n i t y .

I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h i s .  R e c a l l  t h a t  i n  g e n e r a l ,  t h e
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z e t a  f u n c t i o n  o f  a  s m o o t h  v a r i e t y  X d e f i n e d  o v e r  [ q ]  h a s  

t h e  f o l l o w i n g  f o r m  a s  a  r a t i o n a l  e x p r e s s i o n :

P . ( t ) P - ( t )  . . .  P ( t )
z ( x , t ) = 1 3 2n_1

P o ( t ) P 1 ( t )  . . .  P 2 n ( t )

w h e r e  n = d i m X  , p 0 ( t ) = 1 _ t » P 2 n ^ t ^ = 1 “ q n t » ^ ( t ) 3  I l C l - a ^ t )
3

a n d  t h e  P ^ ( t ) ' s  h a v e  c o e f f i c i e n t s  i n  Z . T h e r e f o r e  

t h e  z e t a  f u n c t i o n  t a k e s  t h e  f o r m

i + 1
Z ( X , t )  = n n ( l - a  . t ) ( _ 1 )  

i  j  3

I n  o u r  c a s e ,  a  f a c t o r  o n  t h e  r i g h t  h a n d ,  s i d e ,  Z [ £ t , Y , q ]  

h a s  t h e  f o r m

z [ ?t , Y , q ] = n n ( l - a  . £ t ) C 13
i  j  i J

v + l  v+ l  
Z [ t P , Y , q P ] h a s  t h e  f o r m

V + l „V+1 ( - l ) ^ i + 1 ^
Z [ t P , Y , q ] = T T T T ( l - 3 , , t P )

i  j  13

T h e  n u m e r a t o r s  o f  t h e s e  z e t a  f u n c t i o n s  a r e  c h a r a c t e r i s t i c  

p o l y n o m i a l s  o f  F r o b e n i u s  a c t i n g  o n  (Y)  . When  we r a i s e

V+l
t h e  g r o u n d  f i e l d  f r o m  [ q ]  t o  [ q P ] , t o  g e t  t h e  c o r r e c t

F r o b e n i u s ,  we m u s t  i t e r a t e  t h e  q - F r o b e n i u s  p V+ ^ t i m e s .

T h e  e i g e n v a l u e s  f o r  t h e  i t e r a t e d  F r o b e n i u s  a r e  t h o s e  f o r  t h e

v+l
q - F r o b e n i u s  r a i s e d  t o  t h e  p - s t  p o w e r .  T h u s ,  we h a v e  t h a t
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v + l

B , , = a , . P . T h e r e f o r e  t h e  z e t a  f u n c t i o n  b e c o m e s
i j  i J  .

v + l
V + l  V + l  T T / 1 / *.\P \

Z [ t  , Y , q I> 1 -  J  >

w h i c h  f a c t o r s  a s

( - 1 )n ( n  n ( i - a  . £ t )  l} ) 
■'5 i  J 2

w h e r e  t h e  p r o d u c t  i s  o v e r  a l l  t h e  p v + ^ - s t  r o o t s  o f  u n i t y .  

B u t  t h i s  e x p r e s s i o n  i s  p r e c i s e l y  n Z [ £ t  , Y , q ]  .

-v
By t h i s  f a c t ,  we m u s t  h a v e  t h a t  WP i s  a  c h a r a c t e r i s t i c

r o o t  o f  o n e  o f  t h e  Z ( C t , Y , q ) ' s  . T h e r e f o r e  we h a v e  p r o v e d

v
Lemma 3 ; I f  W i s  a  c h a r a c t e r i s t i c  r o o t  o f  Z [ t , Y ( A ) , q P ] ,

-v
t h e n  WP = w h e r e  £ i s  a  c h a r a c t e r i s t i c  r o o t  o f

Z [ t , Y , q ]  a n d  £ i s  a  p V + ^ - s t  r o o t  o f  u n i t y .

By B o m b i e r i ' s  t h e o r e m ,  we h a v e  t h a t  i f  0  i s  a

c h a r a c t e r i s t i c  r o o t  o f  L ( t , R , X )  , t h e n

y y -v  -v  y
Gp = wp = (Wp ) p , v < y -1

v
a n d  W i s  a  c h a r a c t e r i s t i c  r o o t  o f  Z [ t , Y ( A ) , q P ] f o r  s o m e

v
A e [ q P ] . T a k i n g  p - t h  r o o t s  o n  b o t h  s i d e s ,  we g e t

- V
0 = n w p = n c £  = ( n O ?
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w h e r e  f| i s  a  p ^ - t h  r o o t  o f  u n i t y ,  5 i s  a  p V+ ^ - s t  r o o t  

o f  u n i t y  a n d  E, i s  a  c h a r a c t e r i s t i c  r o o t  o f  Z [ t , Y , q ]  . S i n c e  

v + l  < )J , i t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  i s  a  p ^ - t h  r o o t  o f

u n i t y .  L e t  Y = n C  >W1 = ̂  we g e t

P r o p o s i t i o n  7 : N o t a t i o n  a s  a b o v e .  T h e n  0 = yW^ w h e r e  y 

i s  a  p ^ - t h  r o o t  o f  u n i t y  a n d  i s  a  c h a r a c t e r i s t i c  r o o t

o f  Z [ t , Y , q ]  .



C h a p t f e r  3 

On t h e  N o r m  o f  a n  A l g e b r a i c  C u r v e  

I n  t h i s  c h a p t e r  we r e c a l l  t h e  d e f i n i t i o n  a n d  s o m e  

p r o p e r t i e s  o f  t h e  P i c a r d  f u n c t o r .  I n  p a r t i c u l a r ,  we s h o w  t h a t  

t h e  n o r m  a n d  P i c a r d  f u n c t o r s  c o m m u t e  u p  t o  i s o m o r p h i s m .  We

u s e  t h e  c o m m u t a t i v i t y  o f  a n t * Z i £ °  t o  p r o d u c e  a
%

c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  a n  a l g e b r a i c  c u r v e  C o v e r

k '  a n d  a  p r o d u c t  C x . . .  x c o f  t w i s t e d  f o r m s  f o r  C . T h i so r

i s  o u r  a t t e m p t  t o  g e n e r a l i z e  t h e  i s o g e n y  f a c t o r i z a t i o n  o f  t h e  n o r m .

We f i r s t  r e c a l l  b a s i c  d e f i n i t i o n s  a n d  f a c t s  a b o u t  t h e  

r e l a t i v e  P i c a r d  f u n c t o r .  R e f e r e n c e s  h e r e  a r e  O o r t  [ 6 ] a n d  

G r o t h e n d i e c k  [ 5  ] .  I f  X i s  a n  S - s c h e m e  w i t h  s t r u c t u r e  

m o r p h i s m  f  , a n d  T-*S i s  a  c h a n g e  o f  b a s e ,  f  T d e n o t e s

t h e  p r o j e c t i o n  o n t o  T ,

XT = XX.T -> X

D e f i n e  t h e  r e l a t i v e  P i c a r d  f u n c t o r  P i c  . t o  b e  t h e  s h e a fX / s
f o r  t h e  f l a t  t o p o l o g y  a s s o c i a t e d  t o  t h e  f u n c t o r  w h i c h  s e n d s

*|
a n  S - s c h e m e  T t o  R f  ( 0  ) , t h e  f i r s t  r i g h t - d e r i v e d

f u n c t o r  o f  t h e  p u s h  f o r w a r d  a l o n g  f T o f  t h e  s h e a f  o f  
*

u n i t s  0 „

F r o m  h e r e  o n ,  we a s s u m e  t h a t  X / S  i s  p r o j e c t i v e  a n d  

s m o o t h .  P i c ° x / S d e n o t e s  t h e  c o n n e c t e d  c o m p o n e n t  o f  t h e  

i d e n t i t y  o f  P i c ^  „ . U n d e r  t h e  p r o j e c t i v e  s m o o t h  

a s s u m p t i o n ,  P i c 0^ h a s  t h e  s t r u c t u r e  o f  a b e l i a n  s c h e m e

36
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o v e r  S . We s h a l l  u s e  s e v e r a l  p r o p e r t i e s  o f  P i c 0 ,
 x / s

One  o f  t h e s e  i s  t h a t  P i c ° , c o m m u t e s  w i t h  b a s e  c h a n g e ,  i . eX /  s

i f  S'->-S i s  a  c h a n g e  o f  b a s e ,  t h e n  P i c  , — P i c °  , x s '
x s, / s ,, X/S S

A n o t h e r  f a c t  i s  t h a t  i f  X i s  a n  a l g e b r a i c  c u r v e ,  P i c °
 x / s

i s  t h e  J a c o b i a n  o f  X ( s e e  H a r t s h o r n e  [ 6  ] ) .  F o r  f u r t h e r

i n f o r m a t i o n  a b o u t  r e p r e s e n t a b i l i t y  o f  P i c  . , s e e ,  e . g . ,
X /  o

A r t i n  [ 1 ] , G r o t h e n d i e c k  [ 5 ] , M u r r e  [ 15]  , O o r t  [ 16]  .

We n o w n e e d  t o  d e f i n e  c o r r e s p o n d e n c e s  a n d  r e c a l l  s o me  

b a s i c  f a c t s  a b o u t  t h e m .  O u r  r e f e r e n c e  h e r e  i s  H o o b l e r  [ 8  ] .  

D e f  i n i t  i o n : I f  X i s  a  s m o o t h ,  p r o p e r  v a r i e t y  o v e r  a  f i e l d

k , t h e  A l b a n e s e  v a r i e t y  o f  X i s  d e f i n e d  b y

A (X)  = P i c 8 ,
V kP i c °

By a  k - p o i n t e d  v a r i e t y  we m e a n  a  p a i r  ( X ,  x^) w h e r e  X i s  

a  s m o o t h ,  p r o p e r  v a r i e t y  o v e r  k  a n d  x q i s  a  k - r a t i o n a l  

p o i n t  o f  X .

D e f i n i t i o n : I f  ( X , ^ ) ,  ( Y , y Q) a r e  k - p o i n t e d  v a r i e t i e s ,

d e f i n e  a  d i v i s  o r i a l  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  X a n d  Y t o  b e

a  l i n e  b u n d l e  L o v e r  X*Y s u c h  t h a t  ■L l x x { y  } ~  ®x an(^

L | r . ,T — 0 ,. , w h e r e  0 „  a n d  0 ,. a r e  t h e  s t r u c t u r e  s h e a v e s1 { x } x y  Y X Yo
f o r  X a n d  Y r e s p e c t i v e l y .

D e f i n i t i o n : I f  X h a s  s t r u c t u r e  map p :  X->Spec k  > t h e  

£ - a d i c  c o h o m o l o g y  s h e a f  i s  d e f i n e d  b y

hJ(X) s l im
n  ^

Lemma A : I f  A i s  a n  a b e l i a n  v a r i e t y  o v e r  k  , t h e n

'tc I  ^
H ^ ( A )  — A H £ ( a ) • I n  p a r t i c u l a r ,  H ^ ( A )  i s  g e n e r a t e d  b y

c u p  p r o d u c t  f r o m  H ^ ( A )  .

P r o o f :  S e r r e  [ 18 ] .
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D e f i n i t i o n : I f  X i s  a  v a r i e t y  o v e r  k  , d e f i n e  t h e  N e r o n -

S e v e r i  s h e a f

NSX / k  = (^ S- X / k ) /  ( P i c ° x / k ) .

T h e  B r a u e r  g r o u p  s h e a f  B r * (X)  i s  d e f i n e d  b y  B r ' (X)  =

R 2 p * ( 9 x )  • I f  F i s  a n y  s h e a f  o v e r  X , d e f i n e  T ^ F  b y

T 0F = l i m  F /
“ - n  <l"F

Lemma 5 : Th e  f o l l o w i n g  s e q u e n c e  i s  e x a c t :

0 ■> NSx / k  a  Z £ ( l )  -  H£ (X)  +  T £ ( B r ' ( X ) )  ( 1 )  +  0

w h e r e  £ i s  n o t  e q u a l  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  k  .

P r o o f : R e c a l l  t h a t  we  h a v e  t h e  Kummer  s e q u e n c e
*  o n  *

0 — > y ------ > 0 V   — > 0 V -------> 0 ,a  A

M i l n e  [ ] .  T h i s  g i v e s  a  l o n g  e x a c t  s e q u e n c e  p a r t  o f  w h i c h

i s  :

1 1 * £n  1 * 
r P*y n ------ > R P*ex ----------> r p*ex — >

 > R p * y  ------ > R 2 P * 0 y  — - —  R P *©x
£n X

-> . . .

1 *
B u t  R P*©x  = P i c x / k  a n d

2 2 &2 - 1  R p*y n = H (X , y  a y
* £ n  £ n

T h e r e f o r e  t h e  s e q u e n c e  b e c o m e s

0 > ( P i c  y k ) j   > H 2 ( x ^ a 2 } ( _ 1}

^ ^ X / k ; £

2 *

£ n R P * 0 X — :> °
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9 ft 9 9
w h e r e  H ( X , y  ) ( - 1 )  = H  ( X , y  ) .

£ n  l n

L e t t i n g  n  v a r y ,  we g e t  a  s e q u e n c e  o f  s u c h  d i a g r a m s

2
> l i m ( P i c x / k  /  &n P i c x / k ) ------ > H£ ( X ) ( - 1 )  — > T £ ( B r ' ( X ) )  — >0

•4-

n

S i n c e  P i c ^ k  i s  a n  a b e l i a n  v a r i e t y ,  i t  i s  ^ - d i v i s i b l e  

( M u m f o r d  [ 14] ) .  H e n c e ,

< I ± £ x / k > A n n P i c x / t ) -  /  nn N s x / k  •

A l s o ,  i ± 2  M x / k  / l " i s x / k  -  a s x / t  a  ^

s i n c e  N S ^ ^ k i s  a  f r e e ,  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  l o c a l l y  c o n s t a n t  s h e a f  

o f  a b e l i a n  g r o u p s  ( M u m f o r d  [ 1 4 ] )  . T h e r e f o r e  t h e  s e q u e n c e  b e c o m e s

0 — > NSX / k ® Z £ ------ >  > T £ ( B r ' ( X ) )   > 0 .

Now t w i s t  t h i s  s e q u e n c e  t o  g e t

0 -------> NSx / k  ® Z £ ( 1 )  ------ > — £ (X)  -------> T £ ( B r ' ( X ) )  ( 1 )   > 0

w h i c h  p r o v e s  t h e  l e m m a .

Now r e c a l l  t h a t  t h e  A l b a n e s e  A( X)  h a s  t h e  f o l l o w i n g  

u n i v e r s a l  p r o p e r t y :

( X , x  ) ------------------------ > ( A ( X ) , 0 )
o ^

( v , 0 )

m a p s  f r o m  ( X , x  ) t o  a b e l i a n  v a r i e t i e s  ( V , 0 )  f a c t o ro

u n i q u e l y  t h r o u g h  ( A ( X ) , 0 )  .
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Lemma 6 : L e t  a :  ( X , x Q) ■*. ( A ( X ) , 0 )  b e  t h e  u n i v e r s a l  map f o r

t h e  A l b a n e s e  v a r i e t y ,  w h e r e  X i s  p r o j e c t i v e  a n d  s m o o t h  o v e r

[ J ( A ( X ) )  -  h J ik . T h e n  a  i n d u c e s  a n  i s o m o r p h i s m  H p ( A ( X ) )  — H p ( X )

P r o o f : By d u a l i t y ,  a  i n d u c e s  a  map

a :  — ° A ( X ) / k  > — ° X / k  ‘

A

B u t  P i c °  A ( x ) / k .  ~  ^ - ^ - ° x / k  * SO a  * S a n  ^ s o m o r P ^ ^ sin * F r o m  

t h e  Kummer  s e q u e n c e  we g e t  t h e  s e q u e n c e

1 1 * £ n 1 0 — > r S . u  n — > R p*ex  > r t>*6x
&

w h i c h  i m p l i e s  t h a t  _ P i c ° w / l  — « • P a s s i n g  t o  ^ i m
£n x /  k I  n

g i v e s  T ^ ( P i c 0 • S i n c e  61 i s  a n  i s o m o r p h i s m ,

1we a l s o  h a v e  T „ ( P i c ° A ^ ^  -  H ^ ( A ( X ) )  a n d  

T ^ ( P i c " A ( x ) / k ) -  I t ( P l c “ x / k ) -  H l ( X )  . T h e r e f o r e ,

H ^ ( A C X ) )  -  h J ( x ) .

We f i n a l l y  a r r i v e  a t  t h e  t h e o r e m  a b o u t  c o r r e s p o n d e n c e s  

t h a t  we n e e d .  L e t  C o r r ( X , Y )  d e n o t e  t h e  d i v i s o r i a l  

c o r r e s p o n d e n c e s  T j ’e t w e e n  X a n d  Y .

T h e o r e m  3 J , e t  ( X , x q ) , ( Y , y  ) b e  k - p o i n t e d  p r o j e c t i v e ,  s m o o t h  

v a r i e t i e s  w i t h  k = E  , t h e  f i n i t e  f i e l d  w i t h  q e l e m e n t s .  T h e n
q

A A

C o r r ( A ( X ) , A ( Y ) )  & Z £ -  C o r r ( X , Y )  9  Z £ ,

w h e r e  £ i s  a  p r i m e  n o t  e q u a l  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  .

P r o o f ; C o r r ( X , Y )  i s  b y  d e f i n i t i o n  t h e  k e r n e l  o f  t h e  map

P i c ( X x Y )  *»■ P ( X x y Q) x P i c ( x QXY) w h i c h  s e n d s  a  l i n e  b u n d l e  L

o v e r  XxY t o  ( L l Vv , L |  . T h a t  i s ,  we h a v e1 XXy ' x  XY
J o o
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C o r r  ( X , Y) ---------> P i c ( X * Y )  — > P i c ( X X y o ) x P i c ( x QXY) .

T h e r e  i s  a  s e c t i o n  P i c ( X X y Q) x P i c ( x o x y )  P i c ( X x Y )  w h i c h

k  k
s e n d s  t o  0  P 2 L2 w l i e r e  p i *p 2 a r e  t l i e  p r ° -

j e c t i v e  m a p s .  T h e r e f o r e ,  C o r r ( X , Y )  i s  a  s u m m a n d  o f  

P i c ( X x Y) . P a s s i n g  t o  t h e  a l g e b r a i c  c l o s u r e ,  H ^ ( X x Y )  

d e c o m p o s e s  a s

H j ( X X Y )  -  H * ( X )  0  H * ( Y )  0  ( H j ( X )  0  H ^ ( Y ) )  

u s i n g  t h e  K u n n e t h  f o r m u l a  (X m e a n s  X 0 ^  k )  .

By t h e  a r g u m e n t  i n  Lemma 5 ,

A
[Pic(XXyo ) 0 P i c  ( xQxy) ] a z £

i n j e c t s  i n t o  H^CX) ® h J ( X )  . H e n c e  C o r r ( X , Y )  0 Z &

i n j e c t s  i n t o  H ^ ( X )  0  H ^ ( Y )  . By " G a l o i s  t h e o r y "  ( M i l n e  [ 1 3 ] ,
A

p g . 5 3 ) ,  we c o n c l u d e  t h a t  C o r r ( X , Y )  0  Z ^  i n j e c t s  i n t o  

H ^ X )  0 H1 (Y)  .
a  £

On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e r e  i s  a  c o m m u t a t i v e  d i a g r a m

C o r r ( A ( X )  , A ( Y ) )  0   > h J ( A ( X ) )  0  H * ( A ( Y ) )

I 
I

\ I
C o r r  ( X ,  Y) 0 Z ^  C > h J ( X )  0  (Y)

w h e r e  t h e  d o t t e d  a r r o w  i s  t h e  map i n d u c e d  b y  p u l l i n g  b a c k  

l i n e  b u n d l e s  a l o n g

XXY  > A (X)  x A (Y)  .

B u t  t h e n  t h e  d o t t e d  a r r o w  i s  a n  i n j e c t i o n  s i n c e  t h e  o t h e r
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t h r e e  a r r o w s  a r e .  H e n c e ,

/ \  A

C o r r ( A ( X ) , A ( Y ) )  & Z % > C o r r ( X . Y )  Q Z %

i s  a n  i n j e c t i o n .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  b y  t h e  f a c t  t h a t  t h e  

B r a u e r  g r o u p  o f  a n  a b e l i a n  v a r i e t y  o v e r  a  f i n i t e  f i e l d  i s  

f  i n i t e .

C o r r ( A ( X )  , A ( Y ) )  Q Z % -  H ^ A C X ) )  0  h J ( A ( Y ) )  .

A  A

T h u s  C o r r  ( X , Y )  Q i n j e c t s  i n t o  C o r r  ( A( X)  ) , A ( Y )  ) Qt Z ^ .

T h i s  p r o v e s  t h e  t h e o r e m .

I n  t h e  p r o o f  o f  Lemma g , we s a w  t h a t  T ^ ( P i c ° ^ ^ ^ ) - ^  H ^ ( X )  .

T h e r e f o r e ,  f o r  a  p r o d u c t  X*Y we g e t

V £ i £ " X x Y / k > -  -  s * < x > »  i £ < * >

-  i j f t i a ’ x / k )  »  T ^ £ i £ \ / k )

b y  t h e  K u n n e t h  f o r m u l a .  T h i s  s u g g e s t s  t h a t  i i £ ° x xy / k  p r e ­

s e r v e s  p r o d u c t s ,  i . e . ,

f- Z i £ ° X x Y / k  -  i i £ ° x /k x M £ ° Y / k  •

C o n s i d e r  t h e  map  P i c ( X x Y )  ->• P i c ( X )  x P i c ( Y )  w h i c h  s e n d s  a  l i n e

b u n d l e  L o v e r  XxY t o  L | v ^ x L |  w h e r e  x  , y  a r e' X x y  ' x  xY o oo o
b a s e  p o i n t s  f o r  X a n d  Y r e s p e c t i v e l y .  N o t e  t h a t  C o r r ( X , Y )  

i s  p r e c i s e l y  t h e  k e r n e l  o f  t h i s  m a p .  T h i s  map i n d u c e s  a  map

^ i £ ° X x Y / k  > ^ £ ° X / k  X Y / k

w h i c h  i s  s u r j e c t i v e  b e c a u s e  t h e  b a s e  p o i n t s  g i v e  a  s e c t i o n .

We w a n t  t o  s h o w  i n j e c t i v i t y ,  i . e . ,  we w a n t  t o  s h o w  t h a t



A3.
/v

C o r r ( X , Y) D  P i £ ( XXY) / k  = 0 ’ B u t  C o r r ( x >Y) a  1  £ i n j e c t s

i n t o  H ^ ( X x Y )  . A l s o  M ( Xx y ) / k  ® Z l  i n j e c t s  i n t o  H ^ ( X x Y )  .
2

T h e r e f o r e ,  P i c  / U ® Z l  g e t s  s e n t  t o  0 i n  H^( XXY)  .

I t  ma y  b e  p o s s i b l e  t h a t  t h e r e  i s  c ommon J i - t o r s i o n ,  b u t  

s i n c e  SL i s  a n y  p r i m e  ^  c h a r ( k )  , t h i s  c a n n o t  h a p p e n .

T h i s  l e a v e s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  common  p - t o r s i o n  w h e r e  

p = c h a r ( k )  . S i n c e  t h e  a b o v e  map f  i s  s u r j e c t i v e ,  we 

h a v e  a n  e x a c t  s e q u e n c e

0 — > k e r ( f )  — > P i£"XXY/k — > P i c ”x / k  X  > 0

As  p r e v i o u s l y  n o t e d ,

-  s i(x) •

-  V P ± c ° x / k > •  ^ < i i £ \ / k ) •

T h e r e f o r e ,  d i m ( P i c ° XwT<fk) = d i m ( P i c ° x ^ k  x P i c ° Y / k ) ,  s o  

k e r ( f )  i s  f i n i t e .  S i n c e  t h e  e x a c t  s e q u e n c e  h a s  a  s e c t i o n ,  

^ i c ° X x Y / k  ~  P * c ° X / k  ® P * C° Y / k  ^  k e r ( f )  . Now t h e  a s s e r t i o n  

f o l l o w s  s i n c e  Z _ i £ ° x x Y / k  ‘*'s  c o n n e c t e < i an<* r e d u c e d  b y  d e f i n i t i o n .



/
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Now l e t  Y b e  a  s m o o t h  p r o p e r  k ' - v a r i e t y  a n d  X a  

k - v a r i e t y .  By t h e  d e f i n i n g  a d j o i n t n e s s  p r o p e r t y  o f  t h e  n o r m  

f u n c t o r ,  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  b i j e c t i o n  o f  s e t s :

H° m k ( P i c ° ( N^ t / k Y) / k  • Nk . / k ( P l £ ° Y/ k » ) )  “

( 1)

Homk ' ( ^ ( N k f / k Y ) k , / k l  ‘ / k  1 ^

R e c a l l  ( C h a p t e r  1 ,  P r o p o s i t i o n  1) t h a t  o v e r

k ' ,  N, i /. Y S k '  — II Y CT w h e r e  G ' = G a l ( k ' / k )  . H e n c e ,  
/ k  a e G

~ ° (Nk ’ / k Y ) k '  / k ' — ° (  n Y a ) / k ’ * ( 2 )a e G

S i n c e  P i c ° p r e s e r v e s  p r o d u c t s ,  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  i s  i s o ­

m o r p h i c  t o  II P i c °  . ( 3 )
a e G  Ya / k '

S i n c e  P i c ° c o m m u t e s  w i t h  b a s e  c h a n g e ,

By p r o j e c t i o n  o n t o  t h e  f i r s t  f a c t o r ,  we h a v e  a  map

O  > 0 4 . 0
Y / k '  Y / k '  ‘a e G

T h e r e f o r e ,  b y  c o m p o s i n g  ( 2 )  , ( 3 )  , ( 4 ) , ( 5 ) ,  we g e t  a  map

~ 0 ( Nk ' / k Y ) k ’ / k ' > — ° Y / k ’ * ( 6 ;
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d e f i n e d  o v e r  k '  . T h e  a d j o i n t n e s s  b i j e c t i o n  ( 1 )  g i v e s  a  c o r r e s ­

p o n d i n g  map
f :  P i c ° ( N^ t ^ Y)  — > Nk , / k  P i c ° Y / k , ( 7 )

d e f i n e d  o v e r  k  . We w i s h  t o  s h o w  t h a t  f  i s  a n  i s o m o r p h i s m .  

T h e  i d e a  o f  t h e  p r o o f  i s  a s  f o l l o w s :  t e n s o r  f  w i t h  k '

a n d  s h o w  t h a t  f  a  k '  i s  a n  i s o m o r p h i s m .  T h e n ,  b y  d e s c e n t  

t h e o r y ,  f  m u s t  b e  a n  i s o m o r p h i s m .

T e n s o r i n g  w i t h  k 1 g i v e s  a  map

f  a  k ’ : ^ ° ( K k , / k Y ) k , / k t  > (Nk ' / k  — ° Y / k ' )  ® k

( 8 ) .

L e t  T b e  a  k ' - v a r i e t y  r e g a r d e d  a s  a  " t e s t  o b j e c t " .

C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  d i a g r a m

H° Ink , ( T ’E i £ ” (Nk , / k Y) k , / k ' ) .
I ,
: s  ^

f  ft k '  I H o m ( T , g  P i c ° Y / k , )

Homk , ( T , ( N k , / k  P i c ° Y / k , )  a  k ' )

T h e  d o t t e d  a r r o w  i s  i n d u c e d  b y  c o m p o s i t i o n  w i t h  f  a  k '  a n d  

t h e  s o l i d  a r r o w s  a r e  i s o m o r p h i s m s .  g i s  i n d u c e d  b y  t h e  i s o ­

m o r p h i s m s  ( 2 )  a n d  ( 3 ) ,  a n d  h  i s  i n d u c e d  b y  t h e  i s o m o r p h i s m  

c o m i n g  f r o m  t h e  d e f i n i n g  p r o p e r t y  o f  n o r m  ( s e e  C h a p t e r  1 ) .  

S i n c e  g a n d  h  a r e  i s o m o r p h i s m s ,  i f  we c a n  s h o w  t h a t  t h e  

d i a g r a m  ( 9 ) c o m m u t e s , we w i l l  h a v e  t h a t  f  a  k '  i s  a n  i s o ­

m o r p h i s m  .



g s e n d s  a  map

t :  T  > P i c °
( Nk ' / k Y ) k ' / k  ( 1 0 )

T — > P i c ° , „  ------ > P i c °  „   > II P i c °  „  — > n P i c °
k ' / k  k ’ / k ' n y a / k ’ a Y / k ’ o

a

G o i n g  a r o u n d  t h e  o t h e r  w a y ,  we g e t

t   ̂ . o f  S k  '  _ v o .  ̂ -re a o
m> Z i £ ° ( N k t / k Y ) k l / k '  > (Nk ' / k ^ - ° Y / k , )  > J  ^ - ° Y / k '

( 11)

We w a n t  t o  s h o w  t h a t  t h e s e  m a p s  a r e  e q u a l .

By t h e  a d j o i n t n e s s  p r o p e r t y  o f  t h e  n o r m ,  t h e r e  i s  a  

u n i v e r s a l  map

< \ . / k  8  k ' -----------” ( 1 2 )

s u c h  t h a t  t h e  b i j e c t i o n

H o m ' k I ( P x c ° ( N^ ( ^ Y^ ( / k l  , (Nk , / k  P i £ ° Y / k , ) f l k 1)

Homk , ( P i c ° ( N k , / k Y)k , /  k 1 ’ — °Y/ k ') (13)

i s  o b t a i n e d  b y  c o m p o s i t i o n  w i t h  ( 1 2 ) .  T h e  a c c e n t  o n  Homk , 

m e a n s  k ' - m a p s  w h i c h  d e s c e n d  t o  k - m a p s ;  i . e . ,  k ' - m a p s  p r e ­

s e r v i n g  d e s c e n t  d a t a .  T h e r e f o r e  t h e  p r o b l e m  r e d u c e s  t o  s h o w ­

i n g  t h a t  ( 1 2 ) f a c t o r s  t h r o u g h

( Nk . / k P i c \ / k . )  «  k ’ — > n P i c ‘ ®/ k , ( 1 4 )
a

To d o  t h i s ,  i t  s u f f i c e s  t o  s h o w  t h a t
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X \ , / k  Ii£°T/k.) « a' — > n pic' Y / k  1 -> P i c ' Y / k '

( 1 5 )

s a t i s f i e s  t h e  a p p r o p r i a t e  u n i v e r s a l  p r o p e r t y .  T h e r e f o r e ,  l e t  

Z b e  a  k - v a r i e t y  a n d  s : Z fit k ' -*■ P i c ° ^ . ^ ^ , a  k  ’ - m o r p h i s m .

s  i n d u c e s  a  map  7Tsa : Z & k '  P i c 6^ ,  b y  p u l l i n g

b a c k  a n d  t a k i n g  t h e  p r o d u c t .  So  we g e t  a  d i a g r a m

^ Nk ' / k  ^-i £ ° Y / k ,) a  k ' - > 11 ^ ^ - ° Y / k -> P i c ' Y / k *

ITS

z a  k ’

T h e  d o t t e d  a r r o w  i s  t h e  c o m p o s i t e  o f  tts w i t h  t h e  i n v e r s e  

t o  ( 1 4 ) .  I t  i s  t h e  u n i q u e  a r r o w  w h i c h  m a k e s  t h e  d i a g r a m  

c o m m u t e .  T h u s  we s e e  t h a t  ( 1 0 )  a n d  ( 1 1 )  a r e  e q u a l .  We s um 

t h i s  u p  i n

T h e o r e m  4 : No r m a n d  P i c ° c o m m u t e  up  t o  i s o m o r p h i s m  i f

k ' / k  i s  G a l o i s ;  i . e . ,  i f  Y i s  a  k ' —v a r i e t y ,

Nk ' / k  ^ i £ ° Y / k l B ^ - ° ( N k l / f c Y ) / k  ’

We n o w  r e c a l l  a  p r o p o s i t i o n  f r o m  M i l n e  [ 12  ] • L e t

M a n d  M'  b e  R . - f r e e  G - m o d u l e s  w h e r e  R i s  a  c o m m u t a t i v e  

s u b r i n g  o f  E n d ( A )  w h e r e  A i s  a n  a b e l i a n  v a r i e t y  o v e r  k  ,

a n d  k ' / k  i s  a  G a l o i s  e x t e n s i o n  w i t h  g r o u p  G . We a s s u m e  

t h a t  M a n d  M ' h a v e  t h e  s a m e  R - r a n k  a n d  t h a t  we h a v e  

i s o m o r p h i s m s

ri : Rn  M 

D ' : Rn  M ' .



4 8 .

Lemma 7 ; I f  <j>: M ■* itf h a s  n o n - z e r o  d e t e r m i n a n t  d e t ( t j ) )  w i t h  

r e s p e c t  t o  t h e  R - b a s e s  p r o v i d e d  b y  H ' » t h e n  <j> ( s e e
A

2 d I x
C h a p t e r  1 )  i s  a n  i s o g e n y  o f  d e g r e e  | NR ^ d e t  ( (f>) | w h e r e

d = d i m ( A )  a n d  r  = r a n k „ ( R )  .X

P r o o f : L e t  F = R Q . We may  a s s u m e  t h a t  k  = k

( a l g e b r a i c  c l o s u r e ) .  T h e n  M ^ ( f ) i s  a  s i m p l e  Q - a l g e b r a .  

T h e r e f o r e  b y  M u m f o r d  [ 1 4 ] ,  p g .  1 7 9 ,  i t  s u f f i c e s  t o  c h e c k

t h a t  deg(J>^= |WF ^ p d e t  ()> f o r  <J>eZ . I f  <f>eZ, det(<j>) = <|)n  ,

» /*i / j . n \ 2 d / r  /- , n r , . 2 d / r  , 2 d n  .a n d  ( NF ^ q ( 4> ) = (<J> ) '  = . T h i s  a g r e e s

w i t h  deg<J>^ s i n c e  i s  a  map b e t w e e n  f o r m s  o f  d i m e n s i o n

d n  .

Lemma 8 ^ M i l n e  [ 1 2 ] ) .  L e t  A b e  a  k - e l e m e n t a r y  a b e l i a n

v a r i e t y  s u c h  t h a t  R = E n d ( A )  i s  c o m m u t a t i v e  a n d  a l l  e n d o -  

m o r p h i s m s  a r e  d e f i n e d  o v e r  k  . L e t  G = G a l ( k ' / k )  a n d  

s : G -*■ A u t ( A )  a  h o m o m o r p h i s m .  T h e n  s ( G )  i s  c y c l i c .

L e t  m b e  t h e  o r d e r  o f  s ( G )  . L e t  R ^ ,  o < i < m - l  b e  R

r e g a r d e d  a s  a  G - m o d u l e  b y  g * r  = s ( g ) * T  a n d  l e t

A . =  R S A . L e t  L b e  t h e  f i x e d  f i e l d  o f  H = k e r  s  .
1  I K

T h e n  t h e r e  i s  a n  i s o g e n y  o f  d e g r e e  Mmc*

Nt / i (A L)  ^ A x A.  x . . .  x A  i .L / k  k  o 1 m - 1

P r o o f ; L e t  o  g e n e r a t e  G/ H a n d  l e t  £ = s ( a )  • C o n s i d e r

t h e  h o m o m o r p h i s m  <j>: R [ G / H ]  -*■ t tR^ d e f i n e d  b y  t h e  m a t r i x

( £ 1 J ) 0 < i , j < m - l  . C h e c k  t h a t  t h i s  m a t r i x  h a s  d e t e r m i n a n t

v'm'™ a n d  a p p l y  t h e  p r e v i o u s  l e m m a  w i t h  r  = l  .
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To c o n t i n u e ,  we  now r e p r o d u c e  s o m e  n e e d e d  r e s u l t s  f r o m  

S e k i g u c h i  [ 1 7 ] .

T h e o r e m  5 : L e t  S '  b e  a  f a i t h f u l l y  f l a t  S - s c h e m e ,  C 1 a  n o n -

h y p e r e l l i p t i c  c u r v e  o v e r  S 1 ( i . e .  C '  h a s  n o n - h y p e r e l l i p t i c  

c u r v e s  a s  g e o m e t r i c  f i b e r s ) , a n d  P a  p r i n c i p a l l y  p o l a r i z e d  

a b e l i a n  s c h e m e  o v e r  S h a v i n g  a n  S ' - i s o m o r p h i s m

* : J ( C  ' )  —— > P fig S * .

T h e n  t h e r e  e x i s t  a  c u r v e  C o v e r  S a n d  i s o m o r p h i s m s

f ' : C a g S ’ C '

<j) : J ( C )  P

s u c h  t h a t

<)>s , o J ( f ' )  = <p' .

H e r e ,  J ( X )  m e a n s  t h e  J a c o b i a n  o f  t h e  a l g e b r a i c  c u r v e  X .

T h e  p r o o f  o f  t h i s  t h e o r e m  i s  b a s e d  o n  a n o t h e r  t h e o r e m  o f  

S e k u g u c h i  a p p e a r i n g  i n  t h e  s a m e  p a p e r .

T h e o r e m  6 : L e t  C a n d  C 1 b e  n o n - h y p e r e l l i p t i c  c u r v e s .  L e t  

G b e  t h e  c o n s t a n t  g r o u p  s c h e m e  { ± 1 }  . G a c t s  o n  

I s o m g ( J ( C ' ) , J ( C ) ) ,  t h e  p o l a r i z a t i o n  p r e s e r v i n g  S - i s o m o r p h i s m s  

b e t w e e n  J ( C ' )  a n d  J ( C )  , a n d  t h e  g e o m e t r i c  q u o t i e n t  

I s o m g ( J ( C 1) , ( J ( C ) ) /G e x i s t s .  T h e n ,  t h e  n a t u r a l  map

J :  I s o m g ( C , C ' )  ------ > I s o m g ( J ( C ) , J ( C ' ) ) / G

i s  a n  i s o m o r p h i s m .

T h e  i d e a  o f  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  5,  g i v e n  T h e o r e m  6 , 

i s  t o  o b s e r v e  t h a t  C 1 d e s c e n d s ,  h e n c e  c a r r i e s  d e s c e n t
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d a t a ,  h e n c e  d e s c e n d s  t o  a  c u r v e  C o v e r  S . T h e r e f o r e ,  J ( C f ) 

d e s c e n d s  t o  J ( C )  a n d  t o  P . So b y  u n i q u e n e s s  o f  d e s c e n t ,

J ( C )  — P . S e k i g u c h i  a l s o  t r e a t s  t h e  h y p e r e l l i p t i c  c a s e .

S e e  [ 17]  •

Now l e t  X b e  a n  a l g e b r a i c  c u r v e  s m o o t h  a n d  p r o p e r  o v e r

k = E ^  . L e t  X '  = X k 1 . L e t  Z = P i c ° x , ^ k « ( t h e  J a c o b i a n

o f  X ' )  . A s s u m e  t h a t  P i c ° ^ j k  i s  k - s i m p l e  a n d  t h a t  t h e r e

i s  a n  i n j e c t i v e  h o m o m o r p h i s m

G a l ( k ' / k )  ------ ^  A u t ( P i c ° x / k ) .

T h e n  b y  M i l n e ' s  l e m m a ,  t h e r e  i s  a n  i s o g e n y

N, . Z ------ > Z x . . .  x Z , w h e r e  m i s  t h e  d e g r e e  o f  t h ek ' / k  o m- 1

e x t e n s i o n  k ' / k  a n d  e a c h  Z^  i s  a  k ' / k - f o r m  f o r  Z . By 

S e k i g u c h i ' s  t h e o r e m ,  e a c h  Z^  i s  i s o m o r p h i c  t o  P i c ° x  ^ k  f o r

s o m e  a l g e b r a i c  c u r v e  X^ o v e r  k  . T h e r e f o r e ,  u s i n g  p r o p e r ­

t i e s  o f  P i c ° , we g e t

Z x . . .  x Z ,  = P i c ° „  x . . .  x P i c ° „o m - 1    X / k    X , / ko m - i

By T h e o r e m  4 ,

Nk ' / k ( ^ £ ° X ' / k ' 5 = ^ ■ ° ( N k , / k X ' ) / k  *

T h e r e f o r e ,  we  g e t  a  c o r r e s p o n d e n c e

m ” ( V / k X ' ) / k  > £ ± £ ‘

H e n c e  b y  T h e o r e m  3 ,  we  g e t  a  c o r r e s p o n d e n c e

N, . /. X ' ------- > X x . . .  x X i .k ' / k  o m- 1
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As m e n t i o n e d  p r e v i o u s l y ,  t h i s  r e s u l t  c a n  b e  v i e w e d  a s  a n  

a t t e m p t  t o  g e n e r a l i z e  t h e  i s o g e n y  f a c t o r i z a t i o n  o f  t h e  n o r m  

b y  t h e  p r o d u c t  o f  k ' / k - f o r m s  a s  i n  C h a p t e r  1 .

T h i s  a r g u m e n t  m a k e s  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  P i c ° ^  ^  i s  

k - s i m p l e ,  w h i c h  i s  u n n e c e s s a r i l y  r e s t r i c t i v e .  T h i s  a s s u m p ­

t i o n  i s  m a d e  i n  o r d e r  t o  a p p l y  M i l n e ' s  l e m m a .  H o w e v e r ,  a  

c a r e f u l  e x a m i n a t i o n  o f  M i l n e ' s  a r g u m e n t  s h o w s  t h a t  k - s i m p l i -  

c i t y  i s  a s s u m e d  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  i m a g e  o f  t h e  G a l o i s  g r o u p  

G o f  k ' / k  i n  A u t ( A )  b y  a  map s  i s  c y c l i c .  B u t  M i l n e  

i s  d e a l i n g  w i t h  f i e l d s  k '  a n d  k  w h i c h  a r e  n o t  n e c e s s a r i l y  

f i n i t e .  S i n c e  we a r e  d e a l i n g  w i t h  f i n i t e  f i e l d s  k ' / k  , 

s ( G )  i s  c y c l i c  b y  n e c e s s i t y .  H e n c e  we may  l i f t  t h e  a s s u m p ­

t i o n  o f  k - s i m p l i c i t y  o f  Z i £ ° x / k  ’

W i t h  r e g a r d  t o  t h e  a s s u m p t i o n  o f  i n j e c t i v i t y  o f  

G = G a l ( k ' / k )  -*■ A u t  ( P i c ° ^ ^ )  , i f  we d r o p  t h i s  a s s u m p t i o n ,

a n d  i f  H i s  t h e  k e r n e l ,  we c a n  s a y  t h e  f o l l o w i n g .

I f  L i s  t h e  f i x e d  f i e l d  o f  H , t h e n  k  C. L c.  k '  .

M i l n e ' s  l e m m a  g i v e s  u s  a n  i s o g e n y

N P i c °   > Z_ x . . .  x Z iL / k  ------  X. / L  - 0 m- 1

w h e r e  m i s  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  t h e  i m a g e  s ( G )  c  A u t ( P i c ° ^ y ^ )

P u s h i n g  t h r o u g h  t h e  a b o v e  a r g u m e n t  g i v e s  a  c o r r e s p o n d e n c e

N ( X a .  L )  ------- > X n  x  . . .  X X iL / k  k  0 m - 1

w h e r e  e a c h  X^ i s  a n  L / k - f o r m  f o r  X .
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We f e e l  t h a t  t h e r e  a r e  f u r t h e r  q u e s t i o n s  o f  i n t e r e s t  i n  

t h i s  a r e a .  F o r  e x a m p l e ,  i n  t r y i n g  t o  d e f i n e  t w o  c u r v e s  X , Y 

a s  i s o g e n o u s  i f  J  (X)  i s  i s o g e n o u s  t o  J (Y)  , t h e  q u e s t i o n

a r i s e s  o f  w h e t h e r  a n  a b e l i a n  v a r i e t y  t h a t  i s  i s o g e n o u s  t o  a  

J a c o b i a n  i s  i s o m o r p h i c  t o  o n e .  A l s o ,  i s  i t  p o s s i b l e  t o  

c h a r a c t e r i z e  Wei l "  n u m b e r s  o f  J a c o b i a n s ?
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