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Abs t r a c  t

THE EFFECT OF OPACI T Y ON THEORETI CAL  MODELS OF

RR LYRAE STARS 

by

E.  O l e n k a  H u b i c k y j  

A d v i s e r :  P r o f e s s o r  R i c h a r d  S t o t h e r s

The  RR L y r a e  I n s t a b i l i t y  s t r i p  I s  i n v e s t i g a t e d  w i t h  

c o m p u t e r  m o d e l s  t h a t  w e r e  c a l c u l a t e d  u s i n g  C a r s a n  

o p a c i t i e s -  A n o n l i n e a r  c o m p u t e r  p r o g r a m  was a p p l i e d  t o  

f u n d a m e n t a l  and f i r s t  o v e r t o n e  modes o f  p u l s a t i o n  ( a b -  and  

c - t y p e ,  r e s p e c t i v e l y ) .  C o m p a r i s o n  o f  t h e  m o d e ; s  w i t h  

o b s e r v e d  s u r f a c e  l i g h t  and v e l o c i t y  c u r v e s  she we d  good  

a g r e e m e n t  I n  p h a s e  o f  t h e  s e c o n d a r y  bump on t h e  v e l o c i t y  

c u r v e  ( p 1) " ' 1 - 6 )  and  l i g h t  a m p l i t u d e  f o r  M/ M*  *  0 . 6 0  -  0 . 6 5  

l o g  (  L /  L *  ) ~ 1 . 7 ,  and Y -* 0 . 2 5 .  A l i n e a r  c o m p u t e r  p r o g r a m  

was u s e d  t o  e x a m i n e  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  b l u e  e d g e s  o f  t h e  

I n s t a b i l i t y  s t r i p  os mass a nd  c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n  v a r i e d .  

T he  r e s u l t s  o f  t h e  l i n e a r  s u r v e y  s h o w e d :  l )  no s u b s t a n t i a l

c h a n g e  i n  t h e  PTLM r e l a t i o n  due  t o  o p a c i t y ;  2 )  s i m i l a r  

b l u e  e d g e s  t o  t h o s e  i n  p r e v i o u s  s t u d i e s  t h a t  e m p l o y e d  t h e  

Los A l a m o s  o p a c i t y  s e r i e s  a r e  c a l c u l a t e d  w i t h  t h e  C a r s o n  

m o d e l s  f o r  a l o w e r  h e l i u m  a b u n d a n c e  a nd  w i t h  ma s s e s  mor e  

c o n s i s t e n t  w i t h  e v o l u t i o n a r y  t r a c k s .  S e v e r a l  c o m p a r i s o n  

t e s t s  o f  t h e  m o d e l s  w i t h  o b s e r v a t i o n s  showed good  

a g r e e m e n t .  T h e  o v e r a l l  l i n e a r  r e s u l t s  i n d i c a t e d  a mass o f  

0 . 7 0 ± 0 , 0 5  M* a nd  a h e l i u m  c o n t e n t  o f  0 . 2 5 5 0 . 0 4 .
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CHAPTER 1:  I NTRODUCTI ON

P u l s a t i n g  s t a r s  h a v e  bee n  o b s e r v e d  s i n c e  a b o u t  1 6 0 0 .  

T h e s e  p u l s a t i o n s  a r e  now known t o  d e r i v e  f r o m p e r i o d i c  

o s c i l l a t i o n s  o f  s t e l l a r  e n v e l o p e s  w h i c h  a r e  d r i v e n  by 

h y d r o g e n  and h e l i u m  I o n i z a t i o n  r e a c t i o n s .  T h e r e  a r e  

s e v e r a l  t y p e s  o f  p u l s a t i n g  s t a r s :  C e p h e T d ,  RR L y r a e ,  and

o t h e r  C e p h e l d - l i k e  s t a r s  whose m e c h a n i s m s  a r e  r e l a t i v e l y  

w e l l  k n o wn ,  and 6 S c u t i ,  T T a u r i  and o t h e r  v a r i a b l e s  t h a t  

r e m a i n  p r o b l e m a t i c  ( s e e  Cox 1 9 7 4  f o r  a g e n e r a l  r e v i e w ) .

RR L y r a e  s t a r s  c o m p r i s e  a g r o u p  h a v i n g  p e r i o d s  o f  f r o m  

s e v e r a l  h o u r s  t o  a d a y .  T h e y  h a v e  a b s o l u t e  m a g n i t u d e s  

t h a t  r a n g e  f r o m 0 t o  +1 mag.  L u m i n o s i t y ,  t e m p e r a t u r e ,  and  

r a d i u s  f l u c t u a t i o n s  h a v e  b e e n  e x t e n s i v e l y  m o d e l e d  f o r  

t h e s e  s t a r s  b a s e d  on r a d i a l  p u l s a t i o n  a s s u m p t i o n s  ( B a k e r  

and K i p p e n h a h n  1 9 6 2 ,  C h r i s t y  1 9 6 6 ) .  T h e s e  r e s u l t s  w i l l  be 

t e s t e d  I n  t h i s  t h e s i s  w i t h  new o p a c i t i e s  c o m p u t e d  by  

C o r s o n  ( 1 9 7 6 ) .

O p a c i t i e s  a r e  t a b u l a t i o n s  o f  e f f e c t i v e  a b s o r p t i o n  

c o e f f i c i e n t s  w h i c h  a r e  a r r i v e d  a t  t h r o u g h  a t o m i c  m o d e l s  

f o r  v a r i o u s  s p e c i e s  i n t e r a c t i o n s .  T h e y  a r e  u s e d  i n  

c l a s s i c a l  s t e l l a r  s t r u c t u r e  e q u a t i o n s  as I m p l i c i t  

t h e o r e t i c a l  p a r a m e t e r s  ( C o x  and G u l l  I 1 9 6 8 ) .  O p a c i t i e s  

r e p r e s e n t  t h e  e n e r g y  a b s o r p t i o n  a nd  a t o m i c  s c a t t e r i n g  

p r o p e r t i e s  o f  s t e l l a r  e n v e l o p e s .  T h e y  e f f e c t i v e l y  damp o r  

e n h a n c e  e n e r g y  t r a n s f e r ,  as  d i s c u s s e d  f u r t h e r  a l o n g .



W h i l e  i m p o r t a n t  i n  s t a r s  o f  o i l  e v o l u t i o n a r y  s t a g e s ,  t h e y  

a r e  p a r t i c u l a r l y  I m p o r t a n t  i n  t h e  p u l s a t i o n  s t a g e s  o f  

s t a r s .  Mo s t  s t a r s  e v o l v e  t h r o u g h  a r e l a t i v e l y  b r i e f  

p e r i o d  o f  p u l s a t i o n .  T he  r a m i f i c a t i o n s  o f  c o n s i d e r i n g  

p u l s a t i o n  p e r i o d s  i n c l u d e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  e s t i m a t i n g  

h e l i u m  a b u n d a n c e s  and a g e s  i n  g a l a x i e s ,  and  i n  p a r t i c u l a r ,  

t h a t  o f  t h e  M i l k y  Way.

R e c e n t  t h e o r e t i c a l  a t t e n t i o n  has b e e n  f o c u s e d  on 

d e t e r m i n i n g  s t e l l a r  c h a r a c t e r i s t i c s  w i t h i n  t h e  i n s t a b i l i t y  

s t r i p  on t h e  H- R d i a g r a m .  T he  RR L y r a e  I n s t a b i l i t y  s t r i p  

has been e x a m i n e d  by  u s i n g  C a r s o n  o p a c i t i e s  i n  a g e n e r a l  

s u r v e y  o f  l i n e a r  and n o n l i n e a r  p u l s a t i o n  m o d e l s ,  

c o m p l e m e n t i n g  p i o n e e r i n g  s t u d i e s  o f  C h r i s t y  ( 1 9 6 6 ) .

1 . 1  H i s t o r i c a l  B a c k g r o u n d :  O b s e r v a t i o n a l  D a t a

B a i l e y ,  I n  t h e  e a r l y  1 9 0 0 ' s ,  c a t a l o g e d  RR L y r a e  l i g h t  

c u r v e s  and d i v i d e d  t hem i n t o  t h r e e  t y p e s  ; t y p e  a s t a r s  

p o s s e s s  an a s y m m e t r i c a l  l i g h t  c u r v e  w i t h  an a m p l i t u d e  

c l o s e  t o  one m a g n i t u d e ;  t y p e  b s t a r s  h a v e  a r e l a t i v e l y  

s m a l l e r  a m p l i t u d e ,  a mor e  s y m m e t r i c  b u t  l e s s  s moot h  l i g h t  

p r o f i l e ,  w i t h  a hump i n  l i g h t  i n t e n s i t y  on t h e  a s c e n d i n g  

s i d e  and a c o r r e s p o n d ! n g  s h o u l d e r  on t h e  d e s c e n d i n g  

b r a n c h ;  and  t y p e  c s t a r s  w h i c h  h a v e  c o m p a r a t i v e l y  

s y m m e t r i c a l  l i g h t  c u r v e s  and a m p l i t u d e s  o f  a b o u t  o n e - h a l f  

a m a g n i t u d e .  Many RR L y r a e  s t a r s  h a v e  s u b s e q u e n t l y  b een  

f o u n d  t o  u n d e r g o  m o d u l a t i o n  o f  t h e i r  l i g h t  c u r v e s .

RR L y r a e  I t s e l f  m a n i f e s t s  a t y p e  a l i g h t  c u r v e  b u t  l a t e r  

I n  I t s  4 - 1 - da y  c y c l e ,  e v o l v e s  t y p e  6 c ha r  a c t e  r  I s 11 cs  

( L e d o u x  and W a l r a v e n  1 9 5 8 ) .  T he  r e s u l t a n t  s u g g e s t i o n  t h a t  

i n t r i n s i c  v a r i a b l i t y  r a n g e s  b e t w e e n  an ab s e t  ( b e l i e v e d  t o
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be p u l s a t i n g  i n  t h e  f u n d a m e n t a l  mode )  and a c s e t  

( b e l i e v e d  t o  be p u l s a t i n g  I n  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  mode)  o f  

c u r v e s  I s  s u p p o r t e d  by t h e  s t u d i e s  o f  RR L y r a e  v a r i a b l e s  

I n  g l o b u l a r  c l u s t e r s  w h e r e  t h e r e  I s  a s h a r p  d i s t i n c t i o n  

b e t w e e n  t h e  t wo s e t s .

Ba se d  on t h e  B a i l e y  c l a s s i f i c a t i o n ,  t h e  o b s e r v a t i o n s  

o f  RR L y r a e  s t a r s  w e r e  l o g g e d  i n t o  s t e l  I o r  c a t a l o g s .  

O o s t e r h o f f  ( 1 9 3 9 )  and o t h e r s  d e m o n s t r a t e d  t h a t  RR L y r a e  

v a r i a b l e s  i n  g l o b u l a r  c l u s t e r s  f e l l  I n t o  t wo d i s t i n c t i v e  

g r o u p s ,  I and I I ,  b a s e d  on t h e  mean p e r i o d .  Gr o u p  I 

v a r i a b l e s  h a v e  a mean p e r i o d  o f  0*.55 f o r  ab s t a r s  and 0d.32 

f o r  c s t a r s ;  g r o u p  I I v a r i a b l e  s t a r s  h a v e  mean p e r i o d s  o f  

0 d.65 and 0*37 f o r  a6 and c t y p e s ,  r e s p e c t i v e l y .  L a t e r ,  

KI n ma n  ( 1 9 5 9 )  r e f i n e d  t h e  O o s t e r o f f  g r o u p s  i n  t e r m s  o f  

m e t a l  a b u n d a n c e s :  g r o u p  I m e t a l l i c  s p e c t r a l  l i n e s  a r e

n o t a b l y  weak  r e l a t i v e  t o  t h e  s o l a r  a b u n d a n c e ,  and g r o u p  I I 

a r e  v e r y  w e a k .  By means o f  t h e o r e t i c a l  i n v e s t i g a t i o n s  o f  

RR L y r a e  s t a r s ,  t h e  c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n  o f  g l o b u l a r  

c l u s t e r s  c an  be e s t i m a t e d  and i n  t u r n  t h a t  o f  t h e  

a s s o c i a t e d  g a l a x y ,  t h e  M i l k y  Way.

1 . 2  H i s t o r i c a l  B a c k g r o u n d :  T h e o r y

F o r  as l o n g  as v a r i a b l e  s t a r s  h a v e  b e e n  s t u d i e d  

o b s e r v a 1 1 o n a I  I y , e x p l a n a t i o n s  f o r  p u l s a t i o n  m e c h a n i s m s  hav e  

b e e n  made .  I d e a s  on f l u c t u a t i o n  r a n g e  f r o m t h o s e  

r e l a t e d  t o  t h e  p r e c e s s i n g  m o t i o n  o f  p r e s u m e d  e l l i p s o i d a l  

s t a r  f o r m s  t o  p e r i o d i c  s u n s p o t  f o r m a t i o n  ( L e d o u x  and  

* a I  r a v e n  1 9 5 8 ) .  The  t h e o r i e s  bec a me  much mor e  s h a r p l y  

f o c u s s e d  as mor e  became known a b o u t  t h e  n a t u r e  o f  s t a r s .

As an e x p l a n a t i o n  f o r  v a r i a b i l i t y  i n  s t a r s ,  r a d i a l



p u l s a t i o n s  we r e  f i r s t  p r o p o s e d  by A.  R i t t e r  I n  t h e  1 8 8 0 ‘ s .  

I t  was E d d l n g t o n  who s e t  up a f i r m  f o u n d a t i o n  f o r  

p u l s a t i o n  t h e o r y  I n  C e p h e i d - l i k e  s t a r s  ( 1 9 2 6 ,  1 9 4 1 ,  1 9 4 2 )

by u s i n g  a d i a b a t i c  e n e r g y  e q u a t i o n s .  I n a s e r i e s  o f  

p a p e r s  s p a n n i n g  a f ew d e c a d e s  E d d l n g t o n  p r e s e n t e d  a h e a t  

e n g i n e  a n a l o g y  t o  e x p l a i n  C e p h e l d  t y p e  p u l s a t i o n .  A 

p o r t i o n  o f  t h e  h e a t  b u d g e t  was r e l a t e d  t o  g r a v i t a t i o n a l  

m e c h a n i s m s ,  and a n o t h e r  p o r t i o n  was p r o p o s e d  t o  d e r i v e  

f r om t h e  k i n e t i c  e n e r g y  o f  h y d r o g e n  I o n i z a t i o n .  The  

n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s  o f  Z h e v a k l n  ( 1 9 5 2  as  r e v i e w e d  I n  

1 9 6 3 )  s u b s t a n t i a t e d  t h e  h y d r o g e n  ( a n d  l a t e r  t h e  h e l i u m )  

I o n i z a t i o n  c o n c e p t .  L a t e r  w o r k e r s ,  I n c l u d i n g  B a k e r  and  

K I p p e n h a h n  ( 1 9 6 2 , 1 9 6 5 )  r e f i n e d  t h e  n o n a d l a b a t l c  m o d e l ,  and  

e s t a b l i s h e d  h e l i u m  I o n i z a t i o n  as t h e  m a j o r  f a c t o r  

s u p p l y i n g  e n e r g y  f o r  d r i v i n g  C e p h e i d - l i k e  s t e l l a r  

p u l s a t i o n s .

I n  a r e g i o n  w h e r e  an a b u n d a n t  e l e m e n t  I s  u n d e r g o i n g  

I o n i z a t i o n ,  t h e  a d i a b a t i c  g r a d i e n t ,  ( T j - 1 ) ,  i s  s m a l l  and  

t h e  v a r i a t i o n  i n  t e m p e r a t u r e  f o r  t h e  r e g i o n  I s  s m a l l .

S i n c e  t h e  l u m i n o s i t y  v a r i e s  w i t h  t h e  t e m p e r a t u r e ,  t h e  f l o w  

o f  r a d i a t i o n  I s  d e c r e a s e d .  A t  maxi mum c o m p r e s s i o n ,  

t h e r e f o r e ,  t h e  e n e r g y  t h a t  w o u l d  o t h e r w i s e  h a v e  I n c r e a s e d  

t h e  t h e r m a l  e n e r g y  o f  t h e  l a y e r  g o e s  I n t o  I o n i z a t i o n .  

C l e a r l y ,  t h i s  a b s o r p t i o n  o f  e n e r g y  a t  maxi mum c o m p r e s s i o n  

can p r o d u c e  d r i v i n g  o f  s t e l l a r  p u l s a t i o n  p r o v i d e d  t h a t  i t s  

e f f e c t s  o u t w e i g h  t h o s e  o f  d i s s i p a t i o n  e l s e w h e r e  i n  t h e  

s t a r .  T h i s  p r o c e s s  I s  r e f e r r e d  t o  as t h e  " y - m e c h a n i s m " .

A f u r t h e r  e n h a n c e m e n t  o f  t h e  d r i v i n g  r e g i o n  o c c u r s  i f  

t h e  o p a c i t y  l aw i s  o f  t h e  f o r m  K ~ p n T * ,  ( n , s > 0 ) .

T hen  t h e  v a r i a t i o n  o f  o p a c i t y  i s
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A t  maxi mum c o m p r e s s i o n ,  i n  t h e  r e g i o n  o f  d e c r e a s i n g  

(i" - 1 ) ,  t h e  r e d u c e d  t e m p e r a t u r e  v a r i a t i o n  w i l l  c a u s e  an 

i n c r e a s e  i n  o p a c i t y .  T h e  r a d i a t i o n  i s  t h u s  "dammed up"  

and e v e n  mor e  e n e r g y  i s  a b s o r b e d .  T h i s  p r o c e s s  i s  c a l l e d  

t h e  " k - m e c h a n i s m " .  A mo r e  e x t e n s i v e  and d e t a i l e d  

d i s c u s s i o n  i s  a v a i l a b l e  I n  Cox ( 1 9 8 0 J )  .

C h r i s t y  ( 1 9 6 6 )  g r e a t l y  e x p a n d e d  and r e d i r e c t e d  t h e  

t h e o r y  t o  f u l l y  I n c l u d e  n o n a d l a b a t i c ,  b u t  s t i l l *  

e s s e n t i a l l y  h e a t  e n g i n e  b a s e d  h e a t  t r a n s f e r  e q u a t i o n s ,  and  

n o n l i n e a r  d y n a m i c a l  e q u a t i o n s .  The  c o m b i n e d  

B a k e r - K i p p e n h a h n  ( l i n e a r )  and C h r i s t y  ( n o n l i n e a r )  m o d e l s  

s u c c e s s f u l l y  d e s c r i b e  t h e  s t r u c t u r a l  p a r a m e t e r s  o f  

p u l s a t i n g  s t a r s .  Nume r o u s  I n v e s t i g a t o r s ,  n o t a b l y  I b e n  and  

h i s  c o w o r k e r s ,  h a v e  e x a m i n e d  t h e  l i n e a r i z e d  p r o p e r t i e s  o f  

RR L y r a e  s t a r s ,  e m p h a s i z i n g  t h e  b l u e  e dge  o f  t h e  

i n s t a b i l i t y  s t r i p .  I n  t h i s  and r e l a t e d  w o r k ,  p a r a m e t e r s  

a s i d e  f r o m o p a c i t i e s  ( Co x  and S t e w a r t  1 9 6 5 )  we r e  

s y s t e m a t i c a l l y  v a r i e d .  C a r s o n  and S t o t h e r s  ( 1 9 7 6 )  

i n t r o d u c e d  t h e  C a r s o n  o p a c i t i e s  as t h e  mo s t  r e c e n t  

r e s t r u c t u r i n g  o f  t h e  B K / C h r i s t y  m o d e l .



CHAPTER 2:  APPROACHI NG THE PROBLEM

The  t h e o r e t i c a l  s t u d i e s  o f  RR L y r a e  v a r i a b l e  s t a r s  

h a v e  r a n g e d  f r o m r o u g h  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  c a l c u l a t i o n s  t o  

d e t a i l e d  c o m p u t e r  m o d e l i n g .  The  r e s u l t  o f  t h e s e  e n d e a v o r s  

i s  a f o r m u l a t e d  me t h o d  o f  s t u d y  t h a t  i n c o r p o r a t e s  a l i n e a r  

a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  p u l s a t i o n  e q u a t i o n s  and a t i m e  

e v o l v e d  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  o f  t h e  same e q u a t i o n s .

W i t h  t h e s e  m e t h o d s  p r e v i o u s  i n v e s t i g a t o r s  h a v e  

a t t e m p t e d  t o  t h e o r e t i c a l l y  r e p r o d u c e  t h e  o b s e r v e d  p e r i o d s ,  

l i g h t  and v e l o c i t y  c u r v e s ,  and b o u n d a r i e s  o f  t h e  RR L y r a e  

I n s t a b i l i t y  s t r i p .  A l l  r e a s o n a b l e  p a r a m e t e r s  a v a i l a b l e  t o  

t h e  t h e o r e t i c i a n ' s  c o n t r o l  we r e  v a r i e d :  t h e  s t a r ' s

ma s s ,  t h e  c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n ,  t h e  s u r f a c e  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s ,  and e v e n  t h e  m e t h o d  o f  i n t e r p o l a t i o n  o f  t h e  

o p a c i t y  t a b l e s  ( T u g g l e  and I b e n  1 9 7 2 ) .  I t  w a s n ' t  u n t i l  

t h e  i n d e p e n d e n t l y  d e v e l o p e d  C a r s o n  o p a c i t i e s  we r e  

I n t r o d u c e d  ( C a r s o n ,  M a y e r s ,  and S t i b b s  1 9 6 8 ,  and  

C a r s o n  1 9 7 6 )  t h a t  t h e  a s t r o n o m e r  c o u l d  f i n a l l y  

r e a l i s t i c a l l y  e x a m i n e  t h e  e f f e c t s  o f  o p a c i t y  on 

s t e l l a r  s t r u c t u r e .

T he  p u r p o s e  o f  t h e  p r e s e n t  s u r v e y  i s  t o  i n v e s t i g a t e  

t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  C a r s o n  o p a c i t i e s  on t h e  p u l s a t i o n  

p r o p e r t i e s  o f  RR L y r a e  s t a r s  and  t o  c o mp a r e  t h e  r e s u l t s  

w i t h  o b s e r v a t i o n s  and e a r l i e r  s t u d i e s .  T he  p e r i o d  and  

b l u e  edge  i n v e s t i g a t i o n s  o f  t h e  RR L y r a e  i n s t a b i l i t y  s t r i p



a r e  p e r f o r m e d  by u s i n g  a c o m p u t e r  p r o g r a m  b a s e d  on t h e  

l i n e a r i z e d  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  p u l s a t i o n  e q u a t i o n s .  F u l l  

a m p l i t u d e ,  n o n a d  I a b a 1 1c , n o n l i n e a r  m o d e l s  a r e  a l s o  n e e d e d  

i n  o r d e r  t o  c o m p a r e  t h e  t h e o r e t i c a l  l i g h t  a nd  v e l o c i t y  

c u r v e s  w i t h  t h o s e  o b s e r v e d .

2 . 1  T he  L i n e a r  S u r v e y  D e s c r i p t i o n

The  a m p l i t u d e s  o f  t h e  p u l s a t o r s  n e a r  t h e  b l u e  edge  

o f  t h e  RR L y r a e  i n s t a b i l i t y  s t r i p  a r e  s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  

t h o s e  f u r t h e r  I n t o  t h e  s t r i p .  As a r e s u l t ,  a l i n e a r ,  

n o n - a d  1a b a t i c  c o m p u t e r  p r o g r a m  s t u d y  c a n  r e l i a b l y  

d e t e r m i n e  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  b l u e  e d g e  on t h e  H- R d i a g r a m .  

T h i s  same p r o g r a m  c a n  d e p e n d a b l y  c a l c u l a t e  p e r i o d s  o f  

t h e o r e t i c a l  RR L y r a e  m o d e l s  s i n c e  t h e  n o n l i n e a r  e f f e c t s  on 

t h e  p e r i o d  a r e  m i n i m a l  ( S t e I  I 1 n g w e r f  1 9 7 5 ) .

T he  b a s i c  s t r u c t u r e  o f  t h e  l i n e a r  c o m p u t e r  model  

s u r v e y  was d e s i g n e d  t o  s t u d y  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  b l u e  

e d g e  on mass and c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n .  A s e r i e s  o f  m o d e l s  

c a l c u l a t e d  f o r  a p a r t i c u l a r  s t e l l a r  mass and c h e m i c a l  

c o m p o s i t i o n  a l l  had t h e  f o l l o w i n g  l u m i n o s i t i e s :  l o g  L / L *  -

1 . 4 ,  1 . 6 ,  1 . 7 ,  1 . 8 ,  2 . 0 .  T h e  e f f e c t i v e  t e m p e r a t u r e  was

v a r i e d  so t h a t  t h e  b l u e  e d g e s  f o r  t h e  f u n d a m e n t a l ,  f i r s t ,  

and s e c o n d  o v e r t o n e  modes o f  p u l s a t i o n  w e r e  we I I 

d e t e r m i n e d .  E x t r a  m o d e l s  w e r e  c a l c u l a t e d  a c r o s s  t h e  

I n s t a b i l i t y  s t r i p  f o r  t wo r e a s o n s .  One r e a s o n  was t o  g e t  

a good r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p e r i o d  v a r i a t i o n  a c r o s s  t h e  

i n s t a b i l i t y  s t r i p .  A n o t h e r  r e a s o n  was t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  

b l u e  e d g e  o f  t h e  s e c o n d  o v e r t o n e  mode.  I n  c a l c u l a t i n g  t h e  

m o d e l s ,  i t  was n o t i c e d  t h a t  t h i s  b l u e  e d g e  b e g a n  t o  c u r v e  

o v e r  t o  l o w e r  l u m i n o s i t i e s  a t  v e r y  c o o l  e f f e c t i v e



t e m p e r a t u r e s . F o r  t h e  p u r p o s e  o f  c a r e f u l l y  m a p p i n g  o u t  

t h i s  e x t e n d e d  b l u e  e d g e  m o d e l s  w e r e  c o m p u t e d  w i t h  

a p p r o p r i a t e  l u m i n o s i t i e s  and t e m p e r a t u r e s .

In t h i s  ma n n e r  s e v e n  s e r i e s  o f  m o d e l s  w e r e  c a l c u l a t e d  

u s i n g  C a r s o n  o p a c i t i e s  and v a r y i n g  s t e l l a r  p a r a m e t e r s .

T he  o p a c i t y  was o b t a i n e d  u s i n g  t h e  me t h o d  o f  s p l i n e  

i n t e r p o I  a t i o n  o f  t h e  o p a c i t y  t a b l e s .  A s e r i e s  o f  mo d e l s  

was a l s o  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  l e s s  a c c u r a t e  me t h o d  o f  

l i n e a r  i n t e r p o l a t i o n  o f  t h e  C a r s o n  o p a c i t y  t a b l e s  i n  o r d e r  

t o  e x a m i n e  t h e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  b l u e  e d g e s  due t o  t h e  

me t h o d  o f  i n t e r p o l a t i o n .  A d i r e c t  c o m p a r i s o n  o f  t h e  

e f f e c t  o f  o p a c i t i e s  t h e m s e l v e s  was made p o s s i b l e  by 

c a l c u l a t i n g  a f i n a l  s e r i e s  o f  m o d e l s  w i t h  t h e  mo s t  r e c e n t  

Los A l a mo s  o p a c i t y  t a b l e s  ( k i n d l y  s u p p l i e d  t o  R.  S t o t h e r s  

by A.  C o x ) .

T h r e e  d i f f e r e n t  ma s s e s  w e r e  c h o s e n  t o  e x a m i n e  t h e  

v a r i a t i o n  o f  t h e  r e s u l t s  w i t h  ma s s :  0 . 4  M + , 0 . 6  M * ,

0 . 8  M+.  The  ma i n  r e a s o n  f o r  t h i s  r a n g e  o f  v a l u e s  i s  t h a t  

g i v e n  by S o h m - V i  t e n s e ,  S z k o d y ,  Wal  l e r s t e i n ,  and  I b e n  

( 1 9 7 4 ) .  T h e o r e t i c a l  e v o l u t i o n a r y  s t u d i e s  h a v e  

d e m o n s t r a t e d  t h a t  0 . 4  M* i s  t h e  p r o b a b l e  l o w e r  l i m i t  t o  

t h e  mass o f  t h e  h e l i u m  c o r e  o f  a r e d  g i a n t  s t a r .  The  

u p p e r  l i m i t  o f  0 . 8  M* i s  t h a t  mass f o r  w h i c h  a s t a r  

p r e s e n t l y  e v o l v i n g  o f f  t h e  m a f n - s e q u e n c e  w i l l  r e a c h  t h e  

h o r i z o n t a l  b r a n c h  w i t h o u t  p r i o r  mass l o s s .

E x a m i n i n g  c h a n g e s  o f  p u l s a t i o n  c h a r a c t e r i s t i c s  due t o  

c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n  c a l l e d  f o r  a w i d e  r a n g e  o f  assumed  

h e l i u m  and  m e t a l  a b u n d a n c e s .  T h e  c o m p o s i t i o n  p a r a m e t e r s  

u s e d  we r e  t h e  f o l l o w i n g :  ( Y , Z )  « ( 0 . 2 5 , 0 . 0 0 ) ,

( 0 . 2 5 , 0 . 0 0 5 ) ,  and ( 0 . 2 4 , 0 . 0 2 1 ) ,  f o r  m e t a l  c o n t e n t



v a r i a t i o n  s t u d i e s ;  ( Y , Z )  ■ ( 0 . 2 5 , 0 . 0 0 ) ,  ( 0 . 5 0 , 0 . 0 0 ) ,  and

( 0 . 7 5 , 0 . 0 0 ) ,  f o r  h e l i u m  c o n t e n t  v a r i a t i o n  s t u d i e s .

T a b l e  1 c o n t a i n s  a summar y  o f  t h e  s e r i e s  o f  m o d e l s  

c o m p r i s i n g  t h e  l i n e a r  c o m p u t e r  model  s u r v e y .  F o r  p u r p o s e s  

o f  c o m p a r i s o n  s e r i e s  #1 was c h o s e n  as t h e  s t a n d a r d .  The  

mass and h e l i u m  c o n t e n t  o f  0 . 6  M* and 0 . 2 5 ,  r e s p e c t i v e l y ,  

seem t o  be t h e  b e s t  mean v a l u e s  g i v e n  by t h e  r e c e n t  

p u b l i s h e d  s t u d i e s  o f  RR L y r a e  s t a r s  ( S t o t h e r s  1 9 8 1 ,  Cox ,  

H o d s o n ,  and C l a n c y  1 9 8 3 ) .

F i g u r e  6a i n  t h e  p a p e r  by C a r s o n ,  S t o t h e r s ,  and  

Ve mu r y  ( 1 9 8 1 )  i l l u s t r a t e s  t h e  Z - d e p e n d e n c e  o f  t h e  t y p e  I I  

C e p h e i d  mode l  b l u e  e d g e s  c a l c u l a t e d  w i t h  C a r s o n  o p a c i t i e s .  

E x t r a p o l a t i n g  d o wnwa r d  t o  l u m i n o s i t i e s  v a l i d  f o r  RR L y r a e  

s t a r s ,  one o b s e r v e s  t h e  b l u e  e d g e s  t o  c o n v e r g e .  S i n c e  

o t h e r  a u t h o r s  ( I b e n  and H u c h r o  1 9 7 0 ,  I b e n  1 9 7 1 b ,  T u g g l e  and 

i b e n  1 9 7 2 )  h a v e  a l s o  d i s c u s s e d  t h i s  m i n i m a l  d e p e n d e n c e  on 

t h e  m e t a l  p a r a m e t e r ,  t h e  Z = 0 . 0 0  v a l u e  i n  t h e  s t a n d a r d  

model  i s  c o n s i d e r e d  an a d e q u a t e  c h o i c e .

2 , 2  The  N o n l i n e a r  S u r v e y  D e s c r i p t i o n

T he  n o n l i n e a r  s u r v e y  c o n s i s t s  o f  a s e r i e s  o f  c o m p u t e r  

m o d e l s  o f  s t a r s  I n  t h e  f u n d a m e n t a l  and  f i r s t  o v e r t o n e  

modes o f  p u l s a t i o n .  S t o t h e r s  ( 1 9 8 1 )  r e p o r t e d  t h e  r e s u l t s  

and a n a l y s i s  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  m o d e l s  p u l s a t i n g  I n  t h e  

f u n d a m e n t a l  mode .  On t h e  b a s i s  o f  t h e  c o n c l u s i o n s  i n  t h a t  

s t u d y  a g r i d  was c h o s e n  f o r  t h e  t h e o r e t i c a l  f i r s t  o v e r t o n e ,  

mode o s c i l l a t o r s .

Fr om t h e  p r e v i o u s  wor k  on t h e  C e p h e i d  v a r i a b l e s  I t  

was shown ( C a r s o n ,  S t o t h e r s ,  and Ve mu r y  1 9 7 8 , 1 9 8 1 )  t h a t  

t h e  p h a s e s  o f  t h e  s e c o n d a r y  bumps on t h e  s u r f a c e  l i g h t  and
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TABLE 1

PARAMETERS K0R THE L I NEAR SURVEY MODELS

i as M/ M* r Z

I

COo

0 .  2 5 0 0 .  0 0 0

2

CO•
Q

0 .  2 5 0 0 .  0 0 5

3 0 . 6 0 .  2 4 0 0 .  021

4 0 .  <4 0 .  2 5 0 0 .  0 0 0

5

CDO

0 .  2 5 0 0 .  0 0 0

6 0 . 6 0 .  5 0 0 0 .  0 0 0

7 0 .  6 0 .  7 5 0 0 . 0 0 0

8 0 . 6 0 .  2 5 0 0 .  0 0 5

9 0 . 6 0 . 2 5 0 0 .  0 0 0

Commont s

Los  A l a mo s  O p a c i t y  

1 i n e a r  i n t e r p o l a t i o n



I I

v e l o c i t y  c u r v e s  we r e  s e n s i t i v e  I n d i c a t o r s  o f  o p a c i t y .

R e g a r d l e s s  o f  t h e  t y p e  o f  C e p h e i d  ( c l a s s i c a l  o r  t y p e  I I )  

t h e  p h a s e s  c a l c u l a t e d  w i t h  C a r s o n ' s  o p a c i t i e s  d i f f e r e d  

s u b s t a n 1 1 a I I y  f r o m  t h o s e  u s i n g  t h e  C o x - S t e w a r t  o r  t h e  

new Los A l a mo s  o p a c i t i e s .  The  a g r e e m e n t  o f  t h e  p h a s e s  

w i t h  o b s e r v a t i o n s  I n  t h e  c a s e  o f  t h e  C a r s o n  m o d e l s  was 

d o u b l y  a d v a n t a g e o u s  b e c a u s e  t h e  ma s s e s  p r e d i c t e d  f o r  t h e s e  

C e p h e i d  v a r i a b l e s  c o r r e s p o n d e d  w e l l  w i t h  t h o s e  ma sses  

p r e d i c t e d  f r o m e v o l u t i o n a r y  t r a c k s .

The g r i d  f o r  t h e  n o n l i n e a r  f u n d a m e n t a l  mode mo d e l s  

was d e s i g n e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  mass and t h e  hel Turn c o n t e n t  

o f  RR L y r a e  s t a r s .  T h i s  was d o n e ,  as I n  t h e  c a s e  o f  t h e  

C e p h e i d  v a r i a b l e s ,  by c o m p a r i n g  t h e  t h e o r e t i c a l  l i g h t  and  

v e l o c i t y  c u r v e s  w i t h  t h e  o b s e r v e d  o n e s .  Two i m p o r t a n t  

d e t e r m i n i n g  f a c t o r s  w e r e  t h e  p h a s e  o f  t h e  s e c o n d a r y  bump 

on t h e  s u r f a c e  v e l o c i t y  c u r v e  and t h e  p h a s e  d i f f e r e n c e s  

b e t w e e n  t h e  l i g h t  and v e l o c i t y  c u r v e s .  B a r r i n g  t h e  

s l i g h t l y  o v e r s i z e d  p r e d i c t e d  p h a s e  l a g  b e t w e e n  t h e  l i g h t  

and v e l o c i t y  c u r v e s ,  t h e  f u l l  a m p l i t u d e  f u n d a m e n t a l  mode 

m o d e l s  r e p o r t e d  by S t o t h e r s  ( 1 9 8 1 )  e x h i b i t e d  t h e  same k i n d  

o f  a g r e e m e n t  w i t h  o b s e r v a t i o n  and e v o l u t i o n a r y  t r a c k  

s t u d i e s  t h a t  was d e m o n s t r a t e d  by t h e  C a r s o n  mode l  

C e p h e i d s .  I t  w o u l d  be b e n e f i c i a l  i f  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  

f u l l  a m p l i t u d e  m o d e l s  had some s p e c i a l  c h a r a c t e r I s t 1cs  

so t h a t -  t h e r e  w o u l d  e x i s t  i n d e p e n d e n t  means t o  c o r r o b o r a t e  

t h e  c o n c l u s i o n s  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  mode m o d e l s .

P r e s t o n  and  P a c z y n s k I  ( 1 9 6 4 )  m e a s u r e d  t h e  p h a s e  l a g  

b e t w e e n  t h e  l i g h t  and v e l o c i t y  c u r v e s  o f  o b s e r v e d  RR L y r a e  

s t a r s  o f  b o t h  ab and c t y p e s .  T h i s  p h a s e  l a g  i s  d e f i n e d  as



d e m e a n )  *■ 9>(<V>)  -  y>(<v ^>)

wh e r e  p ( < V > )  i s  t h e  p h a s e  o f  t h e  t i m e  a v e r a g e d  mean  

v i s u a l  m a g n i t u d e  on t h e  r i s i n g  b r a n c h  o f  t h e  l i g h t  c u r v e  

and y ( < v  > )  i s  t h e  p h a s e  o f  t h e  t i m e  a v e r a g e d  r a d i a l
r n 4

v e l o c i t y  on t h e  f a l l i n g  r a d i a l  v e l o c i t y  c u r v e .  F o r  t h e  

c - t y p e  p u l s a t o r s  t h e  p h a s e  o f  mean v e l o c i t y  was f o u n d  t o  

l a g  mean l i g h t  by a b o u t  ~ 0 , 1 5  P.  D e t a i l e d  m o d e l s  o f  

t h e o r e t i c a l  f i r s t  o v e r t o n e  p u l s a t o r s  h a v e  n o t  b e e n  

e x t e n s i v e l y  p u b l i s h e d .  T h e r e f o r e ,  a d e t e r m i n a t i o n  o f  

w h e t h e r  t h i s  p h a s e  l a g  c o u l d  be r e p r o d u c e d  t h e o r e t i c a l l y ,  

as wel  I as  be an i n d i c a t o r  o f  t h e  p h y s i c a l  n a t u r e  o f  t h e  

RR L y r a e  v a r i a b l e s ,  was a p r i m e  o b j e c t i v e  i n  t h e  

e x a m i n a t i o n  o f  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  p u l s a t o r  m o d e l s .

• C o n s i d e r i n g  t h e  a mo u n t  o f  t i m e  i n v o l v e d  i n  r e a c h i n g  

f u l l  a m p l i t u d e  p u l s a t i o n  u s i n g  t h e  n o n l i n e a r  c o m p u t e r  

p r o g r a m ,  t h e  g r i d  f o r  t h e  f u n d a m e n t a l  and  f i r s t  o v e r t o n e  

mo d e l s  mu s t  be e c o n o m i c a l .  The  mass v a r i a t i o n  o f  t h e  f u l l  

a m p l i t u d e  f u n d a m e n t a l  mode model  s t a r s  was s t u d i e d  by 

u s i n g  t h e  ma s s e s :  0 . 3 7 7  M * ,  0 , 5 7 8  M* ,  0 . 6 7 9  M * .  The  r e a s o n  

f o r  t h e s e  c h o i c e s  i s  b a s i c a l l y  t h e  same as d i s c u s s e d  i n  t h e  

d e s c r i p t i o n  o f  t h e  l i n e a r  s u r v e y .  A l l  b u t  one t h e o r e t i c a l  

model  was c a l c u l a t e d  w i t h  a h e l i u m  a b u n d a n c e  o f  Y » 0 . 2 5 ;  

t h e  o t h e r  model  hod Y = 0 . 4 9 .  T h i s  a l l o w e d  an e x a m i n a t i o n  

o f  h e l i u m  d e p e n d e n c e .  The  m e t a l  a b u n d a n c e  was t a k e n  t o  be 

Z » 0 . 0 0 5  s i n c e  t h e  m e t a l  c o n t e n t  i s  b e l i e v e d  t o  be s m a l l  

I n  g l o b u l a r  c l u s t e r s .  A l l  t h e  m o d e l s  w e r e  c a l c u l a t e d  

u s i n g  t h i s  v a l u e  b e c a u s e  t h e  c h o i c e  o f  Z i s  u n i m p o r t a n t  

( C a r s o n ,  S t o t h e r s ,  and V e mu r y  1 9 8 1 ) .  Two l u m i n o s i t i e s  

used  w e r e :  l o g  L / L *  » 1 . 5 7 8 ,  1 . 8 0 0 .  T h e s e  l u m i n o s i t i e s
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we r e  c h o s e n  t o  c o mp a r e  w i t h  e a r l i e r  s u r v e y s ;  t h e  l o w e r  

l u m i n o s i t y  model  was t o  be c o mp a r e d  w i t h  C h r i s t y ' s  wor k  

( t h e  5g F model  s t a r )  and t h e  h i g h e r  l u m i n o s i t y  model  w i t h  

t h a t  o f  S t e l l i n g w e r f  ( 1 9 7 5 ) .  T h e  e f f e c t i v e  t e m p e r a t u r e s  

c o i n c i d e  w i t h  t h o s e  used  by S t e l l i n g w e r f :  l og  T# ■ 3 . 7 9 2 ,

3 . 8 1 3 ,  and 3 . 8 3 3 .

The  s t e l l a r  ma s s e s  used  f o r  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  model  

g r i d  d i d  n o t  v a r y  as  much as f o r  t h e  f u n d a m e n t a l  mode  

m o d e l s .  The  t wo ma s s e s  u s e d ,  0 . 5 7 8  M *  and 0 . 6 7 9  M +• , a r e  

w i t h i n  t h e  r e a s o n a b l e  r a n g e  o f  ma s s e s  p r e d i c t e d  by 

p r e v i o u s  s t u d i e s  ( S t o t h e r s  1 9 8 1 ) .  O n l y  one c h e m i c a l  

c o m p o s i t i o n  was u s e d :  ( Y , Z )  ** ( 0 . 2 5 ,  0 . 0 0 5 ) ,  s i n c e  t h e

h e l i u m  d e p e n d e n c e  was e x a m i n e d  a d e q u a t e l y  I n  t h e  

f u n d a m e n t a l  mode I n v e s t i g a t i o n .  T h e  l u m i n o s i t i e s  and  

e f f e c t i v e  t e m p e r a t u r e s  we r e  c h o s e n  so t h a t  t h e  p e r i o d s  o f  

p u l s a t i o n  w o u l d  f a  I I i n t o  a p e r i o d  r a n g e  o f  0*.3 -  0 * 4 ,  as  

q u o t e d  by v a n  A l b a d a  and B a k e r  ( 1 9 7 3 )  t o  be t h e  t y p i c a l  

r a n g e  o f  c - t y p e  RR L y r o e  v a r i a b l e s  I n  g l o b u l a r  c l u s t e r s .

The  l u m i n o s i t i e s  us e d  we r e  l og L / L +  = 1 . 5 8 5  and 1 . 7 0 0 .  The  

e f f e c t i v e  t e m p e r a t u r e s  we r e  l og  T # -  3 . 8 1 3 ,  3 . 8 5 1 ,  3 . 8 6 9 .  

The  p a r a m e t e r s  f o r  a l l  t h e  m o d e l s  o f  t h e  n o n l i n e a r  

c o m p u t e r  s u r v e y  a r e  s u mma r i z e d  i n  T a b l e  2 .

2 . 3  N u m e r i c a l  Me t h o d s

N u m e r i c a l  s o p h i s t i c a t e d  c o m p u t e r  m o d e l i n g  has  become  

" de  r i g e u r "  t o  t h e  t h e o r e t i c a l  a s t r o n o m e r .  T h e  s u c c e s s  o f  

t h e  e a r l y  l i n e a r i z e d  c o m p u t e r  mo d e l s  ( Z h e v a k T n  1 9 5 2 ,  Cox 

1 9 6 3 ,  B a k e r  and KT p p e n h a h n  1 9 6 5 )  i n  p r e d i c t i n g  t h e  

o b s e r v e d  p e r i o d s  and d e m o n s t r a t i n g  t h e  d r i v i n g  me c h a n i s m  

f o r  p u l s a t i o n  was e n h a n c e d  by C h r i s t y ' s  ( 1 9 6 6 )  n o n l i n e a r ,
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TABLE 2

PARAMETERS FOR THE NONLI NEAR SURVEY MODELS 

F u n d a m e n t a l  Mode M o d e l s

i es M/ Mk r Z l o g  L 1 og T

1 0 . 3 7 7 0 .  2 5 0 0 .  0 0 5 1 . 5 8 5 3 . 8 1 3

2 0 .  5 7 8 0 .  2 5 0 0 . 0 0 5 1 . 5 8 5 3 . 8 1 3

3 0 .  6 7 9 0 . 2 5 0 0 . 0 0 5 1 . 5 8 5 3 . 8 1 3

U 0 .  5 7 8 0 . 2 5 0 0 . 0 0 5 1 . 8 0 0 3 .  792

S 0 . 5 7 8 0 . 2 5 0 0 . 0 0 5 1 . 8 0 0 3 . 8 1 3

6 0 .  5 7 8 0 .  2 5 0 0 .  0 0 5 1.  8 0 0 3 .  8 3 3

7 0 . 5 7 8 0 .  4 9 0 0.  020 1 . 5 8 5 3 . 8 1 3

F i r s t  O v e r t o n e  Mode M o d e l s

i es M/ Mm Y z 1 og L 1 og T

L 0 . 5 7 8 0 .  2 5 0 0.  005 1 . 5 8 5 3 . 8 1 3

2 0 .  5 7 8 0 .  2 5 0 0 . 005 I . 5 8 5 3 . 8 5 1

3 0 .  5 7 8 0 . 2 5 0 0.  005 1 . 5 8 5 3 . 8 6 9

4 0 . 5 7 8 0 .  2 5 0 0 . 005 1 . 700 3 .  851

5 0 .  5 7 8 0 . 2 5 0 0 . 005 1 . 7 0 0 3 .  8 6 9

6 0 .  6 7 9 0 . 2 5 0 0.  005 t . 5 8 5 3 . 8 1 3

7 0 .  6 7 9 0 .  2 5 0 0.  005 I . 7 0 0 3 .  851



n o n a d i a b a t l c  c o m p u t e r  mode l  s u r v e y .  B o t h  me t h o d s  p r o v i d e  

t h e  a s t r o n o m e r  w i t h  p o w e r f u l  means  by w h i c h  h e / s h e  can  

d e v e l o p  a f u l l  a n d  d e t a i l e d  p i c t u r e  o f  v a r i a b l e  s t a r s .

B o t h  t h e  l i n e a r  and n o n l i n e a r  c o m p u t e r  m o d e l s  r e q u i r e  

t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  r a d i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  

s p h e r i c a l  s t e l l a r  s t r u c t u r e  :

3M = 4n r  p

d r  

a r GMp -  ap 
1 “

a t  r d r

T + as = -  3L 

d t  dM

8 7  = -  3 KP L

d r  4-oc T 4 i \ r

( 0

(*>

(3 )

C H )

To be a d d e d  a r e  e q u a t i o n s  o f  s t a t e  and  o p a c i t y .  The  

e q u a t i o n  o f  s t a t e ,  i n v o l v i n g  t h e  S a h a  i o n i z a t i o n  e q u a t i o n ,  

i s  a p p l i e d  t o  a m i x t u r e  o f  r a d i a t i o n  and non -  d e g e n e r a t e  

g a s .  T h e  gas  c o n s i s t s  o f  h y d r o g e n ,  h e l i u m ,  and an a v e r a g e  

m e t a l  a l l  o f  w h i c h  a r e  I n  v a r i o u s  d e g r e e s  o f  i o n i z a t i o n .  

T h i s  gas  m i x t u r e  i s  a s s u me d  t o  be f u l l y  i o n i z e d  f o r  

t e m p e r a t u r e s  g r e a t e r  t h a n  l og  T = 5 . 5 .  C a r s o n  o p a c i t i e s  

a nd  t h e  me t h o d  o f  c a l c u l a t i o n  e m p l o y e d  i n t h e  c o m p u t e r  

p r o g r a m s  w i l l  be d i s c u s s e d  I n  t h e  n e x t  s e c t i o n .

I n s o l v i n g  f o r  t h e  s m a l l  a m p l i t u d e s  o f  t h e  p h y s i c a l  

v a r i a b l e s ,  t h e  e q u a t i o n s  o f  s t r u c t u r e  a nd  m o t i o n  a r e  

l i n e a r i z e d  by e x p a n d i n g  t h e  f u n c t i o n s  i n  a T a y l o r  s e r i e s  

a b o u t  t h e  e q u i l i b r i u m  mode l  v a l u e s .  I f  f  i s  t h e  g e n e r a l  

r e p r e s e n t a t i o n  o f  a n y  v a r i a b l e ,  t h e  e q u a t i o n s  a r e  t h e n



r e w r i t t e n  by s u b s t i t u t i n g  f o r  e a c h  p a r a m e t e r  t h e  

e x p r e s s i o n  ( /  + <J/ )  , w h e r e  f  i s  t h e  e q u i l i b r i u m  v a l u e
D 0

and 6 f  i s  a s m a l l  p e r t u r b a t i o n  c o m p r i s e d  o f  s p a c e  and t i m e

c o m p o n e n t s .  O n l y  f i r s t  o r d e r  t e r m s  a r e  r e t a i n e d .  S i n c e

t h e  p u l s a t i o n  f o l l o w s  s i m p l e  h a r m o n i c  m o t i o n  a t i m e
t u t

d e p e n d e n c e  o f  t h e  f a r m  o f  e I s  us e d  

w h e r e  cj, t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  o s c i l l a t i o n .

I s  c o m p l e x  ( u  = wR + i u  ( )  . When t h e  t h e  s e c o n d  o r d e r

t e r m s  a r e  no l o n g e r  n e g l i g i b l e ,  a m p l i t u d e s  mu s t  be o b t a i n e d

by a n o n l i n e a r  t e c h n i q u e .

( a )  C a r s o n  o p a c i t i e s  a nd  me t h o d s  o f  c a l c u l a t i o n

The  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  C a r s o n  o p a c i t y  t a b l e s  i s  

d i s c u s s e d  by C a r s o n  ( 1 9 7 6 ) .  One o f  t h e  e a r l i e s t  

a p p l ' i  c a t i o n s  o f  t h e s e  new o p a c i t i e s  was r e p o r t e d  by  

S t o t h e r s  ( 1 9 7 4 )  who d i d  an o p a c i t y  c o m p a r i s o n  s t u d y  f o r  

h o mo g e n e o u s  s t e l l a r  m o d e l s  w i t h  t wo P o p u l a t i o n  I c h e m i c a l  

c o m p o s i t i o n s .  H o w e v e r ,  I t  i s  p u l s a t i o n  t h e o r y  t h a t  

p r o v i d e s  t h e  b e s t  t e s t i n g  g r o u n d  f o r  o p a c i t y  c a l c u l a t i o n s  

( C a r s o n  and S t o t h e r s  1 9 7 6 ) .  By means  o f  t h e  e x p l i c i t  

p r e s e n c e  o f  t h e  o p a c i t y  a nd  i t s  d e r i v a t i v e s  I n  t h e  

p u l s a t i o n  e q u a t i o n s  a t h o r o u g h  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  

v a r i o u s  o p a c i t y  t a b l e s  may be p e r f o r m e d .

T h e  h o t  T h o m a s - F e r m i  mode l  o f  t h e  a t om f o r  a l I  t h e  

e l e m e n t s  h e a v i e r  t h a n  h y d r o g e n  a n d  h e l i u m  was u t i l i z e d  i n  

c o n s t r u c t i n g  t h e  C a r s o n  o p a c i t y  t a b l e s .  T h e  s e r i e s  o f  Los  

A l a mo s  o p a c i t y  t a b l e s  ( C o x  and S t e w a r t  1 9 6 5 )  we r e  

d e v e l o p e d  u s i n g  t h e  " h y d r o g e n 1c " mode l  o f  t h e  a t o m.

F i g u r e  1 i l l u s t r a t e s  c o m p a r a t i v e  p l o t s  o f  t h e  C a r s o n  and  

t h e  new Los  A l a mo s  o p a c i t i e s  f o r  t h e  c h e m i c a l  compos  I t o n



LO
G 

K
 (

CM
2 

G-
1)

/ >

+ 2.5

+ 2.0

+ 1.5

+ 1.0

- 0.5

- 1.0 4.0 4.2 4.4 5.0 5.2 5.43.8 4.84.6
LOG T

F I GURE 1

COMPARI SON OF CARSON AND NEW 
LOS ALAMOS O P A C I T I E S



o f  ( Y , Z )  *  ( 0 . 2 5 , 0 . 0 0 5 ) .  T he  p e a k  a t  l og  T ~ + . 1 ,  I n  t h e  

h y d r o g e n  i o n i  z a t i  on t e m p e r a t u r e  r e g i o n ,  I s  s l i g h t l y  

s m a l l e r  f o r  t h e  C a r s o n  o p a c i t y .  A p r o m i n e n t  bump o c c u r s  

i n  t h e  s e c o n d  h e l i u m  I o n i z a t i o n  t e m p e r a t u r e  r a n g e  

( c e n t e r e d  a r o u n d  l og  T ~ 4 . 6 )  i n  t h e  C a r s o n  o p a c i t i e s .

The  same f e a t u r e  f o r  t h e  new Los  A l a mo s  o p a c i t i e s  I s  

s l i g h t l y  mo r e  t h a n  an I n f l e c t i o n  I n t h e  c u r v e .  T h e r e  I s  

a n o t h e r  bump i n  t h e  C a r s o n  o p a c i t y  a t  t e m p e r a t u r e s  

a s s o c i a t e d  w i t h  CNO i o n i z a t i o n s  ( a b o u t  l og  T ~ 5 . 6 ) .  The  

Los A l a mo s  o p a c i t i e s  a r e  f l a t  a t  t h i s  same t e m p e r a t u r e .  

H o w e v e r ,  t h i s  has  l i t t l e  e f f e c t  on t h e  p u l s a t i n g  mode l  

e n v e l o p e s  s i n c e  t h i s  t e m p e r a t u r e  o c c u r s  w e l l  w i t h i n  t h e  

e n v e l o p e  w h e r e  t h e  a m p l i t u d e s  o f  p u l s a t i o n  a r e  v e r y  s m a l l .

A l l  b u t  one  o f  t h e  l i n e a r  s e r i e s  o f  m o d e l s  we r e  

c a l c u l a t e d  u s i n g  C a r s o n  o p a c i t i e s .  T h e  new Los  A l a mo s  

o p a c i t y  t a b l e  was u s e d  f o r  t h e  l a s t  s e r i e s  o f  m o d e l s  t o  

i n v e s t i g a t e  d i r e c t l y  t h e  e f f e c t  o f  v a r y i n g  t h e  o p a c i t y  on 

t h e  l i n e a r  p u l s a t i o n  r e s u l t s .  A l l  b u t  one  o f  t h e  l i n e a r  

s e r i e s  o f  m o d e l s  u s e d  a s p l i n e  i n t e r p o l a t i o n  me t h o d  f o r  

c a l c u l a t i n g  t h e  o p a c i t y  f r o m t h e  t a b l e s .  A 4 - p o i n t  l i n e a r  

I n t e r p o l a t i o n  s c he me  t h a t  was us e d  f o r  a l I  o f  t h e  

n o n l i n e a r  mod e l  c a l c u l a t i o n s  was a p p l i e d  t o  one  s e r i e s  o f  

l i n e a r  m o d e l s .  I n t h i s  ma n n e r  t h e  e f f e c t  o f  v a r y i n g  t h e  

me t h o d s  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  o p a c i t i e s  c o u l d  be e x a m i n e d .

Rood ( 1 9 7 1 )  r e p o r t e d  t h a t  e r r o r s  due  t o  l i n e a r  

I n t e r p o l a t i o n  I n  o p a c i t y  t a b l e s  we r e  n o t  n e g l i g i b l e  and  

t h a t  t h e y  may be l a r g e  e n o u g h  t o  n e g a t e  a n y  p h y s i c a l  

i m p r o v e m e n t s  I n  t h e  o p a c i t y  t a b l e s .  S w i t c h i n g  t o  

m u r t i p o f n t  i n t e r p o l o t i o n  me t h o d s  g r e a t l y  e n h a n c e d  t h e  

a c c u r a c y  o f  h i s  s t e l l a r  mode l  c a l c u l a t i o n s .  T u g g l e  and



I b e n  ( 1 9 7 2 )  c a l c u l a t e d  t h e  o p a c i t i e s  f o r  t h e i r  RR L y r a e  

l i n e a r  m o d e l s  u s i n g  t h e  s p l i n e  t n t e r p o l a t o n  m e t h o d  by  

w h i c h  t h e y  d e m o n s t r a t e d  s u b s t a n t i a l  i m p r o v e m e n t s  i n  t h e i r  

r e s u l t s .  T h e  me t h o d  o f  c u b i c  s p l i n e s  u s e d  Tn t h i s  s u r v e y  

i s  t h e  t e c h n i q u e  d e s c r i b e d  i n  You n g  a n d  G r e g o r y  ( 1 9 7 2 )  as  

a p p l i e d  t o  t h e  s c he me  d e s c r i b e d  i n  T u g g l e  and  I b e n  ( 1 9 7 2 ) .  

The  a d v a n t a g e  o f  t h e  s p l i n e  me t h o d  i s  t h e  b u i l t - i n  

c o n t i n u i t y  o f  t h e  i n t e r p o l a t e d  v a l u e s  as w e l l  as o f  t h e i r  

f i r s t  and s e c o n d  d e r i v a t i v e s .

T h r e e  model  e n v e l o p e s  we r e  c a l c u l a t e d  ( i n  a ma n n e r  t o  

be d e s c r i b e d  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n )  d i f f e r i n g  m a i n l y  i n t h e  

me t h o d  o f  I n t e r p o l a t i n g  t h e  o p a c i t y .  T h e  s t e l l a r  

p a r a m e t e r s  c o r r e s p o n d  t o  t h o s e  o f  C h r i s t y ' s  5 gF  mode l  

(M -  0 . 5 7 8  M+,  l o g  L / L +  = 1 . 5 8 5 ,  l og  T #= 3 . 8 1 3 ) .  The  

Car s ' on o p a c i t y  t a b l e  f o r  t h e  c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n  ( Y ,  Z )  = 

( 0 . 2 5 ,  0 . 0 0 5 )  i s  u s e d  f o r  t wo  o f  t h e  m o d e l s  and C h r i s t y ' s  

( 1 9 6 6 )  a n a l y t i c a l  o p a c i t y  f o r m u l a  a p p r o x i m a t i n g  t h e  Cox  

and S t e w a r t  ( 1 9 6 5 )  o p a c i t y  t a b l e s  was a p p l i e d  t o  t h e  t h i r d  

m o d e l .  T h e  o p a c i t i e s  and t h e i r  f i r s t  d e r i v a t i v e s ,

( d I txk /  Q I n T ) p , t h a t  w e r e  c a l c u l a t e d  i n  t h e  mode l  u s i n g  t h e  

me t h o d  o f  s p l i n e  i n t e r p o l a t i o n  a r e  p l o t t e d  i n  F i g u r e  2 a .  

The  same q u a n t i t i e s  c a l c u l a t e d  by me a ns  o f  t h e  4 - p o i n t  

i n t e r p o l a t i o n  scheme  a r e  g r a p h e d  i n  F i g u r e  2 b .  

D i s c o n t i n u i t i e s  i n  t h e  d e r i v a t i v e s  a r e  c l e a r l y  v i s i b l e .  

F i g u r e  2c  I l l u s t r a t e s  t h e  r e s u l t i n g  v a l u e s  o f  t h e  C h r i s t y  

a p p r o x i m a t i n g  o p a c i t y  f o r m u l a .

T h e r e  do n o t  a p p e a r  t o  be s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e s  i n  

t h e  o p a c i t y  v a l u e s  o t h e r  t h a n  I n t r i n s i c  o n e s  ( I . e .  C a r s o n  

v s .  C o x - S t e w a r t ) .  C a r e f u l  e x a m i n a t i o n  o f  F i g u r e s  2a  and  

2b d e m o n s t r a t e s  t h a t  b o t h  me t h o d s  o f  i n t e r p o l a t i o n  p r o v i d e
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s i m i l a r  a nd  c o n t l n o u s  v a l u e s  f o r  t h e  o p a c i t y .  T h i s  s h o u l d  

n o t  be s u r p r i s i n g  s i n c e  t h e r e  i s  r a t h e r  f i n e  z o n i n g  o f  t h e  

s h e l l s  I n  t h e s e  e n v e l o p e  m o d e l s .  H o w e v e r ,  t h e  d i s t i n c t i o n  

i n  m e t h o d  I s  q u i t e  o b v i o u s  i n  t h e  p l o t s  o f  t h e  f i r s t  

d e r i v a t i v e s .  T h o u g h  t h e  s h a p e  o f  t h e  c u r v e  i s  b a s i c a l l y  

t h e  s a me ,  t h e  c o n t i n u i t y  i n t h e  s p l i n e - d e t e r m i n e d  v a l u e s  

c l e a r l y  i l l u s t r a t e s  t h e  a d v a n t a g e  o f  t h i s  m e t h o d  o v e r  t h e  

l i n e a r  i n t e r p o I  a t i o n  s c h e me .  I t  s h o u l d  be n o t e d  o f  c o u r s e  

t h a t  t h e  c u b i c  s p l i n e  me t h o d  e n h a n c e s  t h e  a c c u r a c y  o f  

c a l c u l a t i o n s  w i t h i n  t h e  t a b l e ,  n o t  t h e  a c c u r a c y  o f  t he  

o p a c i t y  t a b l e  i t s e l f .

I n  l i g h t  o f  t h e  a b o v e  d i s c u s s i o n  t h e  use o f  t h e  

4 - p o i n t  i n t e r p o l a t i o n  me t h o d  I n  t h e  n o n l i n e a r  c a l c u l a t i o n s  

s h o u l d  n o t  be c o n s i d e r e d  u n r e a s o n a b l e .  T h e  n o n l i n e a r  

mod e l  e n v e l o p e s  a r e  c a l c u l a t e d  w i t h  a b o u t  40 mass z o n e s .  

T h e r e f o r e ,  t h e  4 - p o i n t  l i n e a r  i n t e r p o l a t i o n  m e t h o d  i s  mo r e  

t h a n  a d e q u a t e  f o r  t h i s  r o u g h l y  z o n e d  n o n l i n e a r  s t e l l a r  

e n v e l o p e ,

( b )  T h e  l i n e a r  c o m p u t e r  p r o g r a m .

T h e  s o l u t i o n  o f  t h e  l i n e a r i z e d  p u l s a t i o n  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n s  I s  b a s i c a l l y  an e i g e n v a l u e  p r o b l e m  ( B a k e r  and  

K i p p e n h a h n  1 9 6 2 ,  1 9 6 5 ) .  T h e  C a s t o r  ( 1 9 7 1 )  s c h e me  was

c h o s e n  b e c a u s e  f t  I s  a s t r a  I g h t f o r w a r d  me t h o d  f o r  

c a l c u l a t i n g  t h e  e i g e n v a l u e s  a nd  e i g e n f u n c t i o n s .  T he  

s t e l  l a r  s t r u c t u r e  e q u a t i o n s  ( 1 ) ~ ( 4 )  a r e  f i r s t  I n t e g r a t e d  

u s i n g  H e u n ' s  n u m e r i c a l  I n t e g r a t i o n  me t h o d  ( K a p l a n  1 9 6 4 ) .  

P r e s s u r e ,  t h e  f a s t e s t  c h a n g i n g  v a r i a b l e .  I s  t a k e n  t o  be t h e  

i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e .  A f i n e  mesh o f  p r e s s u r e  l a y e r s  I s  

c a l c u l a t e d  a nd  t h e  o t h e r  a s s o c i a t e d  s t e l l a r  v a r i a b l e s  a r e



us e d  t o  e v a l u a t e  p a r a m e t e r s  i n t h e  s e t  o f  f ?n T t e - d i f f e r e n c e  

e q u a t i o n s  a p p r o p r i a t e  f o r  a s t a t i c  s h e l l  m o d e l .

T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  t h e  same as u s e d  by I b e n  

( 1 9 7 1 a )  and C a s t o r :  a s t a t i o n a r y  i n n e r  b o u n d a r y  i s  p l a c e d

a t  t h e  b o t t o m  o f  t h e  s t e l l a r  e n v e l o p e  and t h e r e  i s  a s s u me d  

t o  be no v a r i a t i o n  i n  t h e  e n e r g y  s u p p l y  ( 5 L  = 0 ) ;  e a c h  

wa v e  o f  p u l s a t i o n  i s  r e f l e c t e d  a t  t h e  o u t e r  s u r f a c e  

b o u n d a r y  and t h e  p r e s s u r e  I s  c a l c u l a t e d  f r o m r a d i a t i v e  

t r a n s f e r  t h e o r y .

U s i n g  a f o r m o f  t h e  B a k e r  and K i p p e n h a h n  ( 1 9 6 5 )  

l i n e a r i z e d  p u l s a t i o n  p r o g r a m  I b e n  and  H u c h r a  ( 1 9 7 1 )  t e s t e d  

many  v a r i a t i o n s  i n  s t e l l a r  p a r a m e t e r s .  T h e y  sho we d  t h a t  

t h e  b l u e  e d g e s ,  p a r t i c u l a r l y  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  e d g e s ,  

we r e  e s s e n t i a l l y  i d e n t i c a l  w h e t h e r  o r  n o t  c o n v e c t i o n  was  

e x p l i c i t l y  c o n s i d e r e d .  C a r s o n  and S t o t h e r s  ( 1 9 7 6 )  h a v e  

a l s o  p o i n t e d  o u t  t h a t  n e a r  t h e  b l u e  e d g e  t h e  s i z e  o f  t h e  

c o n v e c t i o n  z o n e  I s  much s m a l l e r  i n  t h e  h y d r o g e n  i o n i z a t i o n  

r e g i o n  on a c c o u n t  o f  t h e  C a r s o n  o p a c i t i e s .  As a r e s u l t  

c o n v e c t i o n  I s  c o n s i d e r e d  u n i m p o r t a n t  I n  e s t a b l i s h i n g  t h e  

b l u e  e d g e s  a n d  i s  n o t  i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e  s t e l l a r  

s t r u c t u r e  e q u a t i o n s .

P u l s a t i o n s  i n v o l v e  t h e  e n v e l o p e s  o f  s t a r s .  The  

c a l c u l a t i o n  o f  t h e  m e c h a n i c a l  and  t h e r m o d y n a m i c  v a r i a b l e s  

a t  e a c h  p r e s s u r e  l e v e l  o f  t h e  e q u i l i b r i u m  mode l  I s  

i n i t i a l i z e d  a t  t h e  t op  o f  t h e  a t m o s p h e r e  s e t  a t  o p t i c a l  

d e p t h  r  = 0 . 0 0 5 .  The  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  c o n t i n u e s  

i n w a r d  t o  t h e  I n n e r  b o u n d a r y ,  d e f i n e d  by  t h e  r a d i a l  

p o s i t i o n  o f  a b o u t  20% o f  t h e  t o t a l  r a d i u s  o f  t h e  s t a r .  A 

r e s t r i c t i o n  on t h e  t e m p e r a t u r e  c h a n g e  i n  t h e  I n t e g r a t i o n  

I n c l u d e s  an i t e r a t i o n  p r o c e s s  so t h a t  t h e  f o l l o w i n g



r e l a t i o n  b e t w e e n  c o n s e c u t i v e  t h e r m a l  l a y e r s  I s  s a t f s f l e d :

T -  T 
* 41 -  0 . 0 1

T
4

wh e r e  t h e  t * H l a y e r  I s  t h e  one  c l o s e r  t o  t h e  s u r f a c e .

T h i s  p r o v e s  t o  be i m p o r t a n t ,  c o n s i d e r i n g  t h e  m a g n i t u d e  o f  

t h e  t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n t i a l  a c r o s s  t h e  h y d r o g e n  

I o n i z a t i o n  z o n e .  T y p i c a l l y ,  e q u i l i b r i u m  model  e n v e l o p e s  

c o n t a i n  7 0 0  -  8 0 0  l a y e r s .

T h i s  f i r s t  c y c l e  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  p r o c e s s  a l s o  

y i e l d s  a l s o  t h e  mass  l e v e l s  w i t h i n  t h e  e n v e l o p e s .  To 

a r r i v e  a t  a s t a t i c  mode l  e n v e l o p e  c o n v e n i e n t  f o r  l a t e r  

p u l s a t i o n  c a l c u l a t i o n s ,  t h e  p r e s s u r e  l a y e r s  a r e  c o mb i n e d  

I n  g r o u p s  o f  a s e t  n u mb e r .  T y p i c a l l y ,  t h e r e  a r e  s e v e n  

l a y e r s  t o  one  s h e l l .  T h e  s h e l l  f i n I t e - d I f f e r e n c e  

e q u a t i o n s  r e q u i r e  t h e  mass  t o  be t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  

By c o m b i n i n g  t h e s e  p r e s s u r e  l a y e r s ,  t h e  mass o f  e a c h  s h e l  

and i n i t i a l  g u e s s e s  f o r  o t h e r  s t e l l a r  p a r a m e t e r s  

n e c c e s s a r y  f o r  t h e  n e x t  c y c l e  o f  i n t e g r a t i o n  a r e  o b t a i n e d  

T h e  f i n i t e - d I f f e r e n c e  e q u a t i o n s  us e d  t o  n u m e r i c a l l y  

i n t e g r a t e  t h e  model  e n v e l o p e  I n  t h e  C a s t o r  s cheme  a r e  as 

f o I  l o w s :

= -  _GM, -  A *  r f  p, ~ P|.t  f a

a t *  r |  DM2,

T. f lSl " L , “ L ,+i

a t  DM1 ,
(to



V, 3r
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3 DM1

L | -  4 a  (4-7rrjJ)
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(e)

The  s u b s c r i p t  I i s  t h e  s h e l l  i n d e x  f o r  w h i c h  I = 1 i s  t h e  

s t a t i o n a r y  i n n e r - m o s t  b o u n d a r y  and I = N r e f e r s  t o  t h e  

s u r f a c e .  The t h e r m o d y n a m i c a l  v a r i a b l e s  a r e  e v a l u a t e d  

w i t h i n  t h e  she I I and r a n g e  f r o m I = 1 t o  I = N.  The  

m e c h a n i c a l  v a r i a b l e s  ( r , • M ^  a r e  e v a l u a t e d  a t  t h e  

i n t e r f a c e s  o f  t h e  s h e l l s  and t h e r e f o r e  r a n g e  f r o m I = 1 t o

I = N I- 1.  The  mass o f  s h e l l  I i s  D M1 ) = MJ+1-  M ( , and  

D M 2 , = 0 . 5 ( D M 1 , + , + D M 1 ( 1 ) i s  t h e  mass o f  t h e  I** 

i n t e r f a c e .  T h e  i n t e r s h e l l  t e m p e r a t u r e  v a r i a t i o n  i s  now 

h e l d  a t  l e s s  t h a n  6% ( e a s i l y  a c h i e v e d  b e c a u s e  o f  t h e  

i n i t i a l  1% c o n d i t i o n ) -  The  f i n a l  mode l  e n v e l o p e  c o n t a i n s  

a b o u t  one  h u n d r e d  mass z o n e s .

When t h e  s h e l I  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  ( 5 ) - ( 8 )  a r e  

l i n e a r i z e d  t h e  t i m e  d i f f e r e n t i a l s  a r e  r e p l a c e d  by f a c t o r s  

o f  t h e  e i g e n  f r e q u e n c y . T h e s e  e q u a t i o n s  t h e n  p r o v i d e

f o r  a l I  t h e  unk nown p h y s i c a l  v a r i a b l e s  t o  be e x p r e s s e d  i n  

t e r m s  o f  o n l y  t h e  r a d i u s  v a r i a t i o n ,  <5^ ,  and t h e  e n t r o p y  

v a r i a t i o n ,  6 S ( . F u l l  I n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  l i n e a r i z e d  

p u l s a t i n g  mode l  i s  o b t a i n e d  o n c e  t h e  e i g e n v a l u e ,  w,  and  

t h e  e i g e n f u n c t i o n s ,  5 ^  and a r e  k nown .

b r i e f l y  o u t l i n e d  s i n c e  a d e t a i l e d  d e s c r i p t i o n  may be f o u n d  

i n  h i s  p a p e r .  T h e  f i r s t  s t e p  I s  t o  s o l v e  f o r  t h e  a d i a b a t i c  

p r o p e r t i e s ,  w h i c h  i s  a c c o m p l i s h e d  by s e t t i n g  <5S( = 0 i n

S u b s e q u e n t  s t e p s  i n  t h e  C a s t o r  m e t h o d o l o g y  w i l l  be



t h e  e q u a t i o n s -  T h e  r e s u l t i n g  e i g e n f r e q u e n c y , wQ, ond  

e i g e n f u n c t i o n s ,  ( 5 r )  and  ( d S j )  a r e  r e a l .  T h e  a d i a b a t i c  

q u a n t i t i e s  a r e  now a p p l i e d  t o  i n i t i a l i z e  t h e  p r o c e s s  o f  

c a l c u l a t i n g  t h e  n o n a d i a b a t i c  e i g e n v a l u e .  F i r s t  o r d e r  

p e r t u r b a t i o n  t h e o r y  I s  e m p l o y e d .  T h e  c o r r e c t i o n  t o  t h e  

a d i a b a t i c  e I g e n f r e q u e n c y  p r o d u c e s  an i n i t i a l  g u e s s  t o  t h e  

I m a g i n a r y  p a r t  o f  t h e  n o n a d i a b a t i c  e i g e n v a l u e .  The  f i n a l  

s o l u t i o n  i n v o l v e s  an I t e r a t i v e  p r o c e s s  o f  u p g r a d i n g  t h e  

e I g e n q u o n 1 1 1 1 e s . W i t h  t h e  v a l u e  o b t a i n e d  f r o m  

p e r t u r b a t i o n  t h e o r y  a q u i c k  c o n v e r g e n c e  t o  t h e  f i n a l  

s o l u t i o n  o f  t h e  n o n a d i a b a t i c  e q u a t i o n s  i s  e n s u r e d .

Once t h e  e i g e n q u a n t t  t i e s  a r e  known i t  I s  a s i m p l e  

t a s k  t o  e v a l u a t e  t h e  p e r i o d  a nd  t h e  r a d i a l  f l u c t u a t i o n s  o f  

t h e  s t e l l a r  p a r a m e t e r s  ( t e m p e r a t u r e ,  l u m i n o s i t y ,  e t c . ) .

I n a d d i t i o n ,  o t h e r  r e l a t e d  q u a n t i t i e s  s u c h  as  g r o w t h  r a t e s  

and  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  p u l s a t i o n  a r e  e a s i l y  

c a l c u l a t e d .  I n t h i s  m a n n e r  f u l l  i n f o r m a t i o n  a b o u t  

l i n e a r i z e d  p u l s a t i o n s  f o r  t h e  f u n d a m e n t a l ,  f i r s t ,  and  

s e c o n d  o v e r t o n e  modes  was a c q u i r e d .

( c )  The  n o n l i n e a r  c o m p u t e r  p r o g r a m

T h e  f u l l  a m p l i t u d e  m o d e l s  f o r  t h e  f u n d a m e n t a l  and  

f i r s t  o v e r t o n e  modes  w e r e  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  n o n l i n e a r  

c o m p u t e r  p r o g r a m  d e s c r i b e d  by  V e mu r y  and S t o t h e r s  ( 1 9 7 8 ) .  

T h e  me t h o d  o f  s o l u t i o n  o f  t h e  n o n l i n e a r ,  n o n a d i a b a t i c  

e q u a t i o n s  has  b e e n  p u b l i s h e d  f u l l y  by  C h r i s t y  ( 1 9 6 4 ,

1 9 6 7 ) ,  who was f i r s t  t o  d e v e l o p  a s u c c e s s f u l  s c h e me ,  as  

w e l l  as by  S t o b i e  ( 1 9 6 9 ) .  I t  I s  l e f t  t o  t h e  i n t e r e s t e d  

r e a d e r  t o  s t u d y  t h e s e  p a p e r s  f o r  d e t a i I s  o f  t h e  n u m e r i c a l  

m e t h o d s .  I n t h e  p r e s e n t  d i s c u s s i o n  w i l l  p r i m a r i l y  r e p o r t



t h a t  p a r t  o f  t h e  p r o c e s s  I n v o l v e d  I n  t h e  a c t u a l  r u n n i n g  o f  

t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  t o  r e a c h  f u l l  a m p l i t u d e  p u l s a t i o n .

T h e  p r o c e s s  o f  c a l c u l a t i n g  t h e  s t a t i c  mode l  e n v e l o p e  

I s  s i m i l a r  t o  t h a t  I n  t h e  l i n e a r  c o m p u t e r  p r o g r a m .  

D i f f e r e n c e s  t h a t  e x i s t  a r e  due  t o  r e s t r i c t i o n s  e n s u r i n g  

p h y s i c a l  a n d  m a t h e m a t i c a l  c o n t i n u i t y .  On t h e  a v e r a g e  

t h e r e  a r e  a b o u t  40 z o n e s  t o  a mode l  w h i c h  i s  a much  

smal  l e r  q u a n t i t y  t h a n  t h e  h u n d r e d  o r  so z o n e s  t y p i c a l  l y  

f o u n d  I n  t h e  l i n e a r  mode l  e n v e l o p e s .  Once  a s u i t a b l e  

s t a t i c  mode l  e n v e l o p e  i s  c a l c u l a t e d ,  a s u p e r i m p o s e d  

v e l o c i t y  p r o f i l e  s e t s  t h e  mode l  s t a r  i n t o  p u l s a t i o n .

The  r e s u l t s  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  f u n d a m e n t a l  mode  

m o d e l s  a r e  p r e s e n t e d  a nd  d i s c u s s e d  by S t o t h e r s  ( 1 9 8 1 ) .  

C a l c u l a t i n g  t h e s e  m o d e l s  was a r e l a t i v e l y  u n c o m p l i c a t e d  

p r o c e s s .  F u l l  a m p l i t u d e  p u l s a t i o n  was r e a c h e d  w i t h  

f r e q u e n t  a r t i f i c i a l  a m p l i f i c a t i o n s  o f  t h e  p u l s a t i o n  

v e l o c i t y  ( a s  d e s c r i b e d  i n  V e mu r y  and S t o t h e r s  1 9 7 8 )  

w h e t h e r  o r  n o t  a c a r e f u l  and p r e c i s e  v e l o c i t y  p r o f i l e  was  

i n t r o d u c e d .  A l m o s t  a l l  t h e  m o d e l s  w e r e  I n i t i a t e d  i n t o  

m o t i o n  w i t h  an I n i t i a l  v e l o c i t y  p r o f i l e  o f

»
v = - 1 0 *  k m / s e c  , *  = ( r / R )0

as s u g g e s t e d  by C h r i s t y  ( 1 9 6 4 ) .

I n t h e  c a s e  o f  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  mode m o d e l s  a 

s u i t a b l e  I n i t i a l  v e l o c i t y  p r o f i l e  was d i f f i c u l t  t o  f i n d .  

C h r i s t y ' s  ( 1 9 6 4 )  s u g g e s t i o n  o f

1» 3
v = ( - 2 0 *  + 6 *  ) k m / s e c  ,



p r o d u c e d  u n r e a s o n a b l e  v a l u e s  f o r  i n d u c i n g  p u l s a t i o n  I n  my 

m o d e l s .  ( By  u n r e a s o n a b l e ,  I mean t h a t  t h e r e  was 

s i g n i f i c a n t  s c a t t e r  I n  t h e  p e r i o d  and  v e l o c i t y  a m p l i t u d e  

I n  t h e  f i r s t  6 p e r i o d s . )  A s u i t a b l e  v e l o c i t y  p r o f i l e  was  

e s t a b l i s h e d  by f i t t i n g  a p o l y n o m i a l  o f  t h e  f o r m

n n
v = a x  + b *

t o  t h e  l i n e a r  ( {d„<5r)  p r o f i l e ,  i n  a ma n n e r  s i m i l a r  t o
n

t h a t  o f  S t o b i e  ( 1 9 6 9 ) .  I t  i s  i m p o r t a n t  t o  c h o o s e  a 

v e l o c i t y  p r o f i l e  so t h a t  o n l y  t h e  mode t o  be s t u d i e d  i s  

p r e s e n t .  S i n c e  t h e  g r o w t h  a nd  d e c a y  r a t e s  f o r  RR L y r a e  

s t a r s  a r e  on t h e  o r d e r  o f  1 0 , 0 0 0  p e r i o d s  i t  i s  o b v i o u s  

t h a t  any  c o n t a m i n a t i o n  by an e x t r a n e o u s  mode i s  a s t r o n g  

d i s a d v a n t a g e .  R e p e a t e d  a t t e m p t s  t o  f i n d  s u c h  a v e l o c i t y  

d i s t r i b u t i o n  we r e  u n s u c c e s s f u l  i n  p i c k i n g  o u t  a p u r e  f i r s t  

o v e r t o n e  mode .  H o w e v e r ,  t h e  e f f e c t s  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  

mode and  h i g h e r  o v e r t o n e s  a p p e a r e d  t o  be s l i g h t  a nd  w i t h  

f r e q u e n t  a r t i f i c i a l  a m p l i f i c a t i o n s  a s a t i s f a c t o r y  f u l l  

a m p l i t u d e  f i r s t  o v e r t o n e  mode l  was a c h i e v e d .

As t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  e v o l v e s  t h e  p u l s a t i n g  mode l  

s t a r  t h e  p e r i o d ,  v e l o c i t y  a m p l i t u d e ,  and  maxi mum k i n e t i c  

e n e r g y  o f  t h e  p u l s a t i o n  as  w e l l  as a f e w o t h e r  q u a n t i t i e s  

a r e  m o n i t o r e d .  T he  c r i t e r i o n  f o r  r e a c h i n g  f u l l  a m p l i t u d e  

p u l s a t i o n  i s  a z e r o  g r o w t h  r a t e  o f  t h e  maxi mum k i n e t i c  

e n e r g y .  Once t h e  max i mum k i n e t i c  e n e r g y  ha s  l e v e l e d  o f f  

t h e  c a l c u l a t i o n  i s  c o n t i n u e d  f o r  a f e w mo r e  p e r i o d s  so as  

t o  a l l o w  a l l  t h e  q u a n t i t i e s  t o  s e t t l e  d o wn ,  a t  w h i c h  p o i n t  

t h e  c o m p u t a t i o n  i s  t e r m i n a t e d .  H o w e v e r ,  i t  t u r n s  o u t  t h a t  

o f ew mo r e  p e r i o d s  a r e  n o t  s u f f i c i e n t  s o m e t i m e s  f o r  t h e



f i n a l  f u l l  a m p l i t u d e  v a l u e s  t o  c o n v e r g e .  By a v e r a g i n g  

t h e s e  v a l i r e s  o v e r  a f ew p e r i o d s  an a d e q u a t e  f i n a l  r e s u l t  

I s  o b t a i n e d  a nd  t h e  n e e d  f o r  f u r t h e r  c o m p u t a t i o n  i s  

a v o i d e d .  One o f  t h e  m o d e l s  was c a l c u l a t e d  t o  s u c h  a l a r g e  

n u mb e r  o f  p e r i o d s  t h a t  a l I  t h e  c y c l e s  r e p e a t e d  e x a c t l y .  

A p p l i c a t i o n  o f  t h e  a v e r a g i n g  p r o c e s s  t o  e a r l i e r  p e r i o d  

v a l u e s  f o r  t h i s  mode l  c o n f i r m e d  t h e  v a l i d i t y  o f  t h i s  

a v e r a g i n g  me t h o d  I n o b t a i n i n g  s a t i s f a c t o r y  f u l l  a m p l i t u d e  

r e s u l t s  f o r  t h e  o t h e r  m o d e l s .

T h e  s u r f a c e  and i n t e r i o r  z o n a l  p l o t s  f o r  t h e  m o d e l s  

we r e  g r a p h e d  a f t e r  f u l l  a m p l i t u d e  was a t t a i n e d .  A s i m p l e  

s m o o t h i n g  p r o c e s s  o f  t h e  d a t a  d e s c r i b e d  by  C a r s o n ,  

S t o t h e r s ,  a nd  V e mu r y  ( 1 9 8 1 )  was u s e d  when t h e  s u r f a c e  

v e l o c i t y  and l i g h t  c u r v e s  we r e  g r a p h e d .  W i t h  t h e  c o m b i n e d  

n u m e r i c a l  r e s u l t s  l i s t e d  I n  t h e  t a b l e s  and w i t h  t h e  

g r a p h i c a l  i l l u s t r a t i o n s  a f u l l  c o m p a r a t i v e  s t u d y  w i t h  

p r e v i o u s  s u r v e y s ,  a n d  mo r e  I m p o r t a n t l y ,  w i t h  o b s e r v a t i o n s  

may be a c c o m p l i s h e d .
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CHAPTER 3 :  PRESENTATI ON AND D I S C U S S I ON  OF THE L I NEAR

SURVEY RESULTS

3 . 1  P e r i o d s

T he  p e r i o d  o f  a v a r i a b l e  s t a r  i s  r e l a t e d  t o  I t s  mean  

d e n s i t y  as :

w h e r e  Q i s  t h e  s o - c a l  l e d  p u l s a t i o n  c o n s t a n t  by w h i c h  

d i f f e r e n t  t y p e s  o f  v a r i a b l e  s t a r s  a r e  c h a r a c t e r i z e d .  Any  

s t e l l a r  s y s t e m  u n d e r g o i n g  h a r m o n i c  m o t i o n  as a r e s u l t  o f  

i t s  g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s  o b e y s  t h i s  r e l a t i o n s h i p  ( L e d o u x  

and WaI  r a v e n  1 9 5 8 ) .  By a p p l y i n g  t h e  S t e f a n  -  B o l t z m a n n  

r a d i a t i o n  l aw t h i s  e q u a t i o n  may be r e w r i t t e n  I n  t e r m s  o f

o b s e r v a b l e  s t e l l a r  p a r a m e t e r s  as  :

l o g  P = - 3 . 0  l o g  T^ + 0 . 7 5  l o g  L -  0 . 5  l o g  M + c o n s t

T he  l u m i n o s i t y  and mass a r e  I n  s o l a r  u n i t s .  T h e  d a t a  f o r

t h e  f u n d a m e n t a l  mode i n t h i s  l i n e a r  s u r v e y  has  b e e n  f i t t e d  

t o  t h i s  same f o r m o f  t h e  e q u a t i o n  w i t h  t h e  r e s u l t

l o g  PQ -  - 3 . 4 3  l o g  T# + 0 . 8 3 5  l o g  L -  0 . 0 6  l o g  M + 1 1 . 3 1 8  (io)

P Q

E x a c t  a g r e e m e n t  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s .  I n  t h e  s t r i c t  s e n s e ,
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d o e s  n o t  e x i s t  b u t  t h e  e s s e n c e  o f  t h e  t wo  e q u a t i o n s  I s  t h e  

same;  n a m e l y ,  t h e  s i g n  and t h e  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  o f  t h e  

c o e f f i c i e n t s  a g r e e .  S i m i l a r  f i t t e d  e q u a t i o n s  ha v e  b e e n  

p r e s e n t e d  by v a n  A l b a d a  and B a k e r  ( 1 9 7 1 )  a nd  T u g g l e  and  

I b e n  ( 1 9 7 2  -  h e r e a f t e r  T l ) .

The  s u i t a b i l i t y  o f  e q u a t i o n  10 i n  c o n n e c t i o n  w i t h  

d a t a  o f  s e r i e s  1 ,  T a b l e  1,  i s  i l l u s t r a t e d  f o r  a c o n s t a n t

mass  o f  0 . 6  M*  a nd  c o n s t a n t  l u m i n o s i t y  I n F i g u r e  3a ( f o r

( Y , Z )  = ( 0 . 2 5 , 0 . 0 0 ) .  T he  same d a t a  a r e  shown i n

c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  c o r r e s p o n d  I n g  v a n  A l b a d a  and B a k e r  

e q u a t i o n  ( F i g u r e  3 b )  a nd  T l  e q u a t i o n  ( F i g u r e  3 c ) .  P r e s e n t  

d a t a  a r e  mo s t  c o n s i s t e n t  w i t h  e q u a t i o n  10 r e p r e s e n t e d  i n  

F i g u r e  3 a ,  b u t  f a i r  c o n s i s t e n c y  i s  shown t h r o u g h o u t .  

T h e r e f o r e ,  t h e  o p a c i t i e s ,  w h i c h  d i f f e r  I n  t h e  t h r e e  c a s e s ,

( C a r s o n  o p a c i t i e s  f o r  t h e  l i n e s  o f  F i g u r e  3 a ,  C h r i s t y ' s

a p p r o x i m a t i n g  f o r m u l a  t o  t h e  C o x - S t e w a r t  o p a c i t i e s  f o r  t h e  

l i n e s  o f  F i g u r e  3 b ,  and . the C o x - S t e w a r t  o p a c i t y  t a b l e s  

i n t e r p o l a t e d  u s i n g  t h e  s p l i n e  me t h o d  f o r  t h e  l i n e s  o f  

F i g u r e  3 c )  a r e  n o t  c s e n s i t i v e  p a r a m e t e r  f o r  t h e  p e r i o d .

The  p e r i o d  o f  a v a r i a b l e  s t a r  d e p e n d s  on i t s  

p h y s i c a l  s t r u c t u r e  w h i c h  I n d i r e c t l y  d e p e n d s  on o p a c i t y .

B u t  o p a c i t y  d o e s  n o t  c o r r e l a t e  w i t h  t h e  p e r i o d ,  as  

d e m o n s t r a t e d  by F i g u r e  3 .  C a r s o n  and S t o t h e r s  ( 1 9 7 6 )  h a v e  

shown t h a t  t h e  o p a c i t y  w i l l  n o t  m a n i f e s t  I t s e l f  t o  a ny  

g r e a t  d e g r e e  on t h e  t h e o r e t i c a l  s t r u c t u r e  a p p r o p r i a t e  t o  

t h e s e  v a r i a b l e s .  P l o t s  o f  F i g u r e  3 s i m p l y  u n d e r s c o r e  t h i s  

f i n d i n g .

S i m i l a r  p l o t s  f o r  t h e  r e s t  o f  t h e  s e r i e s  I n  T a b l e  1 

r e v e a l  a s l i g h t  d e p e n d e n c e  on m e t a l  c o n t e n t .  The  o t h e r  

c a l c u l a t e d  v a l u e s  o f  t h e  p e r i o d s  b a s e d  on e q u a t i o n  10 we r e
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a l w a y s  w e l l  w i t h i n  1% o f  t h e  d a t a  v a l u e s .  B u t  t h o s e  

s e r i e s  f o r  w h i c h  m e t a l  a b u n d a n c e s  we r e  v a r i e d  ( s e r i e s  #2 

and  # 3 )  sho we d  a b o u t  a 2% v a r i a t i o n  f r o m t h e  f i t t e d  

f o r m u l a .  H o w e v e r ,  c o mp a r e d  w i t h  t h e  v a r i a t i o n  i n  p e r i o d  

due  t o  l u m i n o s i t y ,  t e m p e r a t u r e ,  and ma s s ,  t h e  m e t a l  

c o n t e n t  e x e r t s  a n e g l i g i b l e  e f f e c t .

T he  e f f e c t s  o f  h i g h e r  o v e r t o n e s  on p u l s a t i  o n a I

p r o p e r t i e s  a r e  f r e q u e n t l y  c h a r a c t e r i z e d  by  t a k i n g  t h e

r a t i o  o f  t h e  p e r i o d  o f  t h e  o v e r t o n e  t o  t h e  f u n d a m e n t a l

p e r i o d ,  P / P .  T h e  l i n e a r i t y  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p  P / P  t o  1 0  1 0
PQ has  b e e n  d i s c u s s e d  and a c c e p t e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  ( s e e  

Co x ,  K i n g ,  a nd  Ho d s o n  1 9 8 0 ,  F i g u r e  2 ,  as  a r e c e n t  

e x a m p l e ) .  G u i d e d  by t h i s  a nd  t h e  e q u a t i o n  d e r i v e d  by 

S t o t h e r s  ( 1 9 8 1 )  f o r  h i s  l i n e a r  d a t a  on RR L y r a e  s t a r s ,  t h e  

d a t a  o f  t h e  p r e s e n t  l i n e a r  s u r v e y  we r e  f i t t e d  t o

P / P  = - 0 . 0 5 9 P0+ 0 , 0 6 7  1o g ( M / M * )  + 0 . G 3 Y 0'®
1 0

-  0 . 0 6 Z° ' *  + 0 . 7 7 6

T h e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  v a l u e s  c a l c u l a t e d  u s i n g  

t h e  a b o v e  e q u a t i o n  and t h e  a c t u a l  d a t a  v a l u e s  r a n g e  f r o m  

- 0 . 0 0 1  t o  + 0 . 0 0 1 .  I n  f i n d i n g  t h e  b e s t  f i t  t h e  p r o c e s s  

s e e me d  h a mp e r e d  by t h e  s e n s i t i v i t y  t o  t h e  l u m i n o s i t y .  T h e  

t wo  r a t i o s ,  P / P  and P / P  , a r e  p l o t t e d  I n  F i g u r e  4 f o r
I D  2 0

t h e  t h e o r e t i c a l  m o d e l s  o f  mass  0 . 6  M+ and c h e m i c a l  

a b u n d a n c e  o f  ( Y , Z )  -  ( 0 . 2 5 , 0 . 0 0 ) .  T h o u g h  t h e  l i n e a r i t y  I s  

mo r e  t h a n  a c c e p t a b l e ,  e s p e c i a l l y  i n  t h e  p e r i o d  r a n g e  o f  

0 , 4 - 0 . 9  d a y ,  i t  s h o u l d  be n o t e d  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a m o d e s t  

s p r e a d  I n  t h e  r a t i o  due  t o  l u m i n o s i t y .

I n o r d e r  t o  v e r i f y  t h i s  s c a t t e r  t h e  l i n e a r  d a t a
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p r e s e n t e d  by S t e l l i n g w e r f  ( 1 9 7 5 )  a r e  p l o t t e d  i n  F i g u r e  4 c .

T h e  mass o f  t h e  mode l  s t a r  i s  0 . 5 7 8  M*  a nd  t h e  o p a c i t y  i s  

c a l c u l a t e d  f r o m a f o r m u l a  f i t t e d  t o  t h e  K i n g  1a o p a c i t y  

t a b l e  w i t h  a c o m p o s i t i o n  o f  ( Y , Z )  -  ( 0 . 2 9 9 , 0 . 0 0 1 ) .  The  

l u m i n o s i t i e s  f o r . w h i c h  he c a l c u l a t e d  t h e  mode l  s t a r s  we r e  

l o g  L / L *  = 1 . 5 ,  1 . 7 ,  1 . 8 ,  a nd  2 . 0 .  I t  i s  e v i d e n t  f r o m

F i g u r e  4c t h a t  t h e  same s c a t t e r  e x i s t s .  The  d i f f e r e n c e  i n  

s l o p e s  may be due  t o  t h r e e  f a c t o r s :  t h e  ma s s ,  t h e  h e l i u m

c o n t e n t ,  and t h e  o p a c i t y .  T h e  mass i s  r u l e d  o u t  s i n c e  

t h e r e  i s  l i t t l e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  0 . 6  M *  and 0 . 5 7 8  M * .

I f  P , / P Q -  PQ p l o t s  f o r  my s e r i e s  o f  m o d e l s  t h a t  v a r y  i n  

t h e  he I I urn c o n t e n t  a r e  e x a m i n e d  i t  i s  f o u n d  t h a t  an e f f e c t  

on t h e  s l o p e  o f  t h e  l i n e  d o e s  e x i s t .  H o w e v e r ,  I t  I s  n o t  

u n t i l  Y = 0 . 7 5  t h a t  a s i g n i f i c a n t  c h a n g e  f r o m t h e  l o w e r  

hel i . urn a b u n d a n c e  m o d e l s  can  be d i s c e r n e d .  S i n c e  t h i s  

d i f f e r e n c e  I n  s l o p e  o c c u r s  a t  s u c h  an e x t r e m e  v a l u e  o f  

h e l i u m  c o n t e n t  i t  seems r e a s o n a b l e  t o  a t t r i b u t e  t h e  

d i f f e r e n c e  I n  s l o p e  b e t w e e n  my m o d e l s  a nd  S t e I  I I n g w e r f ' s 

t o  t h e  d i f f e r e n t  o p a c i t i e s  u s e d  I n  t h e  c a l c u l a t i o n s .

3 . 2  E f f e c t s  on t h e  b l u e  e d g e

The  b l u e  e d g e  o f  t h e  i n s t a b i l i t y  s t r i p  f o r  a 

t h e o r e t i c a l  RR L y r a e  mode l  I s a  p o i n t  o f  z e r o  amp I i t u d e  

g r o w t h .  G r o w t h  r o t e s ,  c o m p u t e d  f r o m t h e  c o m p u t e r  

mode I -  g e n e r a t e d  e i g e n f r e q u e n c l e s ,  a r e  d e f i n e d  as

u.
1} -  - 4 t t

a nd  c h a n g e  s i g n  a t  t h e  i n s t a b i l i t y  s t r i p  b o u n d a r y .  S e t s  

o f  m o d e l s  w i t h  s l o w g r o w t h  r a t e s  w e r e  c o m p u t e d  by u s i n g
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s t e p s  o f  0 . 0 0 5  i n l og  T# ; o t h e r w i s e  A l o g  i n c r e m e n t s  

w e r e  Tn t h e  r a n g e  0 . 0 1 0  -  0 . 0 1 5 .

B l u e  e d g e s  c a l c u l a t e d  w i t h  m o d e l s  u s i n g  C a r s o n  

o p a c i t i e s  e x h i b i t  a q u a l i t a t i v e  s i m i l a r i t y  t o  t h e  e d g e s  

t h a t  r e s u l t  f r o m C o x - S t e w a r t  o p a c i t y  m o d e l s ,  b u t  show 

c e r t a i n  q u a n t i t a t i v e  d i f f e r e n c e s .  T h e  p r e s e n t  s u r v e y  w i l l  

e x a m i n e  t h e  d i f f e r e n c e s  i n  t h e  t wo  b l u e  e d g e s  a t t r i b u t a b l e  

t o  d i f f e r e n c e s  o f  ma s s ,  c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n ,  and me t h o d  o f  

o p a c i t y  c a l c u l a t i o n .  F o r e m o s t  among t h e s e  f a c t o r s  I s  t h e  

h e l i u m  c o n t e n t .

( a )  Mass v a r i a t i o n

T h e  r e s u l t s  o f  v a r y i n g  t h e  mass  i n  t h e  m o d e l s  u s i n g  

C a r s o n  o p a c i t i e s  a r e  p l o t t e d  i n  F i g u r e s  5 and 6 and  

t a b u l a t e d  i n  T a b l e  3 .  T h e s e  m o d e l s ,  w i t h  ma s s e s  o f  

0 . 4  M+,  0 . 6  M+,  and 0 . 8  M+,  we r e  c a l c u l a t e d  w i t h  t h e  same

c h e m i c a l  a b u n d a n c e s ,  ( Y , Z )  = ( 0 . 2 5 , 0 . 0 0 ) .  As s e e n  I n  

F i g u r e  5 ,  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  I s  mo r e  s e n s i t i v e  

t o  mass  t h a n  i s  t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e .  F u r t h e r m o r e ,  

t h e  d i f f e r e n c e  i n  l o g  T^ i s  r e l a t i v e l y  c o n s t a n t  f o r  t h e  

f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e ,  w h e r e a s  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  

e d g e s  w i t h  t h e  ma s s e s  v a r i e d  f a n  o u t  w i t h  i n c r e a s i n g  

I urn I nos  I t y  .

T h e  d i f f e r e n c e  I n  l og  T^ f o r  t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  

e d g e s  i s  g r e a t e r  b e t w e e n  t h e  0 . 4  M+ and 0 . 6  M+ e d g e s  

( A l o g  T # ~ 0 . 0 0 7 )  t h a n  f o r  t h e  0 . 6  M+ and 0 . 8  M* e d g e s  

( A l o g  0 . 0 0 4 )  a t  a l l  l u m i n o s i t i e s .  T h e  f i r s t  o v e r t o n e

e d g e s  do n o t  h a v e  a c o n s t a n t  d i f f e r e n c e  b u t  v a r y  as  

f o l l o w s :  A l o g  T ^ ~  0 . 0 0 5  a t  l og  L / L +  = 1 . 4  t o  ~ 0 . 0  61 a t  

l og  L / L +  * 2 . 0  when t h e  mass i s  c h a n g e d  f r o m 0 . 4  M+ t o
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Set­

t a b l e  3

BLUE EDGE ORTA FOR L I NERR MODELS WI TH  
VARYI NG MRSS HAVI NG ( Y , Z )  *  ( 0 . 2 5 , 0 . DO)

F u n d a m e n t a 1 Mode

l o g  L / L m 0 . 4  M* 0 . 6  Mm 0 . 8  Mm

1 . 4 3 . 8 7 4 3 . 8 8 0 3 .  8 8 3

L . 6 3 .  8 6 2 3 . 8 6 9 3 . 8 7 2

1 . 7 3 .  8 5 5 3 .  8 6 3 3.  8 6 6

i . a 3 . 8 4 9 3 .  8 5 6 3 . 8 6 0

2 .  0 3 . 8 3 6 3 .  8 4 4 3 . 8 4 9

F i r s t  O v e r t o n e  Mode

l o g  L / L m 0 . 4  Mm 0 . 6  Mm 0 . 8  Mm

1 . 4 3 . 8 9 3 3 . 8 9 8 3 . 9 0 0

1 . 6 3 .  8 7 7 3 .  8B7 3 .  8 8 9

1 . 7 3 . 8 6 6 3 . 8 8 1 3 . 8 8 4

1 . 8 3 .  8 4 9 3 . 8 7 4 3 .  8 7 9

2 . 0 3 .  7 9 4 3 .  8 5 5 3 . 8 6 7



0 . 6  M* .  The  c o r r e s p o n d i n g  A l o g  T # v a l u e s  f o r  t h e  

v a r i a t i o n  o f  mass f r o m 0 . 6  M+ t o  0 . 8  M+ i s  0 - 0 0 2  a t  

l og  L / L +  -  1 . 4  and 0 . 0 1 2  a t  l og  L / L *  = 2 . 0  .

As m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  t h e  s e c o n d  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  

f o r  some c a l c u l a t e d  s e r i e s  t a k e s  t h e  f o r m o f  a c l o s e d  

r e g i o n ,  w i t h i n  w h i c h  t h e  m o d e l s  a r e  f o u n d  t o  be p u l s a t i n g  

I n  t h e  s e c o n d  o v e r t o n e  mode .  F i g u r e  5c i l l u s t r a t e s  t h e  

mass d e p e n d e n c e  o f  t h i s  f e a t u r e .  T h e  o v e r a l I  t r e n d  I s  an 

e x p a n s i o n  o f  t h e  r e g i o n  w i t h  i n c r e a s i n g  ma s s .  N o t i c e a b l y  

a b s e n t  i s  a s e c o n d  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  f o r  mode l  s t a r s  

c a l c u l a t e d  w i t h  a mass  o f  0 . 4  M *  . T h e s e  we r e  a l l  f o u n d  t o  

be s t a b l e  a g a i n s t  p u l s a t i o n  i r  t h e  s e c o n d  o v e r t o n e  mode .

As t h e  mass i s  i n c r e a s e d  a nd  i n s t a b i l i t y  I n  t h e  s e c o n d  

o v e r t o n e  a p p e a r s ,  t h e  p e a k  l u m i n o s i t y  I n c r e a s e s  and s h i f t s  

t o  c o o l e r  t e m p e r a t u r e s  as t h e  r a n g e  i n  t e m p e r a t u r e  o f  t h i s  

r e g i o n  b e c o me s  s l i g h t l y  w i d e r .

I t  s h o u l d  be n o t e d  t h a t  t h e  f u n d a m e n t a l  and f i r s t  

o v e r t o n e  modes o f  t h e  c o m p u t e r  m o d e l s  a l s o  had t h e  

t e n d e n c y  t o  c u r v e  o v e r  b u t  t h e  p e a k  l u m i n o s i t i e s  w e r e  much  

h i g h e r  t h a n  t h o s e  r e l e v a n t  t o  RR L y r a e  s t a r s  and t h e  

c o o l e r  t e m p e r a t u r e  b o u n d a r i e s  we r e  much t o o  r e d  t o  be  

w o r t h  c o n s i d e r i n g ,  i n  v i e w  o f  t h e  n e g l e c t  o f  c o n v e c t i o n  

I n t h e  m o d e l s .

The  f u n d a m e n t a l  and f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e s  a r e  

p l o t t e d  t o g e t h e r  f o r  t h e  t h r e e  ma s s e s  a nd  p r e s e n t e d  i n  

F i g u r e  6 .  T h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  t wo modes o c c u r s  o n l y  

f o r  t h e  0 . 4  M* mode l  s t a r .  I t  a p p e a r s  t h a t  t h e  b l u e  e d g e s  

o f  t h e  0 . 6  M* model  s t a r  c a l c u l a t i o n s  w i l l  i n t e r s e c t ,  b u t  

b e y o n d  t h e  r a n g e  o f  v a l u e s  r e l e v a n t  t o  RR L y r a e  s t a r s .  A 

c o n s t a n t  s e p a r a t i o n  o f  A l o g  T^ = 0 . 0 1 8  c h a r a c t e r i z e s  t h e
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b l u e s  e d g e s  o f  t h e  0 . 8  M* mode l  s t a r s .  T h i s  l a c k  o f  an  

i n t e r s e c t i o n  w i l l  be f u r t h e r  d i s c u s s e d  when c o m p a r i s o n s  t o  

o t h e r  l i n e a r  s u r v e y s  a r e  ma d e .

( b )  M e t a l  c o n t e n t  v a r i a t i o n

T h e  v a r i a t i o n  i n  t h e  b l u e  e d g e  due  t o  t h e  m e t a l  

c o n t e n t  was s t u d i e d  f o r  a s e r i e s  o f  m o d e l s  w i t h  a mass o f  

0 . 6  M* and c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n s  o f  ( Y , Z )  = ( 0 . 2 5 , 0 . 0 0 ) ,  

( 0 . 2 5 , 0 . 0 0 5 ) ,  a nd  ( 0 . 2 4 , 0 . 0 2 1 ) .  The  r e s u l t s  o f  t h e  

c a l c u l a t i o n s  a r e  p l o t t e d  I n  F i g u r e s  7 and  8 a nd  a r e  l i s t e d  

i n  T a b l e  4.

An i n t e r e s t i n g  f e a t u r e  I s  t h e  c r o s s - o v e r  o f  t h e  b l u e  

e d g e s  f o r  b o t h  t h e  f u n d a m e n t a l  a nd  f i r s t  o v e r t o n e  modes  

( F i g u r e  7a  and 7 b ) .  T h e  f u n d a m e n t a l  mode h a s  a p i v o t i n g  

s e t  o f  b l u e  e d g e s  as t h e  m e t a l  c o n t e n t  I n c r e a s e s ,  a r o u n d  a 

p o i n t  n e a r  l o g  L / L *  ~ 1 . 7  a nd  l o g  T ^ ~  3 . 8 9 3 .  T h e  f i r s t  

o v e r t o n e  mode i s  s i m i l a r ,  a nd  I t  i s  i n t e r e s t i n g  t h a t  t h e  

a n g u l a r  s p a c i n g  I n  t h e  r a n g e  Z = 0 . 0 0  t o  0 . 0 0 5  i s  a l m o s t  

t h e  same as I n  t h e  r a n g e  Z = 0 . 0 0 5  t o  0 . 0 2 1 ,  f o r  b o t h  

m o d e s .  T h e  p i v o t a l  p o i n t  f o r  t h e  f T r s t  o v e r t o n e  b l u e  

e d g e s  o c c u r s  a t  l o g  L / L *  ~ 1 . 5  and  l o g  T# ~ 3 . 8 9 3 .  8y  

i n s p e c t i n g  T a b l e s  3 and  4 as w e l l  as F i g u r e s  5 a nd  7 i t  

seems  a t  f i r s t  g l a n c e  t h a t  t h e  A l o g  T^ v a l u e s  f o r  t h e  

m e t a l  c o n t e n t  v a r i a t i o n s  a r e  c o m p a r a b l e  w i t h  t h o s e  d u e  t o  

mass v a r i a t i o n s .  T h e  one  i m p o r t a n t  d i f f e r e n c e  i s  t h e  

c h a n g e  i n  s l o p e  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  b l u e  e d g e  I n  F i g u r e  7 .  

W h e r e a s  t h e  b l u e  e d g e  i s  s i m p l y  d i s p l a c e d  b l u e w a r d  as  t h e  

mass i n c r e a s e s ,  t h e  e d g e s  seem t o  r o t a t e  t o w a r d  t h e  b l u e  

w i t h  i n c r e a s i n g  Z.  T h e r e i n  l - I es  t h e  m a i n  s i g n i f i c a n c e  o f  

t h e  m e t a l  a b u n d a n c e .  T he  e f f e c t s  o f  t h e  ma s s ,  t h e  h e l i u m
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TABLE 4

BLUE EDGE OATH FOR L I N E A R  MODELS 
WI TH VARYI NG METAL CONTENT AND M = 0 . 6 M *

F u n d a m e n t a l  Mode

Z

1og L / L * 0 .  0 0 0 0 . 0 0 5 0 . 0 2 1

1 . 4 3 .  8 8 0 3 .  8 7 5 3 .  871

L . 6 3 . 8 6 9 3 .  8 6 7 3 .  8 6 8

1 . 7 3 . 8 6 3 3 .  8 6 3 3 . 8 6 4

1 . 8 3 .  8 5 6 3 .  8 5 2 3 . 3 5 9

Z . O 3 . 8 4 4 3 .  8 5 2 3 .  8 5 9

F i n s t  O v e r t o n e  Mode

Z

l o g  L / L * 0 .  0 0 0 0 .  DOS 0 . 0 2 1

1 . 4 3 . 8 9 8 3 .  8 9 6 3 . 8 9 4

(O 3 .  8 8 7 3 .  8 8 9 3 . 8 9  1

1 . 7 3 .  881 3 .  8 8 6 3 . 8 9 0

1 . 8 3 .  8 7 4 3 . 8 8 2 3 . 8 8 9

oOJ 3 .  8 5 5 3 . 8 7 0 3 . 8 8 5
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c o n t e n t ,  and t h e  o p a c i t y  a p p e a r  t o  be t o  d i s p l a c e  

u n i f o r m l y  t h e  b l u e  e d g e  i n  t h e  HR d i a g r a m .  T h e  s l o p e  o f  

t h e  t h e o r e t i c a l  I n s t a b i l i t y  s t r i p  a p p e a r s  t o  be c o n t r o l l e d  

by t h e  Z v a r i a b l e .

F o r  t h e  s e c o n d  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  t h e  b e l l  s h a p e  

f e a t u r e  i s  a g a i n  e n c o u n t e r e d .  I n c r e a s i n g  t h e  m e t a l  

a b u n d a n c e  has  a m i n i m a l  e f f e c t .  T h e  p e a k  l u m i n o s i t i e s  a r e  

l o g  L / L +  = 1 . 6 6 ,  1 . 7 0 ,  1 . 7 7  f o r  t h e  t h r e e  d i f f e r e n t  Z

v a l u e s  ( i n c r e a s i n g  I n  v a l u e )  u s e d  I n  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  

t h e  m o d e l s .  T h e  r a n g e  o f  l o g  T^ f o r  t h e  r e g i o n  d o e s  n o t  

c h a n g e  I n  g o i n g  f r o m  Z = 0 . 0 0  t o  0 . 0 0 5  and d e c r e a s e s  by  

a b o u t  A l o g  T ~ 0 . 0 2  when Z i n c r e a s e s  f r o m  0 . 0 0 5  t o  0 . 0 2 1  

a t  l o g  L / L *  = 1 . 4 .  C o n t r a r y  t o  t h e  t r e n d  f o u n d  I n  t h e  

mass v a r i a t i o n ,  t h e  p e a k  l u m i n o s i t y  moves  t o  h o t t e r  

t e m p e r a t u r e s  as  t h e  m e t a l  c o n t e n t  i s  i n c r e a s e d .

I l l u s t r a t e d  I n  F i g u r e  8 a r e  t h e  b l u e  e d g e s  f o r  t h e  

t wo l o w e s t  modes  f o r  t h e  t h r e e  Z v a l u e s  o f  t h i s  s t u d y .

T h e  f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  i s  d i s p l a c e d  f r o m  t h a t  o f  t h e  

f u n d a m e n t a l  mode by A l o g  T^ ~ 0 . 0 1 8  f o r  Z = 0 . 0 0  and t h i s  

d i s p l a c e m e n t  i n c r e a s e s  as Z i n c r e a s e s :  A l o g  T^ ~ 0 . 0 2 2  f o r  

Z = 0 . 0 0 5  and A l o g  T# ~ 0 . 0 2 5  f o r  Z =■= 0 . 0 2 1 .  T h e  p r o m i s e  o f  

an I n t e r s e c t i o n  p o i n t  i s  e v i d e n t  i n  F i g u r e  8a  and 8b b u t  

t h i s  p o i n t  w o u l d  be o u t  o f  r a n g e  o f  a c c e p t e d  v a l u e s  f o r  

RR L y r a e  s t a r s .

( c )  H e l i u m  c o n t e n t  v a r i a t i o n

By f a r  t h e  l a r g e s t  e f f e c t  on t h e  b l u e  e d g e  i s  

p r o d u c e d  by t h e  h e l i u m  c o n t e n t  o f  t h e  mode l  s t a r s .  The  

d e r i v e d  v a l u e s  o f  l u m i n o s i t y  and e f f e c t i v e  t e m p e r a t u r e s  o f  

t h e  b l u e  e d g e  a r e  l i s t e d  i n  T a b l e  5 .  T h i s  s e n s i t i v i t y  o f
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TABLE 5

BLUE EDGE DATA FOR L I NEAR MODELS 
WI TH VARYI NG HELI UM CONTENT  

HAVI NG M = 0 . 6 M *  AND Z = 0 . 0 0

F u n d a m e n t a l  Mode

Y

1 og L / L * 0 .  2 5 0 0 .  500 0 .  7 5 0

1 . U 3 . 8 3 0 3 . 9 0 1 3 . 9 0 9

1 . 6 3 . 8 6 3 3 .  8 9 0 3 . 8 9 9

1 . 7 3 . 8 6 3 3 .  8 8 4 3 . 8 9 5

1 . 8 3 . 8 5 6 3 . 8 7 9 3 . 8 9 0

2 . 0 3 .  8 4 4 3 . 8 6 8 3 . 8 8  1

F i r s t  O v e r t o n e  Mode

r

? og L / L * 0 .  2 5 0 0 .  5 0 0 0 .  7 5 0

i . u 3 .  8 9 8 3 .  9 2 2 3 .  9314

1 . 6 3 . 8 8 7 3 . 9 1 3 3 .  92*4

I . 7 3 .  881 3 .  9 0 9 3 .  9 2 0

1 . 8 3 .  87U 3 .  9 0 5 3 . 9 1 7

2 . 0 3 .  8 5 5 3 .  8 9 6 3 . 9  10



t h e  b l u e  e d g e  t o  t h e  h e l i u m  c o n t e n t ,  h a v i n g  b e e n  

e s t a b l i s h e d  e a r l y  i n  t h e  t h e o r e t i c a l  s t u d y  o f  RR L y r a e  

s t a r s ,  i s  u s e d  t o  e s t i m a t e  t h e  h e l i u m  a b u n d a n c e s  o f  t h e  

RR L y r a e  v a r i a b l e s  a nd  t h e r e f o r e  o f  t h e  g l o b u l a r  c l u s t e r s  

I n  w h i c h  t h e y  a r e  f o u n d .

To s t u d y  t h e  e f f e c t  o f  h e l i u m  on t h e  b l u e  e d g e  u s i n g  

C o r s o n  o p a c i t i e s ,  mo d e l  s t a r s  w e r e  c a l c u l a t e d  w i t h  a mass  

o f  0 . 6  M* ,  Z -  0 . 0 0 ,  and  Y = 0 . 2 5 ,  0 . 5 0 ,  a nd  0 . 7 5 .  T h e  

r e s u l t  o f  t h e  c a l c u l a t i o n s  i s  shown i n  F i g u r e s  9 and  1 0 .  

I n c r e a s i n g  t h e  h e l i u m  c o n t e n t  c a u s e d  b o t h  t h e  f u n d a m e n t a l  

and t h e  f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e s  t o  s h i f t  t o w a r d s  h i g h e r  

t e m p e r a t u r e s .  When t h e  h e l i u m  a b u n d a n c e  was c h a n g e d  f r o m  

Y = 0 . 2 5  t o  0 . 5 0 ,  t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  was d i s p l a c e d  

b l u e w a r d  by a l i t t l e  mor e  t h a n  A l o g  T^ ~ 0 . 0 2 ;  t h e  s h i f t  i n  

t h e « f i r s t  o v e r t o n e  e d g e  was l a r g e r  and n o t  c o n s t a n t ,  w i t h  

a r a n g e  o f  A l o g  T ~ 0 . 0 2 4 - 0 . 0 4 1 .  T h e  i n c r e a s e  o f  Y f r o m  

0 . 5 0  t o  0 . 7 5  c a u s e d  l e s s  o f  a s h i f t :  A l o g  T # ~ 0 . 0 1  and  

A l o g  T^ ~ 0 . 0 1 2  f o r  t h e  f u n d a m e n t a l  and  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  

m o d e s ,  r e s p e c t i v e l y .

T h e  e f f e c t  on t h e  s e c o n d  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  i s  

s t r i k i n g .  I n c r e a s i n g  t h e  h e l i u m  c o n t e n t  i n  t h e  m o d e l s  

c a u s e s  t h e  p e a k  l u m i n o s i t y  t o  go b e y o n d  l o g  L / L +  = 2 . 0 ,  

and t h e  c l o s e d  r e g i o n  f o u n d  f o r  Y = 0 . 2 5  b e c o me s  a 

s e p a r a t e d  d o u b l e  e d g e  f o r  Y -  0 . 5 0  a nd  0 . 7 5 .

T h e  s p r e a d  o f  l o g  T^ b e t w e e n  t h e  f u n d a m e n t a l  and  

f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e s  c o m p a r e s  w e l l  w i t h  t h a t  f o u n d  

f o r  t h e  v a r i a t i o n  i n  m e t a l  c o n t e n t .  F i g u r e ' 1 0  i l l u s t r a t e s  

t h e  t wo  b l u e  e d g e s  when Y i s  v a r i e d .  C o m p a r i s o n  w i t h  

F i g u r e  8 shows a s l i g h t  s t r u c t u r a l  d i f f e r e n c e  b u t  t h e  

d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  f r o m  t h a t  o f
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t h e  f u n d a m e n t a l  one  seems t o  be g o v e r n e d  by t h e  c h e m i c a l  

c o m p o s i t i o n  mo r e  t h a n  t h e  mass ( F i g u r e  6 ) .

( d )  O p a c i t y  v a r i a t i o n

( i )  Nee  Los  A l a m o s  o p a c i t i e s  v s .  C a r s o n  o p o c i t i e s

A f t e r  h a v i n g  i n v e s t i g a t e d  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e

s t e l l a r  p a r a m e t e r s  w i t h  t h e  use  o f  t h e  C a r s o n  o p a c i t i e s  i t

r e m a i n s  t o  e x a m i n e  t h e  e f f e c t  o f  t h e  o p a c i t y  i t s e l f .  The  

new Los  A l a m o s  o p a c i t y  t a b l e  f o r  t h e  c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n  

( Y , Z )  *  ( 0 . 2 5 ,  0 . 0 0 5 )  was u s e d  t o  c a l c u l a t e  a s e r i e s  o f  

m o d e l s  n e c e s s a r y  t o  d e t e r m i n e  t h e  b l u e  e d g e s .  T h e s e  w e r e  

c o m p a r e d  w i t h  t h e  s e r i e s  f o r  t h e  same c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n  

u s i n g  t h e  C a r s o n  o p a c i t y  ( s e r i e s  #2 i n  T a b l e  1 ) .  The  

r e s u l t s  a r e  p l o t t e d  i n  F i g u r e s  11 a nd  12 and t a b u l a t e d  I n  

T a b  I e 6 .

T h e r e  a r e  s e v e r a l  n o t e w o r t h y  f e a t u r e s  Tn F i g u r e  1 1 .  

T he  c a l c u l a t e d  b l u e  e d g e s  u s i n g  C a r s o n  o p a c i t i e s  f o r  b o t h  

f u n d a m e n t a l  and  f i r s t  o v e r t o n e  modes a r e  b l u e r  t h a n  t h o s e  

u s i n g  t h e  new L os  A l a m o s  o p a c i t i e s .  T h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  

e d g e  i s  d i s p l a c e d  b l u e w a r d  f r o m t h a t  c a l c u l a t e d  w i t h  t h e  

L os  A l a m o s  o p a c i t y  by a b o u t  A l o g  T # ~ 0 . 0 1 - 0 . 0 1 5 .  Mor e  

I m p o r t a n t  a r e  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  d i f f e r e n c e s  

s i n c e  I t  I s  t h i s  e d g e  t h a t  i s  mo s t  e a s i l y  c o m p a r e d  w i t h  

o b s e r v a t i o n s .  T h e  d i f f e r e n c e s  i n  A l o g  T r a n g e  f r o m  0 . 0 2

f o r  l o g  L / L *  = 1 . 6  t o  ~ 0 . 0 4 6  a t  l o g  L / L +  = 2 . 0 .

A s u b s t a n t i a l  d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  t h e  t wo o p a c i t i e s  

i s  i I l u s t r a t e d  by  t h e  s e c o n d  o v e r t o n e  b l u e  e d g e .  A s e c o n d  

o v e r t o n e  r e g i o n  e x i s t s  f o r  b o t h  o p a c i t i e s  b u t  f o r  a l I  

p r a c t i c a l  p u r p o s e s  t h e  s e c o n d  o v e r t o n e  mode Ts s t a b l e  

a g a i n s t  p u l s a t i o n  when t h e  new Los A l a m o s  o p a c i t i e s  a r e
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TABLE 6

BLUE EDGE DATA FOR THE L I N E A R  MOO EL 5 
WI TH VARYI NG OPACI TY AND HAVI NG  

M = 0 . 6 M *  AND ( Y , Z 1 = f O . 2 5 0 , 0 . DOS)

F u n d a m e n t a l  Mode M o d e l s

l o g  L / L h C a r s o n Los  A l a m o s

1 . 4 3 .  8 7 5 3 . 8 7 0

I . B 3 .  8 6 7 3 .  8 5 9

I . 7 3 .  8 6 3 3 .  8 5 3

I . B 3 .  8 5 9 3 . 8 A 7

2 . 0 3 .  8 5 2 3 . 8 3 6

F i r s t O v e r  t o n e  Mode M o d e l s

l o g  L / L  * C a r s o n Los  A 1amos

1 . 4 3 . 8 9 6 3 . 8 8 4

1 . B 3 .  8 8 9 3 . 8 7 0

I . 7 3 .  8 8 6 3 .  8 6 2

1 . 8 3 .  8 8 2 3 .  851

oCM 3 .  8 7 0 3 .  8 2 4



5*.

u s e d  s i n c e  t h e  l u m i n o s i t y  I s  v e r y  l ow ( l o g  L / L  + = 1 . 4-) ond  

t e m p e r a t u r e s  a r e  f a r  t o o  r e d .

Two f i n a l  p o i n t s  o f  I n t e r e s t  a r e  I l l u s t r a t e d  I n  

F i g u r e  1 2 .  P l o t t e d  a r e  t h e  f u n d a m e n t a l  a nd  f i r s t  o v e r t o n e  

b l u e  e d g e s  f o r  b o t h  o p a c i t i e s .  T he  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  

t wo  e d g e s  when t h e  Los  A l a m o s  o p a c i t i e s  a r e  u s e d  d o e s  n o t  

e x i s t  when t h e  e d g e s  a r e  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  C a r s o n  

o p a c i t i e s .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  i s  

a l w a y s  s i g n i f i c a n t l y  f u r t h e r  a wa y  f r o m  t h e  f u n d a m e n t a l  

e d g e  f o r  t h e  C a r s o n  m o d e l s .  T h e  a v e r a g e  v a l u e  o f  t h e  

d i f f e r e n c e  i s  A l o g  T^ ~ 0 . 0 2 2 .  F o r  t h e  new Los  A l a m o s  

o p a c i t i e s  t h e  l a r g e s t  s e p a r a t i o n  o c c u r s  a t  l o g  L / L +  = 1 . 4  

and has  a v a l u e  o f  A l o g  ~ 0 . 0 1 4  ,

( I I )  M e t h o d  o f  I n t e r p o l a t i o n  ( I . e .  s p l i n e  vs  4 - p o T n t

I I n e a r )

T h e  m e t h o d  o f  I n t e r p o l a t i n g  t h e  o p a c i t y  t a b l e s  w i l l  

a f f e c t  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  b l u e  e d g e  i n  t h e  H- R d i a g r a m .

B e f o r e  T l  i n t r o d u c e d  t h e  s p l i n e  m e t h o d  o f  I n t e r p o l a t i o n ,  

use  o f  C h r i s t y ' s  a p p r o x i m a t i n g  f o r m u l a  f i t t e d  t o  t h e  

C o x - S t e w a r t  o p a c i t y  t a b l e s  was p r e v a l e n t .  I n  s t u d y i n g  t h e  

e f f e c t  o f  v a r y i n g  t h e  m e t h o d  o f  o p a c i t y  i n t e r p o l a t i o n ,

I b e n  ( 1 9 7 1 a )  c o m p a r e d  a 4 - p o T n t  l i n e a r  I n t e r p o l a t i o n  scheme  

w i t h  C h r i s t y ' s  f o r m u l a .  He f o u n d  t h e  e d g e s  a s s o c i a t e d  

w i t h  t h e  l i n e a r l y  I n t e r p o l a t e d  o p a c i t i e s  t o  be s h i f t e d  

b l u e w a r d  by A l o g  T fl ~ 0 . 0 0 5 - 0 . 0 1  f r o m  t h o s e  e d g e s  d e r i v e d  

f r o m  m o d e l s  u s i n g  C h r i s t y ' s  f o r m u l a .  F u r t h e r  

I n v e s t i g a t i o n  by  T l  f o u n d  t h e  e d g e s  t o  be s h i f t e d  by 

A l o g  T^ ~ 0 . 0 3  b l u e w a r d  o f  C h r i s t y ' s  e d g e s  when t h e  

o p a c i t i e s  w e r e  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  m e t h o d  o f  s p l i n e
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i n t e r p o l a t i o n .  T h e  I m p l i c a t i o n  o f  t h e s e  t wo s t u d i e s  i s  

t h a t  t h e  m e t h o d  o f  s p l i n e  i n t e r p o l a t i o n  o f  t h e  o p a c i t y  

t a b l e s  w i l l  s h i f t  t h e  b l u e  e d g e  by  r o u g h l y  A l o g  ~ 0 . 0 2  

b l u e w a r d  o f  t h a t  c a l c u l a t e d  u s i n g  l i n e a r l y  i n t e r p o l a t e d  

o p a c i t i e s .  T h e  d a t a  o f  I b e n  ( 1 9 7 1 b )  and  T l  a r e  p l o t t e d  i n  

F i g u r e  13 and a r e  p r e s e n t e d  h e r e  t o  i l l u s t r a t e  t h e  s h i f t  

o f  t h e  e d g e s  c a u s e d  by t h e  m e t h o d  o f  o p a c i t y  I n t e r p o l a t i o n  

and w i l l  be f u r t h e r  d i s c u s s e d  i n  a l a t e r  s e c t i o n .

One f i n a l  s e r i e s  o f  m o d e l s  was c a l c u l a t e d  w i t h  C a r s o n  

o p a c i t i e s  f o r  a model  s t a r  o f  mass 0 . 6  M+ and a c h e m i c a l  

c o m p o s i t i o n  o f  ( Y . Z )  = ( 0 . 2 5 , 0 . 0 0 ) .  T h e  o p a c i t i e s  w e r e  

d e r i v e d  by means  o f  a 4 - p o i n t  i n t e r p o l a t i o n  s c h e m e .  T he  

wo r d s  o f  c a u t i o n  v o i c e d  by I b e n  ( 1 9 7 1 b )  and  C a r s o n  and  

S t o t h e r s  ( 1 9 7 6 )  w e r e  w e l l  b o r n e  o u t .  The  i r r e g u l a r i t y  o f  

t h e  i n t e r p o l a t e d ' o p a c  i t y  d e r i v a t i v e s  p r o d u c e d  v e r y  r a g g e d  

g r o w t h  c u r v e s ,  a n d  d e t e r m i n i n g  t h e  b l u e  e d g e s  was 

c h a l l e n g i n g ,  t o  s a y  t h e  l e a s t .  S p e c i f y i n g  t h e  b l u e  e d g e s

c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  s p l i n e  i n t e r p o I  a11 on m e t h o d  was

u n a m b i g u o u s  a nd  wel  i d e f i n e d .  B u t  t h e  d e c i s i v e n e s s  o f  t h e  

b l u e  e d g e  d e t e r m i n a t i o n  was c u r t a i l e d  by t h e  f r e q u e n t  s i g n  

c h a n g e s  I n  t h e  g r o w t h  r a t e  c u r v e s  f o r  t h e  l i n e a r  

i n t e r p o l a t i o n  o p a c i t y  m o d e l s .

T h e  r e s u l t s  o f  t h e  c a l c u l a t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  i n

F i g u r e  14 and T a b l e  7 .  T h e r e  a p p e a r s  t o  be l i t t l e

d i f f e r e n c e  i n  t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e s .  T h e  

i r r e g u l a r i t y  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  e d g e  c a l c u l a t e d  w i t h  t h e  

m o d e l s  u s i n g  t h e  l i n e a r l y  i n t e r p o l a t e d  o p a c i t i e s  c a n  be  

a t t r i b u t e d  t o  t h e  i n t e r p o l a t i o n  m e t h o d  i t s e l f .  The  

d i f f e r e n c e s  i n  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  a r e  o f  t h e  

o r d e r  q u o t e d  by  T l .  A g a i n  t h e  I r r e g u l a r i t y  o f  t h e  f i r s t



□ : 0 . 6

A : 0 . 8

T l
T2

5 5

33.95  3. 90 3. 85

M * 

M*

S .  95 3. 90 3. 85

3. 80

3. 80

3.5k
C\J

F u n d a m e n t a I

oin

3.85  
L C G  TE

3. 90 3. 80

3.5k
C\J

F i r s t  O v e r t o n e

ooo

oina  

□  J

a

3.B5 
LOG TE

3. 90 3. 80

T u g g l e  ( Y = 0 . 2 9 6 )  
T u g g l e  ( Y - 0 . 1 9 9 )

11 -  I b e n  ( Y*= 0 . 3 0 )
12 -  I b e n  ( Y  = 0 . 2 0 )

F I GURE 13

COMPARI SON OF RESULTS OF I BEN ( 1 9 7 1 b )  
AND TUGGLE AND I BEN ( 1 9 7 2 )



□  -  sp I i
X  -  4 p t

S4>

n e

3.85 3. 603. 30

F u n d a m e n t a I
a
f\*

ao

3. 30 3 . 3 5
LOG TE

t n e a r
3 . 3 5  3 . 9 0

LOG TE 

FI GURE 14

. 35 3 . as

F i r s t  Ove r t o n e

om

oa

I r* - rLu J ■

3 . $ 5

Se c o n d  O v e r t o n e

o

3'. 80.55 3 . 9 0 3 . 8 5

CHANGE I N THE LOCATI ON OF THE BLUE EDGES 
AS THE METHOD OF I NT E R P OL A T I N G W I T H I N  THE 

OP ACI T Y TABLES IS VARI ED



5 ?

TABLE 7

BLUE EDGE OAl 'H FOR L I NEAR MODELS HAVI NG  
M = 0 . 6 M x  AND I Y . Z 1  = ( 0 . 2 5 , 0 . 0 0 1

WI TH D I F F E R E N T  METHODS OF I NTERPOLATI  ON
I N THE OPACI TY TABLES

F u n d a m e n t a l  Made Mode 1s

l a g  L / L x S p l i n e 4 - p  t l i n e a r

L . 4 3 . 8 8 0 3 .  881

1 . 6 3 .  8 6 9 3 . 8 6 7

1 . 7 3 . 8 6 3 3 . 8 6 5

1 . 8 3 .  8 5 6 3 .  8 5 9

2 . a 3 .  8 4 4 3 . 8 4 5

F i r s t O v e r  t o n e Mode M o d e l s

l o g  L / L x S p 1 i ne 4 - p  t  l i n e a r

1 . 4 3 .  8 9 8 3 .  8 9 5

I . 6 3 .  8 8 7 3 . 8 8 1

1 . 7 3 .  881 3 . 8 7 8

1 . 8 3 . 8 7 4 3 .  8 6 9

2 . 0 3 .  8 5 5 3 . 8 3 7



o v e r t o n e  e d g e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  l i n e a r  i n t e r p o l a t i o n  

sch e me  i s  a t t r i b u t e d  t o  t h e  m e t h o d .

3 . 3  C o m p a r i s o n  w i t h  p r e v i o u s  s u r v e y s

The  e a r l i e r  l i n e a r  s u r v e y s  by I b e n  and H u c h r a  ( 1 9 7 1 ,  

h e r e a f t e r  I H ) ,  I b e n  ( 1 9 7 1 a , b ) ,  and  T l  p r o v i d e  a f u l l  r a n g e  

o f  p o s s i b l e  c o m p a r i s o n s  w i t h  t h e  p r e s e n t  s u r v e y ,  

p a r t i c u l a r l y  w i t h  r e g a r d  t o  o p a c i t i e s  and m e t h o d s  o f  

i n t e r p o l a t i n g  t h e  o p a c i t y .  T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  used  

by t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  a u t h o r s  a r e  s i m i l a r  t o  t h o s e  u s e d  

by t h e  p r e s e n t  c a I c u I  a t  i o n s .  C o n v e c t i o n  i s  n e g l e c t e d  by  

a l l .  IH a nd  I b e n  ( 1 9 7 1 a , b )  u s e d  t h e  C h r i s t y  ( 1 9 6 6 )  

f o r m u l a  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  Cox a nd  S t e w a r t  ( 1 9 6 5 )  

o p a c i t i e s .  T h e  T l  d a t a  w e r e  c a l c u l a t e d  by u s i n g  a s p l i n e  

i n t e r p o l a t i o n  m e t h o d  f o r  t h e  Cox a n d  S t e w a r t  ( 1 9 7 1 )  

o p a c i t y  t a b l e s .

I n  F i g u r e  15 t h e  b l u e  e d g e s  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  d a t a  

o f  IH a r e  p l o t t e d  f o r  M = 0 . 6  M * .  Y = 0 . 3  w i t h  v a r y i n g  Z 

v a l u e s :  0 . 0 1 , 0 . 0 0 1 ,  a nd  0 . 0 0 0 1 .  T h e s e  w e r e  g r a p h e d  t o

c o m p a r e  w i t h  t h e  e d g e s  c a l c u l a t e d  f o r  M ■> 0 . 6  M + ,

Y -  0 . 2 5 ,  and  t h e  v a r y i n g  Z v a l u e s  o f  0 . 0 0 ,  0 . 0 0 5 ,  and

0 . 0 2 1  u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  s u r v e y .  T h a t  t h e  h e l i u m  c o n t e n t

I s  d i f f e r e n t  w i l l  h a v e  l i t t l e  b e a r i n g  on t h e  p r e s e n t  

d i s c u s s i o n .

T h e  c l a i m  by t h e s e  i n v e s t i g a t o r s  o f  a n e g l i g i b l e  

m e t a l  d e p e n d e n c e  o f  t h e  b l u e  e d g e s  ca n  be e a s i l y  s e e n  I n  

t h e  f i g u r e ;  e s p e c i a l l y  f o r  t h e  c h a n g e  f r o m  Z *  0 . 0 0 0 1  t o  

0 . 0 0 1  f o r  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e .  T h e  c r o s s - o v e r

f o u n d  f o r  t h e  C a r s o n  b l u e  e d g e s  I s  n o t  p r e s e n t  when

C h r i s t y ' s  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  C o x - S t e w a r t  o p a c i t i e s  i s
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u s e d .  I n  f a c t ,  t h e  C o x - S t e w o r t  e d g e s  show a p a r a l  l e i  

d i s p l a c e m e n t  t o w a r d  t h e  b l u e  e d g e  w i t h  d e c r e a s i n g  m e t a l  

c o n t e n t  f o r  t h e  f u l l  r a n g e  o f  l u m i n o s i t i e s .  The  r a n g e  o f  

d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  C a r s o n  e d g e s  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  

C o x - S t e w a r t  e d g e s .  T h i s  i s  e s p e c i a l l y  e v i d e n t  i n  t h e  

f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e s .  T h e  c u r v a t u r e  r e m a i n s  c o n s t a n t  

f o r  t h e  IH C o x - S t e w a r t  b l u e  e d g e s  b u t  n o t  so f o r  t h e  

C a r s o n  b l u e  e d g e s .  I n f a c t ,  I t  a p p e a r s  t h a t  t h e  C a r s o n  

f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  a p p r o a c h e s  l i n e a r i t y  as  t h e  m e t a l  

c o n t e n t  I n c r e a s e s .  One a l s o  n o t i c e s  t h a t  t h e  s l o p e  o f  t h e  

C a r s o n  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  I n c r e a s e s  w i t h  I n c r e a s i n g  Z 

w h e r e a s  t h e  C o x - S t e w a r t  b l u e  e d g e  s l o p e  r e m a i n s  t h e  s a me .  

T h i s  s i z a b l e  v a r i a t i o n  i n  t h e  C a r s o n  b l u e  e d g e s  i s  

f o r t u n a t e  I n  t h e  c a s e  o f  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  

s i n c e  t h i s  may be a f i n e  t u n i n g  m e c h a n i s m  i n  f i t t i n g  t h i s  

t h e o r e t i c a l  e d g e  t o  o b s e r v a t i o n s .

I t  i s  n o t e w o r t h y  t h a t  t h e  IH b l u e  e d g e s  a r e  d i s p l a c e d  

t o w a r d  c o o l e r  t e m p e r a t u r e s  as Z i n c r e a s e s .  The  o p p o s i t e  

I s  t r u e  f o r  t h e  C a r s o n  b l u e  e d g e s  a b o v e  t h e  c r o s s - o v e r  

p o i n t .  S i n c e  t h e  c r o s s - o v e r  p o i n t  f o r  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  

b l u e  e d g e s  o c c u r s  a t  a l u m i n o s i t y  o f  l o g  L / L *  ~ 1 . 5 ,  w h i c h  

I s  p o s s i b l y  a l o w e r  l i m i t  o f  l u m i n o s i t y  f o r  m o s t  RR L y r a e  

s t a r s ,  i t  i s  a v a l i d  c o n s i d e r a t i o n  t h a t  t h e  o v e r a l l  e f f e c t  

o f  i n c r e a s i n g  Z on t h e  f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  i s  

o p p o s i t e  f o r  t h e  t wo  d i f f e r e n t  o p a c i t i e s .

T he  c o m p a r i s o n  o f  t h e  mass and h e l i u m  c o n t e n t  

d e p e n d e n c e s  o f  t h e  C a r s o n  b l u e  e d g e s  w i t h  t h o s e  c a l c u l a t e d  

by I b e n  ( 1 9 7 1 a , b )  a nd  T l  a r e  p l o t t e d  i n  F i g u r e s  16 a nd  17 ,  

r e s p e c t i v e l y .  M a s s e s  o f  0 . 6  M+ and 0 . 8  M* w e r e  g r a p h e d  

I t  Ts o b v i o u s  t h a t  t h e  mass d e p e n d e n c e  i s  s i m i l a r ,  w h e t h e r
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C a r s o n  o p a c i t i e s  a r e  a p p l i e d  o r  C o x - S t e * o r t  o p a c i t i e s  a r e  

a p p l i e d ,  and  w h e t h e r  c a l c u l a t e d  w i t h  t h e  C h r i s t y  f i t t i n g  

f o r m u l a  o r  t h e  s p l i n e  i n t e r p o l a t i o n  m e t h o d .  One n o t i c e s  

i n  F i g u r e  16 t h a t  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  c h a n g e s  

l e s s  w i t h  mass  f o r  t h e  c a s e  o f  C a r s o n  o p o c i t i e s  t h a n  when  

C h r i s t y ' s  f o r m u l a  i s  u s e d  t o  d e r i v e  t h e  o p o c i t i e s .  T he  

c o r r e s p o n d i n g  p l o t  i n  F i g u r e  17b f o r  t h e  T l  d a t a  shows  

t h a t  t h e  e d g e s  c o i n c i d e  w i t h  t h o s e  o f  C a r s o n  w h i l e  I b e n ' s  

e d g e s  a r e  t o  t h e  r e d  o f  C a r s o n ' s .  ( T h e  f a c t  t h a t  Y I s  

d i f f e r e n t  I n  t h e  t wo  c a s e s  i s  u n i m p o r t a n t  I n  t h i s  

d i s c u s s i o n  b e c a u s e  we a r e  c o m p a r i n g  r e l a t i v e  p o s i t i o n s  o f  

t h e  e d g e s  h e r e . )  T h i s  may be c a u s e d  by t h e  m e t h o d  o f  

i n t e r p o l a t i n g  t h e  o p a c i t i e s .  R e f e r r i n g  b a c k  t o  F i g u r e  13 

one s e e s  t h a t  t h e  e d g e s  f o r  b o t h  modes f o r  t h e  same mass  

and c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  T l  d a t a  a r e  

b l u e r  t h a n  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  d a t a  o f  I b e n  ( 1 9 7 1 a , b ) .  T he  

d i v e r g e n c e  a t  h i g h e r  l u m i n o s i t i e s  may a l s o  be e x p l a i n e d  i n  

t e r m s  o f  t h e  s p l i n e  m e t h o d .  I n F i g u r e  13 t h e  T l  b l u e  

e d g e s  f o r  Y = 0 . 3  a r e  l e s s  d i v e r g e n t  t h a n  t h o s e  o f  I b e n .  

T h e  g e n e r a l  i m p r e s s i o n  I s  t h a t  t h e  d i f f e r e n c e  I n  o p a c i t i e s  

d o e s  n o t  a f f e c t  t h e  r e l a t i v e  mass  d e p e n d e n c e  o f  t h e  b l u e  

e d g e s  as  much as t h e  o p a c i t y  i n t e r p o l a t i o n  m e t h o d  i t s e l f  

d o e s .

T h e  m a j o r  e f f e c t  o f  t h e  d i f f e r e n t  o p a c i t i e s  Ts on 

t h e  h e l i u m  c o n t e n t  d e p e n d e n c e  o f  t h e  b l u e  e d g e s .  T h i s  i s  

e v i d e n t  I n  b o t h  F i g u r e s  16 and 1 7 .  As d e m o n s t r a t e d  i n  

F i g u r e  1 6 ,  t h e  same b l u e  e d g e s  u s i n g  t h e  C o x - S t e w a r t  

o p a c i t i e s  may be o b t a i n e d  w i t h  a l o w e r  h e l i u m  c o n t e n t  

u s i n g  C a r s o n  o p a c i t i e s .  T h e  c h a n g e s  i n  t h e  b l u e  e d g e s  due  

t o  c h a n g e s  i n  t h e  h e l i u m  a b u n d a n c e  a r e  l e s s  f o r  t h e  c a s e



o f  t h e  C o r s o n  o p a c i t i e s .  F o r  t h e  f u n d a m e n t a l  mode t h e  

C a r s o n  b l u e  e d g e  b e c o me s  b l u e r  by A l o g  ** 0 . 0 2  f o r  Y 

c h a n g i n g  f r o m  0 . 2 5  t o  0 . 5 0 .  As t h e  h e l i u m  c o n t e n t  I s  

a l t e r e d  f r o m  Y » 0 . 2  t o  0 . 3  t h e  b l u e  e d g e  f o r  t h e  T l  

m o d e l s  s h i f t s  t o  t h e  b l u e  by A l o g  ~ 0 . 0 1 6 .  F o r  t h e  

f i r s t  o v e r t o n e  t h e  T l  m o d e l s  y i e l d  l o g  T ^ ~  0 . 0 2 - 0 . 0 4  f o r  

AY »* 0 . 1  w h e r e a s  w i t h  C a r s o n ' s  o p a c i t y  AY ■* 0 . 2 5  f o r  t h e  

same r a n g e  I n  l o g  . A p p a r e n t l y ,  t h e  b l u e  e d g e s  

c a l c u l a t e d  w i t h  C a r s o n  o p a c i t i e s  v a r y  l e s s  w i t h  he I I urn 

a b u n d a n c e  t h a n  when t h e  C o x - S t e w a r t  o p a c i t i e s  a r e  a p p l i e d .

S t e l l l n g w e r f  ( 1 9 7 5 )  u s e d  t h e  K i n g  l a  o p a c i t y  t a b l e s  

f o r  t h e  c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n  ( Y , Z )  ® ( 0 . 2 9 9 , 0 . 0 0 1 )  i n  h i s  

l i n e a r  s u r v e y  o f  RR L y r a e  m o d e l s .  T h e  m a s s ,  0 . 5 7 8  M * .  

c o r r e s p o n d s  t o  t h a t  u s e d  i n  t h e  n o n l i n e a r  p a r t  o f  h i s  

s t u d y .  F i g u r e  18 s u p e r i m p o s e s  h i s  c a l c u l a t e d  b l u e  e d g e s  

o n t o  t h o s e  c a l c u l a t e d  u s i n g  C a r s o n  o p a c i t i e s  w i t h  v a r y i n g  

mass a n d  h e l i u m  c o n t e n t  v a l u e s .  A s i m i l a r  p l o t  w i t h  

v a r y i n g  m e t a l  c o n t e n t  v a l u e s  i s  g r a p h e d  i n  F i g u r e  1 9 .

S i n c e  t h e  e f f e c t  o f  v a r y i n g  t h e  ma ss  on t h e  b l u e  e d g e s  has  

b e e n  shown t o  be s i m i l a r ,  r e g a r d l e s s  o f  o p a c i t y ,  t h e r e  

s h o u l d  be no s u r p r i s e  a t  t h e  c l o s e  a g r e e m e n t  o f  t h e  b l u e  

e d g e s  f o r  M = 0 . 6  M+.  L i k e w i s e ,  as  w i t h  t h e  p r e v i o u s  

c o m p a r i s o n s ,  t h e  C a r s o n  b l u e  e d g e s  a r e  as  b l u e  as  t h e  

S t e l l l n g w e r f  e d g e s  f o r  a s m a l l e r  h e l i u m  c o n t e n t .  T h e  

m e t a l  c o n t e n t  c o m p a r i s o n  p l o t ,  F i g u r e  1 9 ,  s h ows  e x a c t  

a g r e e m e n t  w i t h  t h e  C a r s o n  f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  e d g e  f o r  

Z = 0 . 0 0  a nd  a l o w e r  v a l u e  o f  Y ,  and  a s l i g h t  d i s p l a c e m e n t  

t o w a r d  t h e  b l u e  f r o m  t h e  C a r s o n  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  f o r  

t h e  same m e t a l  c o n t e n t .

Th e  b l u e  e d g e s  d e r i v e d  f r o m  t h e  C a r s o n  l i n e a r  m o d e l s
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f o r  t h e  t y p e  I I C e p h e T d s  ( C a r s o n ,  S t o t h e r s ,  and V e mu r y  

1 9 8 1 )  a r e  p l o t t e d  i n  F i g u r e  2 0 .  The  t h e o r e t i c a l  b l u e  

e d g e s  f o r  t h e  RR L y r a e  m o d e l s  w i t h  t h e  same s t e l l a r  

p a r a m e t e r s  as t h e  t y p e  I I C e p h l e d s  o r e  i n c l u d e d .  The  

s m a l l  d i s c o n t i n u i t y  i s  mo s t  p r o b a b l y  due  t o  d i f f e r e n t  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  us e d  i n  t h e  t y p e  I I  C e p h e i d  m o d e l s .  

T h e s e  mode l  s t a r s  w e r e  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  s u r f a c e  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o f  B a k e r  and K l p p e n h a h n  ( 1 9 6 5 ) .  I t  

has b e e n  shown e l s e w h e r e  t h a t  t h e  s u r f a c e  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s  u s e d  by I b e n  c a u s e s  t h e  e d g e s  t o  be b l u e r  t h a n  

t h o s e  c a l c u l a t e d  w i t h  B a k e r  a nd  K i p p e n h a h n  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s  ( T u g g l e  and I b e n  1 9 7 2 ) .  T h e  m a g n i t u d e  and  

d i r e c t i o n  a r e  a b o u t  t h e  same i n  F i g u r e  20  as wh a t  T u g g l e  

and I b e n  f o u n d .
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CHAPTER 4:  PRESENT AT I ON AND D I S C U S S I ON  OF THE NONLI NEAR

SURVEY RESULTS

4 . 1  T h e o r e t i c a l  l i g h t  and v e l o c i t y  c u r v e s

( a )  F u n d a m e n t a l  mode

D e t a i l s  o f  t h e  n u m e r i c s  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  mode  

m o d e l s  a r e  d e s c r i b e d  and e x p l a i n e d  i n  C h a p t e r  2 .

T a b l e  8 c o n t a i n s  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  mode  

m o d e l s  and t h e  s u r f a c e  l i g h t  and v e l o c i t y  c u r v e s  a r e  

i l l u s t r a t e d  i n F i g u r e s  21 and 2 2 ,  r e s p e c t i v e l y  ( t h e s e  d a t a  

wer e*  i n c o r p o r a t e d  i n  a r e c e n t  wo r k  by S t o t h e r s  ( 1 9 8 1 ) ;  

s e v e r a l  f i g u r e s  f r o m t h a t  s t u d y  a p p e a r  h e r e i n ,  f i g u r e s  1,  

2 1 - 2 3 ) .  F o r  c l a r i f i c a t i o n ,  t h e  s y mb o l s  i n v o l v e d  I n T a b l e  

a r e  b r i e f l y  e x p l a i n e d :  K . E . ,  p e a k  k i n e t i c  e n e r g y ;  A , f u l l

( n o t  h a l f )  a m p l i t u d e ;  A s y m m e t r y ,  t i m e  s p e n t  on t h e  

d e s c e n d i n g  b r a n c h  o f  t h e  o f  t h e  s u r f a c e  v e l o c i t y  ( o r  

l u m i n o s i t y )  c u r v e  d i v i d e d  by t h e  t i m e  s p e n t  on t h e  

a s c e n d i n g  b r a n c h ;  p h a s e  a f t e r  mi n i mu m r a d i u s  o f  t h e  '

s e c o n d a r y  bump on t h e  s u r f a c e  v e l o c i t y  c u r v e  p l u s  u n i t y ;  

( p ( ma x ) ,  p h a s e  o f  max i mum l u m i n o s i t y  m i n u s  p h a s e  o f  maxi mum 

v e l o c i t y  a t  t h e  s u r f a c e ;  and  ? ( m e a n ) ,  p h a s e  o f  mean  

l u m i n o s i t y  ( d e f i n e d  by t a k i n g  one  h a l f  o f  t h e  sum o f  

maxi mum and mi n i mum b o l o m e t r l c  m a g n i t u d e )  mi n u s  p h a s e  o f  

mean v e l o c i t y  d u r i n g  t h e  m a i n  r i s e  o f  l u m i n o s i t y  a t  t h e  

s u r f a c e .  T h e  t e r m  " s u r f a c e "  r e f e r s  t o  a mass  l a y e r  o f  t h e  

e q u i l i b r i u m  mode l  w h e r e  t h e  o p t i c a l  d e p t h  I s  r  ~ 0 . 2 .  The



TRBLE 8

FULL AMPLI TUDE PROPERTI ES OF THE THEORETI CAL  
RB- TYPE RR LTRRE MODELS

Modal
R m u K r 1 2 3 4 5 8 7

0.377 0.678 0.879 0.ST8 0.578 0.578 0.878

T 0.25 0.26 0.26 0.26 0.25 0.23 0.49

I .  MS 1. M5 1.625 1.800 1.800 1.800 1.625'

" • T. 3.213 3.813 3.813 3.792 3.213 3.233 3.813

« a 4.37 4.88 4.95 7.01 8.38 6.81 4.95

P ( * jr l 0.732 0.628 0.487 0.964 0.223 0.702 8.542

K .C .dO 10 ar(a) 0.42 0.89 3.80 1.23 1.19 1.02 2.19

An/m 0.13 0.17 0.27 0.15 0.25 0.23 0.17

v « a  • — " » 32 39 87 30 40 44 39

v , .  < * » ■ "> -48 -44 -47 -44 -47 -40 -41

I V M i ' 1 ) 78 83 114 74 87 84 80

L___ <!•”  « r *» a "* ) 2.1 2.3 3.4 3.2 4.0 4.1 2.1

h m tr ( ! • * *  are* * * l | 0.2 0.2 0.7 1.1 1.1 1.2 0.9

* * * W 1.0 1.1 1.7 1.1 1.4 1.3 0 .0

A&fmmutwt (aat.) 4 .0 4.1 8.1 3.4 4.2s 4.9 4.2

8 » j m l i j  (tom.) 3.4 6.7 17.2 3.6 8.1 9.0 2.8

s 1.62 1.62 1.20 1.68 1.69 1.67 1.01

*0,12 40.03 -0,06 40.05 -0.02 -6.04 40.08

l « | M U | 40.08 40.06 40.03 40.07 40.01 -0.83 40.10



t h e o r e t i c a l  mode l  s t a r  w i t h  t h e  s t e l l a r  p a r a m e t e r s  M/ M*  = 

0 . 5 7 8 ,  l og  ( L / L * )  = 1 . 5 8 5 ,  l o g  = 3 . 8 1 3 ,  and Y = 0 . 2 5

( mo d e l  #2 i n  T a b l e  8 )  w i l l  be r e f e r r e d  t o  as t h e  s t a n d a r d  

mode l  s i n c e  t h e s e  v a l u e s  a r e  t h e  same as  t h o s e  u s e d  by  

C h r i s t y  i n  h i s  5gF m o d e l .

The  c a l c u l a t e d  c u r v e s  mi m i c  w e l l  t h e  o b s e r v a t i o n s .  

F e a t u r e s  f o u n d  i n  o b s e r v e d  s t a r s  a r e  a l l ,  o r  i n  p a r t ,  

e v i d e n t  i n  t h e  c a l c u l a t e d  s u r f a c e  p l o t s  i n  F i g u r e s  21 

a nd 2 2 .  T h e s e  i n c l u d e  t he  a s y m m e t r y  i n t h e  l i g h t  c u r v e s ,  

t h e  bumps on t h e  d e s c e n d i n g  b r a n c h e s  o f  t h e  l i g h t  and  

v e l o c i t y  c u r v e s ,  and e v e n  t h e  s h o c k  on t h e  a s c e n d i n g  p a r t  

o f  t h e  l i g h t  c u r v e .

The  p h a s e  o f  t h e  s e c o n d a r y  bump on t he  s u r f a c e  

v e l o c i t y  c u r v e  was c a r e f u l l y  m e a s u r e d  f r o m t h e  o r i g i n a l  

p l o t ' s  us e d  t o  c o n s t r u c t  F i g u r e  2 2 .  Fr om t h e  l i s t e d  p h a s e  

v a l u e s  i n  T a b l e  8 i t  I s  e v i d e n t  t h a t  <pm i s  s e n s i t i v e  t o  

mass a nd  h e l i u m  c o n t e n t  as p a r a m e t e r s ,  b u t  l a r g e l y  

i n s e n s i t i v e  t o  t h e  e f f e c t i v e  t e m p e r a t u r e s .  Mo s t  o f  t h e  

m o d e l s  h a v e  a m e a s u r e d  tpu ~ 1 . 6  w h i c h  a g r e e s  w e l l  w i t h  t h a t  

o f  o b s e r v e d  v e l o c i t y  c u r v e s .  D e t a i l e d  c o m p a r i s o n s  o f  t h e  

t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  w i t h  o b s e r v a t i o n s  w i l l  be d i s c u s s e d  i n  

a l a t e r  s e c t i o n .

T h e  v e l o c i t y  c u r v e s  f o r  a l I  t h e  z o n e s  o f  t h e  s t a n d a r d  

mode l  a r e  p l o t t e d  I n  F i g u r e  2 3 .  I n  t h i s  I l l u s t r a t i o n  one  

c a n  f o l l o w  t h e  p r o g r e s s i o n  o f  a p r e s s u r e  d i s t u r b a n c e  w h i c h  

o r i g i n a t e s  i n t h e  h e l i u m  i o n i z a t i o n  z o n e .  I t  p r o p a g a t e s  

i n w a r d  t o  t h e  b o t t o m  o f  t h e  e n v e l o p e  w h e r e  i t  i s  r e f l e c t e d ,  

a nd  e v e n t u a l l y  e m e r g e s  a t  t h e  s u r f a c e .  T he  d i s t u r b a n c e  

m a n i f e s t s  I t s e l f  a t  t h e  s u r f a c e  as  t h e  s e c o n d a r y  bump.  

C l e a r l y ,  t h i s  a g r e e s  w i t h  t h e  C h r i s t y  e c h o  p h e n o me n o n
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SURFACE L U M I N O S I T Y  CURVES OF THE NONLI NEAR  
FUNDAMENTAL MODE MODELS
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V E L O C I T Y  CURVES OF ALL THE ZONES FOR THE 
STANDARD MODEL OF THE FUNDAMENTAL MODE MODELS



( C h r i s t y  1 9 6 6 ,  1 9 6 8 )  as  o p p o s e d  t o  t h e  r e s o n a n c e  e f f e c t

ntodef  p r o p o s e d  by S i mo n  and S c h m i d t  ( 1 9 7 6 ) .  A f u r t h e r

s u b s t a n t i a t i o n  i s  f o u n d  i n  t h e  p e r i o d  r a t i o s ,  P ^ / P q ancl

P / P  , c a l c u l a t e d  f o r  t h e s e  m o d e l s :  P / P ~ 0 . 7 4  and1 0  1 0
P / P ~ 0 . 5 8 .  T h e s e  v a l u e s  c a n n o t  be a c c o u n t e d  f o r  1 0
t h r o u g h  r e s o n a n c e  o c c u r r i n g  b e t w e e n  t h e  f u n d a m e n t a l  and  

t h e  l o w e r  o v e r t o n e  mod e s .

( b )  O v e r t o n e s

R e s u l t s  o f  t h e  n o n l i n e a r  c a l c u l a t i o n s  f o r  t h e  f i r s t  

o v e r t o n e  m o d e l s  a r e  p r e s e n t e d  i n  T a b l e  9 and i l l u s t r a t e d  

I n  F i g u r e s  2 4  and 2 5 .  I n k e e p i n g  w i t h  c o n v e n t i o n s  o f  t h e  

p r e v i o u s  s e c t i o n  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  mode l  f o r  w h i c h  

M = 0 . 5 7 8  M+,  l og  ( L / L + )  = 1 . 5 8 5 ,  and l o g  T^ 3 . 8 1 3  i s

d e s i . g n a t e d  as t h e  " s t a n d a r d ' *  m o d e l .  I t  s h o u l d  be n o t e d  

t h a t  t h e  wa r d  " s t a n d a r d "  i n t h i s  s e c t i o n  d e r i v e s  f r o m t h e  

s e l e c t i o n  o f  p a r a m e t e r s  and d o e s  n o t  i n d i c a t e  a mode l  t h a t  

I s  a t y p i c a l  e x a m p l e  o f  a f i r s t  o v e r t o n e  p u l s a t o r .  tn 

f a c t ,  s u c h  i s  n o t  t h e  c a s e ;  h e n c e ,  t h e  use  o f  q u o t a t i o n  

m a r k s .  F u r t h e r  d i s c u s s o n  a p p e a r s  l a t e r  on i n  t h e  t e x t .

O b s e r v e d  t y p e  c s t a r s ,  a l m o s t  f e a t u r e l e s s  i n  

c o m p a r i s o n  t o  t h e  t y p e  ab v a r i a b l e s ,  n o n e t h e l e s s ,  y i e l d  

d i s t i n g u i s h i n g  p r o p e r t i e s .  T he  t h e o r e t i c a l  l i g h t  c u r v e s  

r e p r o d u c e  n i c e l y  t h e  s y m me t r y  and t h e  d o u b l e  p e a k  a t  

maxi mum l i g h t  c h a r a c t e r i s t i c  o f  o b s e r v e d  c - t y p e  s t a r s .

T h e  s u r f a c e  v e l o c i t y  c u r v e s  i n  F i g u r e  25  s a t i s f a c t o r i l y  

r e s e m b l e  p u b l i s h e d  c u r v e s .  The  s u r f a c e  l i g h t  c u r v e s ,  

h o w e v e r ,  a r e  mo r e  I n s t r u c t i v e  i n  p r o v i d i n g  a q u a l i t a t i v e  

s u m m a t i o n  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  mod e .

By e x a m i n a t i o n  o f  s u r f a c e  l i g h t  c u r v e s  i n  f i g u r e  2 4 ,



TABLE 9

FULL AMPLI TUDE PROPERTI ES OF THE THEORETI CAL  
C- T YPE RR LYRAE MODELS

MODEL

p o r a r a e  t e r s 1 2 3 4 5 6 7

U / U * 0 . 5 7 8 0 . 5 7 8 0 . 5 7 8 0 . 5 7 8 0 . 5 7 8 0 . 6 7 9 0 . 6 7 9

l o g  L / L * 1 . 5 8 5 1 . 5 8 5 1 . 5 8 5 1 . 7 0 0 1 . 70 0 1 . 5 8 5 1 . 70 0

1 09 Te 3 . 8 1 3 3 . 6 5 1 3 . 8 6 9 3 .  851 3 . 86 9 3 . 8 1 3 3 . 8 5 1

R / R * 4 . 9 3 4 . 1 4 3 . 8 1 4 .  73 4 . 3 5 4 . 9 3 4 .  73

X
c o r e 0 . 4 6 0 . 2 2 0 . 2 1 0 . 2 0 0 . 1 9 0 . 20 0 . 2 0

P ( d a y s ) 0 . 3 7 8 0 . 2 9 B 0 . 2 6 2 0 . 3 7 1 0 . 3 2 2 0 .  3 6 3 0 . 338

KE ( 1 O40 e r g s )  
Max 0 . 1 9 7 0 . 0 9 2 0 . 061 0 . 0 9 3 0 . 0 5 3 0 .  2 7 6 0 . 1 4 9

AR / R 0 . 1 4 0 . 0 7 0 . 0 6 7 0 . 0 7 9 0 . 0 6 0 . 0 9 7 0 . 0 8 6

V „  ( K n / s )  ou t  '  '  ' 37 28 25 25 22 30 30

V.  ( K » / s ) ,i n - 3 4 - 2 2 -  1 9 - 2 2 - 1 7 - 2 9 - 2 4

AV ( K n / s ) 71 50 44 47 39 59 54

( 1 0 35 e r g / s ) 1 . 6 6 2 . 1 2 . 0 2 . 4 2 . 44 1 . 8 2 . 8

L a l i i  ( l o ”  e r g / s ) 0 . 97 1 . 0 1 . 1 4 1 . 5 1 . 5 4 1 . 1 1 . 3

0 . 7 1 0 . 8 1 0 . 6 1 0 . 5 1 0 . 5 0 0 . 5 3 0 . 8 3

A *  » *  -  4■09 v«l

P ^ o

0 . 0

0 . 7 1 5

- 0 . 1 0 - 0 . 1 2 - 0 . 1 2 - 0 . 1 4 0 . 0 1 5 - 0 . 1 0

n o d e  a t  x 0 . 6 6 7 0 . 8 24 0 . B 1 5 0 . 8 2 3 0 . 8 2 0 0 . 8 3 2 0 . 8 2 0

|  z o n e s 47 39 41 39 4 1 39 42

-+J
S'



7 *

'ITMOMW*
1M VM<>

LM  V I M I

o

o

10* V <**«5
V)
S
OBUJ

VIs

1

i.o* (La*i<iiw 
to* v i m

o at at as a* as as at as as o ai at as as
PHASE FROM MAXIMUM RADIUS

F I GURE 24

SURFACE L U M I N O S I T Y  CURVES OF THE NONLI NEAR  
F I R S T  OVERTONE MODE MODELS
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F I GURE  25

SURFACE V E L O C I T Y  CURVES OF THE NONLI NEAR  
F I R S T  OVERTONE MODE MODELS



a nd  p h a s e  d i f f e r e n c e s ,  6 ^ ( m e a n ) ,  i n  T a b l e  9 ,  some o f  t h e  

i n p u t  p a r a m e t e r s  w i t h i n  t h e  g r i d  c a n  be r u l e d  o u t  as  

h a v i n g  a l a r g e  e f f e c t  on t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t y p e  c 

RR L y r a e  s t a r s .  M o d e l s  # 1 ,  # 2 ,  and #3 d i f f e r  o n l y  Tn

e f f e c t i v e  t e m p e r a t u r e .  As l o g  i n c r e a s e s  f r o m 3 . 8 1 3  t h e  

p h a s e  o f  mean l i g h t  c h a n g e s  f r o m a p o i n t  o f  c o i n c i d i n g

w i t h  t h e  p h a s e  o f  mean v e l o c i t y  t o  l e a d i n g  i t  by ~0  . 1 2 P

a t  l og  T = 3 . 8 6 9 .  T h e  t wo m o d e l s  a t  h i g h e r  l u m i n o s i t y

( m o d e l s  # 4 and # 5 )  show t h i s  same i n c r e a s e  i n  <5y>(mean)  

w i t h  i n c r e a s i n g  t e m p e r a t u r e .  An i n c r e a s e  i n  l u m i n o s i t y  a t  

c o n s t a n t  t e m p e r a t u r e  c a u s e s  t h e  p h a s e  o f  mean l i g h t  t o  

o c c u r  e a r l i e r  t h a n  i t  d o e s  a t  t h e  l o w e r  l u m i n o s i t y  v a l u e .  

I t  i s  a p p a r e n t ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  p h a s e  d i f f e r e n c e ,

( m e a n ) , i s  m a i n l y  an e f f e c t  o f  t e m p e r a t u r e .  A n o t h e r

q u a l i t a t i v e  p h e n o me n o n  s t e m m i n g  f r o m l u m i n o s i t y  I s  a l s o  

I l l u s t r a t e d  i n  F i g u r e  2 4 .  F o r  m o d e l s  # 2 ,  ^ 3 ,  # 4 ,  a n d  §5

one  n o t i c e s  t h a t  t h e  s e c o n d  p e a k  a t  maxi mum l i g h t  i s  

b r o a d e n e d  f o r  t h e  h i g h e r  l u m i n o s i t y  mode l  a t  a c o n s t a n t  

t e m p e r a t u r e .  M e a s u r e m e n t s  o f  r e l a t i v e  h e i g h t  and t h e  

p h a s e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t wo  p e a k s  a t  max i mum l i g h t  

y i e l d e d  I n f o r m a t i o n  o f  no i m m e d i a t e  s i gn  i f  i c o n c e . 

A l t o g e t h e r ,  c - t y p e  m o d e l s  a r e  v e r y  s e n s i t i v e  t o  e f f e c t i v e  

t e m p e r a t u r e  and o n l y  m i l d l y  l u m i n o s i t y  d e p e n d e n t .

T he  a s c e n d i n g  b r a n c h  f o r  r e l a t i v e l y  s y m m e t r i c  mode l  

I i g h t  c u r v e s  ( m o d e l s  2 - 5 ,  f i g u r e  2 4 )  shows s a t i s f a c t o r y  

a g r e e m e n t  w i t h  c - t y p e  s t a r s  f o r  t h e  c h o i c e  o f  l ow ma s s .  

H i g h  mass mode l  s t a r s  h a v e  b o t h  i n a p p r o p r i a t e  l i g h t  c u r v e  

g e o m e t r i e s  and p h a s e  d i f f e r e n c e s .  I n t h e  c a s e  o f  t h e  l ow 

t e m p e r a t u r e  m o d e l s  t h e  I n c r e a s e  i n  t h e  mass c a u s e s  t h e  

p h a s e  o f  mean l i g h t  t o  l e a d  t h e  p h a s e  o f  mean v e l o c i t y .



A s y mme t r y  v a l u e s  a r e  n o t  a c c u r a t e l y  d e f i n e d  f o r  s p l i t  

ma x i ma  c u r v e s  and  t h u s  a r e  n o t  c o n s i d e r e d  I n  t h e  p r e s e n t  

q u a n t i t a t i v e  w o r k .

H a v i n g  e x a m i n e d  t h e  s u r f a c e  c u r v e s  r e l a t e d  t o  s t e l l a  

p a r a m e t e r s ,  we w i l l  now d i s c u s s  t h e  u n s u i t a b i l i t y  o f  t h e  

" s t a n d a r d "  f i r s t  o v e r t o n e  mode l  f o r  an RR L y r a e  c - t y p e  

v a r i a b l e .  T h o u g h  t h e  c a l c u l a t e d  p e r i o d  I s  w i t h i n  t h e  

r a n g e  o f  o b s e r v e d  v a l u e s ,  t h e  a s y m m e t r y  and t h e  v e l o c i t y  

a m p l i t u d e  f a l l  mo r e  w i t h i n  t h e  r a n g e  o f  a b - t y p e  v a r i a b l e s  

A l s o ,  t h e  o b s e r v e d  p h a s e  d i f f e r e n c e  f o r  c - t y p e  s t a r s ,  on 

t h e  o r d e r  o f  6<p ~ - 0 . 1 5 ,  i s  o p p o s e d  t o  t h a t  o f  t h e  

" s t a n d a r d "  m o d e l ,  w h i c h  i s  a b o u t  ~ 0 . 0 ,  v e r g i n g  on t h e  

f u n d a m e n t a l  mode v a l u e .  M o r e o v e r ,  t h e  l og => 5 . 8 1 3  

m o d e l s  l i e  o u t s i d e  t h e  o b s e r v e d  e f f e c t i v e  t e m p e r a t u r e "  

r a n g e .  T h e  s t e l l a r  p a r a m e t e r s  o f  c - t y p e  s t a r s  a r e  t h u s  

p o o r l y  d e f i n e d  by t h e  " s t a n d a r d "  m o d e l .  T h i s  f u r t h e r  

s u b s t a n t i a t e s  t h e  c o n c l u s i o n s  o f  Co x ,  H o d s o n ,  and C l a n c y  

( 1 9 8 3 )  who r e p o r t  f i r s t  o v e r t o n e s  a t  h i g h e r  t e m p e r a t u r e s ,  

mor e  a p p r o p r i a t e  t o  t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e .

V e l o c i t y  p l o t s  f o r  a l I  t h e  z o n e s  f o r  t h e  " s t a n d a r d "  

mode l  and f o r  mode l  #2 a r e  g r a p h e d  i n  F i g u r e s  26 and 2 7 ,  

r e s p e c t i v e l y .  F i g u r e  27  i s  a t y p i c a l  z o n a l  v e l o c i t y  p l o t  

o f  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  m o d e l s  whos e  v e l o c i t y  r e v e r s a l  a t  

t h e  node  i s  w e l l  I l l u s t r a t e d .  T h e  s i n u s o i d a l . b e h a v i o r  o f  

t h e  m o t i o n  n e a r  t h e  node  i s  c l e a r l y  e v i d e n t  a nd  t h e  

i n d e p e n d e n c e  o f  t h e  p u l s a t i o n  a b o v e  and b e l o w  t h e  node  i s  

a p p a r e n t .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  z o n a l  v e l o c i t y  p l o t  f o r  

t h e  " s t a n d a r d "  mode l  a p p e a r s  mo r e  t o  r e s e m b l e  t h a t  o f  t h e  

f u n d a m e n t a l  mode .  T h e r e  i s  l i t t l e  e v i d e n c e  I n  t h e  p l o t  

t h a t  t h i s  I s  a f i r s t  o v e r t o n e  mod e l  t h o u g h  i t  i s  c l e a r l y



m  > » I.H I.M in  f.rt 1% IB

« \ \ \

F I GURE  26

ZONAL V E L O C I T Y  CURVES FOR THE " STANDARD"  MODEL 
OF THE NONLI NEAR F I R S T  OVERTONE MODELS



NONLI NEAR F I R S T  OVERTONE MODEL



S 3

i n d i c a t e d  as s uc h  i n  t h e  n o n l i n e a r  mod e l  c a l c u l a t i o n s .

Mo s t  n o t i c e a b l e  i s  wh a t  a p p e a r s  t o  be t h e  C h r i s t y  e c h o .

I n t h e  z o n a l  v e l o c i t y  p l o t s  f o r  t h e  t y p i c a l  f i r s t  o v e r t o n e  

mode l  ( F i g u r e  2 7 )  a n y  d i s t u r b a n c e  o r i g i n a t i n g  f r o m t h e  

i o n i z a t i o n  r e g i o n s  p r o p a g a t e s  o u t w o r d l y ,  o n l y .  The  z o n a l  

v e l o c i t y  p l o t  f o r  t h e  " s t a n d a r d "  mode l  shows t h a t  t h e  

d i s t u r b a n c e  I n  t h i s  mode l  s t a r  p r o d u c e s  a C h r i s t y - t y p e  

e c h o .  A p p a r e n t l y ,  t h e  C h r i s t y  e c h o  e f f e c t  i s  s t r o n g  

e n o u g h  I n  some c a s e s  t o  a l t e r  t h e  mo r e  t y p i c a l  i n t e r n a l  

s t r u c t u r e  f o u n d  f o r  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  m o d e l s .  C a r e f u l  

e x a m i n a t i o n  o f  t h e  " s t a n d a r d "  z o n a l  v e l o c i t y  p l o t  shows a 

g r a d u a l  c h a n g e  o f  t h e  r e f l e c t i o n  o f  t h e  maxi mum I n  

v e l o c i t y  a b o v e  t h e  node  i n t o  a mi n i mu m b e l o w  t h e  node  

r a t h e r  t h a n  an a b r u p t  c h a n g e  as i n  F i g u r e  2 7 .  F u r t h e r  

i n v e s t i g a t i o n  o f  t h i s  mode l  w o u l d  be  b e n e f i c i a l .

4 . 2  C o m p a r i s o n  w i t h  p r e v i o u s  s u r v e y s

As m e n t i o n e d  e a r l i e r  t h e  p h a s e  o f  t h e  bump on t h e  

d e s c e n d i n g  b r a n c h  o f  t h e  v e l o c i t y  c u r v e  f o r  mo s t  o f  t h e  

f u n d a m e n t a l  mode m o d e l s  c a l c u l a t e d  u s i n g  C a r s o n  o p a c i t i e s  

i s  <pv ~ 1 . 6 .  T h i s  same bump f o r  c a l c u l a t i o n s  d o ne  by o t h e r  

a u t h o r s  ( C h r i s t y  1 9 6 6 ,  B a k e r  and von  S e n g b u s c h  1 9 6 9 )  I s  

- 1 . 9 .  S t e l l l n g w e r f  ( 1 9 7 5 ) ,  who c a l c u l a t e d  h i s  m o d e l s  

u s i n g  t h e  K i n g  1a o p a c i t i e s ,  m e a s u r e d  t h e  bump p h a s e  t o  be  

~ 1 . 5 .  T h o u g h  t h i s  l a t t e r  v a l u e  f o r  <p. I s  r o u g h l y  

c o m p a r a b l e  t o  t h a t  o f  t h e  C a r s o n  m o d e l s ,  S t e I  I i n g w e r f ' s 

m o d e l s  w e r e  c a l c u l a t e d  f o r  v e r y  s h a l l o w  e n v e l o p e s  and  

t h e s e  r e s u l t s  c a n n o t  be c o n s i d e r e d  t o t a l l y  r e l i a b l e .  As  

i t  was i l l u s t r a t e d  I n F i g u r e  2 3 ,  t h e  s e c o n d a r y  bump i s  t h e  

m a n i f e s t a t i o n  o f  C h r i s t y ' s  ( 1 9 6 6 , 1 9 6 8 )  e c h o  p h e n o me n o n ,



and I f  t h e  e n v e l o p e  i s  t o o  s h a l l o w ,  as I n S t e I  I I n g w e r f 1s 

m o d e l s ,  t h e  t i m e  o f  t h e  t r a v e l i n g  e c h o  i s  t o o  s h o r t .

O t h e r  f e a t u r e s  o f  t h e  c a l c u l a t e d  m o d e l s  u s i n g  t h e  

C a r s o n  o p a c i t i e s  a r e  q u a l i t a t i v e l y  s i m i l a r  t o  t h o s e  o f  

o t h e r  a u t h o r s .  The  l i g h t  a m p l i t u d e  o f  o u r  s t a n d a r d  mode l  

i s  a b i t  l a r g e r  t h a n  C h r i s t y ' s  5 gF  b u t  e f f e c t s  due  t o  

r a d i a t i o n  p r e s s u r e  we r e  i g n o r e d  i n  h i s  m o d e l .  T h e r e  i s  

l i t t l e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  p e r i o d s  b e t w e e n  o u r  r e s u l t s  and  

t h o s e  o f  t h e  C h r i s t y  s u r v e y .  T he  f u n d a m e n t a l  mode p e r i o d s  

may be f i t t e d  a n a l y t i c a l l y  t o

whi c"h I s  t h e  same as t h a t  d e v e l o p e d  by  C h r i s t y .  T h e  

s c a t t e r  I n  t h e  c o e f f i c i e n t  I s  ±  0 . 0 0 0 5 .

T h e  f u n d a m e n t a l  s t a n d a r d  mode l  was r e c a l c u l a t e d  u s i n g  

t h e  new Los  A l a mo s  o p a c i t i e s .  T h e  r e s u l t i n g  f u l l  

a m p l i t u d e  p u l s a t i o n  has  t h e  f o l l o w i n g  c h a r a c t e r i s t i c s :  

P ( d a y )  = 0 . 5 3 6 ;  A R / R  31 0 . 2 9 ;  A V ( k m / s e c )  = 9 8 ;  AMbo| 1 . 8 ;  

A s y m m e t r y  ( v e l . )  *■ + . 3 ;  A s y m m e t r y  (  I ura. )  = 19 ;  and  p h a s e  

= 1 . 7 7 .  T h e  s u r f a c e  v e l o c i t y  and  l u m i n o s i t y  c u r v e s  a r e

p l o t t e d  I n  F i g u r e  2 8 .  T h e  bump I n  t h i s  mode l  o c c u r s  

e a r l i e r  t h a n  = 1 . 9 0 ,  t h e  p h a s e  o f  t h e  bump f o r  

C h r i s t y ' s  5 gF  mo de l  ( a s  m e a s u r e d  f r o m h i s  p l o t  i n  F i g u r e  

15 o f  h i s  s u r v e y  p a p e r ) .  H o w e v e r ,  t h e  p h a s e  o f  t h i s  bump 

i n  t h e  C a r s o n  o p a c i t y  mo d e l  i s  e a r l i e r  s t i l l  by 0 . 1 5  P.  

C l e a r l y ,  t h e  C a r s o n  mo d e l  i s  a b e t t e r  f i t  t o  t h e  o b s e r v e d  

v a l u e  o f  ~ 1 . 6 .  The  a m p l i t u d e s  a r e  a l s o  l a r g e r  I n  t h e  

s t a n d a r d  mode l  c a l c u l a t e d  wT t h  t h e  Los  A l a mo s  o p a c i t i e s .
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C h r i s t y  d e m o n s t r a t e d  t h a t  a s a t u r a t i o n  i n  t h e  h e l i u m  

i o n i z a t i o n  r e g i o n  w i l l  l i m i t  t h e  n o n l i n e a r  a m p l i t u d e s .  

E v i d e n t l y ,  t h e  l a r g e r  h e l i u m  bump Tn t h e  C a r s o n  o p a c i t i e s  

has  l i t t l e  e f f e c t  on t h e  f i n a l  a m p l i t u d e s  o f  t h e  

p u l s a t i o n s .

Ev e n  t h o u g h  C h r i s t y ' s  t h e o r e t i c a l  c a l c u l a t i o n  o f  

RR L y r a e  v a r i a b l e s  was p r i m a r i l y  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  

a b - t y p e  m o d e l s ,  h i s  p a p e r  p r o v i d e s  a l s o  an e x t e n s i v e  

s u r v e y  o f  f i r s t  o v e r t o n e  m o d e l s .  D i r e c t  n u m e r i c a l  

c o m p a r i s o n  w i t h  h i s  r e s u l t s  i s  l i m i t e d  t o  o u r  " s t a n d a r d "  

mode l  b u t  t h e  s u r f a c e  v e l o c i t y  and l i g h t  c u r v e s  i n  

C h r i s t y ' s  F i g u r e  33 f u r n i s h  e n o u g h  i n f o r m a t i o n  t o  make a 

s u i t a b l e  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  C a r s o n  m o d e l s .

S t e l l i n g w e r f ' s  ( 1 9 7 5 )  n o n l i n e a r  s u r v e y  i n c l u d e d  some  

f i r s ,t  o v e r t o n e  m o d e l s .  Two o f  h i s  m o d e l s  a r e  s i m i l a r  i n  

s t e l  l a r  p a r a m e t e r s  t o  mo d e l s  §4  and #5 i n t h e  C a r s o n  

s u r v e y .  I f  C h r i s t y ' s  ( 1 9 6 6  p . 1 5 2 )  s t a t e m e n t  t h a t  t he  

p u l s a t i o n  o f  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  mode l  e n v e l o p e  b e h a v e s  as  

i f  an " i m m o v a b l e  b o u n d a r y "  we r e  p l a c e d  a t  t h e  no de  h o l d s  

t r u e ,  t h e n  t h e  s h a l l o w  e n v e l o p e s  o f  t h e  S t e l l i n g w e r f  

m o d e l s  s h o u l d  n o t  be c o m p l e t e l y  d i s r e g a r d e d  i n  t h e  c a s e  o f  

t h e  o v e r t o n e  m o d e l s .  N e i t h e r  C h r i s t y  n o r  S t e l l i n g w e r f  

l i s t  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  no d e s  i n  t h e i r  m o d e l s .  H o w e v e r ,  

t h e r e  i s  no r e a s o n  t o  assume  a s u b s t a n t i a l  d i f f e r e n c e  f r o m  

t h a t  f o u n d  i n t h e  C a r s o n  m o d e l s .

The  b o t t o m  o f  t h e  e n v e l o p e  f o r  t h e  S t e l l i n g w e r f  

m o d e l s  i s  *  ~ 0 . 6 6  ( x  ~ 0 . 2  f o r  t h e  C o r s o n  m o d e l s )  and t h e  

node  i s  l o c a t e d  a t  x ~ 0 . 8 2  i n  t h e  C a r s o n  m o d e l s .  I n t h e  

mode l  c o r r e s p o n d i n g  t o  #4- i n T a b l e  9 t h e  p e r i o d s  

a g r e e  w e l l ,  w h i c h  i s  n o t  s u r p r i s i n g .  H o w e v e r ,  t h e
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v e l o c i t y  a m p l i t u d e s  f o r  t h e  S t e l l i n g w e r f  m o d e l s  a r e

l a r g e r  by 10 k m / s e c  and b o l o m e t r i c  l i g h t  a m p l i t u d e s

by a b o u t  0. 4- 3 mag.  T h e r e  i s  c l o s e r  a g r e e m e n t  f o r  

t h e  mode l  w i t h  l og  -  3 . 8 6 9  b u t  t h e  m a g n i t u d e  a m p l i t u d e

i s  s t i l l  g r e a t e r  by 0 . 1 2  ma g .  I t  i s  p o s s i b l e  t h a t  t h e  

d i f f e r e n c e  may be due  t o  o p a c i t y  s i n c e  t h e  s t a n d a r d  mode l  

f o r  t h e  f u n d a m e n t a l  mode u s i n g  t h e  Los A l a m o s  o p a c i t y  a l s o  

has a m p l i t u d e s  l a r g e r  t h a n  t h o s e  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

C a r s o n  m o d e l .  O t h e r w i s e ,  t h e  a s s u m p t i o n  o f  an i mmo v a b l e  

b o u n d a r y  a t  t h e  node  i s  n o t  v a l i d .  P h a s e  l a g  v a l u e s  a r e  

n o t  a v a i l a b l e  f o r  t h e  S t e l l i n g w e r f  m o d e l s ;  t h u s  f u r t h e r  

c o m p a r i s o n s  c a n n o t  be i m p l e m e n t e d .

W i t h i n  t h e  r a n g e  o f  f e a t u r e s  a v a i l a b l e  f o r  c o m p a r i s o n ,

t h e  C a r s o n  m o d e l s  a g r e e  w e l l  w i t h  t h e  C h r i s t y  m o d e l s .  The

d o u b l e  p e a k  i s  p r e s e n t  i n  b o t h  s e t s  o f  m o d e l s  b u t  w h e r e  t h e  

f i r s t  p e a k  a p p e a r s  t o  g e t  l a r g e r  w i t h  i n c r e a s i n g  

t e m p e r a t u r e  f o r  t h e  C h r i s t y  m o d e l s  t h e  r e v e r s e  i s  t r u e  f o r  

t h e  C a r s o n  m o d e l s .  I n r e l a t i o n  t o  p h a s e  d i f f e r e n c e  

v a l u e s ,  C h r i s t y  d e f i n e s  t h e  p h a s e  l a g  as t h e  d i f f e r e n c e  

b e t w e e n  t h e  p h a s e  o f  mean l i g h t  and  t h e  p h a s e  a t  w h i c h  t h e  

s t a r  i s  a t  z e r o  v e l o c i t y .  T h e  p h a s e  o f  mean v e l o c i t y  i s  

u s e d  t o  d e f i n e  t h e  p h a s e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  p r e s e n t  s u r v e y .

I t  t u r n s  o u t  t h a t  t h e r e  i s  a n e g l i g i b l e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  

t h e  p h a s e s  o f  z e r o  v e l o c i t y  and mean v e l o c i t y  f o r  t h e  

C a r s o n  m o d e l s .  A c c o r d i n g l y ,  t h e s e  v a l u e s  w i l l  be c o n s i d e r e d  

t h e  same and r e f e r r e d  t o  i n  t h i s  t e x t  as  6<p

C h r i s t y ' s  w i d e  r a n g e  o f  m o d e l s  f u r n i s h e s  a f r a m e w o r k  

w h i c h  e s t a b l i s h e s  p h a s e  l a g  t r e n d s  f o r  v a r i a t i o n s  o f  t h e  

s t e l l a r  p a r a m e t e r s .  F i g u r e  29 i l l u s t r a t e s  t h e  ma s s ,  

l u m i n o s i t y ,  and h e l i u m  c o n t e n t  v a r i a t i o n  o f  t h e  p h a s e
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d i f f e r e n c e  i n  b o t h  C h r i s t y ' s  and  t h e  p r e s e n t  s u r v e y s  o f  

t h e  f i r s t  o v e r t o n e  mode m o d e l s .  T he  C a r s o n  m o d e l s  w e r e  

a l l  c a l c u l a t e d  f o r  o ne  c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n ,  c o n s e q u e n t l y ,  

no c o m p o s i t i o n  c o m p a r i s o n  may be ma de .  H o w e v e r ,  t h e  

b e h a v i o r  i s  q u a l i t a t i v e l y  t h e  same f o r  t h e  v a r i a t i o n  w i t h  

mass  and l u m i n o s i t y .  Q u a n t i t a t i v e  c o m p a r i s o n s  a r e  

g e n e r a l l y  u n r e l i a b l e  s i n c e  t h e  t r e n d  o f  h e l i u m  c o n t e n t  

v a r i a t i o n  f o r  t h e  C a r s o n  m o d e l s  I s  u n k n o wn .  As F i g u r e  29  

s h o ws ,  t h e  p h a s e  l a g  d e c r e a s e s  w i t h  an i n c r e a s i n g  

l u m i n o s i t y ,  and i n c r e a s e s  w i t h  mass  and h e l i u m  a b u n d a n c e .  

T h i s  p h a s e  l a g  d i f f e r e n c e  w i l l  p r o v i d e  an i m p o r t a n t  

c o n n e c t i o n  when t h e s e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a r e  c o m p a r e d  

w i t h  o b s e r v a t i o n s .



CHAPTER 5 :  OBSERVATI ONAL COMPARI SON WI TH T HEORET I CAL

RESULTS AND CONCLUSI ONS

5 . 1  C o m p a r i s o n  w i t h  o b s e r v a t i o n  ( n o n l i n e a r  s u r v e y )

The  p r e s e n t  c o m p u t a t i o n a l  a p p r o a c h  o u t p u t s  a s p e c t r u m  

o f  u s a b l e  s t e l l a r  p a r a m e t e r s  w h i c h  c a n  be t e s t e d  a g a i n s t  

o b s e r v a t i o n s .  Some o f  t h e s e  r e p r e s e n t  r a t h e r  m i n o r  

a d d i t i o n s  t o  an a l r e a d y  c o m p r e h e n s i v e  b o d y  o f  wo r k  

( C h r i s t y  1 9 6 6 ,  I b e n  1 9 7 1 ) ,  and o t h e r s  seem t o  be q u i t e  new 

and t i m e l y  i n p r o v i d i n g  a l t e r n a t i v e  p e r s p e c t i v e s  on 

o b s e r v a t i o n s ,  o r  b e t t e r  r e s o l u t i o n s  o f  a l r e a d y  r e a s o n a b l y  

w e l l  u n d e r s t o o d  p a r a m e t e r s ,  s u c h  as  mass  and h e l i u m  

c o n t e n t .  T h i s  s e c t i o n  a t t e m p t s  t o  p l a c e  p r e s e n t  r e s u l t s  

i n t o  t h e  h i s t o r i c a l  f r a m e w o r k .  T h e  o v e r a l l  c o n c l u s i o n s  

a r e  l e f t  t o  t h e  l a s t  p a r t  o f  t h i s  s e c t i o n .

Few v a r i a b l e  s t a r s  a r e  r e a l i s t i c a l l y  s u i t e d  t o  a 

c o m p a r i s o n  a n a l y s i s .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  t h e o r e t i c a l  

s u r f a c e  v e l o c i t y  c u r v e s  a r e  c a l c u l a t e d  w i t h  g r e a t e r  

a c c u r a c y  t h a n  t h e  s u r f a c e  l i g h t  c u r v e s .  H o w e v e r ,  I t  i s  

t h e  I i g h t  c u r v e  w h i c h  i s  o b s e r v e d  mo r e  f r e q u e n t l y  and i n  

g r e a t e r  d e t a i l  t h a n  t h e  v e l o c i t y  c u r v e .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  

p a r a m t e r s  o f  o n l y  f o u r  a b - t y p e  and f o u r  c - t y p e  RR L y r a e  

s t a r s ,  l i s t e d  i n  T a b l e  10 and  11 ,  r e s p e c t i v e l y ,  h a v e  t h e  

a p p r o p r i a t e  c o u p l i n g  o f  t h e  l i g h t  and v e l o c i t y  c u r v e s .

( YZ  Cap I s  i n c l u d e d  I n  T a b l e  11 b e c a u s e  i t s  d e m e a n )  i s  

i m p o r t a n t  i n  t h e  c o m p a r a t i v e  a n a l y s i s . )  T he  r a d i a l



TABLE 10

OBSERVED PROPERTIES OF FOUR OB-TYPE 
RR LYROE VARIABLES

Parameter

Variable

XZ Cjrf RR Lyr X A rl SU Dra

P(day) 0.467 0.567 0.651 0.660

AB/B •  e  e 0.13 0.17 0.13

(24/17) A V ^  (km a-1 ) 85: 85 75 85

* M via 1.2 1.0 1.0 1.0

Asymmetry (vel.) 3: 4 4 6

Asymmetry (lum .) 6 6 6 6

a 1.6: 1.6 1.6 1.6

References 3, 4 1. 2, S, 9, 12, 15 8, 10, 11,

6, 7, 14 13

References. — (1) Sanford 1938, 1949; (2) Struve and Blaaitw 1948; (3) Struve end 

van Hoof 1949; (4) M uller 1953; (8) Hardle 1955; (6) Abt 1959; (7) Oke and 

Boaeack 1960; (8) Vareavaky 1960; (9) Freeton 1961; (10) Splnrad 1961;

(11) Oke, O lver, and Seaxie 1962; (12) Freeton and Faczyneld 1964; (13) Preaton 

1965; (14) Preston, Smak, and Paczynakl 1965; (15) Oke 1966.



v e l o c i t y  a m p l i t u d e s  q u o t e d  i n  t h e  r e f e r e n c e s  h a v e  b e e n  

m u l t i p l i e d  by t h e  f r a c t i o n  2 4 / 1 7  t o  c o r r e c t  f o r  l i mb  

d a r k e n i n g  and f o r  g e o m e t r i c  p r o j e c t i o n .  O b s e r v e d  r a d i a l  

v e l o c i t i e s  a r e  d e r i v e d  u s i n g  t h e  m e t a l  and h y d r o g e n  l i n e s  

o f  t h e  s t e l l a r  s p e c t r a .  T h e  m e t a l  l i n e s  r e f l e c t  b e t t e r  

t h e  o v e r a l I  m o t i o n  o f  t h e  a t m o s p h e r e .  T h e r e f o r e ,  t h e s e  

v e l o c i t i e s  a r e  i n t e g r a t e d  i n t o  t h e  p r e s e n t  c o m p a r i s o n s .

S i n c e  t wo o f  t h e  s t a r s  ( X Z  Cyg and RR L y r )  e x h i b i t  a 

B l a z h k o  e f f e c t  I n  t h e i r  l i g h t  c u r v e s  o n l y  t h e  l a r g e s t  

a m p l i t u d e  c y c l e s  h a v e  b e e n  l i s t e d  i n T a b l e  1 0 .  None  o f  

t h e  t h e o r e t i c a l  m o d e l s  show a ny  l o n g - t e r m  v a r i a t i o n  w i t h  

t i m e .

W i t h i n  t h e  g r i d  o f  s t e l l a r  m o d e l s ,  t h e  s t a n d a r d  mode l  

f o r  t h e  f u n d a m e n t a l  mode shows e x c e p t i o n a l  a g r e e m e n t  w i t h  

t h e  a v e r a l I  o b s e r v e d  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  a b - t y p e  

v a r i a b l e s ,  e s p e c i a l l y  I n c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  p h a s e  o f  t h e  

s e c o n d a r y  bump.  When t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  l i s t e d  i n  

T a b l e  8 a r e  c o mp a r e d  w i t h  t h e  c o r  r e s p o n d  I n g  o b s e r v e d  

v a l u e s  i n  T a b l e  10 t h e  m o d e l s  w i t h  h i g h  and l ow mass as  

w e l l  as t h e  h i g h  h e l i u m  mode l  s t a r  ( m o d e l s  # 1 ,  # 3 ,  and  # 7 ,

r e s p e c t i v e l y )  may be r u l e d  o u t  as  v i a b l e  c a n d i d a t e s  f o r  

RR L y r a e  s t a r s .  0 b s e r v a 1 1 o n a  I e r r o r s  I n  m e a s u r i n g  t h e  p h a s e  

o f  t h e  s e c o n d a r y  bump on t h e  d e s c e n d i n g  s u r f a c e  v e l o c i t y  

c u r v e  a r e  q u i t e  smal  I . T h e  p h a s e  o f  t h e  l ow mass mode l  

I s  a b o u t  1 . 5 ,  and a b o u t  1 . 8  f o r  t h e  h i g h  mass and h i g h  

h e l i u m  m o d e l s .  The  l a r g e  d i f f e r e n c e s  o f  t h e s e  p h a s e s  f r o m  

t h e  o b s e r v e d  p h a s e  v a l u e  o f  ~ 1 . 6  w a r r a n t s  t h e  e x c l u s i o n  o f  

M ~ 0 . 4  M+ and  ~ 0 . 7  M*  and Y ■ 0 . 5 0  as s t e l l a r  p a r a m e t e r s  

f o r  RR L y r a e  s t a r s ,  l e a v i n g  t h e  s t a n d a r d  mode l  as t h e  

r e m a i n i n g  v i a b l e  m o d e l .
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T h e  p h a s e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  mean l i g h t  a nd  mean  

v e l o c i t y  s o me wh a t  m i t i g a t e s  t h e  h a p p y  o b s e r v a t i o n a l  a c c o r d  

shown f o r  t h e  s e c o n d a r y  bump.  T h e  p h a s e  l a g  f o r  a 6 - t y p e  

RR L y r a e  v a r i a b l e s  I s  o b s e r v e d  t o  be + 0 . 0 1  P ( P r e s t o n  and  

P a c z y n s k i  1 9 6 4 ) .  T h e  f f y ( me o n )  v a l u e  f o r  t h e  s t a n d a r d  

mode l  I s  + 0 . 0 6 ,  w h i c h  I s  a c o m p a r a t I v e I y  s i g n i f i c a n t  

d e v i a t i o n  f r o m t h e  o b s e r v e d  v a l u e .  An I m p r o v e d  r a d i a t i v e  

t r a n s f e r  t h e o r y  may d e c r e a s e  t h e  c a l c u l a t e d  p h a s e  l a g  b u t  

S t o t h e r s  ( 1 9 8 1 )  s u s p e c t s  on t h e  b a s i s  o f  r a d i a t i v e  

t r a n s f e r  c a l c u l a t i o n s  by H i l l  ( 1 9 7 2 )  t h a t  t h i s  d o e s  n o t  

s u f f i c i e n t l y  d e c r e a s e  t h e  d i s c r e p a n c y .  F u r t h e r  d i s c u s s i o n  

w i l l  c o n t i n u e  Tn c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  

mode I s .

As a s umma r y  s t a t e m e n t  f o r  t h e  n o n l  i n e a r  a b - t y p e  

m o d e l s ,  t h e  f o l l o w i n g  c h a r a c t e r i s t i c s  may be a c c e p t e d  f o r  

RR L y r a e  s t a r s :  M / M *  -  0 . 5 5  -  0 . 6 5 ,  Y = 0 . 2  -  0 . 3 ,  and  

l og  ( L / L * )  = 1 . 6  -  1 . 7 .  O t h e r  m e t h o d s  o f  mass

d e t e r m i n a t i o n  ( S t o t h e r s  1 9 8 1 )  p r o d u c e  v a l u e s  w i t h i n  t h i s  

r a n g e  w h i c h  a r e  s i m i l a r  b u t  n o t  mor e  d e f i n i t i v e .  I t  i s  

e x p e c t e d  t h a t  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  s u r v e y  a n d / o r  I i n e a r  

s u r v e y  c o m p a r i s o n  w i t h  o b s e r v a t i o n  w i l l  p r o v i d e  a d d i t i o n a l  

i m p r o v e m e n t s .

I t  can  now be d e m o n s t r a t e d  t h a t  t h e  n o n l i n e a r  p r o g r a m  

c an  r e p r o d u c e  o p t i c a l  o b s e r v a t i o n s  w e l I  e n o u g h  t o  p e r m i t  

d i f f e r e n t i a t i o n  w i t h i n  t h e  a d o p t e d  g r i d ,  e v e n  f o r  t h e  

r e l a t i v e l y  b l a n d  e - t y p e  mode l  s t a r s .  Lub ( 1 9 7 7 )  p r e s e n t s  

l i g h t  c u r v e s  f o r  t h i r t e e n  c - t y p e  RR L y r a e  s t a r s  r a n g i n g  i n  

p e r i o d  f r o m 0*.254 t o  0^.406.  T h e s e  c u r v e s  a r e  s y m m e t r i c a l  

a nd h a v e  a p r e l i m i n a r y  hump t h a t  may a p p e a r  as a s l i g h t  

s h o u l d e r  b e f o r e  maxi mum l i g h t  ( BY  E r i ,  T S e x ,  V4-87 S c o )  o r



may  o c c u r  v e r y  c l o s e  t o  maxi mum l i g h t  p r o d u c i n g  a d o u b l e  

p e a k  ( OH P e g ,  YZ Ca p ,  CG L i b ,  AU V i r ) .  T h i s  f i r s t  p e a k  i s  

n o t  as  b r o a d  as  t h e  s e c o n d  one  n o r  d o e s  i t  e x c e e d  t h e  

m a g n i t u d e  o f  t h e  s e c o n d  p e a k ,  t h o u g h  i t  may c l o s e l y  

a p p r o a c h  i t s  h e i g h t .  As e v i d e n t  i n F i g u r e  24  t h e  

t h e o r e t i c a l  l i g h t  c u r v e s  r e p r o d u c e  a l l  o f  t h e s e  o b s e r v e d  

f e a t u r e s  q u i t e  c l o s e l y .

T h e r e  a r e  t wo  s t a r s  I n T a b l e  11 t h a t  ma t c h  we I I t wo  

o f  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  m o d e l s .  T h e  l i g h t  c u r v e  o f  mode l  #3  

f o r  w h i c h  M = 0 . 5 7 8  M * , l og  ( L / L * )  = 1 . 5 8 5 ,  and l og T^ = 

3 . 8 6 9  w i t h  a p e r i o d  o f  0d.2 6 2 i s  v e r y  s i m i l a r  t o  t h e  v i s u a l  

l i g h t  c u r v e  o f  OH Peg ( P = 0 d, 2 5 6 )  ( T i f f t  1 9 6 4 ,  P a c z y n s k i  

1 9 6 5 ) .  I n a d d i t i o n  t o  t h e  a g r e e m e n t  i n  p e r i o d  ( P  ~ 01.2 6 ) 

t h e  s h a p e  o f  t h e  c u r v e  i s  t h e  s ame;  t h e  r i s e  t i m e  o f  t h e  

I i g h t  c u r v e  o f  t h e  mode l  and DH Peg I s  ~ 0 . 4 2  P and t h e  

d i f f e r e n c e  i n p h a s e  b e t w e e n  t h e  t wo p e a k s  i s  a b o u t  0 . 1 2  P.  

P r e s t o n  and P a c z y n s k i  ( 1 9 6 4 ,  h e r e a f t e r  PP)  g i v e  a 

t e m p e r a t u r e  r a n g e  o f  l o g  T# f r o m 3 . 8 6 4  t o  3 . 8 7 6  f o r  DH Peg 

w h i c h  c o i n c i d e s  n i c e l y  w i t h  t h e  t e m p e r a t u r e  o f  t h i s  m o d e l .  

A n o t h e r  s a t i s f a c t o r y  m a t c h  up i s  b e t w e e n  mode l  #5  and  

T S e x .  B e s i d e s  a g r e e m e n t  i n  p e r i o d  ( P ~ 01.3 2 ) ,  t h e  r i s e  

t i m e ,  t h e  s h o r t  p r e l i m i n a r y  p e a k  and b r o a d  s e c o n d a r y  p e a k  

r e s e m b l e  t h e  same s t r u c t u r e  o f  T Sex  ( T i f f t  and  S m i t h  

1 9 5 8 ,  PP,  R a d z i s z e w s k !  1 9 6 5 ) .  T h e  t e m p e r a t u r e  r a n g e  f o r  

t h i s  s t a r  g i v e n  by PP t o  be l og  T^ = 3 . 8 5 7  - 3 . 8 7 6

s i m i l a r l y  i n c l u d e s  t h e  t e m p e r a t u r e  o f  mode l  §5 ( l o g  T fl = 

3 . 8 6 9 ) .

As i m p o r t a n t  as t h e  I i g h t  c u r v e  ma x i ma  a r e  i n  

m a t c h u p s ,  t h e  c a l c u l a t e d  p h a s e  d i f f e r e n c e ,  <5 ( m e a n ) , shows  

l e s s  good a g r e e m e n t  w i t h  t h e  s t a r s  o f  T a b l e  1 1 .  The



T ABLE I I

OBSERVED PROPERTI ES OF FOUR C - T T P E  
RR LYRAE VARI ABLES

V a r i a b l e

P a r a m e t e r s  DH Peg YZ Cap RZ Cep T Sex

P ( d a y s ]  0 . 2 5 6  0 . 2 7 4  0 . 3 0 9  0 . 3 2 5

AVr  ( K m / s )  30  36 3 0 ; 2 2

( i i )  AVr ( K m / s )  42  51 42

AM , 0 . 0 4 8  0 . 5 4  0 . 4 5v T a

6 *  - 0 . 1 8  - 0 . 1 4  - 0 . 1 9

Sp ( Ca  1)  A 2 - A 7  A2 A 2 - A 4

Sp ( H )  A5 A9 A 9 - F 4

AS 1 . 2  3 7 5 . 3

R e f e r e n c e s  1 , 2 , 6 , 7  1 , 7 , 8  3 , 5 , 7  1 , 2 , 4 , 7

R e f e r e n c e s  - -  ( 1 )  P r e s t o n  and P a c z y n s k i  1 9 6 4 ;
( 2 )  T i f f t  1 9 6 4 ;  ( 3 )  P a c z y n s k i  1 9 6 5 ;  ( 4 )  T i f f t  a nd
S m i t h  1 9 5 8 ;  ( 5 )  Epps  and S i n c l a i r  1 9 7 3 ;  ( 6 )  B o n s a c k
1 9 5 7 ;  ( 7 )  B u t l e r  1 9 7 5 ;  ( 8 )  K i n ma n  1961



d i s c r e p a n c y  I n  6 y ) ( me a n )  b e t w e e n  t h e  o b s e r v e d  and  

c a l c u l a t e d  v a l u e s  I s  t h e  same I n  m a g n i t u d e  and d i r e c t i o n  

as f o u n d  f o r  t h e  a b - t y p e  m o d e l s .  T h i s  may be due  t o  a 

s y s t e m a t i c  e r r o r  I n t h e  c a l c u l a t i o n s  o r  I t  may w a r r a n t  an  

I m p r o v e m e n t  o v e r  t h e  r a d i a t i v e  d i f f u s i o n  a p p r o x i m a t i o n  t o  

be e m p l o y e d  I n  t h e  s t e l l a r  e q u a t i o n s  w h i c h  w i l l  r e mo v e  

some o f  t h e  d i f f e r e n c e s  ( S t o t h e r s  1 9 8 1 ,  H i l l  1 9 7 2 ) .

A n o t h e r  p o s s i b i l i t y  I s  v o i c e d  by PP.  T h e y  d i s c o v e r e d  

t h a t  f o r  C h r i s t y ' s  m o d e l s  t h e  c a l c u l a t e d  p h a s e  l a g s  f o r  

t h e  a - t y p e s  d i d  n o t  a g r e e  w i t h  o b s e r v a t i o n s .  I n f a c t ,  

t h e s e  l a g s  a r e  on t h e  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  o f  t h e  <5#>(mean)  

f o r  o u r  a b - t y p e  m o d e l s .  C l o s e r  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  m o d e l s  

r e v e a l e d  a c o n t i n u i n g  d e c r e a s e  i n  t h e  p h a s e  l a g  d i f f e r e n c e  

as t h e  t h e o r e t i c a l  mode l  c o n t i n u e d  t o  p u l s a t e  e v e n  t h o u g h  

f u l l  a m p l i t u d e  was a c h i e v e d .  T h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  

n o n l i n e a r  m o d e l s  o f  t h i s  s u r v e y  was u s u a l l y  s t o p p e d  when  

f u l l  a m p l i t u d e  was f i r s t  r e a c h e d .  T h e  c r i t e r i o n  f o r  

t e r m i n a t i n g  t h e  mode l  c a l c u l a t i o n  was t h e  l e v e l i n g  o f f  t o  

z e r o  o f  k i n e t i c  e n e r g y  g r o w t h .  A l o n g e r  t i m e  I n t e g r a t i o n  

p a s t  f u l l  a m p l i t u d e  m i g h t  r e s u l t  i n  an i m p r o v e d  p h a s e  t a g  

v a I u e  .

We s u m m a r i z e  t h e  f o r e g o i n g  mass a nd  l u m i n o s i t y  

p r o p e r t i e s  o f  t h e  c - t y p e  m o d e l s  s u c c i n c t l y :  As d i s c u s s e d

i n an e a r l i e r  s e c t i o n  t h e  " s t a n d a r d "  mode l  and t h e  h i g h  

mass  mode l  ( # 6 )  a t  l ow e f f e c t i v e  t e m p e r a t u r e  we r e  f o u n d  t o  

be u n s u i t a b l e  on t h e  b a s i s  o f  t h e  <Jp( mean)  v a l u e s  ( + 0 . 0 ,  

+ 0 . 0 1 5 ,  r e s p e c t i v e l y ) .  The  p h a s e  v a l u e s  f o r  t h e  r e s t  o f  

t h e  m o d e l s  a r e  o f  t h e  r i g h t  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  and a r e  n o t  

as u s e f u l  I n  d i f f e r e n t i a t i n g  f u r t h e r  t h e  v a l u e s  f o r  t h e  

mass and l u m i n o s i t y .  By r e l y i n g  on t h e  s h a p e s  o f  t h e



l i g h t  c u r v e s  t o  c o m p l e t e  thfe d e d u c t i v e  p r o c e s s ,  t h e  m o d e l s  

s u g g e s t  a mass o f  0 . 6  M + a nd  a l u m i n o s i t y  o f  l og  ( L / L * )

«»1 . 7 ,  t h o u g h  - 1 . 6  i s  a l s o  a c c e p t a b l e .  As e x p e c t e d  ( a n d  

s o me wh a t  r e a s s u r i n g l y )  t h e s e  n o n l i n e a r  f i r s t  h a r m o n i c  

m o d e l s  s u b s t a n t i a t e  t h e  c o n c l u s i o n s  b a s e d  on t h e  

f u n d a m e n t a l  mode m o d e l s .

5 . 2  C o m p a r i s o n  w i t h  o b s e r v a t i o n  ( l i n e a r  s u r v e y )

The  l i n e a r i z e d  m o d e l s  c o m p l e m e n t  and e x t e n d  o u r  

n o n l i n e a r  m o d e l s ,  and s u g g e s t  an i n d e p e n d e n t  me t h o d  o f  

v e r i f i c a t i o n .  The  me t h o d  we use  f o l l o w s  t h a t  o f  Co x ,  

H o d s o n ,  and C l a n c y  ( 1 9 8 3 ,  h e r e a f t e r  CHC) .  The  f o I  l o w i n g  

i s  o u r  s u m m a t i o n  o f  p a r t  one  o f  t h e  CHC m e t h o d .  The  r a t i o  

o f  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  p e r i o d  t o  t h e  f u n d a m e n t a l  p e r i o d  i s  

s e n s i t i v e  t o  mos s .  CHC r e a n a l y z e d  t h e  RR L y r a e  s t a r s  I n  

M15 o b s e r v e d  by S a n d a g e ,  K a t e m,  and S a n d a g e  ( 1 9 8 1 ,  

h e r e a f t e r  SKS)  and f o u n d  s e v e n  d o u b l e  mode p u l s a t o r s  

s u i t a b l e  f o r  p u l s a t i o n  t h e o r y  a n a l y s i s .  The  p e r i o d s  and  

p e r i o d  r a t i o s  d e r i v e d  f r o m t h e  p r e s e n t  l i n e a r  m o d e l s  a r e  

p l o t t e d  I n  F i g u r e  30  f o r  c o n s t a n t  ma s s ,  w i t h  t h e  o b s e r v e d  

v a l u e s  f o r  t h e  d o u b l e  mode s t a r s  s u p e r i m p o s e d .  The  l i n e s  

o f  c o n s t a n t  mass  we r e  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  f o r m u l a  d e r i v e d  

I n  C h a p t e r  3:

P / P  = - 0 . 0 5 9 P . +  0 . 0 6 7  I o g ( M / M * )  + 0 . 0 3 Y 0 4
1 0

-  0 . 0 6 Z ° ' %  0 . 7 7 6

w h i c h  I s  a mean a n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n  f i t t e d  t o  t h e  C a r s o n  

o p a c i t y  r e s u l t s .  T h i s  f o r m u l a  I s  u s e d  i n s t e a d  o f  t h e  raw 

d a t a  b e c a u s e  o f  t h e  s c a t t e r  i n  t h e  p e r i o d  r a t i o s  due  t o
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l u m i n o s i t y  ( a s  was d i s c u s s e d  I n  C h a p t e r  3 ) .  T h e s e  l i n e s  

w e r e  p l o t t e d  f o r  a c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n  o f  ( Y , Z )  -  

( 0 . 2 5 , 0 . 0 0 ) .  A v a l u e  o f  z e r o  f o r  t h e  m e t a l  c o n t e n t  I s  a 

r e a s o n a b l e  a p p r o x i m a t i o n  h e r e  s i n c e  a v e r y  l ow m e t a l  

a b u n d a n c e  I s  c h a r a c t e r i s t i c  o f  g l o b u l a r  c l u s t e r s .  T h o u g h  

t h e  d o u b l e  mode s t a r  ma s s e s  e v i d e n t l y  e x t e n d  f r o m 0 . 6 5  M+ 

t o  0 , 7 5  M*  i t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  t h e y  a g g r e g a t e  a r o u n d  

0 . 7  M* .  T h i s  v a l u e  f o r  t h e  mass  i s  h i g h e r  t h a n  e x p e c t e d  

on t h e  b a s i s  o f  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  n o n l i n e a r  m o d e l s .

I t  i s  i m p o r t a n t  t o  k e e p  i n  mi n d  t h a t  t h e  p e r i o d  r a t i o  

l i n e s  a r e  d e r i v e d  o n l y  f r o m t h e  t h e o r e t i c a l  m o d e l s ,  and  

t h e y  a r e  n o t  a f u n c t i o n  o f  mass  a l o n e .  T h e  e f f e c t  o f  t h e  

c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n  on t h e  p e r i o d  r a t i o s  I s  s i g n i f i c a n t .  

T h e r e f o r e ,  t h e  p e r i o d  r a t i o  me t h o d  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  mass  

f o r  t h e s e  d o u b l e  mode s t a r s  i s  d e p e n d e n t  on t h e  a d o p t e d  

c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n .  T h e  i n t e r p l a y  b e t w e e n  t h e  mass and  

Y c a n  be e a s i l y  d e m o n s t r a t e d .  W i t h i n  t h e  r e s t r i c t i o n  t h a t  

t h e  p e r i o d  be 0 '.5 5 and t h e  p e r i o d  r a t i o  r e m a i n s  0 . 7 4 6  ( t h e  

a v e r a g e  o b s e r v e d  v a l u e  f o r  t h e  s e v e n  m i x e d  mode s t a r s ) ,  

t h e  c o n s t a n t  mass  l i n e s  I n  F i g u r e  30 c o u l d  be t r a n s l a t e d  

so t h a t  t h e  s t a r s  c l u mp  a r o u n d  t h e  0 . 6  M*  l i n e  when Y ■ 

0 . 2 9 .  S i m i l a r l y ,  f o r  a h e l i u m  c o n t e n t  o f  Y *  0 . 2 6  t h i s  

t y p e  o f  a n a l y s i s  w o u l d  y i e l d  0 . 6 5  M+.  T h e r e f o r e ,  t h e  

me t h o d  f o r  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  mass  c a n n o t  c o n v e r g e  on 

u n i q u e  v a l u e s ,  t h o u g h  I t  i s  s t r o n g l y  s u g g e s t i v e  o f  a mass  

r a n g e  o f  0 . 6 0  M+ t o  0 . 6 5  U*  ( c o u p l e d  t o  a r a n g e  i n  Y o f  

0 . 2 9  t o  0 . 2 6 ) .

A n o t h e r  m e t h o d  a f f o r d e d  t o  us t o  d e t e r m i n e  mass  and  

h e l i u m  c o n t e n t  c ome s  f r o m t h e  k n o w l e d g e  t h a t  t h e  

t r a n s i t i o n  e d g e  as d e f i n e d  by  C h r i s t y  p r o b a b l y  d o e s  n o t



too

e x i s t  ( C o x ,  1 9 8 0 A ) .  The  s t a r  p u l s a t i n g  i n  t h e  f u n d a m e n t a l  

mode p r e s u m a b l y  w i l l  s w i t c h  t o  t h e  f i r s t  o v e r t o n e  mode a t  

t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  f o r  b l u e w a r d  e v o l u t i o n .  S t o b l e  

( 1 9 7 1 )  r e p o r t e d  t h a t  t h e  s h o r t e s t  a v e r a g e  p e r i o d  f o r  

RR L y r a e  a b - t y p e  s t a r s  i s  0*.45 f o r  t h e  O o s t e r h o f f  t y p e  I 

c l u s t e r s  and 0*5 5 f o r  t h e  t y p e  I I  c l u s t e r s .  The  

i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  c o n s t a n t  p e r i o d  l i n e  c o r r e s p o n d i n g  t o  

t h e  c l u s t e r  t r a n s i t i o n  p e r i o d  and t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  

e d g e  c a n  e a s i l y  be c a l c u l a t e d  a nd  a p p l i e d  t o  d e t e r m i n i n g  

v a l u e s  f o r  t h e  b a s i c  s t e l l a r  p a r a m e t e r s  o f  RR L y r a e  s t a r s .

Th e  e f f e c t i v e  t e m p e r a t u r e  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  

e dg e  f o r  t h e  C o r s o n  o p a c i t y  m o d e l s  I n t h e  mass r a n g e  f r o m  

0 . 4  M + t o  0 . 8  M * , and f o r  l og  ( L / L + )  = 1 . 6 - 2 . 0 ,  V =

0 . 2 5 - 0 . 7 5 ,  and Z = 0 . 0 0 ,  c a n  be r e p r e s e n t e d  by t h e  

f o l l o w i n g  a n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n :

l og  T # = - 0 . 0 7  I o g ( L / L  + ) + 0 . 0 8 6 7 ( M/ M + )  -  0 . 5 0 Q ( M / M + ) Z

-*■ 0 . 1 5 5 0 Y  -  0 . 0 9 0 7 Y*+ 3 . 9 1 5  (.<*)

U s i n g  t h e  PTLM r e l a t i o n  ( e q u a t i o n  1 0 )  l o g  T^ may be  

e l i m i n a t e d .  T h i s  l e a v e s  an e q u a t i o n  ( q u a d r a t i c  i n  Y)  

r e l a t i n g  M,  L ,  Y ,  and PQ. The  s c a t t e r  i n  P , / P 0 v a l u e s  

( s e e  F i g u r e  4 a )  due  t o  l u m i n o s i t y  i s  n o t  as s m a l I  as w i t h  

t h e  Los  A l a mo s  o p a c i t i e s  ( s e e  F i g u r e  4 c ) .  T h e r e f o r e ,  by  

i n c l u d i n g  t h e  l u m i n o s i t y  d e p e n d e n c e  t h e  same q u a n t i t i e s  

can be c o n n e c t e d  mo r e  a c c u r a t e l y  t h r o u g h  a p e r i o d  r a t i o  

e q u a t i o n .  T h i s  " e x p a n d e d "  p e r i o d  r a t i o  e q u a t i o n  I s

P / P  -  - 0 . 0 5 9 P o+ 0 . 0 6 7 1 o g ( M / M w )  -  0 . 0 2  I o g ( L / L * )  
i o

+ 0 . 0 3 Y  °-#+ 0 . 8 1 0  (J3)



T h e  c a l c u l a t e d  v a l u e s  d i f f e r  f r o m t h e  r aw v a l u e s  by  a t  

mo s t  0 . 0 0 1  f o r  t h e  f o l l o w i n g  p a r a m e t e r  r a n g e s :  M = 0 . 4  M*

-  0 . 8  M * ;  Y *= 0 . 2 5  -  0 . 5 0 ;  l o g  ( L / L * ) -  1 . 6  -  1 . 8 ;  P 

0*4 5 -  0 '.5 5 ; Z «* 0 . 0 0 .  F o r  a p a r t i c u l a r  t r a n s i t i o n  p e r i o d  

( I . e .  O o s t e r h o f f  g r o u p )  and an a s s u me d  v a l u e  o f  ma s s ,  t h e  

s i m u l t a n e o u s  s o u l u t l o n  o f  t h e  a b o v e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n  

w i l l  y i e l d  v a l u e s  f o r  t h e  h e l i u m  c o n t e n t  and l u m i n o s i t y  o f  

R R Ly r a e  s t a r s .

T a b l e  12 l i s t s  t h e  s e r i e s  o f  s o l u t i o n s  o f  t h e s e  

e q u a t i o n s .  ( I t  s h o u l d  be n o t e d  t h a t  i n  s o l v i n g  f o r  Y i n  

t h e  q u a d r a t i c  e q u a t i o n ,  I t  a l w a y s  t u r n e d  o u t  t h a t  one  o f  

t h e  r o o t s  had an u n p h y s i c a l  v a l u e ;  f o r  i n s t a n c e ,  Y = 0 . 2 5 ,  

1 . 4 6 . )  The  i n c o n s i s t e n c y  b e t w e e n  t h e  c o u p l e d  v a l u e s  o f  

mass-  and Y i n  T a b l e  12 and t h e  v a l u e s  d i s c u s s e d  i n  

c o n n e c t i o n  w i t h  F i g u r e  30 i s  e v i d e n t ,  t o  s a y  t h e  l e a s t .

I n a d d i t i o n ,  t h e  h i g h  l u m i n o s i t y  f o r  t h e  O o s t e r h o f f  g r o u p  

I I  s t a r s  i s  u n s a t i s f a c t o r y .  A p r o b a b l e  e x p l a n a t i o n  i s  

t h a t  t h e  e q u a t i o n s  u s e d  a r e  s e n s i t i v e  t o  t h e  he I I urn 

c o n t e n t  so t h a t  a s m a l l  d i v e r g e n c e  i n  l og  ( L / L * )  w i l l  

r e s u l t  i n  a l a r g e  d i v e r g e n c e  i n  Y.  T h i s  i s  p a r t i c u l a r l y  

t r u e  I n  t h e  c a s e  o f  t h e  e q u a t i o n  f i t t e d  t o  t h e  t h e o r e t i c a l  

f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e .  I n t h e  c a s e  o f  t h e  O o s t e r h o f f  t y p e  

g l o b u l a r  c l u s t e r s ,  h o w e v e r ,  t h e  r a n g e  o f  p a r a m e t e r s  i s  

c l o s e r  t o  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  n o n l i n e a r  s u r v e y .  F u r t h e r  

e x a m i n a t i o n  o f  t h i s  p r o b l e m  I s  n e c e s s a r y .

A n o t h e r  way o f  m a k i n g  t h e  c o m p a r i s o n  i s  t o  

s u p e r i m p o s e  t h e  o b s e r v e d  d a t a  a nd  t h e  t h e o r e t i c a l  b l u e  

e d g e s  on t h e  HR d i a g r a m  w i t h  t h e  l i n e s  o f  c o n s t a n t  p e r i o d  

ma r k e d  o f f  ( a s  i n  F i g u r e  4 o f  C H C ) .  Our  c o n s t r u c t i o n  o f
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TABLE 12

CALCULATED PARAMETERS FOR RR LYRAE STARS  

O o s t e r h o f f
Gr o u p Mass Y l o g  L / L  + l o g T #

1 1 0 . 6 0 0 . 48 1 . 85 3 . 8 6 8

1 1 0 . 65 0 . 40 1 . 8 6 3 . 8 6 4

1 1 0 . 70 0 . 32 1 . 8 6 3 . 8 5 8

1 1 0 . 75 0 . 30 1 . 9 4 3 . 8 7 2

1 0 . 55

CMO

1 . 6 8 3 . 8 6 0

1 0 . 6 0 0 . 1 6 1 . 6 7 3 . 8 5 0

PO 

0 . 55  

0 . 55  

0 . 5 5  

0 . 5 5  

0 . +5 

0 . 45



F i g u r e  31 b e g i n s  w i t h  an I n p u t  o f  t h e  l u m i n o s i t y  a t  t h e  

i n t e r s e c t i o n  p o i n t  o f  t h e  c o n s t a n t  t r a n s i t i o n  p e r i o d  l i n e  

w i t h  t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e .  T h i s  l u m i n o s i t y  I s  

c o n v e r t e d  t o  an a b s o l u t e  bo I ome t r  i c m a g n i t u d e  and  i s  

I n i t i a l l y  a p p l i e d  i n  t h e  s u b s e q u e n t  c a l c u l a t i o n s  as an 

a v e r a g e .  U s i n g  t h e  a p p a r e n t  bo I o m e t r i c  m a g n i t u d e s  o f  

RR L y r a e  s t a r s  b e l o n g i n g  t o  a g l o b u l a r  c l u s t e r  h a v i n g  t h e  

a b o v e  t r a n s i t i o n  p e r i o d ,  an a v e r a g e  d i s t a n c e  mo d u l u s  i s  

c a l c u l a t e d .  S u b s t i t u t i n g  f o r  e a c h  s t a r  i t s  r e d e r i v e d  

I n d i v i d u a l  l u m i n o s i t y ,  i t s  o b s e r v e d  p e r i o d ,  and an a s s ume d  

mass i n t o  t h e  PTLM r e l a t i o n  ( e q u a t i o n  1 0 )  l og T o I s  

e v a l u a t e d  f o r  e a c h  s t a r ,  and a l I  t h e  o b s e r v e d  s t a r s  a r e  

p l o t t e d  on t h e  HR d i a g r a m .

F i g u r e  31 I s  t h e  r e s u l t  o f  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  

p r o c e s s  t o  t h e  M15 d a t a  g i v e n  by SKS.  T he  C a r s o n  

f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  f o r  M = 0 . 6 5  M+ and ( Y , Z )  = 

( 0 . 2 5 , 0 . 0 0 )  i s  a l s o  p l o t t e d .  ( T h i s  mass was c h o s e n  

b e c a u s e  I t  i s  t h e  one  u s e d  by C H C . )  T h e  p o i n t  o f  

i n t e r s e c t i o n  w i t h  t h e  l i n e  P = 0 d.5 5 i s  l og  ( L / L  + )  ~ 1 . 8 3  

f o r  t h i s  t y p e  I I  c l u s t e r .  A s s u m i n g  n e x t  t h e  mass  t o  be 

0 . 5 5  M*  ( a s  do C H C ) ,  t h e  d a t a  f o r  M3 ( S a n d a g e  1 9 8 1 )  y i e l d  

t h e  r e s u l t  I l l u s t r a t e d  i n  F i g u r e  3 2 .  T h e  l u m i n o s i t y  a t  

t h e  i n t e r s e c t i o n  p o i n t  i s  l og  ( L / L + )  ** 1 . 6 9 .  T h o u g h  t h e  

l u m i n o s i t y  f o r  t h e  M15 s t a r s  i s  h i g h e r  t h a n  p r e d i c t e d  by  

t h e  n o n l i n e a r ,  m o d e l s  i t  I s  as h i g h  as t h a t  d e r i v e d  by  

CHC .

I n F i g u r e  31 t h e r e  i s  an o v e r l a p  r e g i o n  wh e r e  

d i f f e r e n t  v a r i a b l e s  a r e  p u l s a t i n g  i n  t h e  f u n d a m e n t a l ,  

f i r s t  o v e r t o n e ,  a nd  m i x e d  mo d e s .  T h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  

e d g e  p a s s e s  t h r o u g h  t h e  m i d s t  o f  t h i s  o v e r l a p  r e g i o n  and



\0 ^

I * * '  a . l *

1 * ° ’

, A
------------------------------------------- ^ ~ » ^ . r r ................................ ......... .. .....

»  J  • » »  *  » \ a
* *  * # * *

. * * •  * *  * * r  , .................................................

*  *  *  * *  /  
* *  j V

+ ■■■— - -----------------f -  •— — .......... ...........  ..............- ...........

■ft*

« \ v̂
e£

G^

CO* * ' « V

,  f " v e . * '
o f  ,  0»



\ 0 -

titff it*

- l~ r  
*  *



s u p p o r t s  t h e  o s s u m p t i o n  t h a t  t h i s  t r a n s i t i o n  o c c u r s  a t  t he  

f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e .  Of  c o u r s e ,  a d i f f e r e n t  mass a n d / o r  

h e l i u m  c o n t e n t  w i l l  s o me wh a t  s h i f t  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  

f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  i n  t h i s  d i a g r a m .

CHC c l a i m  t h a t  t h i s  i s  a me t h o d  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  

h e l i u m  c o n t e n t .  I t  was shown by us ,  when t h e  l i n e a r  

r e s u l t s  we r e  r e p o r t e d ,  t h a t  t h e  mass e f f e c t s  on t h e  

f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  i s  s m a l l ,  p a r t i c u l a r l y  i n  t h e  0 . 6  M +

-  0 . 8  M + mass r a n g e .  T h e  e f f e c t  o f  t h e  h e l i u m  c o n t e n t ,  

h o w e v e r ,  i s  mo r e  s i g n i f i c a n t .  Any c o m p a r i s o n

i n c o r p o r a t i  ng t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  w i l l  be a good

i n d i c a t o r  o f  h e l i u m  a b u n d a n c e .  H o w e v e r ,  i t  a p p e a r s  t h a t  

t h i s  i s  a mor e  s u b t l e  d i  f f e r e n t i a t o r  o f  o p a c i t y .

When CHC made t h e i r  c o m p a r i s o n  u s i n g  b l u e  e d g e s  f o r  Y 

*  0 . 2 9 9 ,  t h e  o v e r l a p  r e g i o n  was s i t u a t e d  t o  t h e  r i g h t  o f  

t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e .  D e c r e a s i n g  t h e  h e l i u m  c o n t e n t  

t o  Y *  0 . 2 7 9  n a t u r a l l y  mov e s  t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e dge  

r e d w a r d .  H o w e v e r ,  i t  I s  i m p o r t a n t  t o  k e e p  i n  mi n d  t h a t  

t h e  b a s i s  f o r  t h e s e  c o m p a r i s o n s  i s  t h e  a s s u me d  l u m i n o s i t y  

a t  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  P = 0 ".5 5 ( o r  0 d.4 5 ) l i n e  w i t h

t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e .  I f  t h e  b l u e  e d g e  i s  s i m p l y

t r a n s l a t e d  i n  t h e  r e d w a r d  o r  b l u e w a r d  d i r e c t i o n  t h e  P =

0 d.5 5 ( o r  0 d.4 5 ) p o i n t  on t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  i s  

a l t e r e d .  T h i s  i n t e r s e c t i o n  p o i n t  c h a n g e s  w i t h  mass and Y 

as i l l u s t r a t e d  i n F i g u r e  3d f o r  t h e  t wo O o s t e r h o f f  g r o u p s  

i n  t h e  mass r a n g e  0. 4-  M*  t o  0 . 8  M* ( i n  i n t e r v a l s  o f  0 . 0 5  M*  

and f o r  h e l i u m  a b u n d a n c e s  o f  Y = 0 . 2 0 ,  0 . 2 5 ,  and 0 . 3 0 .  

T h e r e f o r e ,  i f  t h e  i n i t i a l  i n p u t  l u m i n o s i t y  i s  n o t  v a r i e d

as t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  i s  s h i f t e d  t h e  r e s u l t  w i l l  be

1 n e o n s ! s t e n t .
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T he  same M15 d a t a  a r e  p l o t t e d  i n  F i g u r e s  3 4 a ,  b w i t h  

f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t wo d i f f e r e n t  

c o m b i n a t i o n s  o f  mass  and h e l i u m  a b u n d a n c e .  I n t h e  CHC 

p l o t s  t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  f o r  Y » 0 . 2 9 9  i s  t o  t h e  

l e f t  o f  t h e  o v e r l a p  r e g i o n  and  i t  mov e s  r e d w a r d  when t h e  

g r a p h  i s  r e d r a w n  u s i n g  t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  f o r  Y = 

0 . 2 7 9 .  As c l e a r l y  s e e n  i n  F i g u r e s  3 4 a , b ,  d e c r e a s i n g  o r  

i n c r e a s i n g  t h e  mass  a n d / o r  Y d o e s  n o t  s i g n i f i c a n t l y  s h i f t  

t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  r e l a t i v e  t o  t h e  d a t a .  The  

r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h e  s t r o n g  p l a y o f f  b e t w e e n  Y and M.

The  o n l y  d i f f e r e n c e  i n  t h e  g r a p h s  i s  t h e  l u m i n o s i t y  mo v i n g  

t h e  d a t a  up o r  down .  T h i s  t y p e  o f  p l o t  w o u l d  g i v e  

s p e c i f i c  v a l u e s  f or '  M and Y i f  t h e  l u m i n o s i t i e s  of ,

RR L y r a e  s t a r s  i n  g l o b u l a r  c l u s t e r s  w e r e  known by some 

I n d e p e n d e n t  m e t h o d .  As a l r e a d y  d e s c r i b e d ,  t h i s  t y p e  o f  

c o m p a r i s o n  g r a p h  i s  s o l i d l y  b a s e d  on p u l s a t i o n  t h e o r y .

The  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  i s  c o n s i s t e n t l y  s i t u a t e d  i n  t h e  

m i d s t  o f  t h e  m i x e d  mode v a r i a b l e s .  S i n c e  t h e  o n l y  

d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  CHC m o d e l s  a nd  t h e  o n e s  i n  t h e  

C a r s o n  s u r v e y  i s  t h e  o p a c i t i e s  u s e d  f o r  t h e  c a l c u l a t i o n s  

i t  may be p o s s i b l e  t o  i n t e r p r e t  t h e s e  g r a p h s  as  

d i f f e r e n t i a t o r s  o f  t h e  o p a c i t y .  I n t h a t  c a s e  t h e  mo d e l s  

u s i n g .  C a r s o n  o p a c i t i e s  mo r e  c l o s e l y  r e s e m b l e  o b s e r v a t i o n s .

A s i m i l a r  d i a g r a m  f o r  t h e  M3 d a t a ,  p r e s e n t e d  i n  F i g u r e s  

3 5 a , b ,  shows t h e  t h e o r e t i c a l  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  

f a l l i n g  b e t w e e n  t h e  a b -  and c - t y p e  v a r i a b l e s .

I n t e r e s t I n g I y , t h e  c o r r e s p o n d i n g  CHC p l o t  f o r  t h e  same M 

a nd  Y i s  s i m i l a r  t o  F i g u r e  3 2 ,  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r e l a t i v e  

p o s i t i o n s  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  b l u e  e d g e  and  t h e  o b s e r v e d  

s t a r s .
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O b s e r v a t i o n s  o f  t h e  b l u e  e d g e s  o f  t h e  g l o b u l a r  

c l u s t e r s  c a n  now be u s e d  I n  a t h i r d ,  i n d e p e n d e n t  

d e r i v a t i o n  o f  t h e  ma s s e s  and h e l i u m  a b u n d a n c e s .  T h i s  

a p p r o a c h  has  r a r e l y  b e e n  I n v o k e d  I n mod e l  c o m p a r i s o n s ,  and  

no p r e v i o u s  i n v e s t i g a t o r  ha s  a t t e m p t e d  t o  r e a c h  t h i s  l e v e l  

o f  mode l  j u s t i f i c a t i o n .  S p e c i f i c a l l y ,  t h e  u n r e d d e n e d  

c o l o r s  o f  t h e  s h o r t e s t  p e r i o d  RR L y r a e  s t a r s  h a v e  b e e n  

c o l l e c t e d  f r o m p a p e r s  by S a n d a g e  and c o w o r k e r s  ( 1 9 8 1 ,

1 9 8 2 )  a nd  D e u p r e e  ( 1 9 7 7 ) .  T h e s e  c o l o r s  h a v e  t h e n  b e e n  

c o n v e r t e d  t o  e f f e c t i v e  t e m p e r a t u r e s  u s i n g  t h e  S e l l  

c a l i b r a t i o n  ( B u t l e r ,  D i c k e n s ,  and Epps  1 9 7 8 ) .  O t h e r  

c o l o r  -  t e m p e r a t u r e  c o n v e r s i o n s  w e r e  c o n s i d e r e d  ( O k e ,  

G i v e r ,  a nd  S e a r l e  1 9 6 2 ,  D i c k e n s  1 9 7 0 ) ,  b u t  t h e  B e l l  

c a l i b r a t i o n  was c h o s e n  s i n c e  S a n d a g e ,  Co x ,  and r e s p e c t i v e  

w o r k e r s  a p p l i e d  t h i s  c a l i b r a t i o n  I n  t h e i r  s t u d i e s .  When 

t h e  u n r e d d e n e d  c o l o r s  w e r e  a p p l i e d  t o  t h e  D i c k e n s  

c a l i b r a t i o n  t h e  d i f f e r e n c e  i n l og  T # f r o m t h e  B e l l  v a l u e s  

was a t  mo s t  ~ 0 . 0 1 .  The  c o n v e r t e d  c o l o r  d a t a  a r e  h e r e  

s u p e r i m p o s e d  on p l o t s  o f  t h e  C a r s o n  f i r s t  o v e r t o n e  b l u e  

e d g e s  f o r  v a r y i n g  p a r a m e t e r s  I n  F i g u r e  3 6 .

S u r p r i s i n g l y ,  g i v e n  t h e  u n c e r t a i n t i e s  w h i c h  a t t e n d  

t h e  p r o c e s s i n g  o f  t h e  r aw c o l o r s ,  and t h o s e  I n v o l v e d  i n  

t h e  c o n v e r s i o n  t o  e f f e c t i v e  t e m p e r a t u r e s , t h e  t e m p e r a t u r e  

s p a n  o f  t h e  o b s e r v e d  b l u e  e d g e s  i s  q u i t e  s m a l l .  T h e  u p p e r  

and l o w e r  l i m i t s  t o  t h e  o b s e r v e d  l u m i n o s i t i e s  a r e  t a k e n  

f r o m  S a n d a g e  ( 1 9 7 0 ) ,  who s t a t e s  t h a t  <My> ~ + 0 . 6  0 . 2  f o r

t h e  RR L y r a e  s t a r s  i n  M3,  M1 5 ,  a nd  M9 2 .  A r e c t a n g u l a r

e r r o r  box  I s  d r a wn  i n  F i g u r e  36  ( d a s h e d  l i n e s ) ;  t h e  w i d t h  

c o r r e s p o n d s  t o  t h e  t e m p e r a t u r e  r a n g e  o f  t h e  o b s e r v e d  b l u e  

e d g e s  and  t h e  l e n g t h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  s p a n  i n
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mor e  p r e c i s e  v a l u e s  o f  b a s i c  p a r a m e t e r s  t h a n  t h o s e  d e r i v e d  

f r o m t h e  n o n l i n e a r  s u r v e y .  . H o w e v e r ,  i t  d i d  p r o v i d e  

s e v e r a l  m e t h o d s  o f  a p p r o a c h  and t h e  p o s s i b i l i t y  o f  

a c h i e v i n g  mor e  e x a c t  RR L y r a e  p a r a m e t e r s  i n  t h e  f u t u r e .

I t  a l s o  e s t a b l i s h e d  t h a t  t h e  C a r s o n  b l u e  e d g e s  f o r  m o d e l s  

w i t h  M = 0 . 6  M+,  Y -  0 . 2 5 ,  a n d  l og  ( L / L + )  ~ 1 . 7  a r e  e a s i l y  

c o m p a t i b l e  w i t h  o b s e r v e d  b l u e  e d g e s .

5 . 3  C o n c l u d i n g  R e ma r k s

By means  o f  bu mps ,  humps ,  s h o u l d e r s ,  and o t h e r  

r e l a t e d  q u a n t i t i e s ,  l i g h t  a nd  v e l o c i t y  c u r v e s  o f  RR L y r a e  

s t a r s  h a v e  b e e n  t h e o r e t i c a l l y  and o b s e r v a t i o n a  I I y  s t u d i e d .  

The  ma i n  p u r p o s e  o f  t h i s  t h e s i s  was t o  o b t a i n  b e t t e r  

u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  n a t u r e  o f  t h e s e  v a r i a b l e s .  I n 

s t u d y i n g  t h e  f i n e  d e t a i l s  I t  was s i m p l e  t o  p u t  a s i d e  t h e  

i m p o r t a n c e  o f  v a r i a b l e  s t a r s  on t h e  g r a n d e r  s c a l e  Tn 

a s t  r o n o m y .

K n o wi n g  t h e  he I I urn a b u n d a n c e  o f  RR L y r a e  s t a r s  i n  

g l o b u l a r  c l u s t e r s ,  c o s m o I o g  i s t s  w i l l  h a v e  a b e t t e r  v a l u e  

f o r  t h e  p r i m o r d i a l  h e l i u m  c o n t e n t  o f  o u r  g a l a x y .  By a l s o  

k n o w i n g  t h e  l u m i n o s i t i e s  o f  t h e s e  s t a r s ,  t h e  g a l a c t i c  

d i s t a n c e  s c a l e  can  be d e t e r m i n e d  mo r e  a c c u r a t e l y .  RR L y r a e  

s t a r s  h a v e  b e e n  o b s e r v e d  t h r o u g h  B a a d e ' s  wi n d o w i n  

t h e  g a l a c t i c  n u c l e u s .  M o r e o v e r ,  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  

g l o b u l a r  c l u s t e r s  a r o u n d  t h e  g a l a c t i c  b u l g e  c a n  a l s o  be  

c a l c u l a t e d  i f  r e l i a b l e  d i s t a n c e s  t o  t h e  c l u s t e r  RR L y r a e  

s t a r s  a r e  a v a l l a b l e .  T h e r e f o r e ,  t h e  d i s t a n c e  t o  t h e  

g a l a c t i c  c e n t e r  can  be d e t e r m i n e d  I f  we h a v e  f u l l  

k n o w l e d g e  o f  t h e s e  p u l s a t i n g  s t a r s .

C o m b i n i n g  t h e  l u m i n o s i t i e s  and h e l i u m  a b u n d e n c e s  o f



I l H

RR L y r a e  s t a r s  w i t h  r e s u l t s  o f  s t e l l a r  e v o l u t i o n  

c a l c u l a t i o n s  f o r  h o r i z o n t a l  b r a n c h  s t a r s ,  t h e  a g e s  o f  

P o p u l a t i o n  I I  s t a r s  a r e  d e r i v e d ,  and  h e n c e  t h e  age  o f  t h e  

U n i v e r s e .  I t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  p u r s u i t  o f  t h e  d e t a i l s  o f  

p u l s a t i n g  s t a r s  s h o u l d  be c o n t i n u e d  s i n c e  t h e s e  a r e  

I m p o r t a n t  I n  d e v e l o p i n g  o u r  k n o w l e d g e  a b o u t  t h e  U n i v e r s e .



115

REFERENCES

A b t .  H.  A.  1 9 5 9 ,  A p .  , 1 3 0 ,  8 2 4 .

B a k e r ,  N.  H . ,  and  K T p p e n h a h n ,  R.  1 9 6 2 ,  Z a .  f .  A p . ,  5 4 ,  1 1 4 .

. 1 9 6 5 ,  Z b .  f .  A p . ,  6 3 ,  8 6 8 .

B a k e r ,  N.  H . ,  and  v on  S e n g b u s c h ,  K.  1 9 6 9 ,

M i t t .  A a t r .  G e a e I l a o h a f t , No.  3 7 ,  p . 1 6 2 .

B o h m - V f t e n s e , E . ,  S z k o d y ,  P . ,  WaI  I e r s t e i  n,  G . ,

a n d  I b e n ,  1 . ,  J r .  1 9 7 4 ,  A p .  J . ,  1 9 4 ,  1 2 5 .

B o n s a c k ,  W. K.  1 9 5 7 ,  Ap .  J . ,  1 3 8 ,  2 9 1 .

B u t l e r ,  D.  1 9 7 5 ,  A p .  J . ,  3 0 0 ,  6 8 .

B u t l e r ,  D . ,  D i c k e n s ,  R.  J . ,  and E p p s ,  E,  1 9 7 8 ,

Ap .  J . ,  3 3 5 , 1 4 8 .

C a r s o n ,  T .  R.  1 9 7 6 ,  I n n .  R e v .  o f  A a t r .  a nd  A p . , 1 4 ,  9 5 .

C a r s o n ,  T .  R . ,  M a y e r s .  0 .  F . ,  a nd  S t l b b s ,  D.  W. N.  1 9 6 8 ,

M . N . R . A . S . , 1 4 0 ,  4 8 3 .

C a r s o n ,  T .  R . ,  and  S t o t h e r s ,  R.  1 9 7 6 ,  Ap .  J . ,  30 4 ,  4 6 1 .

C a r s o n ,  T .  R . ,  a nd  S t o t h e r s ,  R . ,  a nd  V e m u r y ,  S.  K.  1 9 7 8 ,

A p .  J . .  3 3 5 ,  9 3 9 .

. 1 9 8 1 ,  A p .  S . ,  3 4 4 ,  2 3 0 .

C a s t o r ,  J .  I .  1 9 7 1 ,  A p .  J .  ,  1 6 8 ,  1 0 9 .

C h r i s t y ,  R.  F .  1 9 6 4 ,  R e v .  Mod.  P h y a . ,  3 6 .  5 5 5 .

. 1 9 6 6 ,  A p .  J . ,  1 4 4 ,  1 0 8 .

. 1 9 6 7 ,  I n  M e t h o d a  o f  C o m p u t a t i o n a l  P h y s i c s  ,

e d .  B.  A d l e r  ( L o n d o n :  A c a d e m i c  P r e s s ) ,  p.  1 9 1 .

. 1 9 6 8 ,  Q u a r t .  J .  R.  A.  S . ,  9 ,  1 3 .

C o x ,  A.  N.  1 9 8 0 A ,  S p a .  S e t .  R e v . ,  3 7 ,  4 7 5 .

Co x ,  A.  N . ,  H o d s o n ,  S.  W , ,  a nd  C l a n c y ,  S.  P.  1 9 8 3 ,  

p r e p r i n t .



Co x .  A.  N . ,  K i n g ,  D.  S . ,  and  H o d s o n ,  S.  W. 1 9 8 0 ,  A p .  J . ,  

8 3 8 .  2 1 9 .

C o x ,  A.  N . ,  and S t e w a r t ,  J .  N.  1 9 6 5 .  A p .  J .  S u p p l . ,  9 4 ,  1 

. 1 9 7 1 ,  p r i v a t e  c o mmun1 c a t t o n  w i t h  T u g g l e

a n d  I ben (  1 9 7 2 )

C o x ,  J .  P.  1 9 6 3 ,  A p .  J . ,  1 3 8 ,  4 8 7 .

. 1 9 6 4 ,  Ap .  J . ,  1 4 0 ,  4 8 5 .

. 1 9 7 4 ,  He p .  P r o g .  P h y s . , 3 7 ,  5 6 3 .

. 1 9 8 0 J ,  T h e o r y  o f  S t e l l a r  P u l s a t i o n

( P r i n c e t o n :  P r i n c e t o n  U n i v e r s i t y  P r e s s )

C o x ,  J .  P . ,  and G u l l l ,  R.  T .  1 9 6 8 ,  P r i n c i p l e s  o f  

S t e l l a r  S t r u c t u r e  ( New Y o r k :  G o r d o n  and  B r e a c h ) .

D e u p r e e ,  R.  G.  1 9 7 7 ,  A p .  J . ,  3 1 4 ,  5 0 2 .

D i c k e n s ,  R.  J .  1 9 7 0 ,  j ip .  / .  S u p p l .  ,  2 2 ,  2 4 9 .

E d d l n g t o n ,  A.  S.  1 9 2 6 ,  The  I n t e r n a l  C o n s t i t u t i o n

o f  t h e  S t a r s ,  ( C a m b r i d g e :  C a m b r i d g e  U n i v e r s i t y  P r e s s ;

a l s o  a v a i l a b l e  as  a D o v e r  p a p e r b a c k .  1 9 5 9 )

. 1 9 4 1 ,  M . N . R . A . S . ,  1 0 1 ,  1 8 2 .

. 1 9 4 2 ,  M . N . R . A . S . ,  1 0 2 ,  1 5 4 .

E p p s ,  E . ,  and S i n c l a i r ,  J .  1 9 7 3 ,  0 6 s . ,  9 3 ,  7 8 .

N a r d l e ,  R.  H.  1 9 5 5 ,  A p .  J .  ,  1 2 8 ,  2 5 6 .

H I M ,  S.  J .  1 9 7 2 ,  A p .  1 7 8 ,  7 9 3 .

1 b e n , I ,  J r .  1 9 7 1 a ,  A p .  J . ,  1 8 6 ,  1 3 1 ,

. 1 9 7 1 b ,  P u b .  A.  S .  P . ,  8 3 ,  6 9 7 .

I b e n ,  I ,  J r . ,  and  H u c h r a ,  J .  1 9 7 1 ,  A e t r .  a n d  A p . ,  1 4 ,  2 9 3

K a p l a n ,  W. 1 9 6 4 ,  E l e m e n t s  o f  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  

E q u a t i o n s  ( R e a d i n g ,  Ma s s :  A d d i s o n  -  W e s l e y ) .

K l n m a n ,  T .  D . ,  1 9 5 9 ,  M . N . R . A . S . ,  1 1 9 ,  5 3 8 .

. 1 9 6 1 ,  R . O . B . ,  3 7 ,  1 5 1 .



L e d o u x ,  P . ,  a nd  Ha l  r a v e n ,  T h .  1 9 5 8 ,  E a n d b u c h  d e r  P h y s x k ,

e d .  S.  F l u g g e  ( B e r l i n :  S p r i n g e r  -  V e r l a g ) ,  5 1 ,  3 5 3 .

L u b ,  J .  1 9 7 7 ,  A a t r .  a n d  A p .  S u p p l . ,  2 9 ,  3 4 5 .

M u l l e r ,  A.  B.  1 9 5 3 ,  B u l l .  A a t r .  I n s t .  Af a t h e r l a n d s ,  1 2 ,  1 

Ok e ,  J .  B.  1 9 6 6 ,  A p .  J . ,  1 4 9 ,  4 1 8 .

Ok e ,  J .  B . ,  a nd  B o n s a c k ,  W. 1 9 6 0 ,  A p .  J . ,  1 3 2 ,  4 1 7 .

Ok e ,  J .  B . ,  G i v e r ,  L.  P . ,  and  S e a r l e ,  L .  1 9 6 2 ,  Ap .  J . ,  

1 3 6 ,  3 9 3 .

O o s t e r h o f f ,  P.  T h .  1 9 3 9 ,  0 b s e r u a t o r y , 6 3 ,  1 0 4 .

P a c z y n s k I ,  B.  1 9 6 5 ,  ACTA A s t r . ,  1 5 ,  1 1 5 .

P r e s t o n ,  G.  W. 1 9 6 1 ,  A p .  J . ,  1 3 4 ,  6 3 3 .

. 1 9 6 5 ,  A p .  J . .  1 4 2 ,  1 2 6 2 .

P r e s t o n ,  G.  t f . ,  a nd  P a c z y n s k I ,  B.  1 9 6 4 ,  A p .  J . ,  1 4 0 ,  181

P r e s t o n ,  G.  W . ,  Smak ,  J .  I . ,  a nd  P a c z y n s k t ,  B.  1 9 6 5 ,

A p .  J .  S u p p l . ,  1 3 ,  9 9 .

R a d z I s z e w s k I , W.  1 9 6 5 ,  ACTA A a t r .  1 5 ,  2 5 3 .

R o o d ,  R.  T .  1 9 7 1 ,  A p .  J . .  1 6 9 ,  1 9 1 .

S a n d a g e ,  A.  1 9 7 0 ,  A p .  J . , 1 6 2 ,  8 4 1 .

. 1 9 8 1 ,  A p .  J . , 2 4 8 ,  1 6 1 .

S a n d a g e ,  A . ,  K a t e m ,  B.  N . ,  a nd  S a n d a g e ,  M.  1 9 8 1 ,

A p .  J .  S u p p l . ,  4 0 ,  4 1 .

S a n f o r d ,  R.  F ,  1 9 3 5 ,  A p .  J . ,  0 1 ,  1 4 9 .

. 1 9 4 9 .  A p .  J . ,  1 0 9 ,  2 0 8 .

S i m o n ,  N.  R . ,  a n d  S c h m i d t ,  E.  G.  1 9 7 6 ,  A p .  J . ,  2 0 5 ,  1 6 2 .

S p i n r a d ,  H,  1 9 6 1 ,  j4j>. J .  ,  1 3 3 ,  4 7 9 .

S t e f  I T n g w e r f ,  R.  F .  1 9 7 5 ,  A p .  J . ,  1 9 5 ,  4 4 1 .

S t a b l e ,  R.  S.  1 9 6 9 .  M . N . R . A . S . . 1 4 4 ,  4 6 1 .

. 1 9 7 1 ,  A p .  / . ,  1 8 0 , 3 8 1 .



S t o t h e r s ,  R.  1 9 7 4 ,  A p .  J . t  1 9 4 ,  6 9 5 .

. 1 9 8 1 ,  A p .  J . , 2 4 7 ,  9 4 1 .

S t r u v e ,  0 . ,  a nd  B l a a u w ,  A.  1 9 4 8 ,  A p .  

S t r u v e ,  0 , ,  a nd  v a n  H o o f ,  A.  1 9 4 9 ,  A p .  J  

T I f f t ,  W. G.  1 9 6 4 ,  A p .  J . ,  1 3 9 ,  4 5 1 .  

T T f f t ,  W. G . .  a nd  S m i t h ,  H.  J .  1 9 5 8 ,  A p .  

T u g g l e ,  R.  S . ,  and I b e n ,  I .  J r .  1 9 7 2 ,  Ap  

v a n  A l b a d a ,  T .  S . ,  and B a k e r ,  N,  H.  1971  

. 1 9 7 3 ,  A p .  J . .  1 8 5 ,  4 7 7 .

V a r s a v s k y ,  C.  M.  1 9 6 0 ,  A p .  J . ,  1 3 1 ,  6 2 3 .

V e m u r y ,  S.  K . ,  and S t o t h e r s ,  R.  1 9 7 8 ,  A p  

Y o u n g ,  0 .  M. ,  a nd  G r e g o r y ,  R.  T .  1 9 7 2 ,  A 

JVume r i oa t  M a t h e m a t i c s  ( R e a d i n g ,  Mos s :  

Z h e v a k l n ,  S.  A.  1 9 5 2 ,  M u s s .  A s t r o n .  J . .

1 9 6 3 ,  A n n .  i t e v .  o f  A s t r .  a n d  A p . r

1 0 8 ,  6 0 .

. .  1 0 9 ,  2 1 5 .

, 1 2 7 ,  5 9 1 .

. ,  1 7 8 ,  4 5 5 .

, A p .  J . , 1 0 9 ,  3 1 1 .

. J . ,  2 2 5 ,  9 3 9 .

S u r v e y  o f  

Add I s o n  -  Wes I e y ) .  

2 9 .  3 7 .

e d .  L.  G o l d b e r g ,


