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ABSTRACT

NUMERICAL METHODS FOR MULTIDIMENSIONAL 

MODELING OF MIS DEVICES

uy

A n d r e s  G. F o r t i n o

A d v i s o r i  J o s e p h  S.  Nadan

The DC a n d  s m a l l  s i g n a l  AC o p e r a t i o n  o f  MIS 

d e v i c e s  u n d e r  e q u i l i b r i u m  c o n d i t i o n s  i n  o n e  a n d  two 

s p a t i a l  d i m e n s i o n s  i s  i n v e s t i g a t e d .  A v a r i e n t  o f  

G u m m e l ' s  a l g o r i t h m  i s  i m p l e m e n t e d  f o r  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  

DC s t u d y  o f  MIS c a p a c i t o r s .  A o n e - s t e p  i t e r a t i v e  m e t h o d ,  

SOR-Newton ,  i s  a p p l i e d  w i t h  s u c c e s s  t o  t h e  s e m i c o n d u c t o r  

n o n l i n e a r  P o i s s o n  e q u a t i o n  i n  two d i m e n s i o n s .  The 

m e t h o d  o f  c o m p l e m e n t a r y  f u n c t i o n s ,  w i t h  r e c o n d i t i o n i n g ,  

i s  a p p l i e d  t o  t h e  a n a l y s i s  o f  MOS c a p a c i t o r s .  The 

a d m i t t a n c e  o f  i n h o m o g e n e o u s l y  d o pe d  MOS c a p a c i t o r s  i s  

p r e s e n t e d .  F a v o r a b l e  c o m p a r i s o n s  a r e  made t o  c l a s s i c a l  

a n a l y s i s  o f  t h e  s m a l l  s i g n a l  p r o b l e m  i n  o n e  d i m e n s i o n .

The m e t h o d  o f  c o m p l e m e n t a r y  f u n c t i o n s  i s  e x t e n d e d  t o  

two s p a t i a l  d i m e n s i o n s  t o  s t u d y  t h e  s m a l l  s i g n a l  AC 

p r o b l e m .  A two d i m e n s i o n a l  s t r u c t u r e ,  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  

v a r a c t o r  i s  s t u d i e d  a n d  r e p o r t e d .



To

K a t h l e e n . . .

v



ACKNOWLEDGEMENTS

To t h e  C i t y  C o l l e g e  o f  New Y o r k  f o r  t h e i r  

f i n a n c i a l  s u p p o r t ,  i n  p a r t i c u l a r  t o  C . U .N .Y .  f o r  t h e i r  

a w a r d  FRAP No,  10 5 9 8 . . .

To IBM f o r  t h e i r  t e c h n i c a l  a s s i s t a n c e  i n  t h e  

r e p r o d u c t i o n  o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n . , .

To my c o l l e a g u e s  a t  C i t y  C o l l e g e ,  M i c h a e l  

C a s c i o n e , Raymond C a m i s a ,  L a r r y  K u r o w s k i ,  J a c k  M a n d e l m a n ,  

Co lman  Wong,  a n d  o t h e r s . . .

To D r ,  Thomas G e r s o n  f o r  many y e a r s  o f  g e n e r o u s  

c o l l a b o r a t i o n . . .

To P r o f e s s o r s  J a c q u e s  B e n v e n i s t e ,  M o r r i s  

E t t e n b e r g ,  D o n a l d  G o l d f a r b  a n d  P a u l  K a r m e l  f o r  t h e i r  

i n t e l l e c t u a l  s u p p o r t  an d  e n c o u r a g e m e n t . . .

To D r .  W i l l i a m  R o s e n b e r g  f o r  a s s i s t a n c e  i n  a l l  

m a t t e r s i  f i n a n c i a l ,  i n t e l l e c t u a l  a n d  e m o t i o n a l . . .

To my f r i e n d ,  a d v i s o r  a nd  m e n t o r ,  P r o f e s s o r  

J o s e p h  S.  N a d a n ,  f o r  b e l i e v i n g  i n  me an d  p r o v i d i n g  

t h e  l e a d e r s h i p  f o r  t h i s  w o r k . . .

To my f a m i l y  f o r  t h e  many y e a r s  o f  u n d e r s t a n d i n g  

e s p e c i a l l y  M a r i e  Grimm f o r  h e r  h e l p  f r e e l y  g i v e n . . .

To my p a r e n t s  f o r  t h e i r  l o v e  a n d  e n c o u r a g e m e n t . .

F i n a l l y ,  t o  K a t h l e e n ,  my f r i e n d ,  f o r  whom t h i s  

w o r k  was  a  l a b o r  o f  l o v e . . .

I  o f f e r  my s i n c e r e  t h a n k s .



TABLE OF CONTENTS

C h a p t e r

1 . INTRODUCTION

1 . 1  O r g a n i z a t i o n
1 . 2  H i s t o r i c a l  B a c k g r o u n d  a n d  M o t i v a t i o n
1 . 3  C h a r a c t e r i z a t i o n  o f  t h e  E l e c t r o n i c  

O p e r a t i o n  o f  S e m i c o n d u c t i v e  a n d  
I n s u l a t i n g  Me d ia

2 .  THE DC MODELS IN ONE AND TWO SPATIAL 
DIMENSIONS

2 . 1  I n t r o d u c t i o n
2 . 2  The DC Mode l  i n  One D i m e n s i o n
2 . 3  The DC Mode l  i n  Two D i m e n s i o n s
2 . ^  R e s u l t s  o f  S t u d i e s  w i t h  t h e  One 

D i m e n s i o n a l  DC M o d e l s
2 . 5  R e s u l t s  o f  S t u d i e s  w i t h  t h e  Two 

D i m e n s i o n a l  DC A l g o r i t h m

3 .  THE SMALL SIGNAL AC MODEL IN ONE SPATIAL
DIMENSION

3 . 1  I n t r o d u c t i o n
3 . 2  The S t r u c t u r e  a n d  S m a l l  S i g n a l  AC 

E q u a t i o n s  i n  One S p a t i a l  D i m e n s i o n
3 . 3  The  N u m e r i c a l  M e t h o d  o f  S o l u t i o n -  

The M e th o d  o f  C o m p l e m e n t a r y  F u n c t i o n s  
a n d  R e c o n d i t i o n i n g  O p e r a t i o n s

3 . 4  The C a l c u l a t i o n  o f  t h e  S m a l l  S i g n a l  AC 
A d m i t t a n c e  i n  One S p a t i a l  D i m e n s i o n

3 . 5  The T o t a l  S o l u t i o n
3 . 6  S t u d i e s  o f  t h e  G r a m - S c h m i d t  R e s u l t s  a n d  

O t h e r  O b s e r v a t i o n s  on  t h e  A l g o r i t h m

*+. THE SMALL SIGNAL AC MODEL IN TWO SPATIAL 
DIMENSIONS

vii

P a g e

1

3
5

13
15
32
60

81

100
102

115

133

167
I 85



*1.1 I n t r o d u c t i o n

4 . 2  The S t r u c t u r e  a n d  S m a l l  S i g n a l  AC 
E q u a t i o n s  i n  Two S p a t i a l  D i m e n s i o n s

4 . 3  The T h e o r y  o f  t h e  M e th od  o f  C o m p l e m e n t a r y  
F u n c t i o n s  f o r  E l l i p t i c  P a r t i a l  D i f f e r e n ­
t i a l  E q u a t i o n s

4 . 4  The S m a l l  S i g n a l  AC E q u a t i o n s  i n  Two 
D i m e n s i o n - N u m e r i c a l  M e t h o d  o f  S o l u t i o n  
a n d  I m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  A l g o r i t h m

4 . 5  The T h r e e  T e r m i n a l  V a r a c t o r - S m a l l  S i g n a l  
AC A n a l y s i s  i n  Two D i m e n s i o n s

5 .  SUMMARY

A p p e n d i c e s

A. H i g h  F r e q u e n c y  Model  o f  t h e  G e n e r a t i o n -  
R e c o m b i n a t i o n  Me ch a n i sm

B. S t a b i l i t y  A n a l y s i s  o f  t h e  N u m e r i c a l  
M e th o d  U se d  i n  t h e  S o l u t i o n  o f  t h e  N o n l i n e a r  
P o i s s o n  E q u a t i o n

C. A n a l y s i s  o f  M e a s u r e d  MIS C a p a c i t a n c e - V o l c a g e  
C u r v e s

D. V e r i f i c a t i o n  o f  t h e  L a t e r a l  B o u n d a r y  A p p r o x i ­
m a t i o n  i n  t h e  Two D i m e n s i o n a l  P r o b l e m

E. A l g o r i t h m  L i s t i n g s

R e f e r e n c e s

A u t o b i o g r a p h i c a l  S t a t e m e n t



LIST OF TABLES

P e r t i n e n t  c o n s t a n t s  e m p l o y e d  i n  
d e v i c e  a n a l y s i s .

G r i d  d a t a  f o r  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t s  
2 a n d  3 ■

One d i m e n s i o n a l  s o l u t i o n  o f  t h e  s m a l l  
s i g n a l  AC p r o ' b l e m - - A  c o m p a r i s o n  o f  
c l a s s i c a l  a n d  s h o o t i n g  m e t h o d s .



LIST OF ILLUSTRATIONS

F i g u r e

1*1 E n e r g y  b a n d  d i a g r a m  s h o w i n g  d e f i n i t i o n
o f  t h e  p o t e n t i a l  V ( x ) ,

2 . 1 a  One d i m e n s i o n a l  MIS s t r u c t u r e  and
p e r t i n e n t  DC e q u a t i o n s .

b One d i m e n s i o n a l  MIS s t r u c t u r e  s h o w i n g
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a n d  t y p i c a l  s o l u t i o n .

2 , 2 a  D i s c r e t i z a t i o n  o f  t h e  x a x i s  and
s o l u t i o n  w i t h  a g r i d .

b U n i f o r m  on e  d i m e n s i o n a l  g r i d .
c N o n u n i f o r m  one  d i m e n s i o n a l  g r i d .

2 . 3  M a t r i x  s y s t e m  f o r  t h e  o ne  d i m e n s i o n a l  
d i s c r e t i z e d  p o t e n t i a l .

2 . 4  C o m p u t a t i o n a l  f l o w c h a r t  o f  s u b r o u t i n e  
VDC1D u s e d  t o  s o l v e  f o r  t h e  on e  d i m e n ­
s i o n a l  p o t e n t i a l .

2 . 5 a  G e n e r a l  two d i m e n s i o n a l  s t r u c t u r e
c o n s i d e r e d .

b F i n i t e  b o u n d a r i e s  on  t h e  two d i m e n s i o n a l
d e v i c e .

c S i m p l e  e x a m p l e  t o  s t u d y  b o u n d a r y
a p p r o x i m a t i o n .

2 . 6  T y p i c a l  u n i f o r m  g r i d  s t r u c t u r e .

2 . 7  T y p i c a l  n o n u n i f o r m  g r i d  s t r u c t u r e .

2 . 8 a  F i v e  p o i n t  u n i f o r m  d i s c r e t i z a t i o n  g r i d
e m p l o y e d  i n  d i s c r e t i z i n g  t h e  L a p l a c i a n .

b N o n u n i f o r m  f i v e  p o i n t  d i s c r e t i z a t i o n
g r i d .

c D i s c r e t i z a t i o n  g r i d  a t  t h e  i n s u l a t o r -
s e m i c o n d u c t o r  i n t e r f a c e  e m p l o y e d  i n  
d i s c r e t i z i n g  G a u s s '  Law.

2 . 9  M a t r i x  s y s t e m  f o r  two d i m e n s i o n a l  
d i s c r e t i z e d  p o t e n t i a l .

2 . 1 0  A c c e l e r a t e d  N e w t o n ’ s m e t h o d .

P a g e

7

16

21

28

29

33

36

36

37 

39

42

44

x



47

48

52

55

56

58

59

61

62

66

70

71

73

74

76

77

G r a p h i c a l  e x a m p l e  o f  t a k i n g  t h e  f i r s t  
p a r t  o f  a  SOR-Newton s t e p .

C o m p l e t i n g  t h e  SOR-Newton s t e p .

D e c o m p o s i t i o n  o f  t h e  two d i m e n s i o n a l  
s t r u c t u r e  i n t o  o n e  d i m e n s i o n a l  s t r i p s  
f o r  t h e  g e n e r a t i o n  o f  an  i n i t i a l  
g u e s s .

E r r o r  c i r t e r i a  v e r s u s  r e l a x a t i o n  p a r a ­
m e t e r  o b t a i n e d  e x p e r i m e n t a l l y  f o r  t h e  
t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r  s t r u c t u r e .

E r r o r  c r i t e r i a  v e r s u s  n u m b e r  o f  
i t e r a t i o n s  f o r  v a r y i n g  r e l a x a t i o n  
p a r a m e t e r .

C o m p u t a t i o n a l  f l o w c h a r t  o f  M I N  t o  
s o l v e  f o r  t h e  DC p o t e n t i a l  i n  two 
d i m e n s i o n s ,

C o m p u t a t i o n a l  f l o w c h a r t  o f  
s u b r o u t i n e  VDC2D.

One d i m e n s i o n a l  p o t e n t i a l  s o l u t i o n  
a s  a  f u n c t i o n  o f  d i s t a n c e  f o r  v a r y ­
i n g  g a t e  b i a s e s .

G a t e  c h a r g e  a s  a  f u n c t i o n  o f  s u r f a c e  
p o t e n t i a l .

G a t e  c h a r g e  a s  a  f u n c t i o n  o f  g a t e  
v o l t a g e  s h o w i n g  d e f i n i t i o n  o f  .

R e s u l t s  o f  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t  3*

R e s u l t s  o f  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t  2 ,

C o s t  f a c t o r  v e r s u s  a c c u r a c y  c r i t e r i a  
f o r  t h e  g e n e r a t i o n  o f  a  p a r t i c u l a r  
Cd c -V c u r v e .

A c c u r a c y  c r i t e r i a  v e r s u s  nu m ber  o f  
i t e r a t i o n s  s h o w i n g  b r e a k p o i n t .

I d e a l  l i n e a r l y  g r a d e d  j u n c t i o n  d o p i n g  
p r o f i l e  o f  a n  MOS-PN j u n c t i o n .

I n c r e m e n t a l  c a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e s  
f o r  t h e  MOS-PN j u n c t i o n .

xi



78

79

82

8 ^

86

89

90

91

92

93

95

96

97

98

P o t e n t i a l  p r o f i l e s  o f  an  MOS-PN j u n c t i o n  
s h o w i n g  s w e e p i n g  o u t  o f  t h e  e p i t a x i a l  
r e g i o n .

P o t e n t i a l  p r o f i l e  s h o w i n g  no s w e e p i n g  
o u t  o f  t h e  e p i t a x i a l  r e g i o n  du e  t o  h i g h  
e p i t a x i a l  d o p i n g .

T h r e e  t e r m i n a l  MOS v a r a c t o r  s t r u c t u r e  
s t u d i e d .

G r i d  s t r u c t u r e  e m p l o y e d  i n  t h e  two 
d i m e n s i o n a l  a n a l y s i s  o f  t h e  t h r e e  
t e r m i n a l  v a r a c t o r .

I d e a l  p o t e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  f o r  an  
i n f i n i t e s i m a l  g a p .
The  d i s c r e t i z e d  p o t e n t i a l  a t  an  
e x t e r i o r  p o i n t .
D i s c r e t i z a t i o n  g r i d  f o r  e x t e r i o r  r e g i o n  
e m p l o y e d  i n  t h e  p o t e n t i a l  c a l c u l a t i o n .

S u r f a c e  p o t e n t i a l  o f  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  
v a r a c t o r  (V2=0 v ) .

S u r f a c e  p o t e n t i a l  o f  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  
v a r a c t o r  (V2= - l v ) .

S u r f a c e  p o t e n t i a l  o f  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  
v a r a c t o r  (V2= 2 v ) .

S u r f a c e  p o t e n t i a l  o f  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  
v a r a c t o r  (V2= 2 v ) .

S u r f a c e  p o t e n t i a l  o f  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  
v a r a c t o r  (V2= 2 v ) .

C o m p a r i s o n  o f  s u r f a c e  p o t e n t i a l  f o r  
v a r i o u s  g a p  s i z e s  a n d  b i a s e s  o f  t h e  
t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r .

S u r f a c e  c a r r i e r  c o n c e n t r a t i o n  f o r  v a r i o u s  
g a p  s i z e s  o f  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r ,

P o t e n t i a l  a l o n g  t h e  a i r - i n s u l a t o r  
i n t e r f a c e  a s  a  f u n c t i o n  o f  p o s i t i o n  
f o r  v a r y i n g  a p p l i e d  v o l t a g e s .

P o t e n t i a l  a l o n g  t h e  a i r - i n s u l a t o r  
i n t e r f a c e  f o r  a . 6 jim g ap  v a r a c t o r .

xii



2.41

3 . 1

3 . 2  

3 - 3

3 - ^

3 - 5

3 . 6

3 . 7

3 . 8

3 . 9

3. 10  

3 . U

3 . 1 2

3 - 1 3

3*14

3 . 1 5

P o t e n t i a l  a l o n g  t h e  a i r - i n s u l a t o r  
i n t e r f a c e  f o r  a  1 .O^m ga p  v a r a c t o r .

The  " o n e  d i m e n s i o n a l "  MIS s t r u c t u r e  
s t u d i e d  w i t h  a p p r o p r i a t e  p a r a m e t e r s .

The m a t r i x  s y s t e m  o f  t h e  s m a l l  s i g n a l  
AC p r o b l e m  i n  on e  d i m e n s i o n  a s  a  s e t  
o f  f i r s t  o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .

The o n e  d i m e n s i o n a l  MIS s t r u c t u r e  w i t h  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s , g r i d  a n d  x a x i s  
a s s i g n m e n t s .

C o m p u t a t i o n a l  f l o w c h a r t  o f  t h e  a l g o r i t h m  
VDC1D.

C o m p u t a t i o n a l  f l o w c h a r t  o f  t h e  i n t e g r a ­
t i o n  s u b r o u t i n e  STEP.

C a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e s  f o r  v a r y i n g  
o x i d e  t h i c k n e s s e s .

C a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e s  f o r  v a r y i n g  
d o p i n g  d e n s i t i e s .

C o m p a r i s o n  o f  t h e  c a l c u l a t e d  i n c r e m e n ­
t a l ,  " h i g h "  a n d  " l o w "  f r e q u e n c y  c a p a c i ­
t a n c e  .

C a l c u l a t e d  f r e q u e n c y  d e p e n d e n c e  o f  t h e  
i n v e r s i o n  c a p a c i t a n c e  o f  a n  MOS c a p a c i ­
t o r  .

D e t a i l  o f  F i g .  3 * 9 .

E x p e r i m e n t a l  a nd  m o d e l e d  c a p a c i t a n c e  
o f  a n  MOS c a p a c i t o r .

G e n e r a l  g a u s s i a n  c o m p l e m e n t a r y  d o p e d  
p r o f i l e .

C a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e s  o f  a n  i n h o m o -  
g e n e o u s l y  d o p e d  MOS c a p a c i t o r  f o r  v a r y ­
i n g  j u n c t i o n  d e p t h s .

E n e r g y  b a n d  d i a g r a m  an d  e q u i v a l e n t  
c i r c u i t  o f  a n  i n h o m o g e n e o u s l y  d o p e d  
MOS C a p a c i t o r .

C a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e s  f o r  i n h o m o ­
g e n e o u s l y  d o p e d  MOS c a p a c i t a n c e  o f  
v a r y i n g  s u r f a c e  d o p i n g .

99

103

110

112

128

132

137

138

141

142

143  

1^5

148

150

152

153

xiii



156

157

159

160

161

162

163

165

166

172

175

176

177

178

D o p i n g  p r o f i l e s  o f  t h e  H s w e , e t . a l .  
c a p a c i t o r .

E x p e r i m e n t a l  a nd  m o d e l e d  c a p a c i t a n c e -  
v o l t a g e  c u r v e s  o f  i o n - i m p l a n t e d  MOS 
c a p a c i t o r s .

T w o - l e v e l  MOS c a p a c i t o r  a n d  r e s u l t ­
i n g  C-V c u r v e  ( a t  h i g h  f r e q u e n c y ) .

C a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e  o f  t h r e e  
l e v e l  MOS c a p a c i t o r  ( m o d e l  a n d  
e x p e r i m e n t ) .

C a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e  o f  a  t h r e e  
l e v e l  MOS c a p a c i t o r  ( m o de l  a n d  
e x p e r i m e n t ) .

C a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e s  o f  a  t h r e e  
l e v e l  MOS c a p a c i t o r  ( m o de l  and  
e x p e r i m e n t ) .

Two t h r e e - l e v e l  MOS c a p a c i t o r s .
D e t a i l  o f  t h r e e - l e v e l  MOS c a p a c i t o r .

T y p i c a l  h i g h  f r e q u e n c y  c o n d u c t a n c e -  
v o l t a g e  c u r v e  o f  a n  MOS c a p a c i t o r .

C o n d u c t a n c e  v e r s u s  v o l t a g e  o f  t h e  
i o n - i m p l a n t e d  (Hs we ,  e t . a l . )  MOS 
c a p a c i t o r s ,

C o m p u t a t i o n a l  f l o w c h a r t  o f  VACSTUDY* 
e m p l o y e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  t o a t l  
s o l u t i o n .

S m a l l  s i g n a l  AC c u r r e n t  d e n s i t i e s  i n  
a n  MOS c a p a c i t o r  i n  i n v e r s i o n  ( h i g h  
f r e q u e n c y ) .

S m a l l  s i g n a l  AC c u r r e n t  d e n s i t i e s  i n  
a n  MOS c a p a c i t o r  i n  i n v e r s i o n  ( l o w  
f r e q u e n c y ) .

S m a l l  s i g n a l  AC c u r r e n t  d e n s i t i e s  i n  
a n  MOS c a p a c i t o r  i n  f l a t - b a n d  ( l o w  
f r e q u e n c y ) .

S m a l l  s i g n a l  AC c u r r e n t  d e n s i t i e s  i n  
a n  MOS c a p a c i t o r  i n  f l a t - b a n d  ( h i g h  
f r e q u e n c y ) .

xiv



179

180

181

182

186

187

203

207

211

214

2 2 0

225

228

S m a l l  s i g n a l  AC c u r r e n t  d e n s i t i e s  i n  
a n  MOS c a p a c i t o r  i n  d e p l e t i o n  ( l o w  
f r e q u e n c y ) .

S m a l l  s i g n a l  AC c u r r e n t  d e n s i t i e s  
i n  a n  MOS c a p a c i t o r  i n  d e p l e t i o n  
( h i g h  f r e q u e n c y ) .

S m a l l  s i g n a l  AC c u r r e n t  d e n s i t i e s  i n  
a n  MOS c a p a c i t o r  i n  a c c u m u l a t i o n  
( l o w  f r e q u e n c y ) .

S m a l l  s i g n a l  AC c u r r e n t  d e n s i t i e s  i n  
a n  MOS c a p a c i t o r  i n  a c c u m u l a t i o n  
( h i g h  f r e q u e n c y ) .

E f f e c t  o f  r e c o n d i t i o n i n g  c r i t e r i a  
on  t h e  c a l c u l a t e d  s m a l l  s i g n a l  
c a p a c i t a n c e .

E f f e c t  o f  r e c o n d i t i o n i n g  on  t h e  c a l ­
c u l a t e d  s m a l l  s i g n a l  c o n d u c t a n c e .

S t r u c t u r e , e q u a t i o n s  a n d  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  f o r  two d i m e n s i o n a l  s m a l l  
s i g n a l  MIS d e v i c e  s i m u l a t i o n .

The g e n e r a l  two d i m e n s i o n a l  p r o b l e m  
u s e d  i n  d e v e l o p i n g  t h e  s h o o t i n g  
m e t h o d .
The r e g i o n  a b o v e  d i s c r e t i z e d  w i t h  a  
g r i d  a n d  s h o o t i n g  d i r e c t i o n  a s s i g n e d .

Scheme o f  c o m p u t a t i o n  u s i n g  t h e  
s h o o t i n g  m e t h o d .

E xample  o f  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  
s h o o t i n g  m e t h o d  t o  L a p l a c e ' s  
e q u a t i o n .

Scheme o f  c o m p u t a  t i o n  f o r  t h e  two 
d i m e n s i o n a l  s m a l l  s i g n a l  AC p r o ­
b l e m  by a p p l i c a t i o n  o f  t h e  s h o o t i n g  
m e t h o d .

A r b i t r a r y  s t a r t i n g  v e c t o r s  a s  c o l u m n s  
o f  V ( 2 ) , e m p l o y e d  i n  t h e  s m a l l  s i g n a l  
AC s i m u l a t i o n .

A p p l i c a t i o n  o f  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( a t  
J=M f o r  Vi a n d  a t  J = J 0  f o r  J p y  a n d  Jn y )  
i n  t h e  s m a l l  s i g n a l  AC p r o b l e m .

xv



229

231

233

235

236

237

238

2 39

240

2 42

244

2 6 4

268

C o m p u t a t i o n  f l o w c h a r t  o f  VAC2D.

S t r u c t u r e  a n d  b i a s i n g  o f  t h e  t h r e e  
t e r m i n a l  v a r a c t o r .

D i s t r i b u t e d  c a p a c i t i v e  c i r c u i t  sh o w ­
i n g  d e f i n i t i o n s  o f  p e r t i n e n t  c a p a c i ­
t a n c e s  i n  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r  
s t u d i e d .
G r i d  a n d  v a r i a b l e s  e m p l o y e d  i n  t h e  
s m a l l  s i g n a l  AC c a p a c i t a n c e  c a l c u l a t i o n .

T h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r  c a p a c i t a n c e -  
v o l t a g e  c u r v e ( , 2 u m  g a p ,  V2 = - l v . ) .

T h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r  c a p a c i t a n c e -  
v o l t a g e  c u r v e ( , 2 u m  g a p ,  V2= O v . ) .

T h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r  c a p a c i t a n c e -  
v o l t a g e  c u r v e ( , 2um g a p ,  V2 = + l v . ) .

T h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r  c a p a c i t a n c e -  
v o l t a g e  c u r v e ( , 6um g a p ,  V2= - l v . ) .

T h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r  c a p a c i t a n c e -  
v o l t a g e  c u r v e ( , 6 pm g a p ,  V2 = O v , ) .

T h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r  c a p a c i t a n c e -  
v o l t a g e  c u r v e ( . 6 pm g a p ,  V2= + l v . ) .

I n v e r s i o n  u n d e r  l e a d  1 ,  s h o w i n g  l a t e r a l  
s p r e a d  o f  i n v e r s i o n  r e g i o n .
R e d u c t i o n  o f  l a t e r a l  i n v e r s i o n  r e g i o n  
u n d e r  l e a d  1 by a c c u m u l a t i o n  u n d e r  
l e a d  2 .
I n c r e a s e  i n  l a t e r a l  i n v e r s i o n  by t h e  
i n v e r s i o n  u n d e r  l e a d  2 .

The  i n f l u e n c e  o f  a  n e a r b y  a c c u m u l a t i o n  
r e g i o n  on  t h e  c a p a c i t a n c e  o f  a  s h o r t  
g a p  d e v i c e .
R e d u c t i o n  o f  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  a c c u m u ­
l a t i o n  r e g i o n  by  t h e  i n c r e a s e  i n  g a p  w i d t h .

D e f i n i t i o n  o f  t e r m s  i n  t h e  m o d e l i n g  
o f  t h e  c a p a c t i a n c e  o f  a n  MIS c a p a c i t o r .

M e a s u r e d  a n d  c a l c u l a t e d  c a p a c i t a n c e -  
v o l t a g e  c u r v e .

xvi



C. 3a  
b

S t r u c t u r e  o f  a  t h r e e  l e v e l  MOS c a p a c i t o r .
D e f i n i t i o n  o f  t e r m s  i n  t h e  e x a m p l e  o f  a 
t h r e e  l e v e l  MOS v a r a c t o r .

273

D . l S t r u c t u r e  a n d  d e c o m p o s i t i o n  o f  t h e  
p r o b l e m .

275

D. 2 R e d e f i n i t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s . 276

D.3 F u r t h e r  r e d e f i n i t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s .

276

xvi i



CHAPTER 1 1

INTRODUCTION

1 . 1  O r g a n i z a t i o n

I n  t h i s  t h e s i s  i m p r o v e d  n u m e r i c a l  m e t h o d s  f o r  t h e  

c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  s e m i c o n d u c t o r  d e v i c e s  i n  two d i m e n ­

s i o n s  a r e  p r e s e n t e d .  I n  p a r t i c u l a r ,  JVietal-I n s u l a t o r  

S e m i c o n d u c t o r  (MIS) a n d  M e t a l - O x i d e  S i l i c o n  (MOS) 

s t r u c t u r e s  a r e  s t u d i e d .

The t h e s i s  i s  o r g a n i z e d  i n t o  f i v e  c h a p t e r s  an d  

f i v e  a p p e n d i c e s *  C h a p t e r  1 p r e s e n t s  t h e  h i s t o r i c a l  

b a c k g r o u n d  a n d  o r g a n i z a t i o n .  The g e n e r a l  d e v i c e  e q u a ­

t i o n s  a r e  d e r i v e d  i n  C h a p t e r  1 a nd  g e n e r a l  s e m i c o n d u c t o r  

d e v i c e  p a r a m e t e r s  d i s c u s s e d .

I n  C h a p t e r  2 t h e  on e  a n d  two d i m e n s i o n a l  DC n u m e r i ­

c a l  m o d e l s  a r e  d e v e l o p e d ,  d i s c u s s e d  a n d  t y p i c a l  r e s u l t s  

o f  s t u d i e s  w i t h  e a c h  g i v e n .  W h e r e a s  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  

DC a l g o r i t h m  i s  a  s t a n d a r d  o n e ,  t h e  two d i m e n s i o n a l  

on e  s u c c e s s f u l l y  e m p l o y s  a  n o n l i n e a r  m e t h o d .

C h a p t e r  3 d e a l s  w i t h  t h e  one  d i m e n s i o n a l  AC mode l  

o f  t h e  MIS c a p a c i t o r .  W h e r e a s  t h i s  h a s  b e e n  q u i t e  

t h o r o u g h l y  s t u d i e d ,  t h e  m o d e l  i s  d e v e l o p e d  w i t h  a s  f ew 

a s s u m p t i o n s  a s  p o s s i b l e  y i e l d i n g  a n  a l g o r i t h m  w h i c h  

a c c e p t s  n o n u n i f o r m  d o p i n g  c o n c e n t r a t i o n s ,  v a r y i n g  

p o s i t i v e  i n t e r f a c e  c h a r g e  d e n s i t i e s  a n d  o t h e r  p a r a m e t e r  

v a r i a t i o n s .  The mod e l  e m p l o y s  t h e  m e t h o d  o f  c o m p l e m e n t a r y
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f u n c t i o n s  w h i c h  i s  v e r y  p o w e r f u l  i n  c o r r e c t i n g  t h e  

r e c o g n i z e d  " i l l - c o n d i t i o n i n g "  o f  t h e  p r o b l e m .

E x p e r i m e n t a l  e v i d e n c e  i s  c o m p a r e d  t o  t h e  m o d e l  a n d  f o u n d  

t o  be  i n  c l o s e  a g r e e m e n t .  I n  C h a p t e r  4 ,  t h e  two d i m e n ­

s i o n a l  AC o p e r a t i o n  o f  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r  

s t r u c t u r e  i s  m o d e l e d .  Use i s  made o f  t h e  o t h e r  t h r e e  

a l g o r i t h m s  i n  t h i s  a n a l y s i s .  The  m e t h o d  o f  c o m p l e m e n t a r y  

f u n c t i o n s  i s  e x t e n d e d  a n d  u s e d  i n  two d i m e n s i o n s  ; t h e  

d e v e l o p m e n t  o f  t h i s  t e c h n i q u e  i s  p r e s e n t e d  w i t h  some 

n u m e r i c a l  e x a m p l e s .

I n  C h a p t e r  5> o b t a i n e d  r e s u l t s  a r e  s u m m a r i z e d  an d  

s u g g e s t e d  f u r t h e r  w or k  i s  d e s c r i b e d .  The a p p e n d i c e s  

d e a l  w i t h  t h e  d e r i v a t i o n  o f  a  r e c o m b i n a t i o n - g e n e r a t i o n  

t e r m ,  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  t h e  DC s c h e m e ,  c a p a c i t a n c e -  

v o l t a g e  m e a s u r e m e n t s  a n d  a n a l y s i s ,  a  s t u d y  o f  a n  a p p r o x i ­

m a t i o n  made i n  t h e  t e x t  a n d  f i n a l l y ,  a  l i s t i n g  o f  

c o m p u t e r  c o d e s ,  i n  t h a t  o r d e r .

The f o l l o w i n g  n o t a t i o n  c o n v e n t i o n  i s  e m p l o y e d !  

a v a r i a b l e  u n d e r 1 i n e d  w i t h  a  ('■v) r e p r e s e n t s  a  v e c t o r  

i n  e i t h e r  C a r t e s i a n  s p a c e  o r  a n  N - d i m e n s i o n a l  v e c t o r  

s p a c e ,  i t s  p a r t i c u l a r  a p p l i c a t i o n  made a s  u n a m b i g u o u s  

a s  p o s s i b l e .  A (~)  o v e r  a  v a r i a b l e  d e s i g n a t e s  i t  a s  

a  c o m p l e x  n u m b e r ,  u s u a l l y  when r e p r e s e n t i n g  p h a s o r s .

An u n d e r l i n i n g  ( - )  i n d i c a t e s  a  v a r i a b l e  i s  a  m a t r i x .
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1 . 2  H i s t o r i c a l  B a c k g r o u n d  a n d  M o t i v a t i o n

T h r e e  c o n c u r r e n t  d e v e l o p m e n t s  a t  t h e  C i t y  C o l l e g e  

h a v e  g i v e n  i m p e t u s  t o  t h e  m o d e l i n g  w or k  d e s c r i b e d  i n  t h e  

p r e v i o u s  s e c t i o n .  F i r s t ,  t h e  o n g o i n g  i n t e r e s t  i n  h i g h  

f r e q u e n c y  ( m i c r o w a v e )  d e v i c e s ,  a n  a c t i v e  a r e a  o f  s t u d y ,  

p r o v i d e d  t h e  n e c e s s a r y  b a c k g r o u n d  a n d  g e n e r a t e d  t h e  

p r o b l e m s  t o  b e  s t u d i e d .  S e c o n d ,  t h e  n a t u r a l  c o n t i n u a ­

t i o n  o f  p r e v i o u s  w or k  by  R.  C a m i s a ^ ^  i n  t h e  a n a l y s i s  

a n d  a p p l i c a t i o n  o f  m i c r o w a v e  MIS v a r a c t o r s .  L a s t l y ,
( 2 )t h e  t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r ,  a  d e v i c e  f o u n d  by J .  Na dan  ,

p r o v i d e d  a  two d i m e n s i o n a l  s t r u c t u r e  t o  be  s t u d i e d .

A s e a r c h  o f  p a s t  a n d  c u r r e n t  w or k  i n  t h e  m o d e l i n g

o f  s e m i c o n d u c t o r  d e v i c e s  sh o w s  t h a t  n u m e r i c a l  t e c h n i q u e s

a r e  p r e f e r a b l e  t o  a n a l y t i c  o n e s .  F u r t h e r ,  o n e - d i m e n s i o n a l
( 3 )m o d e l s  a b o u n d ,  t h e  c l a s s i c a l  e x a m p l e  b e i n g  t h e  work  o f w /  

H.  K. Gummel . Two d i m e n s i o n a l  m o d e l s  h a v e  o n l y  r e c e n t l y

r e c e i v e d  a t t e n t i o n ,  a s  may be  g l e a n e d  f r o m  t h e  s u r v e y
. . (*0 o f  A. H. A g a j a n i a n

B a s i c a l l y  a l l  d e v i c e  m o d e l i n g  work  may b e  s e p a r a t e d

i n t o  t h e  f o l l o w i n g  c a t e g o r i e s i

1 .  DC o p e r a t i o n ,  i n  w h i c h  a  c u r r e n t  e x i s t s ;  s u c h  

a s  i n  MOSFET's ( M e t a l  O x i d e  S e m i c o n d u c t o r  F i e l d  E f f e c t  

T r a n s i s t o r s ) ;  o r  t h e  z e r o  c u r r e n t  c a s e ,  s u c h  a s  MIS 

c a p a c i t a n c e  s t r u c t u r e s ,

2 .  S m a l l  s i g n a l  AC o p e r a t i o n  a b o u t  t h e  DC o p e r a t i n g  

p o i n t  f o r  a n y  b i a s  c o n d i t i o n  and  d e v i c e  c o n f o r m a t i o n ,  a n d

3 .  T r a n s i e n t  a n a l y s i s  o r  L a r g e  S i g n a l  AC o p e r a t i o n .



k

F o r  a l l  t h r e e  c a s e s ,  o n e  may s t u d y  m o d e l s  f o r  d e v i c e s  

d e s c r i b e d  i n  o n e  o r  two s p a t i a l  d i m e n s i o n s .  D e c i d e d l y ,  

t h e  DC p r o b l e m  w i t h  n o n - z e r o  c u r r e n t  i s  more  

d i f f i c u l t  t o  s o l v e  b e c a u s e  t h e r e  a r e  m or e  e q u a t i o n s  

t o  be  s o l v e d .  The  s m a l l  s i g n a l  p r o b l e m  p r e s e n t s  c e r t a i n  

c h a l l e n g e s  w h i c h  a r e  d i s c u s s e d  h e r e i n .  The t r a n s i e n t  

p r o b l e m  i s  t h e  m o s t  d i f f i c u l t ,  i n  t h i s  a u t h o r ' s  o p i n i o n ,  

s i n c e  i t  i n v o l v e s  a l l  t h e  p r o b l e m s  o f  t h e  a b o v e  c o n d i t i o n s  

an d  s e v e r e  n u m e r i c a l  t e c h n i q u e  c o n s t r a i n t s , One 

d i m e n s i o n a l  t r a n s i e n t  o p e r a t i o n  o f  M i s  c a p a c i t o r s  h a v e  

b e e n  s t u d i e d  s u c c e s s f u l l y  by  T.  C o l l i n s ^ ^  . T h e r e  a r e  

few two d i m e n s i o n a l  m o d e l s  f o r  s m a l l  s i g n a l  AC d e v i c e  

o p e r a t i o n  r e p o r t e d  a s  o f  t h i s  d a t e ^ ^ . The d e v e l o p m e n t s  

a t  C i t y  C o l l e g e !  o u t l i n e d  e a r l i e r ,  t o g e t h e r  w i t h  t h i s  

a p p a r e n t  v o i d  i n  t h e  a n a l y s i s  t e c h n i q u e s  d e s c r i b e d ,  

p r o v i d e d  t h e  m o t i v a t i o n  f o r  t h i s  t h e s i s .
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1 3 C h a r a c t e r i z a t i o n  o f  t h e  E l e c t r o n i c  O p e r a t i o n  o f  

S e m i c o n d u c t i v e  a n d  I n s u l a t i n g  M e d i a

The a n a l y s i s  o f  s e m i c o n d u c t o r  d e v i c e s  r e q u i r e s  

a  s e t  o f  e q u a t i o n s  t h a t  r e l a t e  t h e  p r o p e r  d e p e n d e n t  

v a r i a b l e s  t o  e a c h  o t h e r .  F o r  s e m i c o n d u c t i v e  m e d i a  

t h e s e  v a r i a b l e s  a r e  t h e  h o l e  a n d  e l e c t r o n  c h a r g e  d e n ­

s i t i e s ,  p ,  n ,  t h e  h o l e  a n d  e l e c t r o n  c u r r e n t s ,  J  , J  ,

a n d  t h e  p o t e n t i a l ,  V.

The S e m i c o n d u c t o r

T a k i n g  mome n t s  o f  t h e  B o l t z m a n  e q u a t i o n  o f  t h e

p h a s e  s p a c e  d i s t r i b u t i o n  o f  c a r r i e r s  i n  t h e  m a t e r i a l

o n e  may o b t a i n  t h e  c o n t i n u i t y  a n d  c u r r e n t  d e n s i t y
( 7 )e q u a t i o n s  f o r  h o l e s  a n d  e l e c t r o n s  . The z e r o t h  moment  

o f  t h e  B o l t z m a n  e q u a t i o n  i s  t h e  l a w  o f  c o n s e r v a t i o n  o f  

m as s  i n  t h e  m e d i a  w h i c h  b e c o m e s  t h e  c o n t i n u i t y  o f  

c h a r g e  e q u a t i o n  f o r  e a c h  c a r r i e r  s p e c i e s

v e r y  g e n e r a l  t h e r m a l  r e c o m b i n a t i o n  t e r m s  f o r  h o l e s  a n d  

e l e c t r o n s  w h i c h  i s  c o n s i d e r e d  i n  more  d e t a i l .  The  f i r s t  

moment  o f  t h e  B o l t z m a n  e q u a t i o n  i s  t h e  l a w  o f  c o n s e r v a ­

t i o n  o f  c a r r i e r  momentum.  We s h a l l  a s s u m e  h e r e  t h a t  we

~ p  ~ n

( 1 . 3 . 1 )

( 1 . 3 . 2 )

w h e r e  q i s  t h e  e l e c t r o n i c  c h a r g e  a n d  Rp a n d  Rn a r e
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h a v e  c o l l i s i o n  d o m i n a n c e  a n d  c o n s t a n t  t e m p e r a t u r e  

t h r o u g h o u t  t h e  m e d i a .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  e l e c t r o n  

a n d  h o l e  c u r r e n t  d e n s i t y  e q u a t i o n s

J  = - q D p ^ . p qHpPVV

Ml +qDn 7' n  - q p n n ? v

( 1 . 3 0 )

( 1 . 3 . 4 )

w h e r e  Dg a n d  (ig a r e  t h e  d i f f u s i o n  c o n s t a n t s  an d  m o b i l i ­

t i e s  o f  t h e  s " ^  t y p e  c a r r i e r  r e s p e c t i v e l y .  The a s s u m p ­

t i o n  o f  c o n s t a n t  t e m p e r a t u r e  made a b o v e  i n  d e r i v i n g  

E q s . 1 . 3 . 3  a n d  1 . 3 . 4  i s  a  v e r y  r e a l i s t i c  one  s i n c e  no 

a p p r e c i a b l e  s e l f - h e a t i n g  o f  t h e  d e v i c e  i s  e x p e c t e d  a n d  

i t  i s  m a i n t a i n e d  a t  a  c o n s t a n t  a m b i e n t  t e m p e r a t u r e .

T h i s  a s s u m p t i o n  i s  n e c e s s a r y  t o  t e r m i n a t e  moment  t a k i n g  

a t  t h i s  p o i n t  and n o t  i n t r o d u c e  e n e r g y  t e r m s  i n t o  

E q s .  1 . 3 * 3  o r  1 . 3 . 4 .

The l a s t  e q u a t i o n  w h i c h  m u s t  b e  a d d e d  t o  t h e  o n e s  

a b o v e  t o  o b t a i n  a  c o m p l e t e  i n d e p e n d e n t  s e t  i s  P o i s s o n ' s  

e q u a t i o n

2  q ,
7 V = '  K F  ( p - n + N D- N . )  ( 1 . 3 . 5 )

S o

The c h a r g e  d e n s i t y  t e r m  i n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  i s  

c o m p o s e d  o f  h o l e s  a n d  e l e c t r o n s  a s  shown  a n d  t h e  b a c k ­

g r o u n d  d o p i n g  d e n s i t y .  H e n c e f o r t h ,  t h i s  b a c k g r o u n d  

d o p i n g  s h a l l  be  c o n s i d e r e d  o n e  t e r m ,  t h e  a l g e b r a i c  sum



o f  t h e  d o n o r  a nd  a c c e p t o r  i o n  c o n c e n t r a t i o n )  N _ „ = N „ - N ll .
r  DOP D A

F u r t h e r m o r e , t h e  B o l t z m a n  r e l a t i o n  f o r  c a r r i e r s  a s  a  

f u n c t i o n  o f  p o t e n t i a l  may be  a s s u m e d ,  y i e l d i n g

E i ‘ EFp = n^exp ( - j ^ — ) ( 1 . 3 * 6 )

E “ E *
n = n i exp (■ f y — ) { 1 . 3 * 7 )

T h i s  i s  v a l i d  f o r  ( E ^ - E ^ l -C  k QT o r  ( E-p-E,, | k a T.  TheI* c p r v  p
p o t e n t i a l  V i s  d e f i n e d  a s

E, - E -
V = -  ( - — ^ )  ( 1 . 3 . S)

a n d  t h e  F e r m i  e n e r g y  l e v e l  i n  t h e  b u l k  i s  u s e d  

a s  t h e  r e f e r e n c e  d a t u m  f o r  p o t e n t i a l .

( e v )

V ( v o l t s )

F i g u r e  1 . 1  E n e r g y  b a n d  d i a g r a m  s h o w i n g  d e f i n i t i o n  o f  
t h e  p o t e n t i a l  V ( x ) .
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V EiThe F e r m i  p o t e n t i a l  i s ,  by  d e f i n i t i o n  a b o v e ,  Vp= — £— i
kTD e f i n i n g  a  t h e r m a l  v o l t a g e  VT a s  't ( l en  E q s .  1 . 3 . 6

a n d  I . 3 . 7  become

p = n i exp - (V/V T) ( 1 . 3 . 9 )

n  = n i e x P + ( VA T ) ( 1 . 3 . 1 0 )

U s i n g  t h i s  i n  P o i s s o n ' s  e q u a t i o n ,  one  o b t a i n s

2 y ^DOP
7 v  = K c  ( s l n h  V " “ 8 r >  ( 1 . 3 . U )

,' S e o T i

F o r  a p p l i e d  b i a s e s  w h i c h  b r i n g  t h e  i n t r i n s i c  l e  / e l

i n t o  e i t h e r  t h e  c o n d u c t i o n  b a n d  o r  t h e  v a l a n c e  b a n d ,

o r  w h e n e v e r  E- -E- ,  = g / 2 ,  f u l l  F e r m i  s t a t i s t i c s  m u s t  be1 r
/  Q \

e m p l o y e d  . F o r  m o s t  a p p l i c a t i o n s  c o n s i d e r e d  i n  t h i s  

w o r k ,  t h e  u s e  o f  t h e s e  s t a t i s t i c s  h a s  n o t  b e e n  f o u n d  

n e c e s s a r y  a l t h o u g h  t h e i r  i m p l e m e n t a t i o n  i s  n o t  p r o h i b i t i v e  

S a t i s f a c t o r y  r e s u l t s ,  a s  shown i n  C h a p t e r  3* h a v e  b e e n  

a c n e i v e d  w i t h  B o l t z m a n  s t a t i s t i c s  t h u s  t h e y  a r e  u s e d  

t h r o u g h o u t .

The c o m p l e t e  d e s c r i b i n g  s e t  o f  e q u a t i o n s  i n  s e m i -
(9 )c o n d u c t o r  m e d i a  may t h e n  be  e x p r e s s e d  a s

« T t  = -q-Rp- 7 'Jp ( 1 . 3 . 1 2 )
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( 1 . 3 . 1 3 )

= -<iDp 7 *p  -  q n p p ^ v ( 1 . 3 . 1 4 )

( 1 . 3 . 1 5 )

( 1 . 3 . 1 6 )

Two o t h e r  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  o f  i n t e r e s t , w h i c h  

may be  d e f i n e d  u s i n g  t h e  a b o v e ,  a r e  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  

15 a n d  t h e  t o t a l  c u r r e n t  d e n s i t y  ^JTq T

T h r o u g h o u t  t h i s  w o r k , t h e  t e m p e r a t u r e  o f  o p e r a t i o n  

o f  t h e  d e v i c e s  m o d e l e d  i s  i m p l i c i t l y  a s s u m e d  t o  be  

ro om  t e m p e r a t u r e  ( T = 3 0 0 ° K ) . The i n t r i n s i c  c a r r i e r  

c o n c e n t r a t i o n  i s  t h e n  a  c o n s t a n t  a n d  i t s  v a l u e  i s  shown 

i n  T a b l e  1 . 1 ,  t o g e t h e r  w i t h  o t h e r  c o n s t a n t s  u s e d .  The 

t h e r m a l  r e c o m b i n a t i o n - g e n e r a t i o n  t e r m s  w h i c h  a p p e a r  i n  

E q s .  1 . 3 . 1 4  a n d  1 . 3 * 1 5  a r e  d e r i v e d  a n d  d i s c u s s e d  i n  

A p p e n d i x  A. The m o b i l i t i e s  |i a n d  u n  a r e  f u n c t i o n s  o f  

d o p i n g  d e n s i t y  a n d  e l e c t r i c  f i e l d ,  t h i s  r e l a t i o n s h i p  i s  

i s  d i s c u s s e d  by C a u g h e y  a n d  T h o m a s A s  a  f u n c t i o n  o f  

d o p i n g  d e n s i t i e s ,  t h e  f o l l o w i n g  f u n c t i o n s  a r e  u s e d

£  = _ y .  V ( 1 . 3 . 1 ? )

a nd

S o d  t ( 1 . 3 - 1 8 )
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v ■ s e c ( 1 . 3 . 1 9 )

an d

   Q.3P.~iL5— _ — _ + 6 s
1+ ( nd o p / s  . S x l O 1^  7

2cm ( 1 . 3 . 2 0 )v • s e c

f o r  s i l i c o n .  F o r  e l e c t r i c  f i e l d s  much g r e a t e r  t h a n
L  .

2x10 v / c m  i n  s i l i c o n ,  c o r r e c t i v e  f a c t o r s  m u s t  m u l t i p l y

t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s  t o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  f i e l d  

d e p e n d e n c e  o f  m o b i l i t y ,

S i n c e  a l l  o f  t h e  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n  w o r k  h a s  

b e e n  d o n e  i n  s i l i c o n ,  t h e  a b o v e  f o r m u l a s  s u f f i c e .  T h i s ,  

o f  c o u r s e , d o e s  n o t  d e t r a c t  f r o m  t h e  g e n e r a l  a p p l i c a b i l i t y  

o f  t h e  m e t h o d s  h e r e i n  d e r i v e d  t o  o t h e r  s e m i c o n d u c t o r  

m a t e r i a l s .

The I n s u l a t o r

I t  s h o u l d  be  a s s u m e d  t h a t  t h e  i n s u l a t o r ,  w h a t e v e r  

i t s  c o m p o s i t i o n  ( e . g .  S i O ^ , S iNO^,  e t c . ) ,  i s  a  p e r f e c t  

i n s u l a t o r  a n d  t h a t  no c a r r i e r  c u r r e n t  e x i s t s  w i t h i n  i t .  

S a t i s f a c t o r y  r e s u l t s  a r e  o b t a i n e d  by  t h i s  s i m p l e  

a s s u m p t i o n . T h e r e f o r e  o n l y  L a p l a c e ' s  e q u a t i o n  n e e d  be

1 ( 1 . 3 . 2 1 )c
1 + GEK8000)2n

Cp ~ 1 + I J E I / 1 . 9 5 x 1 0 ^
( 1 . 3 - 2 2 )
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s o l v e d  i n  t h e  i n s u l a t o r

v 2V  = 0 { 1 .3 .2 3 )

I f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  i s  d e f i n e d  a s  i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r ,  

i . e .  u s i n g  Eq,  1 . 3 * 1 7 ,  t h e  c u r r e n t  d e n s i t y ,  w h i c h  i s  

t o t a l l y  a  d i s p l a c e m e n t  c u r r e n t  d e n s i t y ,  i s

The v a l u e  o f  t h e  r e l a t i v e  p e r m i t t i v i t y  o f  v a r i o u s  

i n s u l a t o r s  o f  i n t e r e s t  i s  shown i n  T a b l e  1 . 1 .

The M e t a l

W h e r e a s  a l l  m e t a l s  e x h i b i t  a  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y , 

t h e  a s s u m p t i o n  o f  i n f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  i s  a p p l i e d  h e r e .  

The a l g o r i t h m s  u s e d  t o  s o l v e  t h e  e q u a t i o n s  h a v e  b e e n  

p r o g r a m m e d  f o r  z e r o  work  f u n c t i o n  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  

m e t a l  an d  s e m i c o n d u c t o r .  Most  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  

d e v i c e s  h a v e  b e e n  f a b r i c a t e d  w i t h  a lu m i n u m  g a t e s  a n d  

t h u s  c a r e  m u s t  b e  e x e r c i s e d  i n  i n t e r p r e t i n g  t h e  r e s u l t s  

t o  a c c o m m o d a t e  n o n z e r o  w ork  f u n c t i o n  d i f f e r e n c e s .

S u b s e q u e n t  c h a p t e r s  d e v e l o p  t h e s e  e q u a t i o n s  f u r t h e r  

a s  t h e y  a p p l y  t o  v a r y i n g  b i a s  c o n d i t i o n s  a n d  v a r i o u s  

m u l t i d i m e n s i o n a l  MIS d e v i c e  g e o m e t r i e s .
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NAME VALUE UNITS DESCRIPTION

q 1 . 6 9 x l 0 ‘ 19 c o u l o m b s e l e c t r i c  c h a r g e

VT . 0 2 5 9 v o l t s
k a T

t h e r m a l  v o l t a g e = —=— 
f o r  T=300°K q

n i 1 . ^ 5 x l 0 10 l / c m ^
i n t r i n s i c  c a r r i e r  
c o n c e n t r a t i o n  f o r  
S i l i c o n  a t  T=300°K

8 . 8 6 x l O _ U f / c m f r e e  s p a c e  d i e l e c t r i c  
c o n s t a n t

S l O g 3 - 9
r e l a t i v e  p e r m i t t i v i t y  o f  
t h e r m a l  S i l i c o n  D i o x i d e

K-SI 1 1 . 7 r e l a t i v e  p e r m i t t i v i t y  
o f  s i l i c o n

5 . 0 r e l a t i v e  p e r m i t t i v i t y  
o f  d e p o s i t e d  S i ^ N ^

T a b l e  1 . 1  P e r t i n e n t  C o n s t a n t s  E m p l o y e d  i n  D e v i c e  A n a l y s i s
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CHAPTER 2

THE DC MODELS IN ONE AND TWO 

SPATIAL DIMENSIONS

2 . 1  I n t r o d u c t i o n

I n  t h i s  c h a p t e r  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  DC m o d e l s  f o r  

MIS c a p a c i t o r s  w i t h  a  c o r r e s p o n d i n g  o u t p u t  o f  p h y s i c a l  

p a r a m e t e r s  s u c h  a s  t h e  p o t e n t i a l *  c h a r g e  d e n s i t i e s  and  

e l e c t r i c  f i e l d  i s  d e s c r i b e d .

I n  S e c t i o n s  2 . 2  a nd  2 . 3  t h e  d e s c r i b i n g  e q u a t i o n s  

f o r  on e  a n d  two d i m e n s i o n a l  DC o p e r a t i o n  a r e  d e r i v e d  

f r o m  t h e  g e n e r a l  s e t  g i v e n  i n  C h a p t e r  1 .  The n u m e r i c a l  

a l g o r i t h m s  n e c e s s a r y  f o r  t h e i r  s o l u t i o n  a r e  a l s o  d e v e l o p e d  

a n d  e x p l a i n e d .  The c l a s s i c a l  Gummel a l g o r i t h m  i s  

i m p l e m e n t e d  f o r  t h e  one  d i m e n s i o n a l  DC p r o b l e m .  The  

SOR-Newton m e t h o d  o f  s o l u t i o n  o f  s e m i c o n d u c t o r  d e v i c e  

m o d e l i n g ,  i s  u s e d  f o r  t h e  two d i m e n s i o n a l  c a s e .  T h e s e  

a l g o r i t h m s  a r e  i n v e s t i g a t e d  f o r  a c c u r a c y ,  s t a b i l i t y ,  

s p e e d ,  a n d  l i m i t s  o f  o p e r a t i o n .

I n  S e c t i o n  2 . k  t h e  d e v e l o p e d  c o d e s  a r e  a p p l i e d  t o  

c a l c u l a t e  t h e  i n c r e m e n t a l  c a p a c i t a n c e  o f  MOS c a p a c i t o r s .  

R e s u l t s  a r e  shown f o r  i n h o m o g e n e o u s l y  d o p e d  d e v i c e s .

I n  S e c t i o n  2 , 5  t h e  DC o p e r a t i o n  o f  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  

v a r a c t o r  i s  i n v e s t i g a t e d .  The e f f e c t  o f  l e a d  s e p a r a t i o n  

i s  s t u d i e d .



The  a l g o r i t h m s  i n  t h i s  c h a p t e r  a r e  a n  i n t e g r a l  p a r t  

o f  t h e  s m a l l  s i g n a l  AC m o d e l s  o f  C h a p t e r s  3 a n d  a n d  

a r e  d e v e l o p e d  t o  s a t i s f y  t h e i r  r e q u i r e m e n t s  a s  w e l l .



2>2 The  DC Mode l  i n  One D i m e n s i o n  

S t r u c t u r e  a n d  E q u a t i o n s

The s t r u c t u r e  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n  i n  t h i s  s e c t i o n ,  

shown i n  F i g .  2 . 1 ,  i s  t h e  MIS c a p a c i t o r .  The v a r i a b l e s  

o f  i n t e r e s t  an d  t h e  e q u a t i o n s  i n t e r r e l a t i n g  t h em  a r e  

f i r s t  p r e s e n t e d .

The i n s u l a t o r  i s  a s s u m e d  t o  b e  i d e a l  a n d  z e r o  DC 

c u r r e n t  e x i s t s  i n  t h i s  r e g i o n .  F o r  t h e  s e m i c o n d u c t o r  i n  

e q u i l i b r i u m  B o l t z m a n  s t a t i s t i c s  f o r  t h e  c h a r g e  d e n s i t i e s  

a s  f u n c t i o n s  o f  t h e  p o t e n t i a l  a r e  u s e d .  The o n l y  v a r i a b l e  

t o  b e  f o u n d  i s  t h e  DC p o t e n t i a l  e v e r y w h e r e  a s  a  f u n c t i o n  

o f  x .  From t h i s  c a l c u l a t i o n  o n e  may f i n d  t h e  c h a r g e  

d e n s i t i e s  a n d  e l e c t r i c  f i e l d  d i r e c t l y .

The s e l f - c o n s i s t e n t  s e t  o f  e q u a t i o n s  i n  t h i s  c a s e  a r e i  

P o i s s o n ' s  e q u a t i o n  i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r

ax

E q u a t i o n  2 . 2 . 1  may b e  r e w r i t t e n  by  e x p r e s s i n g  t h e  two 

e x p o n e n t i a l  t e r m s  a s  a  c o m b i n e d  h y p e r b o l i c  s i n e  t e r m  

r e s u l t i n g  i n

( 2 . 2 . 1 )

L a p l a c e ' s  e q u a t i o n  i n  t h e  i n s u l a t o r

( 2 . 2 . 2 )
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! I n s u l a t o r S e m i c o n d u c t o r  M e t a l -)

k ;  ■ »
U

! Kx®®

i

d ZV = 2 < i n i  (  V .  NDOP )  

d x 2 * s € o V “ l n h  v T 2 n i  )

»N  pQp t o

_ | ---------------- „ ----------------------------------------------------------------------------------------   — ------------ 1— X
x„ x„

F i g u r e  2 J a .  One d i m e n s i o n a l  MIS s t r u c t u r e  a n d  p e r t i n e n t  
DC e q u a t i o n s .

a p l

s s

V=Va p l +VF+ ^ M S *
R e f e r e n c e  P o t e n t i a l

V=V

F i g u r e  2J.b.  One d i m e n s i o n a l  MIS s t r u c t u r e  s h o w i n g  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  a n d  t y p i c a l  s o l u t i o n .
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The  s o l u t i o n  t o  t h e s e  two s e c o n d  o r d e r  o r d i n a r y  d i f f e r ­

e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  p o t e n t i a l  i s  made  u n i q u e  a n d  

s e l f - c o n s i s t e n t  b y  d e t e r m i n i n g  a  c o m p l e t e  s e t  o f  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s .  I t  i s  t h e  b o u n d a r y  d a t a  w h i c h  d e t e r m i n e s  

w h e t h e r  a  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  r e p r e s e n t s  a  b o u n d a r y  

v a l u e  p r o b l e m  o r  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m ^ " ^  . I n  

t h i s  c a s e  t h e  DC p o t e n t i a l  a t  t h e  m e t a l - s e m i c o n d u c t o r  

b o u n d a r y  i s  t a k e n  a s  o u r  r e f e r e n c e  p o t e n t i a l , i n  o t h e r  

w o r d s ,  t h i s  b o u n d a r y  i s  t o  b e  c o n s i d e r e d  t h e  r e f e r e n c e  

d a t u m .  F u r t h e r m o r e ,  t h i s  c o n t a c t  s h a l l  be  a s s u m e d  t o  

be  o h m i c ,  t h a t  i s ,  a  f r e e  f l o w  o f  e l e c t r o n s  may o c c u r  

i n  e i t h e r  d i r e c t i o n  w i t h o u t  c h a r g e  b u i l d u p  a t  t h i s  

i n t e r f a c e .  A p o t e n t i a l  d r o p  a c r o s s  t h i s  b o u n d a r y  i s  t h e n  

n o t  e x p e c t e d  a n d  t h e  b u l k  o f  t h e  s e m i c o n d u c t o r  i s  

c o n s i d e r e d  t o  b e  a t  a  p o t e n t i a l  e q u a l  t o  t h e  F e r m i  

p o t e n t i a l  f o r  t h a t  b u l k  t y p e  m a t e r i a l .  T h i s  b o u n d a r y  

v a l u e  d e r i v e s  f r o m  t h e  way DC p o t e n t i a l  d i f f e r e n c e  i s  

d e f i n e d  i n  C h a p t e r  1 .

C o n s e q u e n t l y ,  a t  t h e  m e t a l - i n s u l a t o r  b o u n d a r y ,  t h e  

p o t e n t i a l  i n  t h e  i n s u l a t o r  w i l l  b e  t h e  a p p l i e d  p o t e n t i a l  

p l u s  t h e  b u l k  F e r m i  p o t e n t i a l .  The  i d e a l  c a s e  f o r  a  

m e t a l - i n s u l a t o r  s e m i c o n d u c t o r  s y s t e m  i s  t h a t  o f  z e r o  

w or k  f u n c t i o n  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  a n y  o f  t h e  m a t e r i a l s .

To i n v e s t i g a t e  t h e  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  e x p e r i m e n t  a n d  

t h e o r y ,  w o r k  f u n c t i o n  d i f f e r e n c e s  i n  t h e  s y s t e m  s h a l l  

b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  a s  a n  a d d i t i v e  t e r m  t o  t h e  l e f t  

h a n d  b o u n d a r y  d a t a .  T h i s  w o r k  f u n c t i o n  d i f f e r e n c e  i s
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t h e  a l g e b r a i c  sum o f  t h e  m e t a l - i n s u l a t o r  a n d  i n s u l a t o r -  

s e m i c o n d u c t o r  d i f f e r e n c e . E s s e n t i a l l y , t h i s  i s  t h e  

d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  m e t a l - s e m i c o n d u c t o r  w o r k  f u n c t i o n s .  

D i s c u s s i o n  o f  t h i s  s y s t e m  a n d  o f  t y p i c a l  v a l u e s  f o r

o f  how i t  comes  i n t o  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  m o d e l e d  p a r a ­

m e t e r s  o f  i n t e r e s t ,  s u c h  a s  c a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e s ,  

i s  shown i n  A p p e n d i x  C.

A t  t h e  i n s u l a t o r - s e m i c o n d u c t o r  b o u n d a r y ,  o n e  o b t a i n s  

two b o u n d a r y  d a t a i  a )  t h e  p o t e n t i a l  m u s t  be  c o n t i n u o u s ,  

a n d  b)  a p p l i c a t i o n  o f  Gaus s*  Law a t  t h i s  i n t e r f a c e  f o r  

t h e  e l e c t r i c  f i e l d .  T h i s  l a s t  c o n d i t i o n  may be  

e x p r e s s e d  a s

w h e r e  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  d e n s i t y  h a s  b e e n  d e f i n e d  i n

Eq .  1 . 3 * 1 6 i Q i s  t h e  n e t  p o s i t i v e  i n t e r f a c e  s u r f a c e  s  s
c h a r g e  d e n s i t y .  S u m m a r i z i n g  t h e  b o u n d a r y  d a t a ,

( 1 2 )m a t e r i a l  o f  i n t e r e s t  a r e  g i v e n  i n  W o l f  . An e x a m p l e

( 2 . 2 . 4 )

v ( x BJ  = Vp ( 2 . 2 . 5 )

V <x o+ > = V<x o-> ( 2 . 2 . 6 )
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_ K  " i v ’ + K  dV(x° - ) = ^  (2 2 7)M s dx  VI  dx  -  K t . t . n

V(0+)  = Va p l  + v p ( 2 . 2 . 8 )

E q u a t i o n s  2 . 2 . 2  a n d  2 . 2 . 3  t o g e t h e r  w i t h  t h e  b o u n d a r y  

d a t a  shown i n  E q s .  2 . 2 . 5  t h r o u g h  2 . 2 . 8  c o n s t i t u t e  a  

b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m  a n d  e q u i l i b r i u m  t y p e  s o l u t i o n s  

a r e  s o u g h t .  F i g u r e  2 . 1 b  sh o w s  a  t y p i c a l  s o l u t i o n ,  

t o g e t h e r  w i t h  e x t e r n a l l y  a p p l i e d  DC p o t e n t i a l  d i f f e r e n c e  

a n d  a p p r o p r i a t e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .

D i s c r e t i z a t i o n  Scheme

The P o i s s o n  e q u a t i o n  o f  t h e  p r e c e e d i n g  s e c t i o n

( s e e  Eq .  2 . 2 , 3 )  i s  a  n o n l i n e a r  e q u a t i o n  a n d  a n a l y t i c

s o l u t i o n s  a r e  n o t  known f o r  a l l  e x c i t a t i o n s .  R a t h e r

t h a n  s e a r c h  f o r  a  c l o s e d  f o r m  t y p e  o f  s o l u t i o n  o f  t h i s

e q u a t i o n ,  a  n u m e r i c a l  t e c h n i q u e  i s  i n v e s t i g a t e d  a n d

a n d  i m p l e m e n t e d .  Much s u c c e s s  w i t h  n u m e r i c a l  m e t h o d s

a p p l i e d  t o  t h i s  e q u a t i o n  h a s  b e e n  o b t a i n e d  a n d  a c c u r a t e

s o l u t i o n s  a r e  c om m o n p l ac e .  The s t a n d a r d  r e f e r e n c e  i n  t h i s
( 3)a r e a  i s  G u m m e l ' s  a l g o r i t h m  a n d  i t  i s  u s e d  w i d e l y  t o  

s t u d y  MIS s t r u c t u r e s .  I n  t h e  p r e s e n t  w or k  a n  a l g o r i t h m ,  

w h i c h  may be  shown  e q u i v a l e n t  t o  Gummel ' s  i s  i m p l e m e n t e d
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a n d  s t u d i e d .

To s o l v e  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  n u m e r i c a l l y ,  

o n e  t a k e s  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e ,  i n  t h i s  c a s e  x ,  a n d  

d i s c r e t i z e s  i t .  T h e n  t h e  d e p e n d e n t  f u n c t i o n ,  i n  t h i s  

c a s e  t h e  p o t e n t i a l  V ( x ) , w h i c h  i s  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  

o f  x ,  i s  d e f i n e d  o n l y  a t  t h o s e  d i s c r e t e  i n t e r v a l s  o f  x .  

T h i s  y i e l d s  V * ( x ^ ) , a s  shown i n  F i g .  2 . 2 a .  The o . d . e .  

i s  d i s c r e t i z e d  by o b t a i n i n g  a  T a y l o r  s e r i e s  e x p a n s i o n  

o f  t h e  d e r i v a t i v e s  a n d  r e t a i n i n g  a s  many t e r m s  a s
( 1 1 )n e c e s s a r y  t o  o b t a i n  t h e  o r d e r  o f  t r u n c a t i o n  d e s i r e d  .

I n  t h i s  c a s e  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e s  a r e  d i s c r e t i z e d  w i t h  

t h e  s t a n d a r d  t h r e e  p o i n t  f o r m u l a  w h i c h  h a s  a n  0 { h ^ |  

t r u n c a t i o n  e r r o r  f o r  u n i f o r m  g r i d  s t e p s

U¥ + 1  + u ? 1 -  2 u t
^ - J r  =     ( 2 . 2 . 9 )
dx h

Where  u*  a r e  t h e  d i s c r e t e  a n a l o g u e s  o f  u ( x )  a t  t h e  g r i d  

p o i n t s  a n d  h i s  t h e  g r i d  s i z e  ( s e e  F i g .  2 . 2 . b ) .  A t  g r i d  

p o i n t s  w h e r e  t h e  g r i d  s i z e s  a r e  d i f f e r e n t  o n  e i t h e r  

s i d e ,  a  t h r e e  p o i n t  f o r m u l a  may s t i l l  b e  u s e d  b u t  i t s  

t r u n c a t i o n  e r r o r  i s  t h e n  o f  O^h^  w h e r e  t h e  l a r g e s t  g r i d  

s i z e  i s  t h e  d o m i n a n t  t e r m

, 2 tl h.  - u t   ̂ + h * u t  . -  ( h . + h i  4 ) u fd  u _  i - I  l + l  i  i - 1  i  i - l '  i  ^ ^ \
d * 2 =  r hT+-h- > - h i . i / 2  <2 - 2 - 1 0 >

The f o r m  o f  Eq .  2 . 2 , 1 0  i s  t h e  more  g e n e r a l  o f  t h e  two 

a n d  i t  may b e  s e e n  t h a t  when  i ( a  u n i f o r m  g r i d )  i s
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V ( x)

0
-j *_x

lB

F i g u r e  2 . 2 a .  D i s c r e t i z a t i o n  o f  t h e  x a x i s  a n d  s o l u t i o n
w i t h  a  g r i d .

u

t
1+1 u

1+1

u*u 1 -1rr
F i g u r e  2 . 2 b .  U n i f o r m  on e  d i m e n s i o n a l  g r i d .

O -
u*  u*U 1+1 “ I u

    ^
F h j  —*r-------------  h i - l --------

1 - 1

1+1 1-1

F i g u r e  2 . 2 c .  N o n u n i f o r m  o n e  d i m e n s i o n a l  g r i d .
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u s e d ,  i t  r e d u c e s  t o  E q . 2 . 2 . 9 *  I t  i s  a p p r o p r i a t e  a t  t h i s  

p o i n t  t o  d i s c u s s  w h i c h  o f  t h e  d i s c r e t i z a t i o n  s c h e m e s  s h o u l d  

b e  u s e d .  The s c h em e  o f  E q . 2 . 2 , 9  i s  t h e  more  a c c u r a t e  

o f  t h e  two due  t o  a  l o w e r  t r u n c a t i o n  e r r o r . On t h e  o t h e r  

h a n d ,  E q . 2 . 2 . 1 0  a l l o w s  one  t o  h a n d l e  n o n u n i f o r m  g r i d s ,  

u s e f u l  i n  l o c a l l y  i n c r e a s i n g  t h e  s o l u t i o n  a c c u r a c y .  T h i s  

i s  i n v e s t i g a t e d  a n d  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  2 . k .  E q u a t i o n  

2 . 2 . 1 0  i s  u s e d  t o  c r o s s  f r o m  r e g i o n s  o f  one  g r i d  s i z e  t o  

a n o t h e r .  I t  i s  e a s i e r  t o  i m p l e m e n t  E q . 2 . 2 . 1 0  a t  a l l  

s t e p s  s i n c e  i t  i s  e q u i v a l e n t  t o  E q . 2 . 2 . 9  when g r i d  s t e p s  

a r e  u n i f o r m  and  c a n  t a k e  c a r e  o f  n o n u n i f o r m i t i e s  a u t o m a t i ­

c a l l y .  T h i s  i n v o l v e s  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  c e r t a i n  q u a n t i t i e s  

s u c h  a s  t h e  d e n o m i n a t o r  o f  E q . 2 . 2 . 1 0  w h i c h  i s  t o t a l l y  

u n n e c e s s a r y  f o r  u n i f o r m  g r i d s  a n d  a d d s  on  t o  c o m p u t a t i o n  

t i m e  n e e d l e s s l y .  I t  h a s  b e e n  f o u n d  a d v a n t a g e o u s  t o  i m p l e ­

m e n t  Eq.  2 . 2 . 9  i n  r e g i o n s  o f  u n i f o r m i t y  a n d  E q . 2 . 2 , 1 0  t o  

c r o s s  f r o m  one  r e g i o n  o f  a  c e r t a i n  s t e p  s i z e  t o  a n o t h e r  

c o n t i g u o u s  r e g i o n  o f  a n o t h e r  s t e p  s i z e .  T h u s  t h e  s e m i c o n ­

d u c t o r  i s  d i v i d e d  i n t o  a  s p e c i f i e d  n u m b e r  o f  r e g i o n s  o f  

u n i f o r m  s t e p  s i z e s  w i t h  d i s c r e t i z a t i o n  s c h e m e s  u s e d  i n  t h e  

a p p r o p r i a t e  p l a c e s .  When t h r e e  r e g i o n s  a r e  u s e d ,  t h e  

b o u n d a r i e s  a r e  l o c a t e d  a t  g r i d  p o i n t s  I=N1 a n d  N 2 , a t  

t h e  s e m i c o n d u c t o r - i n s u l a t o r  i n t e r f a c e  I = N 3 ,  a t  t h e  b o t t o m  

c o n t a c t  l o c a t e d  a t  1=1 a n d  a t  t h e  t o p  c o n t a c t  a t  I=NU.

D i s c r e t i z i n g  E q . 2 . 2 . 3  w i t h  a  u n i f o r m  g r i d
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VI + 1  + VI - 1 - 2VI  _ 2cl n2 q n .  f  V*

r i n h ^  •

NDOP.
2rTTh 2 K s ^ o

a n d  w i t h  a  n o n u n i f o r m  g r i d

h I - l VI + l * h I VI - l  ~ ^h i + h i - i ^ v i  __ 2(^n l

( 2 . 2 . 1 1 )

i  r  v j  n d o p  1

<hI - l + h P h I h I - l  / 2 H s 6 c

( 2 . 2 . 1 2 )

I n  t h e  i n s u l a t o r  L a p l a c e ' s  e q u a t i o n  i s  d i s c r e t i z e d  

w i t h  a  u n i f o r m  g r i d

v *  +  v *  -  ? v *  = o 
VI + 1  VI - 1  ^ VI  u ( 2 . 2 . 1 3 )

V * ( l )  = Vp a n d  V*(N4)  = Va p l  + Vp .

The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h i s  d i s c r e t e  s e t  a r e

The f i r s t

d e r i v a t i v e s  i n  G a u s s '  Law a r e  d i s c r e t i z e d  w i t h  a  f o r w a r d  

d i f f e r e n c e  f o r m u l a  f o r  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  i n  t h e  i n s u l a t o r  

a n d  a  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  f o r m u l a  i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r  

r e s u l t i n g  i n

K s
/  VN3 ~ y N 3 - l  

\  h N 3 - l  -

\
u

f  \
v *  -  V* 

N3+1 N3
* 1  ’L h N3

' S 3 ( 2 . 2 . 1 4 )

I f  a n  e q u a t i o n  i n  t h e  f o r m  o f  2 . 2 . 1 1  o r  2 . 2 . 1 2  i s  

w r i t t e n  f o r  e v e r y  i n t e r i o r  n o d e  i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r ,

Eq .  2 . 2 . 1 4  i s  w r i t t e n  f o r  t h e  i n t e r f a c e  n o d e  a n d  Eq .  2 . 2 . 1 3  

f o r  e v e r y  i n t e r i o r  n o d e  i n  t h e  i n s u l a t o r ,  t h e n  a  s e t  o f  

( N4— 3) e q u a t i o n s  r e l a t i n g  (N 4- 3 )  u n k n o w n s  r e s u l t s .  The



2k

s e t  o f  e q u a t i o n s  i s

vf r i+ vf - r  2Vf
h 2 K s €o

i  f  . Vf  ^ 0 1 ^

o I 8 VT '  2 n i  -
( 2 . 2 . 1 5 )

( 2 s  I  s  N3-1)

h N l - l VN l + l + h N l VN l - 1~ *h N l + h N 2 - j ) VN1 2 q n i  f  . _ Npop i ]
( h N l + h N l - l ^  hN l h N l - l  K ^ r  VT 2 n i  J

( I  -  N l )  ( 2 . 2 . 1 6 )

hN 2 - l VN 2 + l+ hN2VN 2 - l ~  *hN2+hN 2 - l *VN2 = 2 q n l L - Np0PI
(h N2+hN 2 - 1 5 _ h N2hN 2 - 1 K s ^ o f 1 VT 2 n i  -

( I  = N2) ( 2 . 2 . 1 7 )

V*
N3 -  V* N3-1

N3-1 {“

-  V*,N3+1 N3 
^ 3

= Qs s ( 2 . 2 . 1 8 )

( I  = N3)

VI+1  + VI - 1  ‘  2VI  = 0 ( 2 . 2 . 1 9 )

(N3+1 s  I  < N 4- 1 )
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M e t h o d  o f  S o l u t i o n

Due t o  t h e  h y p e r b o l i c  s i n e  f u n c t i o n  o f  t h e  p o t e n t i a l  

i n  t h e  a b o v e  s e t  o f  e q u a t i o n s *  i t  i s  c l e a r l y  e v i d e n t  t h a t  

o n e  i s  d e a l i n g  w i t h  a  n o n l i n e a r  s e t  o f  e q u a t i o n s .  An 

i t e r a t i v e  p r o c e d u r e ,  shown  by Ames ( i s  u s e d  t o

p r o v i d e  a  s o l u t i o n .  E s s e n t i a l l y  t h e  m e t h o d  h a s  two s t e p s i

1 .  L i n e a r i z e  t h e  e q u a t i o n s  a b o u t  some g u e s s  s o l u t i o n ,

2 .  S o l v e  t h e  r e s u l t i n g  l i n e a r  s e t  o f  e q u a t i o n s  f o r  

t h e  new v a l u e s  o f  t h e  u n k n o w n s ,  w h i c h  i t  i s  h o p e d  

a r e  c l o s e  t o  t h e  a c t u a l  s o l u t i o n .

The m e t h o d  p r o p o s e d  an d  i m p l e m e n t e d  i s  a  Ne wt o n  s e c o n d  

o r d e r  m e t h o d  a n d  may be  d e s c r i b e d  a s  f o l l o w s .  C o n s i d e r  

a  l i n e a r  d i f f e r e n c e  o p e r a t o r  L o p e r a t i n g  o n  t h e  d e p e n d e n t  

v a r i a b l e  v e c t o r  u a n d  t h e  r e s u l t a n t  b e i n g  a  f u n c t i o n  o f  u

= f ( u )  ( 2 . 2 . 2 0 )

C o n s i d e r  f u r t h e r  two c o n s e c u t i v e  r e s u l t a n t  v e c t o r s  f r o m
I k k+l  1t h e  i t e r a t i o n  d e s c r i b e d  a b o v e ,  i . e .  V ja , _u j- ,

* ki d e a l l y  a s  u -* u t h e  e x a c t  s o l u t i o n  v e c t o r ,
If

U s i n g  u a s  t h e  c l o s e s t  v e c t o r  t o  u a v a i l a b l e ,  t h e nD -j  e
If ̂  1

Eq .  2 . 2 . 2 0  may be  l i n e a r i z e d  a b o u t ,  a n d  s o l v e d  f o r ,  u

L u k + 1 -  f * ( u k ) • u k+ 1 = f ( u k ) -  u k • f * ( u k ) ( 2 . 2 . 2 1 )

k+1w i t h  a  Ne wt on  s t e p .  T h i s  may be  s o l v e d  f o r  u i n  t e r m s
l r

o f  u  a s  f o l l o w s
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| l  -  I  f ’" l - u k+1 = f ( u k ) -  u k f ' ( u k ) ( 2 . 2 . 2 2 )1“  “  ^  J flw v  <V ^

w h e r e  t h e  p r i m e  d e n o t e s  d i f f e r e n t i a t i o n  o f  f, w i t h  r e s p e c t

t o  i t s  c o r r e s p o n d i n g  v e c t o r  c o m p o n e n t .

F o r  t h e  p r o b l e m  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n ,  t h e  l i n e a r  

o p e r a t i o n  i s  t h e  L a p l a c e  o p e r a t o r  i n  d i s c r e t e  f o r m  ( A ) 

a n d  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  i s  t h e  h y p e r b o l i c  s i n e ,

-  2 q n i  f-Hmh v #  ND0p 1 / «  ~
k a i l n h v ; - s q - {  ( 2 - 2 ’ 23)

s i n c e

2 q n i  V* NPOP
f  (V*> = ^  l Sinh VT - 2nT

t h e n

2qn  ■
f ' ( V * )  = ^ ( c o s h  £ - )  .

T s  o VT

The l i n e a r i z e d  s t e p  i s ,  ( l e t  Cl  = 2 q n ^ / » i  s€ 0 )

* 2V*k+ t £ l Co Sh ^ ) v * k + i c i  ( s i n h  ^ k-  ^ 2 E )  -  ( f l o o s h ^ kV*k

( 2 . 2 . 2 4 )

C o n s i d e r i n g  t h e  p o t e n t i a l  a t  e v e r y  i n t e r i o r  n o d e  

o f  t h e  d e v i c e  a s  a  c o m p o n e n t  o f  a  v e c t o r  w h i c h  i s  

( N 4 - 2)  l o n g  d e f i n e d  a s t

V*k = (  v *  V* v * k 1v \  v 2* v 3 .............. N4 -1J

a n d  a p p l y i n g  Eq.  2 . 2 . 2 4  t o  t h e  s e t  o f  E q s .  2 . 2 . 1 5  t h r o u g h
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k+12 . 2 . 1 9 .  o n e  o b t a i n s  a  m a t r i x  e q u a t i o n  f o r  V*

A(V»K) • X*k+1 = U(V*k) ( 2 . 2 . 2 5 )

I t  may be  s e e n  f r o m  F i g .  2 . 3 *  w h i c h  shows  m a t r i x  A 

a n d  t h e  f o r c i n g  v e c t o r  U, t h a t  A i s  t r i d i a g o n a l , a s  

e x p e c t e d  f r o m  t h e  u s e  o f  c e n t e r e d  d i f f e r e n c e  d i s c r e t i z a ­

t i o n  f o r m u l a s  f o r  t h e  L a p l a c i a n .

The m a t r i x  A c a n  t h e r e f o r e  be  i n v e r t e d  w i t h  r e l a t i v e l y

l i t t l e  e f f o r t  by e f f i c i e n t  d i r e c t  t r i d i a g o n a l  i n v e r s i o n  
(1 5)a l g o r i t h m  . The c o m p u t a t i o n a l  f l o w c h a r t  f o r  t h e  

f u l l  a l g o r i t h m  i s  shown i n  F i g .  2 . k .

Two q u e s t i o n s  r e m a i n  t o  be  d i s c u s s e d  c o n c e r n i n g  

t h e  r e s u l t s  a n d  t h e  n a t u r e  o f  t h e  a l g o r i t h m :

1 .  S i n c e  t h i s  i s  a n  i t e r a t i v e  p r o c e s s ,  t h e  s t a r t i n g  

v e c t o r  i s  o f  g r e a t  i m p o r t a n c e  f o r  r a p i d  c o n v e r g e n c e .

2 .  What  i s  a  r e a s o n a b l e  m e a s u r e  o f  s u c h  c o n v e r g e n c e .
/ 1 Z \

I t  h a s  b e e n  shown t h a t  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  Newton

s t e p  t o  t h i s  n o n l i n e a r  s e t  o f  e q u a t i o n s  i s  s t a b l e  a n d  w i l l

p r o d u c e  a s o l u t i o n  i f  t h e  s t a r t i n g  v e c t o r  i s  c l o s e  e n o u g h

t o  t h e  d e s i r e d  s o l u t i o n .  T h i s  i s  v e r y  h a r d  t o  i n s u r e

a n d  t h e  f u l l  a n a l y s i s  o f  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  s c h e m e  f o r
( 1 7 )a n y  s t a r t i n g  v e c t o r  i s  v e r y  d i f f i c u l t v I n  t h i s  w o r k t

s u c c e s s  h a s  b e e n  f o u n d  i n  m o s t  c a s e s  by u s i n g  a  s t a r t i n g  

v e c t o r  w h i c h  a s s u m e s  t h a t  t h e  a p p l i e d  v o l t a g e  i s  l i n e a r l y  

d r o p p e d  a c r o s s  t h e  o x i d e .  When t h e  a p p l i e d  DC b i a s  i s  

v a r i e d ,  e . g .  t o  g e n e r a t e  a  C-V c u r v e ,  a  m or e  e f f i c i e n t
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|  ENTER |

I
|  IN IT IA LI ZE  V O ' s ]

SET c o n s t a n t s  a n d  
s t o p p i n g  c r i t e r i a  EPS.JMAX

CALCULATE new A an d  U i n  
Eq .  2 . 2 5  a s  sho wn  i n  F i g .  2 . 3

INVERT r e s u l t i n g  t r i d i a g o n a l  
s y s t e m  a n d  s o l v e  f o r  new VO ' s

CALCULATE VMAX^MAX VO -VO , ,
a ! l  I  new 0 l d

CHEC
NIAXsEP

NQA  J J = J J + 1

RETURN

I

J

|  EXIT )

HECK 
J~JMAX

YYES * YES

PRINT 1 WARNING
no c o n v e r g e n c e

'

F i g u r e  Z , k  C o m p u t a t i o n a l  F l o w c h a r t  o f  S u b r o u t i n e  VDC1D

U s ed  t o  S o l v e  F o r  t h e  One D i m e n s i o n a l  P o t e n t i a l .
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m e t h o d  may be  u s e d .  A t  t h e  f i r s t  s t a r t i n g  v e c t o r  u s e

t h e  l i n e a r l y  d r o p p e d  v o l t a g e  a t  o n e  o f  t h e  e x t r e m e  b i a s

p o i n t s ,  a n d  t h e n  sw ee p  u s i n g  t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e

p r e v i o u s  c a s e  a s  t h e  i n i t i a l  g u e s s  f o r  t h e  n e x t  c a s e .

I f  s m a l l  e n o u g h  s t e p s  i n  a p p l i e d  b i a s  a r e  u s e d ,  t h e

s o l u t i o n s  do n o t  r a d i c a l l y  d i f f e r  a n d  a n  e x t r e m e l y  go o d

s t a r t i n g  g u e s s  i s  o b t a i n e d .

As t h e  i t e r a t i o n  p r o g r e s s e s ,  a  c h e c k  s h o u l d  b e  made

on  how t h e  l a s t  i t e r a t i o n  s o l u t i o n  v e c t o r  c o m p a r e s  t o  t h e

e x a c t  s o l u t i o n .  The  e x a c t  s o l u t i o n  i s  n o t  a v a i l a b l e ,

t h u s  a l t e r n a t e  m e t h o d s  n e e d  t o  be  u s e d .  One m e t h o d  i s
R+l kt o  c o m p u t e  some no rm  o f  ( u  - u  || . As t h e  i t e r a t i v e

p r o c e s s  c o n v e r g e s ,  t h e  norm b e c o m e s  s m a l l ,  e . g .  s m a l l e r

t h a n  t h e  e x p e c t e d  o r d e r  o f  t r u n c a t i o n  o f  t h e  d i s c r e t i z a t i o n

s c h e m e .  One may t h e n  s a y  t h a t  t h e  l a s t  v e c t o r  i t e r a t e

i s  a  v e r y  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r .
( 1 fil

The  L°° no rm i s  e a s i l y  c o m p u t e d  d u r i n g  t h e  i t e r a t i o n  

a n d  i s  u s e d  t o  c h e c k  t h e  l a s t  i t e r a t e .  A p p l i c a t i o n  o f  

t h i s  norm r e q u i r e s  t h a t

max  I f  u I lc+1 -  u t i l i s e  ( 2 . 2 . 2 6 )

w h e r e  €  i s  some p r e s c r i b e d  v a l u e .  S i n c e  i n  t h i s  c a s e ,  

t h e  v a l u e  o f  u i s  t h e  p o t e n t i a l  i n  v o l t s  a n d  i t  v a r i e s  

l e s s  t h a n  50 %  i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r  w h e r e  E q . 2 . 2 . 2 6  i s  

c h e c k e d  i t  i s  n o t  v e r y  u s e f u l  t o  n o r m a l i z e  t h e  no rm  by
J. L

t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  p o t e n t i a l  a t  t h e  i  p o i n t
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The v a l u e  o f  £  i s  c h o s e n  so  a s  t o  b e  s m a l l e r  

t h a n  t h e  s m a l l e s t  t r u n c a t i o n  e r r o r  o f  t h e  d i s c r e t i z a t i o n  

f o r m u l a s  u s e d  ( a  t y p i c a l  v a l u e  o f  e .  u s e d  f o r  d o u b l e  

p r e c i s i o n  a r i t h m e t r i c  i s  €  =10 ^ ) ,  T h i s  i s  b e c a u s e  

n o t  much e f f o r t  s h o u l d  b e  e x p e n d e d  i n  o b t a i n i n g  t h e  s o l u ­

t i o n  t o  t h e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  t o  an  o r d e r  o f  a c c u r a c y  

g r e a t e r  t h a n  t h e  t r u n c a t i o n  e r r o r  s i n c e  u l t i m a t e l y  t h e  

d i f f e r e n c e  s o l u t i o n  i s  i t s e l f  a n  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .
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2 . 3  The DC Mode l  i n  Two D i m e n s i o n s  

S t r u c t u r e  a n d  E q u a t i o n s

I f  t h e  s t r u c t u r e  shown i n  F i g .  2 . 1  i s  e x t e n d e d  

i n  a  s e c o n d  o r t h o g o n a l  s p a t i a l  d i r e c t i o n ,  one  o b t a i n s  

t h e  s t r u c t u r e  shown  i n  F i g .  2 . 5 a :  t h e  g e n e r a l  s t r u c t u r e  

o f  t h e  two d i m e n s i o n a l  d e v i c e s  c o n s i d e r e d .  As i n  

S e c t i o n  2 . 2 ,  t h e r e  a r e  two e q u a t i o n s  t o  be  s o l v e d  

I n  t h e  s e m i c o n d u c t o r

p 2q n - v f x  v l  Nn o p ( x
V ( x ,y)  = — - ( s i n h    ) ( 2 . 3 . 1 )

* s e o T ^ i

I n  t h e  i n s u l a t o r

V2V ( x , y )  = 0 ( 2 . 3 . 2 )

The  same a s s u m p t i o n s  h o l d  h e r e  a s  t h o s e  d i s c u s s e d  f o r  t h e  

o n e  d i m e n s i o n a l  c a s e .  An i m p o r t a n t  d i f f e r e n c e  e x i s t s ,  

h o w e v e r t  t h e  L a p l a c i a n  i s  now a  p a r t i a l  a n d  n o t  an  

o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r .  E s s e n t i a l l y ,  s i n c e  no 

DC c u r r e n t  i s  a l l o w e d  t o  e x i s t ,  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s ,  w i t h  

t h e  p r o p e r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  c o m p l e t e l y  s p e c i f y  t h e  

DC o p e r a t i o n  o f  t h e  two d i m e n s i o n a l  s t r u c t u r e .

T h o s e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  d e v e l o p e d  i n  a  m a n n e r  

s i m i l a r  t o  S e c t i o n  2 . 2  u s i n g  t h e  same a s s u m p t i o n s .  The 

c o n d i t i o n s  a r e

V ( x , y )  -  Vp (x) ( 2 . 3 - 3 )



I n s u l a t o r

S e m i c o n d u c t o r

Nd o p ( x ' y )

F i g u r e  2 . 5 a .  G e n e r a l  two d i m e n s i o n a l  s t r u c t u r e  c o n s i d e r e d .

Va p l ( x L )
o

Va p l ( x >

i

Va p l ( x R> y

0
I n s u l a t o r

- -y ,
S e m i c o n d u c t o r

Nd o p ( x ' y )

__y

F i g u r e  2 . 5 b .  F i n i t e  b o u n d a r i e s  on  t h e  two d i m e n s i o n a l  d e v i c e .

I
I n s u l a t o r

vz

£ ■ ■ y * a

- y = o
x 1----------------------------------------------------

x = - b  x=0 x=+b

F i g u r e  2 . 5 c .  S i m p l e  e x a m p l e  t o  s t u d y  b o u n d a r y  a p p r o x i m a t i o n .
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v ( x , y Q+) = v ( x *y0_ ) ( 2 . 3 . 4 )

( 2 . 3 - 5 )

an d

( 2 . 3 . 6 )

F o r  a c o m p l e t e  s e t  o f  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o ne  

m u s t  a l s o  c o n s i d e r  t h e  l a t e r a l  b o u n d a r i e s .  S i n c e  E q s .

b o u n d a r y  i s  a c l o s e d  o n e ,  e i t h e r  t h e  p o t e n t i a l  ( D i r i c h l e t  

t y p e  b . c . )  o r  i t s  d e r i v a t i v e  n o r m a l  t o  t h e  b o u n d a r y  

(Neumann t y p e  b . c . )  o r  a  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  v a r i ­

a b l e  a n d  i t s  d e r i v a t i v e  a t  t h e  b o u n d a r y  ( m i x e d  t y p e )  m u s t  

be  s p e c i f i e d .  I n  t h i s  c a s e  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  d i m e n ­

s i o n  o f  t h e  d e v i c e  i n  t h e  x d i r e c t i o n  i s  s e v e r a l  t i m e s  t h a t  

i n  t h e  y d i r e c t i o n .  F u r t h e r ,  t h e  d o p i n g  p a s t  t h e  l a t e r a l  

b o u n d a r i e s  shown i n  F i g .  2 . 5 b  i s  a s s u m e d  t o  be c o n s t a n t  

i n  t h e  x d i r e c t i o n  an d  t h e  p o t e n t i a l  a p p l i e d  f o r  x>x^

A o n e  d i m e n s i o n a l  m o d e l  i s  u s e d  t o  mode l  t h e  b o u n d a r y )  

t h e  p o t e n t i a l  i s  f o u n d  u s i n g  t h e  a l g o r i t h m  o f  S e c t i o n  2 . 2  

a n d  t h i s  p o t e n t i a l  i s  u s e d  a t  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  

a t  t h e  l a t e r a l  b o u n d a r i e s .  T h i s  m e t h o d  c o n v e r t s  i t

2 . 3 . 1  a n d  2 . 3 . 2  a r e  e l l i p t i c  p . d . e . ' s  t h e  p r o p e r ^ 9 )

i s  t h a t  a p p l i e d  a t  x, i s  t h a t  a t  x.



i n t o  a  D i r i c h l e t  t y p e .  As some j u s t i f i c a t i o n  f o r  u s i n g  

t h i s  a p p r o x i m a t i o n ,  c o n s i d e r  t h e  l i n e a r  p r o b l e m  shown i n  

F i g .  2 . 5 c .  I n  t h i s  c a s e ,  s i m i l a r  t o  a  p a r t i c u l a r  s t r u c ­

t u r e  s t u d i e d  ( s e e  C h a p t e r  U ) , o n e  may o b t a i n  an  a n a l y t i c  

s o l u t i o n .  F o r  t h e  t r a n s v e r s e  d i m e n s i o n s  s e v e r a l  t i m e s  

t h e  v e r t i c a l  d i m e n s i o n ,  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  f i r s t  

h a r m o n i c  i s  a t  l e a s t  two o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  b e l o w  t h e  

f u n d a m e n t a l  j u s t i f y i n g  t h e  a p p r o x i m a t i o n  b e i n g  u s e d .

The  e x a c t  d e t a i l s  o f  t h e  p o t e n t i a l  c a l c u l a t i o n  i n  t h i s  

s i m p l e  e x a m p l e  a r e  g i v e n  i n  A p p e n d i x  D. T h u s  t h e  l a t e r a l  

b o u n d a r i e s  w i l l  b e  s e l e c t e d  t o  i n s u r e  t h a t  t h e  d o p i n g  

d e n s i t y  i s  u n i f o r m  a nd  a l s o  t h a t  t h e  a p p l i e d  p o t e n t i a l  i s  

c o n s t a n t  i n  t h e  t r a n s v e r s e  d i r e c t i o n .  T h i s  l e a d s  t o  t h e  

u s e  o f  a  o n e  d i m e n s i o n a l  s o l u t i o n  a s  t h e  b o u n d a r y  c o n d i ­

t i o n s  f o r  E q . 2 . 3 . 1  a n d  2 . 3 . 2 .

D i s c r e t i z a t i o n  Scheme

As i n  o n e  d i m e n s i o n ,  a  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e  

d i s c r e t i z e d  e q u a t i o n s  i s  i m p l e m e n t e d .  F o r  t h i s  p u r p o s e  

t h e  r e g i o n  i n  t h e  x - y  s p a c e  o v e r  w h i c h  t h e  e q u a t i o n s  h o l d  

i s  d i s c r e t i z e d  w i t h  a  g r i d .  F i g u r e  2 . 6  sh o w s  a  t y p i c a l  

u n i f o r m  g r i d ,  an d  F i g .  2 . 7  shows  a  t y p i c a l  n o n - u n i f o r m  

g r i d  e a c h  y i e l d i n g  d i f f e r e n t  a c c u r a c i e s .

The L a p l a c i a n  o p e r a t o r  i s  e x p a n d e d  by a  d o u b l e
.L L

T a y l o r  s e r i e s  a b o u t  t h e  ( i  , j  ) p o i n t  a n d  a p p r o x i m a t e d  

by  i t s  f i r s t  o r d e r  t e r m s .  F o r  t h e  u n i f o r m  g r i d  t h e  

a p p r o x i m a t i o n  i s
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F i g u r e  2 . 6 .  T y p i c a l  u n i f o r m  g r i d  s t r u c t u r e .

VwJ
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F i g u r e  2 . 7 .  T y p i c a l  n o n u n i f o r m  g r i d  s t r u c t u r e
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? 2 u _  UI , J - 1 + UI . J + 1 + UI - 1 , J + UI - H , J '  ^ UI . J  ( 2 . 3 . 7 )
h 2

I n  t h e  c a s e  o f  a  t o t a l l y  n o n u n i f o r m  g r i d  w h e r e  a l l  f o u r  

n e i g h b o r i n g  n o d e s  a r e  a t  d i f f e r e n t  d i s t a n c e s  f r o m  t h e  

c e n t r a l  n o d e  ( s e e  F i g .  2 . 8 b ) ,  t h e  L a p l a c i a n  i s

uI . J + r  UI . J  _ UI . J ~  UI . J - 1  UI + 1 . J ~ U! . J  _ UI , J ~ UI - 1  . J
7 2 u  ~  ______ k J    KJ - 1  h I ______________ h I - l

( k J+ k J _ 1 ) / 2  r h i _ 1+ h i ) / 2
( 2 . 3 - 8 )

F o r  t h e  c a s e  w h e r e  h . - h  . . . = k , = k ■_. , E q . 2 . 3 , 8  r e d u c e s  t o  

E q . 2 . 3 . 7 .  As t h e  g r i d  s p a c i n g  g o e s  t o  z e r o ,  t h e  o r d e r  

o f  t r u n c a t i o n  g o e s  t o  z e r o  a n d  t h e  d i s c r e t e  a n a l o g u e s  

a r e  s e l f  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  p . d . e . ^ 0 *̂

No l o s s  o f  g e n e r a l i t y  i s  i n c u r r e d  i n  c o n t i n u i n g  

t h e  d i s c u s s i o n  o f  a  s o l u t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  i n  q u e s ­

t i o n  a s s u m i n g  a  u n i f o r m  g r i d .  The  c o m p l e x i t y  i s  l e s s e n e d  

so  a s  t o  make c o n c e p t u a l i z a t i o n  e a s i e r  y e t  t h e  p r i n c i p l e s  

i n v o l v e d  s t i l l  a p p l y  t o  t h e  n o n u n i f o r m  c a s e .

D i s c r e t i z i n g  E q s .  2 . 3 . I  and  2 . 3 . 2  o n e  o b t a i n s  i n  

t h e  s e m i c o n d u c t o r

VI + 1 , J + VI - 1 , J + VI , J + 1 + VI , J - 1 “ ^ VI , J

2 q n - h 2 V? NDOPT ( 2 . 3 - 9 )

F ^ " * >
a n d  i n  t h e  i n s u l a t o r

VI + 1 , J + VI - 1 , J + VI , J + 1 + ^VI , J " °  ( 2 . 3 . 1 0 )



39

I  , J - l

1+1 , j

F i g u r e  2 . 8 a . F i v e  p o i n t  u n i f o r m  d i s c r e t i z a t i o n  g r i d  
e m p l o y e d  i n  d i s c r e t i z i n g  t h e  L a p l a c i a n

u I 1+1 , J

1 -1

J - l

I , J - l

F i g u r e  2 . 8 b .  N o n u n i f o r m  f i v e  p o i n t  d i s c r e t i z a t i o n  g r i d ,

I n s u l a t o r

Q- "S>

O  0 * Q

o — <;)— — (
}

o
+ 

*-}
ou

o - - - c\------J!> jo-i
♦
j

S e m i c o n d u c t o r

F i g u r e  2 . 8 c .  D i s c r e t i z a t i o n  g r i d  a t  t h e  i n s u l a t o r
s e m i c o n d u c t o r  e m p l o y e d  i n  d i s c r e t i z i n g  
G a u s s '  Law.



Labelling the grid points at the insulator-semiconductor

T h i s  i s  a  n a t u r a l  p o i n t  w h e r e  a  c h a n g e  i n  g r i d  s t e p  

s i z e  i n  t h e  y  d i r e c t i o n  may be  made  w i t h o u t  t o o  much 

c o m p l e x i t y  o r  e x t r a  c a l c u l a t i o n .  The  r e s t  o f  t h e  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s  a r e  u s e d  i n  E q s .  2 . 3 . 9  a n d  2 . 3 . 1 0  i n  t h e  a p p r o ­

p r i a t e  p l a c e s .  One t h e n  o b t a i n s  a  s e t  o f  ( M - 2 ) x ( N - 2 )  

l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  a l g e b r i a c  e q u a t i o n s  f o r  t h e  

d i s c r e t i z e d  p o t e n t i a l  i n  t h e  i n t e r i o r  n o d e s  o f  t h e  g r i d .

(M a n d  N a r e  t h e  n u m b e r  o f  g r i d  p o i n t s  i n  t h e  x a n d  y  

d i r e c t i o n s  r e s p e c t i v e l y ) .  The s e t  may be  e x p r e s s e d  a s  

f o l l o w s

VI  . JO
h JO - ]

-V

x
{ 2 . 3 - 1 1 )

vs ^ o  T 1
( 2 . 3 . 1 2 )

( 2  £  I  < M - l ( 2 < J  s  J O - 1 )

I . J O + 1 VI  . J 0 ~ VI  . J O - K  Q
h ^INS s s X

( 2 . 3 - 1 3 )

( 2  s  I  s  M - l , J  =  JO)

VI , J + 1 + VI , J + VI + 1 , J + VI - 1 , J  4 V I , J  0 ( 2 . 3 -1*+)
(2  s  I  £  M - l ,  JO+1 s  J  s  N - l )
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M e th o d  o f  S o l u t i o n

W r i t i n g  t h e  a b o v e  s e t  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  i n  

m a t r i x  f o r m  AV»g(V) w i t h  t h e  p o t e n t i a l  a t  e v e r y  i n t e r i o r  

n o d e  a s  t h e  c o m p o n e n t s  o f  a  s o l u t i o n  v e c t o r  V, two 

t h i n g s  a r e  e v i d e n t i

1 .  The s e t  o f  e q u a t i o n s  i s  n o n l i n e a r  due  t o  t h e  

p r e s e n c e  o f  t h e  h y p e r b o l i c  s i n e  o f  t h e  p o t e n t i a l  t e r m  

i n  g ( V ) .

2.  The m a t r i x  A i s  b a n d e d ,  w i t h  d i a g o n a l s ,  two 

o f  t h em  M-2 away f r o m  t h e  m a i n  d i a g o n a l  ( s e e  F i g .  2 . 9 )

T h e r e  a r e  a t  p r e s e n t  s e v e r a l  m e t h o d s  w h i c h  h a v e  b e e n

s u c c e s s f u l l y  a p p l i e d  t o  s o l v i n g  t h e  m a t r i x  s y s t e m  shown 
( 2 1 )

i n  F i g .  2 . 9  ■ Most  make u s e  o f  a  l i n e a r i z a t i o n  o f

t h e  e q u a t i o n  a b o u t  some g u e s s ,  c a l l e d  t h e  o u t e r  i t e r a t i o n ,

a n d  some e f f i c i e n t  m a t r i x  s o l v e r  f o r  t h e  l i n e a r i z e d

e q u a t i o n ,  c a l l e d  t h e  i n n e r  i t e r a t i o n .  Due t o  t h e  l a r g e

b a n d w i d t h  o f  t h e  A m a t r i x  i n v o l v e d ,  u s u a l l y  an  i t e r a t i v e

i n n e r  s c h em e  i t e r a t i o n  i s  u s e d  s u c h  a s  SOR o r  ADI ( s e e  
(221

f o r  e x a m p l e  ) .  The q u e s t i o n  w h i c h  m o s t  o f t e n  a r i s e s  

i n  t h i s  c a s e  i s  how much c o m p u t a t i o n a l  e f f o r t  s h o u l d  be  

s p e n t  on  c a l c u l a t i n g  t h e  n e x t  g u e s s  i t e r a t i v e l y  i f  i t  i s  

o n l y  t o  be  a  n e x t  g u e s s  a n d  n e e d  n o t  be  v e r y  a c c u r a t e .

On t h e  o t h e r  h a n d  i t  i s  c l e a r  t h a t  a  d i r e c t  m a t r i x  

i n v e r t e r  i s  n o t  v e r y  e f f i c i e n t ,  i n  t h i s  c a s e  d u e  t o  t h e  

l a r g e  b a n d w i d t h  o f  A. T h e r e f o r e  a n  i t e r a t i v e  m e t h o d  i s  

m ore  a d v a n t a g e o u s .  To t r y  t o  m i n i m i z e  t h e  n u m b e r  o f  

c a l c u l a t i o n s  an  i t e r a t i v e  m e t h o d  w h i c h  i t e r a t e s  on
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F i g u r e  2 . 9 .  M a t r i x  s y s t e m  f o r  two d i m e n s i o n a l  d i s c r e t i z e d  p o t e n t i a l . •rro
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b o t h  p r o b l e m s  a t  o n c e  i s  d e v e l o p e d .

G r e e n s p a n  h a s  d i s c u s s e d  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  a  

m e t h o d  h e  c a l l s  n o n l i n e a r  o v e r r e l a x a t i o n  a s  a p p l i e d  t o  

e l l i p t i c  p . d . e . ' s ,  p ' . r t i c u l a r l y  n o n l i n e a r  o n e s .  O r t e g a  

a n d  R h e i n b o l d t  m or e  a p t l y  name t h i s  m e t h o d  S O R - N e w t o n ^ . 

I t  i s  p r o p e r l y  t e r m e d  a  SOR-Newton s i n c e  t h e r e  i s  a n  

e l e m e n t  o f  o v e r r e l a x a t i o n  s u c c e s s i v e l y  a p p l i e d  w i t h  a  

Newton  l i n e a r i z a t i o n  o f  t h e  n o n l i n e a r i t y .
(2  SIA p r e l i m i n a r y  r e v i e w  o f  N e w t o n ' s  m e t h o d  i s  h e l p f u l

i n  u n d e r s t a n d i n g  t h e  SOR-Newton m e t h o d .  C o n s i d e r  t h e  

f o l l o w i n g  g e n e r a l  n o n l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t i o n t  

f ( x ) = 0 .  To f i n d  a  s o l u t i o n ,  u s e  t h e  i t e r a t i v e  s c h e m e

x n+1 = x n -  w^ * n ) ( 2 . 3 . 1 5 )r ( x n )

w h i c h  i s  a  v a r i a t i o n  on  t h e  u s u a l  Newton  m e t h o d  i n  t h a t  

a  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  i s  e m p l o y e d  t o  a c c e l e r a t e  c o n v e r ­

g e n c e  t o  a  s o l u t i o n .  F i g u r e  2 . 1 0  shows  a  t y p i c a l  i t e r a t i o n  

w i t h  w=l a n d  w> 1 .  The p r o c e s s  i s  a s  f o l l o w s *

1 .  From t h e  p o i n t  { f ( x n ) , xn } d r a w  t h e  s l o p e  f ' ( x n )

2 .  Where  t h e  s l o p e  i n t e r s e c t s  t h e  x a x i s ,  c a l l  t h i s  

t h e  n e x t  i t e r a t e  x n + \

3- R e p e a t  1 a n d  2 u n t i l  o n e  i s  w i t h i n  a  6 o f  t h e  

s o l u t i o n  .

U s i n g  t h i s  m e t h o d  w i t h  0 <  w s  1 o n e  c o n v e r g e s  t o  t h e  

s o l u t i o n  w i t h o u t  p a s s i n g  i t  i f  t h e  f u n c t i o n  i s  c o n c a v e  

i n  t h e  i n t e r v a l  ^ x 0 * x ' J  w h e r e  xq i s  t h e  i n i t a l  g u e s s



y

s l o p e s  d f ( x ) . c j  
/ dx

s l o p e =  d f ( x ) .1 
dx

N o r m a l  Newton  
s t e p . 

A c c e l e r a t e d  
Newton  s t e p

F i g u r e  2 . 1 0 .  A c c e l e r a t e d  N e w t o n ' s  m e t h o d .



a n d  x '  i s  t h e  s o l u t i o n .  The d a n g e r  o f  u s i n g  a n  a c c e l e r a t ­

i n g  f a c t o r  g r e a t e r  t h a n  1 i s  t h a t  t h e  s o l u t i o n  may be  

o v e r s h o t .

C o n s i d e r  now a  s y s t e m  o f  n o n l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  

f ( x )=0  a n d  a p p l y  t h e  f o l l o w i n g  i t e r a t i v e  s c h e m e  t o  i t

x
f ( x n x n x n  x n )n+1 _ I 1 \ x 1 , x 2 . x 3 .....................XN )

Xl Wl- A -  f ( x n x n x n Xi x / l u l  ’ x 2 ’ x 3 ........... N }

n+1 n
X2 ”  W2

„ / n+ 1 n n  n>f  o '  X. t x „  f X~ i • > • i Xju j

f  ( x  n + 1  x  n  x  n  x  n )2>X0 2 1 * x 2 * x 3 ' ■ * ’ " N ;

n+1
N

f  <x n+1 X n+1 x n+1 xn N 1 2 *A ̂  i • * • i j

XN ~ W3 x. / . .  n +1 .. n +1 .. n +1 .. n
J x N V X1 p X, .X. p * * ■ »X̂ j J

( 2 . 3 . 1 6 )

As an  e x a m p l e  c o n s i d e r  two e q u a t i o n s  i n  t h i s  s y s t e m t  

f 1 ( x^ Xg) a n d  f g t x ^ . X g ) .  A p p l y i n g  E q s .  2 . 3 . 1 6  y i e l d s  

t h e  s cheme
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f  ( x  n+1 x  n )
V n+1 ^ V n  w 2 kXl  2 }

2 2 w2 x f -  ^
° - g ( x  n+1 X n )
b * 2  1  2

a p p l i e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m :

1.  S t a r t  a t  (t x i n » x 2 °  ^ anc* x g c o n s t a n t , 

p e r f o r m  a Newton  s t e p  on  f ^ ( x ^ r‘ , x 2 n ) a s  shown i n  

F i g .  2 . 1 1  ( f o r  W = l ) .  One e n d s  up  a t  £ x i.n + * r

V ]  •

2 .  From ^ x ^ n + ^ ,  x ^ n  ^  a n d  h o l d i n g  c o n s t a n t , 

p e r f o r m  a  Newton  s t e p  on  x^)  a s  shown 

i n  F i g .  2 . 1 2  ( f o r  W=1) . One e n d s  up a t

{ X l n + 1 . x 2 n+1]  .

3- R e p e a t  1 and  2 u n t i l  t h e  l a s t  i t e r a t e  v a l u e s  a r e  

a s  c l o s e  t o  t h e  s o l u t i o n  a s  d e s i r e d .

H o p e f u l l y  a f t e r  o n e  i t e r a t i o n ,  s t e p s  1 and  2 ,  o n e  i s  

c l o s e r  t o  t h e  f i n a l  s o l u t i o n  I n ' '  v )  , i . e .  t h e  

e r r o r  ^ n + 1  ^  n , w h e r e  £  n ^ \ |  x n “ x Ml *

T h e r e  a r e  s e v e r a l  n o t i c e a b l e  p o i n t s  w h i c h  s h o u l d  be  

b r o u g h t  o u t  a b o u t  t h e  p r o p o s e d  a l g o r i t h m :

1 .  I f  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  ( s u c h  a s  t h e  o n e s  i n  

t h e  e x a m p l e )  a r e  l i n e a r ,  t h e n  t h e  s u r f a c e s  

Z = f ^ ( x n ) a r e  p l a n e s  a nd  N e w t o n ' s  p r o c e s s  i s  

s t a b l e  f o r  a ny  i n i t i a l  v e c t o r .  T h i s  m e t h o d  

b e c o m e s  SOR f o r  1 < w £ 2 .

2 .  E ac n  e q u a t i o n  i n  t h e  i t e r a t i o n  s c heme  o f  E q . 2 . 3 . 1 6  

may h a v e  a  d i f f e r e n t  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  f o r



-fr"O

F i g u r e  2 . 1 1 .  G r a p h i c a l  e x a m p l e  o f  t a k i n g  t h e  f i r s t  p a r t  o f  a  S O R -N e w to n  s t e p .



m -l

x2

F i g u r e  2 . 1 2 .  C o m p l e t i n g  t h e  S O R - N e w t o n  s t e p .



^9
op t im um  c o n v e r g e n c e . T h i s  i s  e x p o s e d  i n  d e p t h

when  t h e  p . d . e .  i n  q u e s t i o n  i s  b e i n g  c o n s i d e r e d

( s e e  l a t e r  i n  t h i s  S e c t i o n  a n d  A p p e n d i x  B) .

I n  g e n e r a l ,  f o r  f ( x )  n o n l i n e a r ,  t h e r e  a r e  r e g i o n s

i n  x s p a c e  w h e r e  f o r  a n  i n i t i a l  v e c t o r  x , t h e  
r  — o

p r o c e s s  w i l l  d i v e r g e  a n d  o t h e r s  w h e r e  i t  w i l l  

c o n v e r g e  t o  t h e  d e s i r e d  s o l u t i o n .

3 . S i n c e  a  s o l u t i o n  t o  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  i s  

u s u a l l y  n o t  known b e f o r e h a n d ,  a p p l y i n g  a n  e r r o r  

c r i t e r i a  G- n +  ̂ <  €.  n  i s  n o t  p o s s i b l e .  One may

l o o k  a t  a n o t h e r  c r i t e r i a  i m p o s e d  on  t h e  p a s t  a nd

p r e s e n t  i t e r a t e s  and  s t o p  t h e  i t e r a t i o n  when
* n + 1 _  , A n + 1 ^ * n + 1 n u

A  ^  £ 0 ' w h e r e  A  =  fl x - x  ||

and  some s p e c i f i e d  s m a l l  n u m b e r .  C a r e  n u s t

be  e x e r c i s e d  i n  a p p l y i n g  t h i s  c r i t e r i a  s i n c e  t h e

d i s t a n c e  b e t w e e n  v e c t o r  i t e r a t e s  may t u r n  o u t  t o

be  v e r y  s m a l l ,  y e t  o n e  may be  f a r  away f r o m  a

s o l u t i o n .
( 26 \

F o r  a  l i n e a r  s y s t e m ,  i t  i s  known ( s e e  F o r s y t h e  and  Wasow )

t h a t  f o r  a  d i s c r e t i z a t i o n  o f  a  l i n e a r  p . d . e .  w h i c h  i s

c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  p . d . e . ,  s t a b i l i t y  o f  t h e  d i s c r e t e

p r o c e s s  i m p l i e s  c o n v e r g e n c e  an d  v i c e  v e r s a .  F o r  a

n o n l i n e a r  s y s t e m , t h i s  i s  n o t  n e c e s s a r l y  t h e  c a s e . The

f u l l  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  t h i s  m e t h o d  a p p l i e d  t o  n o n l i n e a r

e q u a t i o n s  i s  a  v e r y  d i f f i c u l t  p r o b l e m  a n d  h a s  n o t  b e e n
(27 )

u n d e r t a k e n  t o  d a t e



I m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  Me t ho d

The d i s c r e t e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  p o t e n t i a l  i n v o l v i n g  t h e  

L a p l a c i a n  ( E q s .  2 . 3 - H  a n d  2 . 3 . 1 2 )  may be  r e w r i t t e n  s u c h  

t h a t  t h e y  a r e  o f  t h e  f o r m  f ( v ) = 0 .  The  f i r s t  ( M - 2 ) x ( J 0 - 2 )  

e q u a t i o n s  b e i n g  n o n l i n e a r

2 „  N, Hi t -

i - L i )  = 0
7 2qn  ■ h V* T 1 DOP

A V 1 , J "  ( s i n h  V  2FTT ( 2 . 3 . 1 8 )

( 2 < I s M - l ,  1 < J < J 0 - 1 )

w h e r e  ( ^ ) i s  u s e d  t o  r e p r e s e n t  t h e  d i s c r e t e  L a p l a c i a n

o p e r a t o r .  E q u a t i o n  2 . 3 . 1 3  i s  u s e d  t o  s t e p  a c r o s s  f r o m

t h e  s e m i c o n d u c t o r  t o  t h e  i n s u l a t o r  by  s o l v i n g  f o r  t h e

i n t e r f a c e  p o i n t s  e x p l i c i t l y  w i t h  t h e  l a s t  a v a i l a b l e

i t e r a t e  v a l u e s .  T h e n  t h e  m e t h o d  i s  a p p l i e d  t o  E q . 2 . 3 . 12

i n  w h i c h  c a s e  i t  i s  s i m p l y  s u c c e s s i v e  r e l a x a t i o n .  I n
^ i j , ]

t h e  s e m i c o n d u c t o r  . —r r ^ t V )  i s
o  y

| £ U i ( V )  -  - g i i 2 ( C0Bh <2- 3 . 19)
° VI , J  N r t )  T T

a n d  i n  t h e  i n s u l a t o r

& f T T(V)
^ - 1*  ( 2 . 3 . 2 0 )

0 I , J

T h u s  t h e  m e t h o d  a p p l i e d  t o  t h e  p r o b l e m  b e c o m e s
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VW 0  ^ g + K j *  ( K s Vy O - l + ^ I VI , J 0 + 1 J Qs s x ( 2 . 3 . 2 2 )

r1̂ 1 .  v n  -w 
I J  VI J  IN 1 ^ )

( 2 s l < M - l ( J 0 + 1 < I < N - 1 )  ( 2 . 3 . 2 3 )

w i t h  t h e  new i t e r a t e  i m m e d i a t e l y  r e p l a c i n g  t h e  o l d  o n e  

a s  i t  b e c o m e s  a v a i l a b l e . The r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r s  a r e  

Wg f o r  t h e  s e m i c o n d u c t o r  r e g i o n  a n d  w ^  f o r  t h e  i n s u l a t o r  

r e g i o n .

S e v e r a l  q u e s t i o n s  w h i c h  m u s t  b e  a n s w e r e d  t o  s u c c e s s ­

f u l l y  i m p l e m e n t  t h i s  m e t h o d  a r e :

1 .  What  s t a r t i n g  v e c t o r  s h a l l  be  u s e d ?

2 .  What  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r s  a r e  r e q u i r e d ?

3 . What  s t o p p i n g  c r i t e r i a  s h a l l  be  e x e r c i s e d ?

The  f i r s t  q u e s t i o n  i s  a n  i m p o r t a n t  on e  f o r  c o n v e r g e n c e  o f  

t h e  s c h e m e .  B a r r i n g  a  f u l l  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  t h e  

s c h e m e ,  i t  i s  m o s t l y  a m a t t e r  o f  e x p e r i e n c e :  w h i c h e v e r

s t a r t i n g  v e c t o r  s e e m s  t o  w o r k  i s  t h e  o n e  t o  be  u s e d .

I n  t h e  p r o b l e m s  u n d e r t a k e n ,  a  s u i t a b l e  s c h em e  f o r  

g e n e r a t i o n  o f  t h e  s t a r t i n g  v e c t o r  i s  a s  f o l l o w s :

1 .  D i v i d e  t h e  two d i m e n s i o n a l  r e g i o n  i n t o  a  s e t  

o f  s t r i p s  p a r a l l e l  t o  t h e  y  d i r e c t i o n ,  e a c h  

s t r i p  c o n t a i n i n g  a  g r i d  l i n e  i n  t h e  y d i r e c t i o n  

( s e e  F i g .  2 . 1 3 ) .

2 .  S o l v e  f o r  t h e  p o t e n t i a l  a t  e a c h  g r i d  p o i n t  w i t h
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±
F i g u r e  2 . 1 3 .  D e c o m p o s i t i o n  o f  t h e  two d i m e n s i o n a l

s t r u c t u r e  i n t o  on e  d i m e n s i o n a l  s t r i p s  f o r  
t h e  g e n e r a t i o n  o f  a n  i n i t i a l  g u e s s .



t h e  on e  d i m e n s i o n a l  m e t h o d  ( s e e  S e c t i o n  2 . 2 )  

c o n s i d e r i n g  t h e  s t r i p  t o  be  a  o n e  d i m e n s i o n a l  

d e v i c e .

3 .  L oad  i n ,  s t r i p  by  s t r i p ,  t h e  p o t e n t i a l  f o u n d

i n  2 a s  t h e  s t a r t i n g  v a l u e  f o r  t h e  two d i m e n s i o n ­

a l  i t e r a t i o n .

On t h e  m a t t e r  o f  t h e  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  t h e r e  a r e  

s e v e r a l  p o i n t s  w h i c h  m us t  be  c o n s i d e r e d !

1 . f o r  0 <  w s i  t h e  m e t h o d  i s  c a l l e d  u n d e r r e l a x ­

a t i o n  a n d  i s  f o u n d  t o  be  s t a b l e ;  h o w e v e r ,  a  

s o l u t i o n  i s  r e a c h e d  s l o w l y .

2 .  f o r  1 <  w £ 2 t h e  m e t h o d  i s  c a l l e d  o v e r r e l a x ­

a t i o n  w h i c h  may c a u s e  d i v e r g e n c e .  H o w e v e r ,  t h e r e

may be  a w i n  t h i s  r a n g e  w h i c h  w i l l  a c c e l e r a t e  

c o n v e r g e n c e  o p t i m a l l y .

I n  A p p e n d i x  B, a n  a n a l y s i s  i s  made o f  t h i s  s i t u a t i o n  a n d  

i t  i s  f o u n d  t h a t  a w s h o u l d  be  p i c k e d  f o r  e a c h  i t e r a t e  

a s  t h e  i t e r a t i o n  p r o g r e s s e s .  T h i s ,  t h o u g h  a s s u r i n g  

o p t i m a l  c o n v e r g e n c e  and  s t a b i l i t y ,  i s  v e r y  cu m be r s om e  t o  

i m p l e m e n t  a n d  q u i t e  c o s t l y  i n  c o m p u t a t i o n  t i m e .  I n  p r a c t i c e  

i t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  u s i n g  a  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  o f  t h e  

l i n e a r  s y s t e m  ( i . e . ,  a s  i f  t h e  s e m i c o n d u c t o r  w e r e  a 

p e r f e c t  i n s u l a t o r ) , r a t h e r  t h a n  s e a r c h i n g  f o r  t h e  o p t im u m  

w r e s u l t s  i n  g o o d  c o n v e r g e n c e .  The  p r a c t i c a l  p a r a m e t e r
/ p Q \

u s e d  i s  t h a t  g i v e n  by Young  f o r  o v e r r e l a x a t i o n  a p p l i e d  

t o  t h e  L a p l a c i a n  i n  a  r e c t a n g l e



where

Xo p t  = c o s ( j?> + c o s (§)  ( 2 . 3 . 2 5 )

a n d  R a n d  S a r e  t h e  n u m b e r  o f  i n t e r i o r  g r i d  p o i n t s  i n

t h e  two s p a t i a l  d i m e n s i o n s .
(2 9 )

G r e e n s p a n  s u g g e s t s  t h a t  b e f o r e  t h e  s t a r t  o f  e a c h  

p r o b l e m  a n  o p t im u m  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  may be  f o u n d  

e x p e r i m e n t a l l y  by  t r y i n g  a  s p e c i f i e d  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  

w i t h  d i f f e r e n t  w ' s  a n d  o b s e r v i n g  f o r  w h i c h  w t h e  e r r o r  

c r i t e r i a  i s  m o s t  c l o s e l y  s a t i s f i e d .  T h i s  was  t r i e d  f o r  

t h e  t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r  s t r u c t u r e  w h e r e  

f o r  x^  £  x ^  0 a n d  v a p]_ ( x ) =V2 f o r  0 S x S XR * The 

r e s u l t s  a r e  shown i n  F i g .  2 . 1 k ,  w h e r e  t h e  e r r o r  c r i t e r i a  

u s e d  i s  t h e  sum o f  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  c h a n g e  f r o m  

Vn t o  Vn + 1 . The t r a j e c t o r y  f o r  e a c h  v a l u e  o f  w a s  t h e  

i t e r a t i o n  n u m b e r  i n c r e a s e s  a s  shown i n  F i g .  2 . I 5 . One 

n o t i c e s  i n  F i g .  2 . 1 ^  t h a t  t h e  w f o r  t h e  l i n e a r  s y s t e m  

i s  l e s s  t h a n  t h e  op t im um  w , a n d  t h a t  f o r  v a l u e s  o f  

w ^  w o p t  c a S e . t h e r e  i s  d i v e r g e n c e  i n  many

c a s e s .  D i v e r g e n c e  f o r  w =2 i s  c l e a r l y  s e e n  i n  F i g .  2 . 1 5  

a n d  f o r  w - 1 , 9  some o s c i l l a t i o n  i s  o b s e r v e d .  I n  g e n e r a l ,  

t h e  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  g i v e n  i n  E q . 2 . 3 . 2 5  s h a l l  be  u s e d



SUM (xlO )

- . 0 8 L i n e a r  R e l a x a t i o n  
P a r a m e t e r

- . 0 ?

.06

Number o f  i t e r a t i o n s ^  52 
U n i f o r m  R e c t a n g u l a r  G r i d

.01

w ( r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r )

F i g u r e  2 . 1 4 ,  E r r o r  c r i t e r i a  v e r s u s  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  o b t a i n e d  e x p e r i m e n t a l l y  f o r  t h e  cn
t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r  s t r u c t u r e .  ^
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SUM
10

10

—o

-110

10
40

Number  o f  I t e r a t i o n s
2010

F i g u r e  2 . 1 5 ,  E r r o r  c r i t e r i a  v e r s u s  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s
f o r  v a r y i n g  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r .
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i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r  r e g i o n  s i n c e  i t  m e e t s  b o t h  t h e  

s t a b i l i t y  a n d  e a s e  o f  c o m p u t a t i o n  r e q u i r e m e n t s .

A p a r a m e t e r  w h i c h  may be  m o n i t o r e d  i s  A  n+1 =

II Vn + 1 -Vn H . A l t h o u g h  t h e r e  a r e  s e v e r a l  n o r m s  w h i c h  may 

b e  u s e d ,  i t  was  c h o s e n  t o  i m p l e m e n t  t h e  norm d e f i n e d  a s

S n+1 = L  ABS(V?+1t -  V? t ) ( 2 . 3 . 2 6 )^  1 , J  1 , J

T h i s  norm wa s  u s e d  i n  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  op t im u m

r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  a n d  i n  g e n e r a l  h a s  b e e n  f o u n d  t o  

p r o v i d e  s u c c e s s f u l  r e s u l t s .

F i n a l l y ,  t h e  a l g o r i t h m  i s  o r g a n i z e d  i n t o  a  MAIN 

p r o g r a m  w h i c h  s e t s  up  t h e  n e c e s s a r y  c o n s t a n t s  a n d  s p a t i a l  

v a r i a b l e s  ( e . g .  b a c k g r o u n d  d o p i n g  g r i d  d e n s i t i e s ,  e t c . )  

w h i c h  c a l l s  o n  two s u b r o u t i n e s :

1 .  VLC1D, t h e  o ne  d i m e n s i o n a l  a l g o r i t h m  t o  i n i t i a l i z e  

t h e  s o l u t i o n ,

2.  VDC2D, t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  SOR-Newton 

d i s c u s s e d  i n  t h i s  S e c t i o n  t o  t h e  MIS s t r u c t u r e  

i n  q u e s t i o n .

The MAIN p r o g r a m  f l o w  c h a r t  i s  shown  i n  F i g .  2 . 1 6  and

t h a t  o f  VDC2D i s  shown i n  F i g .  2 . 1 7 .
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ENTER

SET c o n s t a n t s  , g r i d

SUBROUTINE
VDC1D

COMPUTE o n e  d i m e n s i o n a l  
V O ' s  f o r  s t . r i n s  w i t h  VD1C

LOAD s t r i p s  a s  i n i t i a l  
two d i m e n s i o n a l  VO g u e s s

CALL VDC2D t o  c o m p u t e SUBROUTINE
a n d  r e t u r n  VO VDC2D

CALCULATE EQX,E ,P Q a n d  
Nq a t  a l l  r e q u i r e d  n o d e s

PRINT a l l  
r e q u i r e d  v a l u e s

END

F i g u r e  2 , 1 6  C o m p u t a t i o n a l  F l o w c h a r t  o f  MAIN t o  S o l v e  
f o r  t h e  DC P o t e n t i a l  i n  Two D i m e n s i o n s .
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|  ENTER |

OBTAIN a l l  g r i d  d a t a  a n d  i n i t i a l  g u e s s  f o r  VO

I
SET c o n s t a n t s ,  s t o p p i n g  c r i t e r i a  EPS,  JMAXI

CALCULATE t h e  r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r s

APPLY E q s . 2 . 3 . 3 1 ,
2 . 3 0 2  &  2 . 3 . 3 3

CALCULATE 

SUM=f » VOn e w - VOold>‘

CHEC 
SUMS EPS

NO

I

£ RETURN VO’ s

I E X I T  I

HEC
J?JMA

C
J J = J J + 1

PRINT 1 WARNING 
no c o n v e r g e n c e

F i g u r e  2 . 1 7  C o m p u t a t i o n a l  F l o w c h a r t  o f  S u b r o u t i n e  VDC2D.
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2 . ^  R e s u l t s  o f  S t u d i e s  W i t h  t h e  One D i m e n s i o n a l  DC M o d e l s

N u m e r i c a l  I n v e s t i g a t i o n s  W i t h  t h e  One D i m e n s i o n a l  A l g o r i t h m  

The b a s i c  p a r a m e t e r  o f  i n t e r e s t  i n  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  

c a s e  i s  t h e  DC p o t e n t i a l .  A l l  o t h e r  p a r a m e t e r s  a r e  

d e r i v e d  f r o m  t h i s  v a r i a b l e .  T h e s e  a r e i

1 .  DC c a r r i e r  c h a r g e  d e n s i t i e s ,  w h i c h  u s i n g  t h e  

B o l t z m a n  a p p r o x i m a t i o n  a r e

p Q(x)  = ^  ex p  ( ~Vy^~ )  ( 1 . 3 . 9 )

n (x )  = n .  exp  (— ^ - )  ( 1 . 3 - 1 0 )
O 1  V ^

2 .  The DC e l e c t r i c  f i e l d

3 .  The  c h a r g e  on  t h e  m e t a l  p l a t e  p e r  u n i t  a r e a  

may be  f o u n d  a s

^ “I ^ o   ̂ a x> ( 2 . ^ . 2 )

As a n  e x a m p l e ,  t h e  p o t e n t i a l  f o r  an  MIS s t r u c t u r e  

w h e r e  t h e  i n s u l a t o r  i s  S i 0 2 a n d  t h e  s e m i c o n d u c t o r  i s  

s i l i c o n  ( S i )  i s  shown  i n  F i g .  2 . 1 8 .  The c h a r g e  d e n s i t y  

p e r  u n i t  a r e a ,  Qq , v e r s u s  s u r f a c e  p o t e n t i a l  Vs  ( t h e  p o t e n ­

t i a l  a t  t h e  i n s u l a t o r - s e m i c o n d u c t o r  b o u n d a r y )  i s  shown i n  

F i g .  2 . 1 9 .  T h i s  l a s t  g r a p h ,  w h i c h  a g r e e s  w e l l  w i t h  t h a t



6 1

a p l  ( v o l t s )

V a p l

SiO 2500A

S i
cm

a p l

- 0 . 2

- 0.8

0 . 2 5 0 . 5 0 1.00
D i s t a n c e  f r o m  C o n t a c t  ( m i c r o n s )

1 . 7 5
)f r o m C n t a c to mi c r o n s

F i g u r e  2 . 1 8 .  One d i m e n s i o n a l  p o t e n t i a l  s o l u t i o n  a s  a  f u n c t i o n
o f  d i s t a n c e  f o r  v a r y i n g  g a t e  b i a s e s .
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10

i n v e r s i o nd e p l e t i o na c c u m u l a t i o n

- 8

1000 A

1x10 cm

- 9

S u r f a c e  P o t e n t i a l  ( v o l t s )

F i g u r e  2 . 1 9 .  G a t e  c h a r g e  a s  a  f u n c t i o n  o f  s u r f a c e  p o t e n t i a l .
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sh o w n  by Sz e (30) , c l e a r l y  shows  t h e  o n s e t  o f  s t r o n g

i n v e r s i o n  e n d  t h e  p h y s i c a l  a r g u m e n t  f o r  t h e  common 

a s s u m p t i o n  t h a t  s t r o n g  i n v e r s i o n  o c c u r s  when  t h e  s u r f a c e  

p o t e n t i a l  i s  e q u a l  and  o p p o s i t e  i n  s i g n  f r o m  t h e  b u l k  

p o t e n t i a l  ( V p ) . The  g a t e  c h a r g e  i s  m i r r o r e d  by t h e  t o t a l  

c h a r g e  i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r

T h e r e  a r e  t h r e e  d i s t i n c t  r e g i o n s  i n  t h e  c u r v e  shown i n  

F i g .  2 . 1 9 :

1 . A c c u m u l a t i o n : w h e r e  p o t e n t i a l  i s  s u c h  t h a t  t h e

m a j o r i t y  c a r r i e r s  d o m i n a t e  t h e  c h a r g e  t e r m  i n  E q . 2 . 4 . 3 .

2 .  D e p l e t i o n ; f o r  v e r y  s m a l l  p o t e n t i a l s  t h e  e x p o ­

n e n t i a l  t e r m s  a r e  n o t  s i g n i f i c a n t  c o m p a r e d  t o  N^Qp(x)  

a n d  so i t  d o m i n a t e s  t h e  c h a r g e  t e r m .  As t h e  p o t e n t i a l  

i n c r e a s e s ,  t h e  m i n o r i t y  c a r r i e r  t e r m  b e c o m e s  t h e  same o r ­

d e r  o f  m a g n i t u d e  a s  t h e  b a c k g r o u n d  d o p i n g  c o n c e n t r a t i o n .  

When t h e  m i n o r i t y  c a r r i e r  c o n c e n t r a t i o n  a t  t h e  s u r f a c e  

e q u a l s  t h e  b a c k g r o u n d  d o p i n g  c o n c e n t r a t i o n  t h e  d e p l e t i o n  

o f  m a j o r i t y  c a r r i e r s  a t  t h e  d e p l e t i o n  r e g i o n  e d g e  s l o w s  

down an d  p r a c t i c a l l y  c e a s e s .  Any f u r t h e r  i n c r e a s e  i n  

b i a s  i n c r e a s e s  t h e  m i n o r i t y  c a r r i e r  c o n c e n t r a t i o n  e x p o ­

n e n t i a l l y ,  w h e r e a s  t h e  d e p l e t i o n  o f  m a j o r i t y  c a r r i e r s  

i n c r e a s e s  q u a d r a t i c a l l y ; t h e  f o r m e r  m e c h a n i s m  b e g i n s  t o  

d o m i n a t e .  T h i s  i s  t h e  p h y s i c a l  m e c h a n i s m  f o r  w h a t  i s  

n o r m a l l y  c o n s i d e r e d  t h e  o n s e t  o f  s t r o n g  i n v e r s i o n .

+ n ^ e x p + V U ) +NDo p U ) ) d x ( 2 . 4 . 3 )
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F i g u r e  2 . 1 9  c l e a r l y  sh ow s  t h a t  t h i s  o c c u r s  a t | V s | = 2 | V p | .

3* I n v e r s i o n ! f o r  l a r g e  i n v e r s i o n  b i a s e s  t h e  m i n o r i t y  

c a r r i e r  c o n c e n t r a t i o n  d o m i n a t e s  t h e  c h a r g e  t e r m  i n  E q . 2 . 4 . 3  

a n d  t h u s  t h e  g a t e  c h a r g e  i s  an  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  o f  t h e  

a p p l i e d  b i a s .  The  i n c r e a s e  i n  d e p l e t i o n  o f  m a j o r i t y  

c a r r i e r s  p r a c t i c a l l y  c e a s e s  an d  t h u s  a n  a p p r o x i m a t e  v a l u e  

f o r  a  "maximum d e p l e t i o n  w i d t h "  may be f o u n d  by  u s i n g  

t h e  " o n s e t  o f  s t r o n g  i n v e r s i o n "  a p p r o x i m a t i o n  a b o v e  i n  

Eq .  2 . 4 . 3 .

The  e f f e c t  o f  i n t e r f a c e  c h a r g e  d e n s i t y  (Qgg)  i s  

d i s c u s s e d  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n  on  t h e  i n c r e m e n t a l  DC 

c a p a c i t a n c e .

I n c r e m e n t a l  DC C a p a c i t a n c e  From t h e  One D i m e n s i o n a l  

DC Mode l

Due t o  t h e  n o n l i n e a r  r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  p o t e n t i a l  

t o  t h e  m o b i l e  c h a r g e  d e n s i t i e s  i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r ,  t h e  

c h a r g e  on  t h e  g a t e  o f  a n  MOS c a p a c i t o r  i s  a  n o n l i n e a r  

f u n c t i o n  o f  t h e  a p p l i e d  b i a s .  F o r  t h i s  r e a s o n  t h e  c a p a ­

c i t a n c e  o f  s u c h  a  d e v i c e  i s  n o t  c o n s t a n t  f o r  a l l  p o s s i b l e  

b i a s  v o l t a g e s  a n d  c a n n o t  h a v e  t h e  s i m p l e  f o r m  o f  a  c a p a ­

c i t o r  w i t h  l i n e a r  d i e l e c t r i c .  A d e f i n i t i o n  o f  c a p a c i t a n c e ,
( 31 )i n  t h e  p r e s e n t  c a s e ,  i s  f o u n d  i n  S t e r n  , w h e r e  i n c r e ­

m e n t a l  c a p a c i t a n c e  o f  a  n o n l i n e a r  c a p a c i t o r  i s  d e f i n e d

C ( V  = v .  ( 2 . ^ . ^ )
(X
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w h e r e  t h e  v o l t a g e  v ( t )  i s  a p p l i e d  t o  t h e  g a t e  o f  t h e  

c a p a c i t o r  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s u b s t r a t e .  I f  o n e  p l o t s  

t h e  g a t e  c h a r g e  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  g a t e  v o l t a g e ,  a s  

d o n e  i n  F i g .  2 . 2 0 ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  s l o p e  a t  any  b i a s  

p o i n t  i s  t h e  c a p a c i t a n c e  d e f i n e d  i n  E q . 2 . 4 . 4 .  The  

a s s u m p t i o n  h e r e  i s  t h a t  a  s u f f i c i e n t  t i m e  h a s  e l a p s e d  

a n d  e q u i l i b r i u m  e s t a b l i s h e d  when a  c h a n g e  i n  t h e  b i a s  

p o i n t  o c c u r s .  S i n c e  a n  a n a l y t i c  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  g a t e  

c h a r g e  v e r s u s  g a t e  v o l t a g e  d o e s  n o t  e x i s t , a 

n u m e r i c a l  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  s l o p e  a t  any  b i a s  p o i n t  

i s  a p p r o x i m a t e d  by  t h e  s l o p e  o f  t h e  s e c a n t  t h r o u g h  two 

n e i g h b o r i n g  p o i n t s

& Q C qg ■ QG2 
CDC " C & T  V_ - V ( 2 . 4 . 5 )

(Qq . V  1 2

Th e  a c c u r a c y  o f  t h i s  f o r m u l a  i n  a p p r o x i m a t i n g  t h e  s l o p e  

a t  {QG .VG} d e p e n d s  on  how c l o s e  t o g e t h e r  t h e  two 

n e i g h b o r i n g  b i a s  p o i n t s  a r e  t a k e n .  P r a c t i c a l l y ,  f o r  

a l l  i n c r e m e n t a l  c a p a c i t a n c e  c u r v e s  c a l c u l a t e d ,  a n  i n c r e m e n ­

t a l  c h a n g e  i n  g a t e  v o l t a g e  o f  .01  v o l t s  was  u s e d  w i t h  

VG1=V * ° ° 5V a nd  vg 2 ~ VQ+ •0 0 5V • The  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  

c h a r g e  on  t h e  g a t e  i s  d o n e  u s i n g  E q . 2 . 4 . 2  f o r  a n y  g i v e n  

g a t e  v o l t a g e  an d  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  

DC a l g o r i t h m  t o  c a l c u l a t e  t h e  p o t e n t i a l  i n  t h e  d e v i c e .

N o r m a l l y  c a p a c i t a n c e  v e r s u s  g a t e  v o l t a g e  o f  MIS 

c a p a c i t o r s  a r e  shown n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  i n s u l a -
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p
G a t e  C h a r g e  ( c o u l . / c m  )

10

s l o p e  -  C qq

G1

G2

G1
-810

10

G a t e  V o l t a g e  ( v o l t s )

F i g u r e  2 , 2 0 .  G a t e  c h a r g e  a s  a  f u n c t i o n  o f  g a t e  v o l t a g e
s h o w i n g  d e f i n i t i o n  o f  CDC-
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t o r  c a p a c i t a n c e  ( t h e  c a p a c i t a n c e  o f  a  p a r a l l e l  p l a t e  

c a p a c i t o r  o f  t h i c k n e s s  e q u a l  t o  t h e  i n s u l a t o r  t h i c k n e s s ,  

x q w h e r e  A i s  t h e  c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a ) i

K j
Co =  x   ( 2 . ^ . 6 )

o

N o t e  t h a t  s i n c e  E q . 2 , 4 . 2  g i v e s  t h e  g a t e  c h a r g e  a s  a 

c h a r g e  p e r  u n i t  a r e a ,  CDC a s  c a l c u l a t e d  by E q . 2 . 4 . 5  

i s  a  c a p a c i t a n c e  p e r  u n i t  a r e a .  T h e r e  a r e  s e v e r a l  s o u r c e s  

o f  e r r o r  i n  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  i n c r e m e n t a l  c a p a c i t a n c e  

a n d  a  s t u d y  o f  t h e s e  e r r o r s  h e l p s  i n  u n d e r s t a n d i n g  t h e  

a c c u r a c y  o f  t h e  a l g o r i t h m .  B e s i d e s  t h e  e x p e c t e d  t r u n ­

c a t i o n  a n d  d i s c r e t i z a t i o n  e r r o r s  due  t o  t h e  f i n i t e  

m a c h i n e  a r i t h m e t i c ,  t h e r e  a r e  t h e  f o l l o w i n g  s o u r c e s  o f  

e r r o r :

1 .  T r u n c a t i o n  e r r o r  o f  t h e  d i s c r e t i z a t i o n  s cheme

f o r  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e  i n  P o i s s o n ' s  e q u a t i o n  

(E q .  2 . 2 . 3 ) .

2 .  T r u n c a t i o n  e r r o r  o f  t h e  d i s c r e t i z a t i o n  s c hem e

f o r  G a u s s 1 Law (E q .  2 . 2 . 7 ) .

3.  Use  o f  t h e  s l o p e  o f  t h e  s e c a n t  a s  t h e  a p p r o x i m a ­

t i o n  t o  t h e  s l o p e  a t  a  b i a s  p o i n t .

N u m e r i c a l  e x p e r i m e n t s  w e r e  p e r f o r m e d  t o  c h e c k  t h e  

e f f e c t  o f  1 a n d  2 a b o v e .  B o t h  e x p e r i m e n t s  r e q u i r e  t h e  

c a l c u l a t i o n  o f  t h e  i n c r e m e n t a l  c a p a c i t a n c e  o f  a n  MOS 

c a p a c i t o r  5 m i c r o n s  i n  t h i c k n e s s  w i t h  a  IQ0 0 X o x i d e  

a n d  z e r o  Qgg .  I n  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t  2 ,  t h e  n u m b e r  o f



68
g r i d  p o i n t s  r e m a i n e d  f i x e d  b u t  t h e  g r i d  s t r u c t u r e  c h a n g e d .  

I n  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t  3 ,  a  u n i f o r m  g r i d  s t r u c t u r e  was 

u s e d  b u t  a  c h a n g e  wa s  made on  t h e  n u m b e r  o f  g r i d  p o i n t s .  

T a b l e  2 . 1  s u m m a r i z e s  t h e  c o n d i t i o n s  o f  e a c h  r u n .

The r e s u l t i n g  C-V c u r v e s  a r e  shown  i n  F i g s .  2 . 2 1  

a n d  2 . 2 2 .  A u s e f u l  m e a s u r e  o f  t h e  a c c u r a c y  o f  a  C-V 

c u r v e  a t  l o w  f r e q u e n c i e s  i s  how c l o s e  d o e s  t h e  n o r m a l i z e d  

c a p a c i t a n c e  i n  s t r o n g  i n v e r s i o n  a n d  a c c u m u l a t i o n  

a p p r o a c h  u n i t y .  From t h e s e  r e s u l t s  o ne  may o b s e r v e  t h a t  

f o r  a  u n i f o r m  g r i d  s i z e ,  t h e  g r i d  w i t h  t h e  h i g h e s t  d e n s i t y  

i s  t h e  m o s t  a c c u r a t e .  As t h e  g r i d  l e n g t h  d e c r e a s e s ,  t h e  

t r u n c a t i o n  e r r o r  o f  t h e  d i s c r e t i z i n g  s c hem e  i s  d e c r e a s e d .  

F i g u r e  2 . 2 2  i n d i c a t e s  t h a t  i t  i s  a d v e n t a g e o u s  t o  h a v e  a  

n o n u n i f o r m  g r i d  w i t h  s e v e r a l  d i f f e r e n t  r e g i o n s  o f  v a r y i n g  

g r i d  l e n g t h s  t h a n  a  u n i f o r m  g r i d  f o r  t h e  same n u m b e r  o f  

g r i d  p o i n t s .  C o n c e n t r a t i n g  t h e  g r i d  p o i n t s  a t  t h e  s u r f a c e  

h e l p s  d e f i n e  t h e  c h a r g e  d e n s i t i e s  more  a c c u r a t e l y .

B e i n g  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n s  o f  t h e  p o t e n t i a l ,  t h e y  a r e  

m o s t  i n  e r r o r  i n  t h e  r e g i o n  w h e r e  t h e  p o t e n t i a l  i s  

g r e a t e s t .  F o r  u n i f o r m l y  d o p e d  d e v i c e s  o n e  may c o n c l u d e  

t h a t  a  n o n u n i f o r m  g r i d ,  w i t h  v e r y  s h o r t  g r i d  s i z e s  

w h e r e  t h e  c h a r g e  d e n s i t i e s  a r e  e x p e c t e d  t o  v a r y  g r e a t l y  

i s  a  r e a s o n a b l e  g r i d  s t r u c t u r e .  F o r  t h e  p r e s e n t  w o r k  a  

maximum o f  t h r e e  r e g i o n s  a r e  u s e d .

An i n v e s t i g a t i o n  was  a l s o  u n d e r t a k e n  t o  d e t e r m i n e  

c o m p u t a t i o n a l  c o s t  v e r s u s  a c c u r a c y  f o r  t h e  on e  d i m e n s i o n ­

a l  DC a l g o r i t h m . The m e a s u r e  o f  t h e  a c c u r a c y  u s e d  i s
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NUMERICAL

EXPERIMENT

TOTAL NUMBER 

OF GRID POINTS

NUMBER OF 

REGIONS

NUMBER OF GRID POINTS 
IN EACH REGION 

AND GRID SIZES

2 a 500 1 1 - 5 0 0 - . 0 1 pm

2 b 500 2
1 - 5 0 - . 0 5 p m ( b u l k )

2 - 4 5 0 - , 0 0 5 5 p m ( s u r f a c e )

2 c 500 3

1 - 5 0 - , 0 5 p m ( b u l k )

2 - 1 5 0 - . 0 1 3 p m { d e p l e t i o n )

3 - 3 0 0 - , 0 0 1 6 p m ( s u r f a c e )

3a 50 1 1 - 5 0  -  . 1pm

3b 100 1 1 - 1 0 0 - . 0 5 pm

3c 500 1 1 - 5 0 0 -  . 0 1 pm

3d 1000 1 1 - 1 0 0 0 -  . 0 0 5 pm

T a b l e  2 . 1 .  G r i d  d a t a  f o r  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t s  2 a n d  3-
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c/co

2

1

-

G a t e  V o l t a g e  ( v o l t s )

C u r v e Number  o f  
g r i d  p o i n t s

G r i d  s i z e  
i n  pm

1 50 . 100
2 100 .050
3 500 .010

1000 .0 0 5

F i g u r e  2 . 2 1 . R e s u l t s  o f  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t  3 .



C u r v e Number  o f  
g r i d  p o i n t s

G r i d  s i z e s  
i n  pm

1 500 .01
2 ^ 50+50 . 0 0 5 5 / . 0 5
3 300 + 150+50 . 0 0 1 6 / . 0 1 3 / . 0 5

C/C
0m

8

.6

2■

.0
- 2 . 0 1 . 0 0 ,0 1 . 0

G a t e  V o l t a g e  ( v o l t s )  

F i g u r e  2 . 2 2 .  R e s u l t s  o f  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t  2 .
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how c l o s e  t h e  n o r m a l i z e d  c a p a c i t a n c e  i n  s t r o n g  i n v e r s i o n  

c ome s  t o  u n i t y .  The  s t r u c t u r e  h a s  n  t y p e  s i l i c o n  w i t h  a  

u n i f o r m  d o p i n g  o f  l O ^ i o n s / c m - ^  a n d a n  o x i d e  t h i c k n e s s  

o f  l O OoX. S t r o n g  i n v e r s i o n  was  c o n s i d e r e d  t o  o c c u r  

when  t h e  s u r f a c e  p o t e n t i a l | V ^ j > 2 | V p | .  A  g a t e  v o l t a g e  

o f  - 2 . 0 V  was  s u f f i c i e n t  t o  o b t a i n  t h i s  c o n d i t i o n .  Each  

r u n  was  made f o r  a  f i x e d  n u m b e r  o f  g r i d  p o i n t s  w i t h  a  

u n i f o r m  g r i d  f o r  a  f i x e d  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s .  The p r o d ­

u c t  o f  t h e  n u m b e r  o f  g r i d  p o i n t s  t i m e s  t h e  n u m b e r  o f  

i t e r a t i o n s  i s  a  m e a s u r e  o f  t h e  c o s t  o f  p r o d u c i n g  a  

p a r t i c u l a r  c a p a c i t a n c e - v o l t a g e  p o i n t  on  a  C-V c u r v e ,  

o r  o b t a i n i n g  t h e  DC p o t e n t i a l  i n  t h e  d e v i c e  f o r  a  g i v e n

g a t e  b i a s .  T h i s  c o s t  f a c t o r  i s  p l o t t e d  v e r s u s  a n  a c c u r a -  
r

cy  f a c t o r  ( 1 - ^  ) a n d  shown i n  F i g .  2 . 2 3  a s  a  f u n c t i o n
o

o f  t h e  n u m b e r  o f  g r i d  p o i n t s .  From t h e  r e s u l t s  o n e  

o b s e r v e s  t h e  f o l l o w i n g :

1 .  To t h r e e  s i g n i f i c a n t  f i g u r e s ,  t h e  c a p a c i t a n c e  d o e s  

n o t  c h a n g e  a f t e r  a  c e r t a i n  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s .

2 .  I t  i s  u s u a l l y  d i s a s t r o u s  t o  s t o p  i t e r a t i n g  t o o  

s o o n  s i n c e  t h e r e  i s  a  s h a r p l y  d e f i n e d  i t e r a t i o n  

r a n g e  f o r  a  g i v e n  n u m b e r  o f  g r i d  p o i n t s  a t  w h i c h  

t h e  a c c u r a c y  i n c r e a s e s  r a p i d l y .

3 .  G e n e r a l l y ,  t h e  g r e a t e r  t h e  n u m b e r  o f  g r i d  p o i n t s  

t h e  more  a c c u r a t e  t h e  s o l u t i o n  b u t  t h e r e  i s  a 

c o s t  t r a d e - o f f  i n v o l v e d .

I f  t h e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  i s  p l o t t e d  v e r s u s  t h e  

a c c u r a c y  f a c t o r ,  a s  shown i n  F i g .  2.2*+ , on e
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A c c u r a c y  C r i t e r i a
( 1 - C / C  )
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750
f 53}G o e t z b e r g e r

1000
0 .0

10
C o s t  F a c t o r = N o . o f  I t e r a t i o n s  x N o . o f  G r i d  p t s .

F i g u r e  2 . 2 3 . C o s t  f a c t o r  v e r s u s  a c c u r a c y  c r i t e r i a  f o r  t h e
g e n e r a t i o n  o f  a  p a r t i c u l a r  CpC-V c u r v e .
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0.7

A c c u r a c y  C r i t e r i a(i-c/c0)

b r e a k p o i n t
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Number  o f  I t e r a t i o n s

F i g u r e  2 . 2 k ,  A c c u r a c y  c r i t e r i a  v e r s u s  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s
s h o w i n g  b r e a k p o i n t .
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o b s e r v e s  t h a t  t h e r e  i s  a  c e r t a i n  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s

r
a t  w h i c h  t h e r e  i s  a  c o n s i d e r a b l e  d r o p  i n  ( l - ~  ) f o r  a l l

o
c u r v e s .

DC S t u d i e s  o f  I n h o m o g e n o u s  P r o f i l e s  - The  MOS-PN J u n c t i o n  

C e r t a i n  i n h o m o g e n o u s l y  d o p e d  MOS c a p a c i t o r s  h a v e  b e e n  

s t u d i e d  n u m e r i c a l l y  a n d  e x p e r i m e n t a l l y .  I n  p a r t i c u l a r ,  

a n  i n v e s t i g a t i o n  was  c a r r i e d  o u t  o f  t h e  i n h o m o g e n o u s  

p r o f i l e  shown  i n  F i g .  2 . 2 5 .  The  i n c r e m e n t a l  c a p a c i t a n c e  

v e r s u s  v o l t a g e  c u r v e s  c a l c u l a t e d  f o r  v a r y i n g  x g ( t h e  t h i c k ­

n e s s  o f  t h e  p l a y e r )  a r e  sh o w n  i n  F i g .  2 . 2 6 .  I t  i s  s e e n  

t h a t  f o r  p l a y e r s  w h i c h  a r e  t h i n  e n o u g h  t o  be  s w e p t  o u t  

( d e p l e t e d  o f  m o b i l e  c h a r g e  c a r r i e r s )  w i t h  t h e  a p p l i e d  

b i a s ,  a  f l a t t e n i n g  o f  t h e  C-V c h a r a c t e r i s t i c  o c c u r s .

F o r  l a y e r s  w h i c h  a r e  t o o  t h i c k  ( x g > xĵ jviax  ̂ ° P P o s i ' t e

t y p e  C-V c u r v e  i s  o b t a i n e d  ( s e e  x g =1 .5  u m  f o r  e x a m p l e ) .  

F i g u r e  2 . 2 7  sh o w s  t h e  p o t e n t i a l  i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r  f o r  

v a r i o u s  g a t e  b i a s e s .  As i s  e v i d e n t ,  t h e  p r e g i o n  i s  

s w e p t  o u t .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  t h e  l a y e r  i s  t o o  t h i c k  

c o m p a r e d  t o  t h e  maximum d e p l e t i o n  w i d t h ,  t h e n  t h e  v o l t a g e  

i s  d r o p p e d  a t  t h e  s e m i c o n d u c t o r  s u r f a c e  a n d  t h e  j u n c t i o n  

w i l l  be  r e l a t i v e l y  u n d i s t u r b e d .  A s i m i l a r  e f f e c t  may be  

o b t a i n e d  by  m a i n t a i n i n g  t h e  l a y e r  t h i c k n e s s  c o n s t a n t  

a n d  i n c r e a s i n g  t h e  d o p i n g  c o n c e n t r a t i o n .  T h i s  e s s e n t i a l l y  

d e c r e a s e s  t h u s  s h i e l d i n g  t h e  r e s t  o f  t h e  p l a y e r

a n d  t h e  j u n c t i o n  f r o m  t h e  s u r f a c e  f i e l d .  T h i s  e f f e c t
( 32)i s  sho w n  i n  F i g .  2 . 2 8 .  The v a r i a b l e  i s  d e f i n e d
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| ND O p ( x ) |  ( i o n s / c m 3 )
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F i g u r e  2 . 2 5 .  I d e a l  l i n e a r l y  g r a d e d  j u n c t i o n  d o p i n g
p r o f i l e  o f  a n  MOS-PN j u n c t i o n .
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F i g u r e  2 . 2 6 .  I n c r e m e n t a l  c a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e s  f o r  t h e  M0S-PN j u n c t i o n .
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F i g u r e  2 . 2 8 .  P o t e n t i a l  p r o f i l e  s h o w i n g  no s w e e p i n g  o u t  o f  t h e  e p i t a x i a l  r e g i o n
due  t o  h i g h  e p i t a x i a l  d o p i n g .
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2 . 5  R e s u l t s  o f  S t u d i e s  W i t h  t h e  Two D i m e n s i o n a l  DC

A l g o r i t h m

The s i m p l e s t  two d i m e n s i o n a l  d e v i c e  b e i n g  c o n s i d e r e d

i s  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  MOS V a r a c t o r ;  t h e  c r o s s - s e c t i o n a l

v i e w  F i g .  2 . 2 9 .  The  t e r m  " t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r "  s t e m s

f r o m  r e s e a r c h  i n t o  a  d e v i c e  s u c h  a s  t h e  o n e  s h o w n ,  i n

w h i c h  t h e  s m a l l  s i g n a l  a d m i t t a n c e  o f  o n e  o f  t h e  t o p

l e a d s  may b e  c o n t r o l l e d  by  v a r y i n g  t h e  DC b i a s  o n  t h e

o t h e r  l e a d .  E x p e r i m e n t a l l y  s u c h  d e v i c e s  h a v e  b e e n  shown  
(2 )t o  w o r k  ; t h e r e  i s  c o n s i d e r a b l e  i n t e r e s t  i n  s u c h  a 

( 1d e v i c e  . To c a l c u l a t e  t h e  a d m i t t a n c e  o f  a  l e a d

o n  t h e  d e v i c e ,  a  s m a l l  s i g n a l  AC a n a l y s i s  i s  n e c e s s a r y  

i n  two  s p a t i a l  d i m e n s i o n s  ( C h a p t e r  4 ) .  The  t a s k  h e r e  i s  

t o  u s e  t h e  m e t h o d  o u t l i n e d  i n  S e c t i o n  3 o f  t h i s  c h a p t e r  

t o  p r o d u c e  t h e  DC p o t e n t i a l ,  c h a r g e  d e n s i t i e s  a n d  

e l e c t r i c  f i e l d  n e e d e d  a s  t h e  q u i e s c e n t  o p e r a t i n g  p o i n t  

f o r  t h e  AC a n a l y s i s .  A l s o ,  t h i s  d e v i c e  s h a l l  c o n s t i t u t e  

t h e  t e s t  s t r u c t u r e  f o r  t h e  two d i m e n s i o n a l  DC p r o g r a m .

The d e s i g n  p a r a m e t e r s  o f  i n t e r e s t  a r e i  t h e  p l a t e  

s e p a r a t i o n  , t h e  o x i d e  t h i c k n e s s  y Q , t h e  s e m i c o n d u c t o r  

t h i c k n e s s  y ^ ~ y o » a n d t h e  b a c k g r o u n d  d o p i n g  p r o f i l e .  The 

a n a l y s i s  p a r a m e t e r s  o f  i n t e r e s t  a r e  t h e  g r i d  p o i n t s  

i n  e a c h  d i r e c t i o n  a n d  a p p l i e d  b i a s e s .  The  a c t u a l  s t r u c ­

t u r e  m o d e l e d  h a s  s i l i c o n  d i o x i d e  a s  a n  i n s u l a t o r  a n d  

s i l i c o n  a s  t h e  s e m i c o n d u c t o r .

A u n i f o r m  g r i d  i n  b o t h  t h e  x a n d  y  d i r e c t i o n s  i s  

s u p e r i m p o s e d  o n  t h e  s t r u c t u r e  w i t h  50 g r i d  p o i n t s  i n  t h e
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F i g u r e  2 . 2 9 .  T h r e e  t e r m i n a l  MOS v a r a c t o r  s t r u c t u r e

s t u d i e d .
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s e m i c o n d u c t o r  a n d  10 i n  t h e  i n s u l a t o r  b y  25  p o i n t s  a c r o s s .  

W h e r e a s  t h e  g r i d  may b e  v a r i a b l e ,  t h i s  p a r t i c u l a r  g r i d  

w a s  c h o s e n  f o r  t e s t i n g  p u r p o s e s ,  S i n c e  a  f i n i t e  g a p  

( a s  d i f f e r e n t  f r o m  an  i n f i n i t e s i m a l  one) s h o u l d  be  u s e d  

t o  m o d e l  p r a c t i c a l  d e v i c e s  a n d  t h e  e f f e c t  o f  l e a d  s e p a r a ­

t i o n  i s  t o  be  s t u d i e d ,  i t  was  f o u n d  n e c e s s a r y  t o  i n c l u d e  

t h e  a i r  s p a c e  a b o v e  t h e  g a p  i n  t h e  c a l c u l a t i o n .  T h i s  i s  

a  r e l a t i v e l y  s i m p l e  m a t t e r  i n  t h a t  e i t h e r  a n  a s s u m p t i o n  

i s  made  o n  how t h e  v o l t a g e  d r o p s  a c r o s s  t h e  g a p  f r o m  

e l e c t r o d e  1 t o  e l e c t r o d e  2 ,  o r  c a l c u l a t i o n  m u s t  b e  e x t e n d ­

e d  p a s t  t h i s  i n t e r f a c e .  F o r  a i r  g a p s  w h i c h  a r e  much 

s m a l l e r  t h a n  t h e  o x i d e  t h i c k n e s s ,  t h e  v o l t a g e  f r o m  

e l e c t r o d e  t o  e l e c t r o d e  d r o p s  i n  a p p r o x i m a t e l y  a  l i n e a r  

f a s h i o n  b u t  s u c h  g a p s  a r e  o f  no p r a c t i c a l  i n t e r e s t  

p r e s e n t l y .  M o s t  d e v i c e s  o f  i n t e r e s t  f a l l  w i t h i n  t h e  

o t h e r  c o n d i t i o n  w h e r e  t h e  g a p  s i z e  i s  l a r g e r  t h a n  t h e  

o x i d e  t h i c k n e s s .  I n  t h a t  c a s e ,  c o n s i d e r i n g  t h e  v o l t a g e  

i n  t h e  a i r - i n s u l a t o r  i n t e r f a c e  t o  be  u n k n o w n  a n d  o b e y i n g  

G a u s s '  Law a t  t h a t  i n t e r f a c e ,  a  s o l u t i o n  o u t s i d e  may be  

s o u g h t .  F i g u r e  2 . 3 0  s h o w s  t h e  c o m p l e t e  s t r u c t u r e  a n d  

g r i d  i n c l u d i n g  t h e  r e g i o n  o u t s i d e .

The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  2 . 3  

a n d  a r e  D i r i c h l e t  f o r  t h e  l a t e r a l  b o u n d a r i e s  a n d  t h e  

m e t a l  c o n t a c t s .  I t  w o u l d  be  a d v a n t a g e o u s  f r o m  a  c o m p u ­

t a t i o n a l  v i e w p o i n t  i f  D i r i c h l e t  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w e r e  

a v a i l a b l e  f o r  t h e  o u t s i d e  r e g i o n .  F o r  t h i s  p u r p o s e  t h e  

a s s u m p t i o n  may b e  made t h a t  t h e  v o l t a g e  f a r  f r o m  t h e  g a p
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F i g u r e  2 .

i r e e

■Ml1 Vr] n s u l s i t o

SemiL COndi i c t o r

J=60

J=50

J = b l

J=31

J=21

J - l l

J=1

0 .  G r i d  s t r u c t u r e  e m p l o y ed  i n  t h e  two d i m e n s i o n a l  a n a l y s i s  o f  t h e  
t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r .
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d r o p s  u n i f o r m l y  a l o n g  a c i r c l e .  T h i s  i s  t h e  v o l t a g e  

t h a t  two m e t a l  s t r i p s  a t  t h o s e  p o t e n t i a l s ,  a n  i n f i n i t e s ­

i m a l  d i s t a n c e  a p a r t  on  t h e  s u r f a c e  o f  a  d i a l e c t i c ,  w o u l d  

d e v e l o p  i n  t h e  a i r  s p a c e  i m m e d i a t e l y  a b o v e  t h e m .  F i g u r e  

2 . 3 1 a  shows  t h e  s t r u c t u r e  w h i c h  i l l u s t r a t e s  t h e  a s s u m p t i o n  

a n d  F i g .  2 . 3 1 b  sh o w s  how i t  a p p l i e s  t o  t h e  p r o b l e m  a t  

h a n d .  The  v o l t a g e  a t  a  g i v e n  l o c a t i o n  ( I  , J )  s h a l l  be  

a p p r o x i m a t e d  by t h a t  o f  t h e  i d e a l  s i t u a t i o n ,  w h i c h  a s  

shown  i s  a f u n c t i o n  o n l y  o f  t h e  a n g l e  a n d  t h e  two p l a t e  

v o l t a g e s

V { I , J )  s  V1~V2 ATAN ( ^ )  + V2 ( 2 . 5 - 1 )tt Xi

The r e g i o n  m o d e l e d  was  c h o s e n  t o  b e  r e c t a n g u l a r  

s i n c e  i t  i s  much e a s i e r  f o r  a l g o r i t h m i c  b o o k k e e p i n g  

t h a n  a  s e m i c i r c u l a r  o n e .  The a s s u m p t i o n  t h e n  r e d u c e s  

t o  e q u a t i n g  t h e  f a r  b o r d e r  p o i n t s  t o  t h e  e q u i v a l e n t  

v o l t a g e  g i v e n  by E q . 2 . 5 * 1  a n d  a s s u m i n g  t h e s e  b o r d e r s  

a r e  f a r  away f r om  t h e  ga p  f o r  t h e  a p p r o x i m a t i o n  t o  be  

a  r e a s o n a b l e  o n e .  F o r  25  p o i n t s  a c r o s s  i n  t h e  x d i r e c ­

t i o n  i n  t h e  d e v i c e ,  21 o f  t hem m a t c h e d  p o i n t s  o u t s i d e .  

T h e r e  w e r e  10 r o w s  a b o v e  t h e  l e v e l  o f  t h e  p l a t e s ,  m a k i n g  

a  t o t a l  o f  210 e x t r a  g r i d  p o i n t s  i n c l u d i n g  b o r d e r s .

The s o l u t i o n  i n s i d e  t h e s e  b o r d e r s  a n d  o u t s i d e  t h e  g a p  

was  l e f t  f r e e  t o  s a t i s f y  L a p l a c e ’ s e q u a t i o n  i n  two 

d i m e n s i o n s  a n d  s o l v e d  f o r  i t e r a t i v e l y  by  t h e  same m e t h o d  

a s  i s  u s e d  i n  t h e  r e s t  o f  t h e  a l g o r i t h m .  The  r e l a x a t i o n
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e q u i p o t e n t i a l s

F i g u r e  2 . 3 1 a .  I d e a l  p o t e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  f o r  an
i n f i n i t e s i m a l  g a p .

F i g u r e  2 , 3 1 b .  The d i s c r e t i z e d  p o t e n t i a l  a t  an  e x t e r i o r  p o i n t .

V ( I , J )

1 1

y

F i g u r e  2 . 3 1 c .  D i s c r e t i z a t i o n  g r i d  f o r  e x t e r i o r  r e g i o n
e m p l o y e d  i n  t h e  p o t e n t i a l  c a l c u l a t i o n .
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p a r a m e t e r  i s  t h a t  o f  t h e  l i n e a r  t h e o r y  f o r  t h e  c o r r e s ­

p o n d i n g  s i z e  o u t s i d e  r e g i o n .

The  f o l l o w i n g  s t u d i e s  h a v e  b e e n  made  w i t h  t h i s  

a l g o r i t h m i

1 .  The e f f e c t  o f  v a r y i n g  l e a d  b i a s e s  on  s u r f a c e

p o t e n t i a l  a n d  c h a r g e  d e n s i t i e s .

2 .  The  e f f e c t  on  s u r f a c e  p o t e n t i a l  a n d  s u r f a c e

c h a r g e  d e n s i t i e s  o f  v a r y i n g  l e a d  s e p a r a t i o n .

3 .  The  p o t e n t i a l  d r o p  a c r o s s  t h e  g a p  f o r  v a r y i n g

b i a s e s .

A n o t e  s h o u l d  be  made  a t  t h i s  p o i n t  on  t h e  u s e  o f  

s u r f a c e  p a r a m e t e r s  s u c h  a s  p o t e n t i a l  a n d  c h a r g e  d e n s i t i e s .  

S i n c e  o n e  i s  d e a l i n g  w i t h  a  u n i f o r m l y  d o p e d  s t r u c t u r e ,  

l o o k i n g  a t  t h e  p o t e n t i a l  o r  c h a r g e  d e n s i t i e s  a l o n g  t h e  

s e m i c o n d u c t o r - i n s u l a t o r  i n t e r f a c e  i s  a  v e r y  g o o d  i n d i c a t o r  

o f  t h e  e l e c t r i c a l  c o n d i t i o n s  i m m e d i a t e l y  b e l o w  a n d  e x t e n d ­

i n g  i n t o  t h e  b u l k  f o r  t h a t  p a r t i c u l a r  y  c o o r d i n a t e .

W h e r e a s  two d i m e n s i o n a l  p l o t s  w o u l d  b e  e s t h e t i c a l l y  m o r e  

p r e s e n t a b l e ,  t h e r e  i s  l e s s  c l u t t e r  a n d  more  u s e f u l  i n f o r ­

m a t i o n  s i m p l y  g i v e n  by  d i s p l a y i n g  j u s t  t h e s e  p a r a m e t e r s .  

The  s t r u c t u r e  u n d e r  q u e s t i o n ,  w i t h  t h e  p r o p e r  b i a s e s ,  i s  

sh o w n  w i t h  e a c h  g r a p h  w i t h  a n  i n d i c a t i o n  f o r  w h i c h  row  o f  

d a t a  t h e  g r a p h  i s  p l o t t e d .  A l l  g r i d  s t e p s  i n  t h e  x d i r e c ­

t i o n  a r e  0 . 1 a m  u n l e s s  s t a t e d  o t h e r w i s e  i n  t h e  d i a g r a m ,  

a n d  t h e  g r i d  s t e p s  i n  t h e  y  d i r e c t i o n  a r e  0 . 2 5 am i n  t h e  

s i l i c o n ,  0 . 0 1 a m  i n  t h e  o x i d e  a n d  0 . 1 a m  i n  t h e  o u t s i d e .
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T h e  s i l i c o n  i s  p  t y p e  o f  10 J i o n s / c m J  u n i f o r m  d o p i n g  

w i t h  a  s i l i c o n  d i o x i d e  i n s u l a t o r  o f  lOOoX t h i c k n e s s .

The  f i r s t  t h r e e  g r a p h s ,  F i g s .  2 . 3 2 ,  2 . 3 3  a n d  2 . 3 ^ 

show t h e  s u r f a c e  p o t e n t i a l  f o r  v a r i o u s  a p p l i e d  b i a s e s  

i n  a  d e v i c e  w i t h  a  v e r y  s m a l l  g a p i  0 . 2  um. I t  may be 

o b s e r v e d  t h a t  a t  t h i s  p r o x i m i t y ,  t h e  p r e s e n c e  o f  a  

n e a r b y  l e a d  w i t h  a  p o t e n t i a l  i m p r e s s e d  o n  i t  w i l l  e l e c t r i c ­

a l l y  a l t e r  t h e  s u r f a c e  c o n d i t i o n s  u n d e r  t h e  l e a d  i n  t h e  

a r e a  i m m e d i a t e l y  c o n t i g u o u s  t o  i t .  T h i s  a l t e r a t i o n  

t a k e s  p l a c e  by  f i e l d  e f f e c t  a n d  i s  a  v e r y  s h o r t  r a n g e  

p h e n o m e n a .

I n c r e a s i n g  t h e  l e a d  s e p a r a t i o n  t o  0 . 6  q m c r e a t e s  a  

v i r t u a l  e l e c t r i c a l  i s o l a t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  u n d e r  e a c h  

e l e c t r o d e  a s  i s  s e e n  i n  F i g .  2 . 3 5 .  E v e n  t h o u g h  t h e  b i a s  

o n  e a c h  e l e c t r o d e  i s  s u f f i c i e n t  t o  i n v e r t  t h e  s u r f a c e s  

u n d e r  t h e m ,  t h e  r e g i o n  i n  b e t w e e n  i s  d e p l e t e d  o r  a t  

f l a t b a n d  w h i c h  c r e a t e s  a  f i e l d  b a r r i e r  t o  c h a r g e  c a r r i e r s .  

T h i s  e f f e c t  c o n t r i b u t e s  t o  i n c o m p l e t e  c h a r g e  t r a n s f e r  

i n  s t r u c t u r e s  s u c h  a s  c h a r g e  c o u p l e d  d e v i c e s  w h i c h  h a s  

b e e n  w i d e l y  a n d  e x t e n s i v e l y  r e p o r t e d .  T h e s e  r e s u l t s  a r e

q u i t e  e x p e c t e d  a n d  i n  g o o d  a g r e e m e n t  w i t h  t h o s e  o f  o t h e r
(3*5) w o r k e r s  .

T h i s  e f f e c t  i s  much m o r e  p r o n o u n c e d  f o r  a  g a p  w i d t h  

o f  1 . 0  H*", a s  shown  i n  F i g .  2 . 3 6 . The  m a i n  c a u s e  o f  

s u c h  a  s t r o n g  b a r r i e r  i s  t h e  f a c t  t h a t  t h e  b u l k  i s  

g r o u n d e d  a n d  i n  r e g i o n s  w h e r e  n e i t h e r  t o p  e l e c t r o d e  h a s  

much i n f l u e n c e ,  t h e  s e m i c o n d u c t o r  w i l l  come c l o s e  t o
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t > HX= • 1 um

V ( v o l t s )c* ' *
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- 1  . O v .
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H o r i z o n t a l  G r i d p o i n t  L o c a t i o n

t

Figure 2 .3 2 . Surface potential of the three terminal varactor
(v2= o v ) .
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. 2 ^m g a p

HX= . l u m

V ( v o l t s )

2 .Ov

1 , 0 v .

- 0 . 2

0 . O v .

- 1  .Ov.- 1  .Ov

- 2  .Ov

- 0 . 6
1 3 5 97 11 15 17 191 21

F i g u r e  2 . 3 3 .

H o r i z o n t a l  G r i d p o i n t  L o c a t i o n

Surface potential of the three terminal varactor
(V~ = -lv).
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HX= . 1 um

V ( v o l t s )

2 .Ov. v .

1 .Ov.

0.0

- 0 . 2

0 .Ov.

- 1  .Ov.

- 2 . 0 v

- 0 . 6
13 15 171 7 9 11 23 253 5 19 21

H o r i z o n t a l  G r i d p o i n t  L o c a t i o n

Figure 2.34. Surface potential of the three terminal varactor
(V2=2v).
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Figure 2.35* Surface potential of the three terminal varactor
(V2=2v).
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t p HX= .1  um
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H o r i z o n t a l  G r i d p o i n t  L o c a t i o n

Figure 2.36. Surface potential of the three terminal varactor
(V2=2v).
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t h e  h u l k  p o t e n t i a l .  Such  i s  t h e  c a s e  f o r  t h e  r e g i o n  

b e t w e e n  t h e  p l a t e s  a t  t h e  s i l i c o n - s i l i c o n - d i o x i d e  

i n t e r f a c e .  F o r  t h e  s a k e  o f  c l a r i t y  a n d  r e i n f o r c e m e n t  

o f  t h i s  i d e a ,  t h e  s u r f a c e  p o t e n t i a l  f o r  t h e  v a r i o u s  

g a p  w i d t h s  a r e  p l o t t e d  i n  F i g .  2 . 3 7  f o r  i n v e r s i o n  a n d  

a c c u m u l a t i o n  b i a s e s .  The  c o n c e n t r a t i o n  o f  m o b i l e  

c h a r g e s  i s  shown i n  F i g .  2 . 3 6  f o r  t h e  g a p  w i d t h  a n d  

b i a s i n g  o f  F i g .  2 . 3 7 .

A s t u d y  o f  t h e  p o t e n t i a l  d r o p  a c r o s s  t h e  g a p  a l o n g  

t h e  a i r - i n s u l a t o r  i n t e r f a c e  shows  i t  t o  be  a  n o n l i n e a r  

f u n c t i o n  o f  t h e  b i a s e s .  T h i s  e f f e c t  may be o b s e r v e d  

i n  F i g .  2 . 3 9  w h e r e  f o r  + 2 . 0  v o l t s  on  l e a d  1 ,  t h e  d e c a y  

a l o n g  t h e  s u r f a c e  i s  much s l o w e r  t h a n  f o r  - 2 . 0  v o l t s .

The  i n a d e q u a c y  o f  a  s i m p l e  l i n e a r  a p p r o x i m a t i o n  i s  

p o i n t e d  o u t  by t h e  r e s u l t s  i n  F i g s .  2 . 4 0  a n d  2 . 4 1  

f o r  w i d e  g a p s .  F o r  n a r r o w e r  g a p s ,  t h e s e  a p p r o x i m a t i o n s  

p r o v i d e  a  b e t t e r  f i t .
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V ( v o l t s )

2 .Ov. 2 .Ov.
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- 0 . 2

- 1 . O v . - 1 .Ov .

- 0 . 6
1 7 93 5 11 13 15 17 19 21 23 25

H o r i z o n t a l  G r i d p o i n t  L o c a t i o n

F i g u r e  2 . 3 7 .  C o m p a r i s o n  o f  s u r f a c e  p o t e n t i a l  f o r  v a r i o u s  g a p
s i z e s  a n d  b i a s e s  o f  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r .
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^q 20 S u r f a c e  C a r r i e r  D e n s i t y  (cm

19

e l e c t r o n s

n . = 1 , ^ 5 x 1 0  cm

h o l e s

HX= . 1pm
,6pm g a

15  1 7  1 9  21  23
H o r i z o n t a l  G r i d  P o s i t i o n

F i g u r e  2 , 3 8 . S u r f a c e  c a r r i e r  c o n c e n t r a t i o n  f o r  v a r i o u s  g ap
s i z e s  o f  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r .



Potential alone the Air-Insulator Interface (volts)
2 . 5

2 .Ov.

1 .Ov.

Ml

- 0 . 5

- 1 , 0 v .

- 2 , 0 v .

0 0 . 2  0 . 4  0 . 6  0 . 8  1 . 0  1 . 2  1 . 4  1 . 6  1 . 8  2 . 0

D i s t a n c e  ( m i c r o n s )

F i g u r e  2 . 3 9 .  P o t e n t i a l  a l o n g  t h e  a i r - i n s u l a t o r  i n t e r f a c e  a s  a  f u n c t i o n  o f  
p o s i t i o n  f o r  v a r y i n g  a p p l i e d  v o l t a g e s .



Potential alone the Air-Insulator Interface (volts)
•  5

.0

•  5

 l i n e a r
a p p r o x i m a t i o n

2 . 0

2 . 5
0 .6 1 . 60 . 4 0 . 8 1 . 41 . 20 . 20 1 . 0

D i s t a n c e  ( m i c r o n s )

F i g u r e  2 . 4 0 .  P o t e n t i a l  a l o n g  t h e  a i r - i n s u l a t o r  i n t e r f a c e  f o r  a  .6pm gap  v a r a c t o r .



Potential alone the Air-Insulator Interface (volts)

1 . 5  —

l i n e a r
a p p r o x i m a t i o n

0 . 60 . 2 0 . 8 1 . 4 1. 60 1 . 21 .0

D i s t a n c e  ( m i c r o n s )

F i g u r e  2 . 4 1 .  P o t e n t i a l  a l o n g  t h e  a i r - i n s u l a t o r  i n t e r f a c e  f o r  a  l .Ojim g a p  v a r a c t o r .
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CHAPTER 3

THE SMALL SIGNAL AC MODEL 

IN ONE SPATIAL DIMENSION

3 . 1  I n t r o d u c t i o n

T h i s  c h a p t e r  d e a l s  w i t h  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  p e r t i n e n t  

d e v i c e  e q u a t i o n s  n e c e s s a r y  t o  m o d e l  t h e  o p e r a t i o n  o f  

MIS d e v i c e s  u n d e r  s m a l l  s i g n a l  AC c o n d i t i o n s  i n  o n e  

s p a t i a l  d i m e n s i o n .  Two p a r t i c u l a r  r e s u l t s  a r e  s o u g h t  

a n d  d e s c r i b e d :  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  s m a l l  s i g n a l

a d m i t t a n c e  o f  MIS c a p a c i t o r s  a n d  t h e  t o t a l  s o l u t i o n  

( s o l u t i o n  a t  e v e r y  i n t e r i o r  n o d e )  w h i c h  i s  e m p l o y e d  i n  

C h a p t e r  4 .

I n  S e c t i o n  3*2 t h e  s t r u c t u r e  s t u d i e d  i s  d e s c r i b e d  

a n d  t h e  p r o p e r  e q u a t i o n s  w i t h  a s s o c i a t e d  b o u n d a r y  c o n ­

d i t i o n s  a r e  d e v e l o p e d .  The m e t h o d  o f  c o m p l e m e n t a r y  

f u n c t i o n s  i s  a p p l i e d  t o  t h e  e q u a t i o n s  t o  o b t a i n  a  

s o l u t i o n .  T h i s  i s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  3*3 -  The c a l ­

c u l a t i o n  o f  t h e  s m a l l  s i g n a l  a d m i t t a n c e  u s i n g  t h e  

m e t h o d  d e s c r i b e d  i s  p e r f o r m e d  i n  S e c t i o n  J . U  w h e r e  

c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t  i s  p o i n t e d  

o u t .  The s m a l l  s i g n a l  AC a d m i t t a n c e  o f  s e v e r a l  s t r u c t -  

t u r e s  a r e  s t u d i e d :  h o m o g e n e o u s l y  d o p e d  MIS c a p a c i t o r ,

t h e  i o n - i m p l a n t e d  MIS c a p a c i t o r  a n d  t h e  m u l t i l e v e l  MIS 

c a p a c i t o r .  C o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t
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i s  d e m o n s t r a t e d  a n d  a  t h e o r e t i c a l  s t u d y  o f  t h e  e f f e c t  

o f  t h e  i m p l a n t  p a r a m e t e r s  on  t h e  a d m i t t a n c e  i s  d e s c r i b e d .

The  s o l u t i o n  a t  e v e r y  i n t e r i o r  p o i n t  i n  t h e  d e v i c e  

i s  n o t  n e c e s s a r y  t o  c a l c u l a t e  t h e  a d m i t t a n c e  u s i n g  t h e  

m e t h o d  o f  c o m p l e m e n t a r y  f u n c t i o n s .  T h i s  i s  an  e n o r m o u s  

a d v a n t a g e  o f  t h i s  m e t h o d  o v e r  o t h e r s  i n  t h e  a b o v e  c a s e .  

When t h e  t o t a l  s o l u t i o n  i s  n e c e s s a r y ,  t h i s  m e t h o d  i s  

s t i l l  a b l e  t o  p r o d u c e  i t  b u t  a t  t h e  e x p e n s e  o f  some 

c o m p u t a t i o n  t i m e .  The  n e c e s s a r y  a l g o r i t h m  i s  i m p l e ­

m e n t e d  i n  S e c t i o n  3*5« w h e r e  i t  i s  l a b e l e d  t h e  t o t a l  

s o l u t i o n .  I t  i s  shown t h a t  some p h y s i c a l  i n s i g h t  i n t o  

t h e  o p e r a t i o n  o f  MIS c a p a c i t o r s  may be  o b t a i n e d  f ro m  

k n o w l e d g e  o f  t h e  t o t a l  s o l u t i o n .  The l a s t  s e c t i o n ,

S e c t i o n  3 . 6 ,  c o n t a i n s  a  c o m p a r i s o n  o f  v a r i o u s  m e t h o d s  

a n d  a  s t u d y  o f  t h e  r e c o n d i t i o n i n g  o p e r a t i o n .



102
3 . 2  The S t r u c t u r e  an d  S m a l l  S i g n a l  AC E q u a t i o n s  i n  

One S p a t i a l  D i m e n s i o n

C o n s i d e r  t h e  fcOS s t r u c t u r e  o f  S e c t i o n  2 . 2 ,  a nd  

s u p e r i m p o s e  o n  t h e  DC b i a s  v o l t a g e  a n  AC v o l t a g e .  ( s e e  

F i g .  3 * i ) * To o b t a i n  t h e  t w o - t e r m i n a l  a d m i t t a n c e  o f  t h e  

d e v i c e  o n e  m u s t  c a l c u l a t e  t h e  a l t e r n a t i n g  c u r r e n t  e x c i t e d  

by t h e  a p p l i e d  AC v o l t a g e .  The  e q u a t i o n s  d e s c r i b i n g  

t h i s  r e l a t i o n s h i p  a r e  t h o s e  o f  C h a p t e r  1 ,  i n  w h i c h  t h e  

s p a t i a l  d e r i v i t a v e s  a r e  o r d i n a r y  a n d  n o t  p a r t i a l  f o r  

t h i s  c a s e i

The c o n t i n u i t y  e q u a t i o n s :

f.

q dx ( 3 - 2 . 1 )

( 3 . 2 . 2 )

The c u r r e n t  d e n s i t y  e q u a t i o n s !

( 3 - 2 . 3 )

^n +t^ n d x  ^ n  nHx
dn dV ( 3 - 2 . ^)

w h i c h  a r e  s c a l a r  e q u a t i o n s  f o r  t h e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  

c u r r e n t  d e n s i t i e s ,  g i v e n  t h a t  t h e i r  d i r e c t i o n s  a r e  i n  

t h e  p o s i t i v e  x d i r e c t i o n  ( s e e  F i g .  3 - 3 )
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''V
v « *> 1 0

I n  a e+OO
Kj € 0

Sem i c o o c l o c h s c

Ks -e0 X

F i g u r e  3 . 1 .  The " o n e  d i m e n s i o n a l "  MIS s t r u c t u r e  s t u d i e d  
w i t h  a p p r o p r i a t e  p a r a m e t e r s .
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P o i s s o n ' s  e q u a t i o n !

$ = ^  ‘ (p - n+ND0P> ( 3 - 2 . 5 )

The  a b o v e  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r  a n d  

L a p l a c e ’ s  e q u a t i o n  i n  t h e  i n s u l a t o r

d^V -  0
d x 2 0 ( 3 . 2 . 6 )

Mak in g  t h e  u s u a l  s m a l l  s i g n a l  a p p r o x i m a t i o n ,  t h e  

d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a b o v e  may be  w r i t t e n  a s  

A = Aq + A ^ e x p j w t ,  w h e r e  Aq d e n o t e s  t h e  DC ( t i m e  i n-  

v a r i a n t )  c o m p o n e n t ,  A^ i s  t h e  AC c o m p o n e n t ,  a  p h a s o r ,  

w i s  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  i n p u t  s i g n a l  w i t h  |A 1 .

The  v a r i a b l e s  may b e  w r i t t e n  a s :

P = P0 + P x e x p j  w t  ; n l  - n Q + r ^ e x p  j w t

J p = Jp o + J p i e * P 0 " t  I J n = J n o  + J n l e x p j w t

a n d  V = VQ+ V ^ e x p j w t .

S u b s t i t u t i n g  t h e s e  r e l a t i o n s h i p s  i n t o  E qs  3 . 2 . 1  t h r o u g h  

3 * 2 . 6  o n e  o b t a i n s

( 3 - 2 . 7 )
1 r  d j no  d,^ i  1j w p 1 e x p j w t  -  -Rp e x p j w t -  -  - g E -  + - ^ - e x p j w t  I

1 ["d J no  d ^ l  1
j w n t  e x p j w t  = Rn e x p j w t  + -  + ~ d T  e x P J wt  ( 3 - 2 . 8 )
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_ T  + ^  exp jw t'

(3 .2 .9 )

dpo . dpl  1

f dV dVw 1
- q  Up (P0 +P1exP jw t)  + ^ e x p j w t ]

( 3 - 2 . 1 0 )

[ d n  dn* 1
Jno+ Jn l ex p jwt = + 9Dn ld ;  + to  exP jwt]

\ d v  a v 1  1
- q  Un ( n 0 + n i e x p j w t )  | g ^ ° + ^  e x p j w t ]

2  ? ' v  d Vq d v 1
— 2 +— ? e x p j w t  = (p +p 1 e x p j w t - n  - n .  e x p j w t + N  )
<lx dx K s € o  °  1  0 1  u v t

( 3 - 2 . 1 1 )

i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r ,  a n d  i n  t h e  o x i d e

2 2 -  
d Vo d V1— o + — 7  e x p j w t  -  0 ( 3 . 2 . 1 2 )
dx  dx

I n  C h a p t e r  2 i t  was  shown t h a t  i n  t h i s  s t r u c t u r e ,

u n d e r  n o r m a l  b i a s  c o n d i t i o n s ,  no d i r e c t  c u r r e n t  e x i s t s ,

t h u s  on e  may s e t  J p o = ^ n o =0 ‘t h r o u &ho u 't Phe  s e m i c o n d u c t o r .

T a k i n g  a d v a n t a g e  o f  t h e  s m a l l  s i g n a l  a p p r o x i m a t i o n

E q s .  3 - 2 . 7  t h r o u g h  3 . 2 . 1 1  a r e  l i n e a r i z e d  by  s e t t i n g

a l l  s e c o n d  o r d e r  p r o d u c t  t e r m s  t o  z e r o  ( a  l i n e a r  r e l a -

t i o n s h i p  f o r  R a n d  R i n  t e r m s  o f  n ,  a n d  p .  i s  d e r i v e d  
r  p n 1 ^ 1

i n  A p p e n d i x  A ) . U s i n g  t h e s e  f a c t s  a n d  c o l l e c t i n g  a l l  

AC t e r m s , t h e  l i n e a r i z e d  AC e q u a t i o n s  become

„ ^  1 dJ-r, 1
•iwpl  = -Rp- 5  d3^ ( 3 . 2 . 1 3 )
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3 m l = ' Rn  + q d i T  ( 3 . 2 . 1 4 )

^  dv  dV*
S i '  q S P l ^ T  -  qwp p o d x 1 ( 3 - 2 . 1 5 )

d n l  ~  dv0 dV,
Jn j= +qDndx ' qunnl S i '  qunno S i (3-2.1A)

2 f ^  d V1
— =t ^ - ( P i - r n  ) ( 3 - 2 . 1 7 )
dx 1 1

i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r  a nd  i n  t h e  i n s u l a t u r

2~ 
d V1
— ~ = 0 ( 3 . 2 . 1 8 )  
dx

The DC q u a n t i t i e s  a p p e a r i n g  i n  t h e  c u r r e n t  d e n s i t y  

e q u a t i o n s  ( a n d  i m p l i c i t l y  i n  t h e  G-R t e r m s )  a r e  p , 

n Q a n d  VQ w h i c h  s a t i s f y  t h e  DC e q u a t i o n s  a n d  a r e  f o u n d  

f r o m  t h e  DC b i a s ,  u s i n g  t h e  a l g o r i t h m  o f  C h a p t e r  2 .

The m e t h o d  o f  s o l u t i o n  o f  t h e s e  e q u a t i o n s ,  w h i c h  

s h a l l  be  d e s c r i b e d  h e r e i n  n e c e s s i t a t e s  t h e i r  f o r m u l a t i o n  

a s  a  f i r s t  o r d e r  s e t .  T h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  by t h e  d e f i n i ­

t i o n  o f  a n  e l e c t r i c  f i e l d  a n d  a s s u m i n g  i t s  d i r e c t i o n  

t o  b e  i n  t h e  p o s i t i v e  x d i r e c t i o n .  M a i n t a i n i n g  t h e  s p i r i t

o f  t h e  s m a l l  s i g n a l  a p p r o x i m a t i o n ,  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  E
dVmay a l s o  b e  t h o u g h t  o f  a s  E=EQ+ E ^ e x p j w  t  w h e r e  EQ=— ^ 0 

dVia n d  E^= - ^  • U s i n g  t h e s e  e x p r e s s i o n s  i n  t h e  a b o v e  s e t
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o f  e q u a t i o n s  y i e l d s

iV
« ^ i dJnl

j* P l = - Rp " 5  35® ( 3 . 2 . 1 9 )

-V Vi  ̂ d J  4

■ ^ l  = - Rn + |  d3T ( 3 . 2 . 2 0 )

^  dP l  ^
J P l = ^ Dp  d ^  + ^ p P l V ^ p P o El  ( 3 . 2 . 2 1 )

^  dn .
Jn i = +9Dn 15  + 1unf!l Eo+ ^ n noi l ( 3 - 2 . 2 2 )

A
dE1
dx = kV  <Pi - " i ) ( 3 - 2 . 2 3 )

S  O

dV
dx _R1 ( 3 . 2 . 2 4 )

S o l v i n g  f o r  t h e  d e r i v a t i v e  t e r m  i n  e a c h  e q u a t i o n  

a n d  m a k i n g  u s e  o f  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  E i n s t e i n  

r e l a t i o n ,  u. = D / V T , h o l d s ,  o ne  o b t a i n s
S  S 1

d J  1
d3T = ' J W l  " ^Rp ( 3 - 2 . 2 5 )
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dJnl ^
d5T = + ( 3 - 2 . 2 6 )

dpl _ ~Jpl ^  Eo p o %  . ,
dx qiip VT + p l  VT + VT E1 ( 3 * 2 . 2 7 )

■"V A-
d n 1 + ^ n -i * E E1
cE = ^  - nl ( 3 . 2 . 2 8 )

dE.
^  ( P i - n j )  ( 3 . 2 . 2 9 )

dVl *
t o  = ~Ei  ( 3 . 2 . 3 0 )

i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r :  L a p l a c e ' s  e q u a t i o n  i s  u s e d  i n  t h e  

i n s u l a t o r .

O p e r a t i n g  t h e  d e v i c e  i n  t h e  f r e q u e n c y  r a n g e  w h e r e
<\y

t h e  e x p r e s s i o n  f o r  Kp a n d  R n d e r i v e d  i n  A p p e n d i x  A h o l d s ,
A*- A* A t

a n d  s e t t i n g  o n e  may r e p l a c e  t h e  G-R t e r m  i n

E q s . 3 . 2 . 2 5  a n d  3 . 2 . 2 6  by

V
no p l + po nl

R = r p ( V ni> + X  n (P0+nj i  (A' 8)

E q u a t i o n s  3 . 2 . 2 5  t h r o u g h  3 - 2 - 3 0  may b e  w r i t t e n  i n  

m or e  c o m p a c t  f o r m  a s
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y  = A ( x ) y  ( 3 - 2 . 3 1 )
rsj

w h e r e  y i s  a  v e c t o r  w h i c h  i s  a  f u n c t i o n  o f  x a n d  A(x)  

a  m a t r i x ,  a l s o  a  f u n c t i o n  o f  x ,  a n d  t h e  (■) r e p r e s e n t s  

d i f f e r e n t i a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  x .  F i g u r e  3 - 2  shows  t h e  

c o m p o n e n t s  o f  y a n d  A.

B o u n d a r y  C o n d i t i o n s

B e f o r e  c o n t i n u i n g  w i t h  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a  n u m e r i ­

c a l  a l g o r i t h m  t o  s o l v e  t h e  s e t  i n  F i g .  3 - 2 ,  on e  m u s t  

a s c e r t a i n  w h a t  t y p e  o f  b o u n d a r y  d a t a  i s  a v a i l a b l e

w h i c h  i n  l a r g e  m e a s u r e  d e t e r m i n e s  t h e  a p p r o p r i a t e  m e t h o d

o f  s o l u t i o n .

I n  t h e  s e m i c o n d u c t o r  t h e r e  a r e  s i x  v a r i a b l e s ;  t h e  

a p p r o p r i a t e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  e a c h  a r e  d e r i v e d .

As s e e n  i n  F i g .  3-1■ t h e  b o t t o m  c o n t a c t  o f  t h e  s t r u c t u r e  

h a s  b e e n  made b o t h  AC a n d  DC g r o u n d  (more  r i g o r o u s l y ,  

t h i s  p o i n t  i n  t h e  c i r c u i t  i s  c o n s i d e r e d  t h e  r e f e r e n c e  

n o d e ) . A s s u m i n g  t h a t  t h e  m e t a l - s e m i c o n d u c t o r  j u n c t i o n  

i s  o h m i c ,  a s  was  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  2 ,  t h e  s e m i c o n d u c t o r  

b u l k  may be c o n s i d e r e d  t o  be  a t  AC g r o u n d , i . e .  V^= 0 

a t  x = x n .D
The a s s u m e d  o h m i c  c o n t a c t  a t  t h e  m e t a l - s e m i c o n d u c t o r  

b u l k  a l s o  i m p l i e s  t h a t  no e x c e s s  c a r r i e r  c o n c e n t r a t i o n  

e x i s t s  a t  t h a t  i n t e r f a c e ;  t h e  AC m o b i l e  c h a r g e  c a r r i e r
* * A j

c o n c e n t r a t i o n  may be  s e t  e q u a l  t o  z e r o , i . e .  n^ -  0 and

0 a t  x -  X g .
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T h i s  i s  a l l  t h e  i n f o r m a t i o n  t h a t  may b e  o b t a i n e d

a t  t h i s  b o u n d a r y ,  l e a v i n g  t h e  AC c u r r e n t s  J  a n d  JP1 nl
a n d  t h e  AC e l e c t r i c  f i e l d  a s  u n kn o w n .  A t  t h e  s e m i -  

c o n d u c t o r - o x i d e  i n t e r f a c e , o n  t h e  o t h e r  h a n d , c e r t a i n  

p h y s i c a l  m o d e l s  may be  u s e d  t o  d e s c r i b e  t h e s e  v a r i a b l e s  

The m e c h a n i s m  o f  s u r f a c e  r e c o m b i n a t i o n  a t  t h e  

i n s u l a t o r - s e m i c o n d u c t o r  s u r f a c e  g i v e s  o n e  e q u a t i o n  w h i c h  

a p p l i e s  i n  t h i s  c a s e .  A c c o r d i n g  t o  t h e  t h e o r y  o f  s u r f a c e  

r e c o m b i n a t i o n ^  , t h e  AC c u r r e n t  a n d  c a r r i e r  c h a r g e  

c o n c e n t r a t i o n  a r e  r e l a t e d  by  a " s u r f a c e  r e c o m b i n a t i o n  

v e l o c  i t y "

J p g  s P l ‘ P l  ( 3 . 2 . 3 2 )

f o r  h o l e s ,  a n d  f o r  e l e c t r o n s

^ n  = s • n  ( 3 - 2 . 3 3 )
n l  n l  n l

I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  s u r f a c e  r e c o m b i n a t i o n  v e l o c i t y
f\j

i s  z e r o  g i v i n g  J  = 0 a n d  J  = 0 a t  x = x . One mayP j  n^ o
u s e  n o n z e r o  v a l u e s  f o r  s  a n d  s  a s  g i v e n  by s e v e r a l

P l  n lf
a u t h o r s  . The e f f e c t  o f  u s i n g  n o n z e r o  s u r f a c e

r e c o m b i n a t i o n  v e l o c i t y  i s  n o t  i n v e s t i g a t e d  i n  t h i s  w o r k .

A p p l y i n g  Ga us s *  Law a t  t h e  i n s u l a t o r - s e m i c o n d u c t o r  

i n t e r f a c e  ( x = x  ) y i e l d s  a n  e q u a t i o n  r e l a t i n g  t h e  r e m a i n ­

i n g  v a r i a b l e s .  B e f o r e  t h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  t h o u g h ,  i t  

i s  w o r t h w h i l e  t o  e x p l o r e  t h e  n a t u r e  o f  t h e  s o l u t i o n  i n  

t h e  i n s u l a t o r .  T h e r e  L a p l a c e ' s  e q u a t i o n  f o r  t h e  AC 

p o t e n t i a l  i s  t o  b e  s o l v e d .  D e s i g n a t i n g  t h e  p o t e n t i a l

d i f f e r e n c e  a t  x = x ( o n  t h e  i n s u l a t o r  s i d e  o f  t h eo -
i n t e r f a c e ,  s e e  F i g .  3 - 3 )  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r e f e r e n c e



112

V -,+V e  a p l  a c
j w t

1
I= N - f  x=0

INSULATOR(Kt €. )I  o '

J  i ( x , ) = 0  ,p l  o+ ' 5n l ( x o+ ) ‘ ° - - X= X ,

SEMICONDUCTOR (K  e  )o '

ND0I. <x )
f rom  VDC1Do o o

A
* I

V1 ( x B ) = 0  , N ^ X g J ^ O  , ( Xg) ~0 i1 = 1 - x - x B

F i g u r e  3 * 3 *  The o n e  d i m e n s i o n a l  MIS s t r u c t u r e  w i t h  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  g r i d  a n d  x  a x i s  
a s s i g n m e n t s .



113
-V

n o d e  by V ^ ( xq _) a n d  g i v e n  t h e  a p p l i e d  p o t e n t i a l  d i f f e r e n c e

o f  t h e  g a t e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r e f e r e n c e  n o d e ,  V ,a cA**
t h e  s o l u t i o n  f o r  V ^ ( x )  i s  a  l i n e a r  f u n c t i o n  o f  d i s t a n c e ,  

a n d  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  i n  t h e  i n s u l a t o r  i s  a  c o n s t a n t
^  "V1 "-V*
E^ ( i n s u l a t o r ) = “ ( v a c _ v i  ^xo - ^ ^ x o * C a u s s ' Law may be 

e x p r e s s e d  a s

Ks c o El ( x = x o+> - e o El ( x= x o-> = 0 ( 3 . 2 . 3 1*)

I n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n ,  no AC s h e e t  c h a r g e  d e n s i t i e s  a r e  

a s s u m e d  t o  e x i s t  a t  t h a t  i n t e r f a c e  r e s u l t i n g  i n  a  z e r o  

i n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  E q . 3 . 2 . 3 4 . S u b s t i t u t i n g  t h e  

r e l a t i o n s  a b o v e  i n  E q . 3 . 2 . 3 4  o n e  o b t a i n s

V . ( x  ) - Van
ks ^ o E1 ^ xo+)  ~ < I € o ( x  ̂ ( 3 . 2 . 3 5 )o

F u r t h e r m o r e ,  s i n c e  ^ ^ ( x0 _) i-s a n  u n k n o w n ,  a n  i n d e p e n d e n t  

r e l a t i o n  i s  n e e d e d  t o  c h a n g e  i t  t o  b o u n d a r y  d a t a .

S i n c e  t h e  AC p o t e n t i a l  d i f f e r e n c e  i s  e v e r y w h e r e  

c o n t i n u o u s ,  ( xQ_ ) ( xq + ) a t  x = xQ . T h i s  c h a n g e s  

E q . 3 - 2 . 3 5

~  V1 
*B e o El ( x o+ '  = K' l € o ( — ( 3 . 2 . 3 6 )O

A/
w h i c h  i s  a  r e l a t i o n  b e t w e e n  an d  t h e  g i v e n  a p p l i e d

AC p o t e n t i a l  d i f f e r e n c e  V i n d e p e n d e n t  o f  t h e  o n e sEl C

d e r i v e d  f o r  V . , n . , p , , . an d  J  e l s e w h e r e .  The s i x1 1 n 1 pj^



i n d e p e n d e n t  b o u n d a r y  d a t a  a r e  shown  i n  F i g .  3 -3*

The i n c l u s i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  o f  L a p l a c e ’ s e q u a t i o n  

i n t o  t h e  b o u n d a r y  d a t a  h a s  made p o s s i b l e  t h e  r e d u c t i o n  

o f  t h e  n u m b e r  o f  v a r i a b l e s  f r o m  s i x  i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r  

a n d  o n e  i n  t h e  i n s u l a t o r  t o  j u s t  t h e  s i x  i n  t h e  s e m i c o n ­

d u c t o r .  T h i s  c o n s e q u e n t l y  r e d u c e s  t h e  p r o b l e m  t o  s o l v i n g  

j u s t  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  shown i n  F i g .  3 . 2  w i t h  t h e  

p r o p e r  b o u n d a r y  d a t a  a s  d e r i v e d ,  f r o m  x = x^  t o  x = x0+ » 

i . e .  i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r .  F i n a l l y  o n e  may o b s e r v e  t h a t  

w i t h  t h e  b o u n d a r y  d a t a  o b t a i n e d  a b o v e ,  t h e  e q u a t i o n s  

h a v e  become a l i n e a r  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m .
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3 . 3  The n u m e r i c a l  M e th od  o f  S o l u t i o n  - The M e t h o d  o f

C o m p l i m e n t a r y  F u n c t i o n s  a n d  R e c o n d i t i o n i n g  O p e r a t i o n s

I t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  a  s u c c e s s f u l  s o l u t i o n  o f  t h e

e q u a t i o n s  i n  F i g .  3*2 may be  o b t a i n e d  by  a  m e t h o d  o f
( 38 )c o m p l e m e n t a r y  f u n c t i o n s  . W h e r e a s  S h i p m a n  an d  

R o b e r t s  h a v e  a  v e r y  t h o r o u g h  d i s c u s s i o n  o f  t h i s  m e t h o d

, t h e  f o r m u l a t i o n  o f  C o n t e s h a l l  be  u s e d  h e r e  f o r  

i t s  c o n c i s e n e s s .  C o n s i d e r  t h e  g e n e r a l  f i r s t  o r d e r  l i n e a r  

b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m

£ ( x )  = A( x ) y ( x) + f ( x )  ( 3 . 3 . 1 a)a/ ' ***

w h e r e  A i s  an  n  x n m a t r i x  an d  y a n d  f  a r e  v e c t o r s  o f  

l e n g t h  n  i n  t h e  r e g i o n  x b< x s x c w i t h  t h e  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s

B ■ y ( x b ) = b ( 3 . 3 . 1b )

C ’ , £ ( x c ) = £  ( 3 - 3 - l c )

B a n d  C a r e  a n  [ ( n - r )  x nj  m a t r i x  o f  r a n k  ( n - r )  a n d  a  

(r  x n ) m a t r i x  o f  r a n k  r  r e s p e c t i v e l y ,  an d  b a nd  £  a r e  

v e c t o r s  o f  l e n g t h  ( n - r )  a n d  r  r e s p e c t i v e l y .

F o r  t h e  l i n e a r  p r o b l e m  t h e  s o l u t i o n  i s  o f  t h e  f o r m

j£ (x )  = w(x)  + 3 1£ 1 ( x )  + . . .  + 0 r £ r ( x ) ( 3 . 3 . 2 )

w h e r e  y a r e  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  an d  0 . t h e
j+j  K

c o r r e s p o n d i n g  c o m b i n i n g  c o n s t a n t s .  F u r t h e r m o r e ,  e x p r e s s i n g  

t h e s e  s o l u t i o n s  a s  c o l u m n s  o f  a m a t r i x  Y(x)  an d  t h e
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c o n s t a n t s  a s  a  v e c t o r  8 ,  E q . 3 - 3 - 2  may be  w r i t t e n  a sfd

y ( x )  = w(x)  + Y(x)  • 8 ( 3 - 3 . 3 )

Y h a v i n g  r a n k  e q u a l  t o  r  a n d  8 b e i n g  o f  l e n g t h  r .  The

s o l u t i o n  x)  s a t i s f i e s  t h e  i n h o m o g e n o u s  e q u a t i o n  and

r e p r e s e n t s  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n

w(x)  = A(x)  ■ w{x) + f ( x )  ( 3 * 3 * ^ )^  V ^

a n d  t h e  s o l u t i o n  m a t r i x  Y(x)  s a t i s f i e s  t h e  h o m o g e n o u s  

p r o b l e m

Y(x)  = A ( x ) • Y ( x) ( 3 . 3 - 5 )

At  x  = x ^ , w ( x ^ )  i s  c h o s e n  so t h a t  i t  s a t i s f i e s  

Bw(*b ) = b ( 3 . 3 . 6 )

f o r c i n g  X ( x b ) n e c e s s a r i l y  t o  s a t i s f y

B ‘ Y(x b ) • £  -  0 ( 3 . 3 . 7 )

At  x = x f i , a p p l y i n g  t h e  r e l a t i o n  o f  Eq.  3 - 3 - l c  o n e  o b t a i n s

£  [ » < x c ) + I < * c ) ■ = £, ( 3 . 3 - 8 )

The v a r i a b l e s  w ( x b ) , Y(x^ )  and  0 t h e n  a r e  d e t e r m i n e d  by 

E q s .  3 . 3 *6 , 3*3 *7  a n d  3 - 3 . 8 .  A s c hem e  o f  s o l u t i o n  i s  

a s  f o l l o w s t

1 .  S o l v e  E q . 3 - 3 . 6  f o r  w(x^ )  a n d  i n t e g r a t e  E q . 3 * 3 - ^

f o w a r d  f r o m  x = x^  t o  x = x c w i t h  t h i s  v e c t o r !

o b t a i n  w(x  ) .
c
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2 .  C h o o s e  r  v e c t o r s  o f  l e n g t h  n w h i c h  a r e  l i n e a r l y  

i n d e p e n d e n t  ( t h e y  s h a l l  be  t h e  r  c o l u m n s  o f  

Y ( x ^ ) )  w h i c h  s a t i s f y

B ' Y ( x b ) = 0, ( 3 - 3 - 9 )

T h i s  i n s u r e s  t h a t  Eq .  3 * 3 - 7  i s  s a t i s f i e d  f o r  

n o n z e r o  J3,.

3 .  I n t e g r a t e  f o w a r d  w i t h  e a c h  c o l u m n  o f  Y f ro m

x = x, t o  x = x a n d  o b t a i n  Y(x  ) .  b c — c
k .  At  x -  x , a p p l y  t h e  r e l a t i o n  g i v e n  by E q . 3*3*8  

w i c h  t h e  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  a b o v e  i n  1 t h r o u g h  3 

a n d  s o l v e  f o r  0 f r om

£  = [ C ' X(xc ) ]  _1 • t o ,  - c ■ W(xc j] ( 3 . 3 . 1 0 )

The c o n s t a n t s ,  Q  , t h u s  o b t a i n e d  w i l l  h o l d  f o r  

x fc< x £ x c a n d  t h e  s o l u t i o n  y ( x )  f o r  a n y  x i n  

t h i s  r e g i o n  may b e  f o u n d  by  u s i n g  Y ( x ) , w(x)  

a n d  0 f r o m  a b o v e ,  i n t o  E q . 3*3*3*

T h i s  m e t h o d  e s s e n t i a l l y  s o l v e s  t h e  b o u n d a r y  v a l u e  

p r o b l e m  a s  i f  i t  w e r e  an  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m .  I f  

K r o n e c k e r  d e l t a  v a l u e s  w e r e  u s e d  f o r  t h e  v e c t o r  c o m p o n e n t s  

o f  Y, t h e n  0 i s  r e a l l y  t h e  m i s s i n g  b o u n d a r y  d a t a  a t  x, . 

F rom t h e  t h e o r y  o f  l i n e a r  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  

i t  i s  known t h a t  i f  on e  b e g i n s  i n t e g r a t i o n  w i t h  a  s e t  o f  

i n d e p e n d e n t  b o u n d a r y  v a l u e  v e c t o r s ,  t h e n  t h e  s o l u t i o n  

v e c t o r s  w i l l  r e m a i n  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  t h r o u g h  t h e  

c o u r s e  o f  i n t e g r a t i o n .  T h i s  i n s u r e s  t h a t  a t  x = x c
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C-Y w i l l  h a v e  a n  i n v e r s e  a n d  0 may b e  f o u n d  u n a m b i g u o u s l y .

N u m e r i c a l  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h i s  p r o c e d u r e  t o  t h e

p r o b l e m  b e i n g  c o n s i d e r e d  c a u s e s  s e v e r a l  d i f f i c u l t i e s .

F i r s t ,  t h e  a s s u r a n c e  o f  c o n t i n u e d  l i n e a r  i n d e p e n d e n c e  o f

t h e  s h o o t i n g  v e c t o r s  c a n  o n l y  be  made  i f  t h e  i n t e g r a t i o n

i s  p e r f o r m e d  w i t h  i n f i n i t e  p r e c i s i o n .  S i n c e  a l l  m a c h i n e s

h a v e  f i n i t e  p r e c i s i o n ,  e v e n  i n  a  s t a b l e  n u m e r i c a l  m e t h o d
( k l )o f  i n t e g r a t i o n  t h e  a c c u m u l a t i o n  o f  r o u n d - o f f  e r r o r

may c a u s e  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r s  t o  become l i n e a r l y  d e p e n d e n t .

E ven  i f  l i n e a r  i n d e p e n d e n c e  i s  n o t  l o s t ,  b u t  t h e  v e c t o r s

i n  i ( x c ) come s u f f i c i e n t l y  c l o s e  t o g e t h e r  s u c h  t h a t  CY(*c )
( 1 + 2 )

h a s  a  h i g h  c o n d i t i o n  n u m b e r  , g r e a t  d i f f i c u l t y  may

be  e x p e c t e d  i n  f i n d i n g  i t s  i n v e r s e  a n d  0 a c c u r a t e l y .

A s e c o n d  s o u r c e  o f  t h e  same p r o b l e m  i s  t h e  n a t u r e

o f  t h e  o . d . e .  i t s e l f .  I f  t h e  p r o b l e m  i s  i l l - c o n d i t i o n e d

o r  " s t i f f "  t h e n  t h e  same b u i l d u p  o f  l i n e a r  d e p e n d e n c e  may

be  f o u n d  a s  i n t e g r a t i o n  p r o g r e s s e s .  T h i s  i l l - c o n d i t i o n i n g

may be  d e f i n e d  o n  t h e  " b i g "  m a t r i x  o f  t h e  p r o b l e m ,  a s

d e f i n e d  by  B i c k l e y  a n d  McNamee ^ 3 )  ( w h e r e  t h e  r a t i o

o f  t h e  l a r g e s t  e i g e n v a l u e  t o  t h e  s m a l l e s t  i s  much g r e a t e r

t h a n  1 .  Ex am pl e  o f  t h i s  b e h a v i o r  shown by  i l l - c o n d i t i o n e d
( 1+ 1+ )  ,

s y s t e m s  may b e  f o u n d  i n  Fox  , S h i p m a n  a n d  R o b e r t s '
( l + S )a n d  o t h e r s  . A n  i n d i c a t i o n  o f  t h i s  i l l - c o n d i t i o n i n g

i s  t h e  s e v e r a l - o r d e r s - o f - m a g n i t u d e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  

c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  " b i g "  m a t r i x .

The p o w e r  o f  t h e  r e c o n d i t i o n i n g  m e t h o d  i s  t h a t  i t  

w i l l  s u c c e s s f u l l y  h a n d l e  t h e s e  p r o b l e m s  when  n e c e s s a r y .
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I f  t h e  r  i n d e p e n d e n t  i n t e g r a t i o n s  a r e  c o n d u c t e d  i n  p a r a l l e l  

t h e n  a t  e a c h  i n t e g r a t i o n  n o d e ,  some c h e c k  o n  t h e  l i n e a r  

i n d e p e n d e n c e  may be  p e r f o r m e d  a n d ,  i f  a  t h r e s h o l d  c o n d i t i o n  

i s  e x c e e d e d ,  r e o r t h o n o r m a l i z a t i o n  v i a  a  G r a m - S c h m i d t ^ ^ ^  

p r o c e s s  i s  u s e d  b e f o r e  t h e  i n t e g r a t i o n  i s  c o n t i n u e d .

R e c o n d i t i o n i n g

F o r  p r o b l e m s  w h i c h  a r e  w e l l  b e h a v e d  a n d  f o r  f ew  n o d e s  

o f  i n t e g r a t i o n ,  o n e  may s a f e l y  d i s p e n s e  w i t h  r e o r t h o n o r m a l ­

i z a t i o n ;  b u t  f o r  m o s t  o t h e r  a p p l i c a t i o n s ,  some r e c o n d i t i o n ­

i n g  may be  r e q u i r e d  f o r  a  s u c c e s s f u l  s o l u t i o n .  The 

G r a m - S c h m i d t  p r o c e s s  i s  b u t  on e  m e t h o d  t o  r e o r t h o n o r m a l i z e  

t h e  s o l u t i o n  v e c t o r s .  M a t r i x  t r a n s f o r m a t i o n s  w h i c h  w i l l  

c h a n g e  Y(x)  t o  Y * ( x )  w h e r e  Y* h a s  c o l u m n s  w h i c h  a r e

o r t h o n o r m a l ,  o r  e v e n  j u s t  o r t h o g o n a l ,  a r e  a l s o  s u i t e d
(U 7)

t o  r e c o n d i t i o n  Y a n d  a r e  u s e d  by  o t h e r s  w i t h  s u c c e s s .

The G r a m - S c h m i d t  h a s  g r e a t  a p p e a l  i n  t h a t  i t  may be  

e a s i l y  c o d e d  a n d ,  a s  i s  s e e n ,  b e c o m e s  a n  i n t e g r a l  p a r t  

o f  t h e  i n d e p e n d e n c e  c h e c k i n g  a l g o r i t h m .

The G r a m - S c h m i d t  p r o c e s s  a s  d e s c r i b e d  i n  a n y  n u m b e r  

o f  t e x t s  ( s e e  f o r  e x a m p l e  DeRusso  , Roy a n d  C l o s e ^ ^  ) 

i s  i m p l e m e n t e d .  G i v e n  t h a t  t h e  c o l u m n s  o f  Y s h a l l  be  

o r t h o n o r m a l i z e d  a t  a  g i v e n  p o i n t  x ^ , t h e  p r o c e s s  may be 

d e s c r i b e d  a s i

1 .  Take  t h e  f i r s t  c o l u m n  o f  Y ( x . 1 , y .  an d  n o r m a l i z e  

i t  w i t h  r e s p e c t  t o  i t s  m a g n i t u d e ,  c o n s i d e r  t h i s  

t o  b e y * .



1 2 0

2 l * = 2 l / | X l l  ( 3 - 3 . 1 1 )

2 ,  Take  t h e  s e c o n d  c o l u m n  o f  Y ( x ^ ) , ^  a n d  s u b t r a c t  

f r o m  i t  t h e  c o m p o n e n t  o f  y „  w h i c h  l i e s  i n  t h e/v ̂
yj* d i r e c t i o n

^ 2  = 22 - < y 2 - y i * >  * i f i *  (3 .3 .1 2 )

n o t e  t h a t  t h e  s y m b o l  <C• ,■ >  i s  u s e d  t o  d e n o t e  

t h e  v e c t o r  p r o d u c t  an d  t h a t  y ^ *  i s  a u n i t  v e c t o r .  

3- To o b t a i n  Y2 # * n o r m a l i z e  w i t h  r e s p e c t  t o

t h e  m a g n i t u d e  o f  ^ 2

n  = * V l h 2\ ( 3 - 3 . 1 3 )

k .  R e p e a t  t h i s  p r o c e s s  f o r  t h e  t h i r d  c o l u m n  o f  

Y,  g j i  t h e  c o m p o n e n t  o f  y ^  i n  t h e  y*  a n d  y* 

d i r e c t i o n s  a r e  r e m o v e d  f r o m  y_
^  J

° 3  = '  C 2 y Z z * > -  ( 3 . 3 . i ‘*)

a n d  t h e n  n o r m a l i z e d ,

= 0 - 3 /  V15. 3I ( 3 . 3 . 1 5 )

The v e c t o r s  ^ 2 * '  ^ 3 * }  a r e  o r - t h ° 6 o n a l

o f  u n i t  m a g n i t u d e .  F o r  t h e  s m a l l  s i g n a l  AC e q u a t i o n s ,  t h e  

AC v a r i a b l e s  a r e  c o m p l e x  q u a n t i t i e s ,  t h e r e f o r e  t h e  a b o v e  

v e c t o r s  h a v e  c o m p o n e n t s  w h i c h  a r e  c o m p l e x  a n d  t h e  s c a l a r  

p r o d u c t  o p e r a t i o n  a b o v e  m u s t  be  d e f i n e d  a c c o r d i n g l y .

T h u s ,  t h e  o p e r a t i o n  o n  a n y  two v e c t o r s  o f  l e n g t h  n ,
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w i t h  c o m p l e x  c o e f f i c i e n t s  i s

< u  , v >  = ! “ ( 3 - 3 . 1 6 )

w h e r e  t h e  p r i m e  d e n o t e s  t h e  c o m p l e x  c o n j u g a t e .  U s i n g  

t h i s  d e f i n i t i o n ,  t h e  l e n g t h  o f  a  v e c t o r  i s

B e s i d e  t h e  t y p e  o f  r e c o n d i t i o n i n g  m e t h o d  e m p l o y e d ,  

a  q u e s t i o n  o f  p r i m e  i m p o r t a n c e  i s  when s h o u l d  r e c o n d i ­

t i o n i n g  be a p p l i e d .  The l i t e r a t u r e  i s  o f  l i t t l e  h e l p  

i n  t h i s  m a t t e r  s i n c e  p r o c e d u r e s  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  

op t i m u m  n u m b e r  o f  r e c o n d i t i o n i n g  o p e r a t i o n s  f o r  a  g i v e n  

p r o b l e m  a r e  n o t  known .  The p r o b l e m  may b e  r e s t a t e d  i n  

t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r ;  a s  t h e  i n t e g r a t i o n  p r o c e e d s ,  t h e  

c o l u m n s  o f  Y n o t  o n l y  may l o s e  t h e i r  o r t h o n o r m a l  

c h a r a c t e r  b u t  may e v e n  become  l i n e a r l y  d e p e n d e n t , 

W h e r e a s  l o s s  o f  o r t h o n o r m a l i t y  may b e  t o l e r a t e d ,  a n d  

o n e  may s t i l l  o b t a i n  a n  a c c u r a t e  s o l u t i o n ,  l o s s  o f  

l i n e a r  i n d e p e n d e n c e  c a u s e s  t h e  l o s s  o f  c o m p l e t e n e s s  o f  

t h e  s o l u t i o n .  T h i s  may l e a d  t o  i n a c c u r a c i e s  w h i c h  may 

n o t  b e  t o l e r a b l e . A c h e c k  o n  t h e  l i n e a r  d e p e n d e n c e  o f  

t h e  c o l u m n s  o f  Y show s  v e r y  l i t t l e  u n t i l  t h e  c o l u m n s  

a r e  l i n e a r l y  d e p e n d e n t ,  i n  w h i c h  c a s e ,  o n e  c a n n o t  a p p l y  

t h e  G r a m - S c h m i d t  p r o c e d u r e ,  s i n c e  o n e  o f  t h e  o r t h o g o n a l  

d i r e c t i o n s  h a s  a l r e a d y  b e e n  l o s t .  T h e r e f o r e  a  c r i t e r i a

( 3 . 3 . 1 7 )



122
h a s  t o  b e  d e v e l o p e d  t o  c h e c k  how r a p i d l y  o n e  i s  " l o s i n g "  

l i n e a r  i n d e p e n d e n c e  a n d  p e r f o r m  a  r e c o n d i t i o n i n g  o p e r a ­

t i o n  when t h i s  c r i t e r i a  e x c e e d s  a  t h r e s h o l d .  The word  

" l o s i n g "  i s  i n  q u o t e s  s i n c e  a  s e t  o f  v e c t o r s  w i l l  e i t h e r  

be,  o r  n o t  be, l i n e a r l y  d e p e n d e n t ,  t h e r e  i s  no i n t e r m e d i a t e  

c o n d i t i o n .  One p a r a m e t e r  w h i c h  may be  c h e c k e d  i s  how 

c l o s e  v e c t o r s  a r e  c o m i n g  t o  e a c h  o t h e r .  C o n t e ^ ^ ^ s u g g e s t s  

c h e c k i n g  t h e  p a i r w i s e  1 i n e a r  i n d e p e n d e n c e  o f  t h e  v e c t o r s  

b y  c a l c u l a t i n g  t h e  n o r m a l i z e d  d o t  p r o d u c t s  o f  a l l  v e c t o r s  

w i t h  a l l  o t h e r  v e c t o r s .  When a n y  o n e  o f  t h e s e  p r o d u c t s  

b e c o m e s  a r b i t r a r i l y  c l o s e  t o  u n i t y ,  p e r f o r m  a r e c o n d i t i o n ­

i n g  t r a n s f o r m a t i o n .  The f a l l a c y  w i t h  t h i s  m e t h o d  i s  t h a t  

e v e n  when t h e  p a i r w i s e  d o t  p r o d u c t s  r e m a i n  s m a l l e r  t h a n  

u n i t y  by a n  e p s i l o n , a n y  t h r e e  v e c t o r s  may become 

c o p l a n a r .  The same may b e  t r u e  f o r  h i g h e r  c o m b i n a t i o n s  

o f  v e c t o r s  i n  more  t h a n  t h r e e  d i m e n s i o n a l  s p a c e .  Thus  

C o n t e ' s  c r i t e r i a  c h e c k s  s o l e l y  f o r  c o l i n e a r i t y  o f  t h e  

v e c t o r s  a n d  f a i l s  i n  g e n e r a l  f o r  more  t h a n  two d i m e n s i o n a l  

v e c t o r  s p a c e .  I n  t h i s  c h a p t e r  o n e  i s  d e a l i n g  w i t h  s i x  

d i m e n s i o n a l  v e c t o r s  i i n  C h a p t e r  , v e c t o r s  o f  o v e r  30 

d i m e n s i o n s  a r e  common.  I f  t h e  G r a m - S c h m i d t  p r o c e s s  i s  

p e r f o r m e d  a t  e v e r y  s t e p  a n d  t h e  r e s u l t i n g  Y* k e p t  o n l y  

when n e c e s s a r y ,  a  s i m p l e  a l g o r i t h m  t o  c h e c k  l i n e a r  

i n d e p e n d e n c e  a nd  how c l o s e  t h e  v e c t o r s  a r e  c o m i n g  

t o g e t h e r  i s t

1 .  P e r f o r m  t h e  G r a m - S c h m i d t  a n d  s a v e  i n  a  t e m p o r ­

a r y  l o c a t i o n  Y*.
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2 .  O b t a i n  t h e  d o t  p r o d u c t  o f  e a c h  o f  t h e  c o l u m n s  

o f  Y b e f o r e  o r t h o n o r m a l i z a t i o n  a n d  a f t e r .  

N o r m a l i z e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  m a g n i t u d e  o f  

c o l u m n s  o f  Y.

3 .  I f  a n y  o n e  o f  t h e s e  d o t  p r o d u c t s  i s  l e s s  t h a n  

€: > ( e . g .  , €  = 0 . 1 )  * s u b s t i t u t e  Y* f o r  Yi Keep 

t h e  o r t h o n o r m a l i z e d  s e t .

T h i s  c r i t e r i a  may be  e x p r e s s e d  a l g e b r a i c a l l y  a s

The  r e a s o n i n g  b e h i n d  t h i s  c r i t e r i o n  i s  i l l u s t r a t e d  i n  

t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r .  C o n s i d e r  t h e  s e c o n d  v e c t o r !  i f  

a f t e r  o n e  h a s  s u b t r a c t e d  f r o m  i t  e v e r y t h i n g  i n  t h e  f i r s t  

v e c t o r * s  d i r e c t i o n  o n e  i s  l e f t  w i t h  a  v e c t o r  ( n o r m a l i z e d  

w i t h  r e s p e c t  t o  i t s  m a g n i t u d e )  w h i c h  when  d o t t e d  w i t h  

t h e  o r i g i n a l  ( a l s o  n o r m a l i z e d )  g i v e s  a  d o t  p r o d u c t  l e s s  

t h a n  £  , t h e n  t h e  s e c o n d  v e c t o r  b e f o r e  o r t h o n o r m a l i z a t i o n  

h a d  a  l a r g e  c o m p o n e n t  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  f i r s t  

v e c t o r .  One  may s a y ,  e v e n  t h o u g h  t h e y  a r e  l i n e a r l y  

i n d e p e n d e n t ,  t h a t  t h e y  a r e  " b e c o m i n g "  c o l i n e a r  o r  

" c o m i n g  t o g e t h e r " .  W i t h  s u b s e q u e n t  v e c t o r s ,  a f t e r  t h e  

o r t h o n o r m a l i z a t i o n  i s  p e r f o r m e d ,  c a l c u l a t i n g  t h e  d o t  

p r o d u c t  o f  t h e  o r i g i n a l  v e c t o r  w i t h  t h e  new o r t h o n o r m a l ­

i z e d  o n e ,  c h e c k s  how much o f  t h e  o r i g i n a l  v e c t o r  wa s  i n  

t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  p r e v i o u s  o n e s .  I f  a n y  o n e  o f  t h e s e  

d o t  p r o d u c t s  a r e  l e s s  t h a n  a  p r e s c r i b e d  n u m b e r  e  , t h e n

m m
j

( 3 - 3 . 1 8 )
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t h e  o r t h o n o r m a l i z e d  s e t  i s  k e p t ,  i f  n o t ,  t h e n  t h e  i n t e g r a ­

t i o n  c o n t i n u e s  w i t h  t h e  o l d  s e t .

The o n l y  d r a w b a c k  o f  t h i s  m e t h o d  i s  t h a t  t h e  

G r a m - S c h m i d t  p r o c e d u r e  m u s t  be  p e r f o r m e d  a t  e v e r y  s t e p  

w h e t h e r  o r  n o t  t h e  new v e c t o r s  a r e  k e p t . On t h e  o t h e r  

h a n d ,  o n e  m u s t  c o n s i d e r  t h a t  i n  o n e  way o r  a n o t h e r  some

c h e c k  on  t h e  l i n e a r  i n d e p e n d e n c e  o f  t h e  v e c t o r s  m u s t  be

made  a t  e v e r y  s t e p  ( w h i c h  w i l l  a l s o  u s e  c o m p u t a t i o n  

t i m e  a n d  p e r h a p s  e x t r a  s t o r a g e  s p a c e ) . I n  t h i s  c a s e  

t h e  l i n e a r  i n d e p e n d e n c e  c h e c k i n g  r o u t i n e  a n d  t h e  o r t h o ­

n o r m a l i z a t i o n  r o u t i n e  a r e  o n e  a n d  t h e  s a m e ,  a  s a v i n g s  

i n  c o m p l e x i t y  o f  c o d i n g  a n d  s u b s e q u e n t  d e b u g g i n g  t i m e .

No e f f o r t  h a s  b e e n  s p e n t  i n  f i n d i n g  o t h e r  l i n e a r  i n d e p e n ­

d e n c e  c h e c k i n g  r o u t i n e s  a n d  c o m p a r i n g  t h e  e f f i c i e n c y  o f  

a  p r o s p e c t i v e  m e t h o d  w i t h  t h e  o n e  i m p l e m e n t e d .

A p p l i c a t i o n  o f  r e o r t h o n o r m a l i z a t i o n  i s  e s s e n t i a l l y  

a  m a t r i x  t r a n s f o r m a t i o n  a n d  c a r e  m u s t  be  e x e r c i s e d  i n  

i n t e r p r e t i n g  t h e  r e s u l t s .  F o r  e x a m p l e ,  s u p p o s e  t h e  

o r t h o n o r m a l i z a t i o n  c r i t e r i o n  i s  e x c e e d e d  a t  some p o i n t  

i n  t h e  i n t e g r a t i o n ,  e . g .  a t  x = x ^ j  t h e n ,  a t  t h i s  p o i n t  a  

s e t  o f  o r t h o n o r m a l  v e c t o r s  i s  p r o d u c e d  f ro m  t h e  o l d

Y * ( X i ) = Y ( x i ) P i  ( 3 . 3 . 1 9 )

w h e r e  i s  t h e  ( r  x r )  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x .  F o r  

s i m p l i c i t y  a s s u m e  t h a t  o n l y  on e  t r a n s f o r m a t i o n  was  n e c e s ­

s a r y  a n d  i n t e g r a t i o n  h a s  c a r r i e d  Y* a l l  t h e  way t o  x .
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T h e r e ,  Eq .  3 - 3 . 1 0  i s  u s e d  t o  s o l v e  f o r  t h e  p r o p e r  p ' s .

I n  t h i s  c a s e ,  t h o u g h ,  t h e  3 o b t a i n e d  i s  a c t u a l l y  a  p*

a n d  c a n  o n l y  c o m b i n e  t h e  Y* t o  a  s o l u t i o n  i n  x £ x c ,

t h a t  i s ,  p*  h o l d s  o n l y  i n  t h a t  r e g i o n .  To f i n d  t h e  

p r o p e r  P * s  i n  t h e  r e g i o n  x ^ s  x < x ^ ,  t h e  i n v e r s e  t r a n s ­

f o r m a t i o n  o f  Eq .  3 . 3 * 1 1  m u s t  be  p e r f o r m e d ,  i . e .  i f

y ( x )  = Y * ( x . ) p *  -  Y ( x . ) P . p *  = Y ( x ■)p ( 3 . 3 * 2 0 )
J. ^  ± *■“ _L r** J. +**

t h e n  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  p a n d  0 * i s  

P = ( 3 * 3 . 2 1 )

I f  t h e  Y m a t r i x  h a s  b e e n  s t o r e d  a t  e v e r y  p o i n t  o f  

i n t e g r a t i o n ,  j u s t  s a v i n g  t h e  P m a t r i c e s  a t  t h e  o r t h o -  

no r m a l i z a t i o n  p o i n t s  w o u l d  b e  s u f f i c i e n t  i f  o n l y  o n e  

p a s s  i s  made  t h r o u g h  t h e  r e g i o n .  To m i n i m i z e  memory 

s t o r a g e ,  two p a s s e s  may be  made s a v i n g  o n l y  t h e  P ' s  on  

t h e  f i r s t  a n d  o b t a i n i n g  a l l  J 3 ' s  a t  t h e  e n d  o f  t h a t  p a s s .  

T h e n ,  a  s e c o n d  p a s s  i s  d o n e  w h e r e ,  u s i n g  t h e  £ ' s  f o u n d  

i n  t h e  f i r s t  p a s s ,  a  s o l u t i o n  i s  f o u n d  a t  e v e r y  p o i n t  

by  u s e  o f  Eq .  3*3*3*  I P  o n l y  t h e  s o l u t i o n  i s  r e q u i r e d  

a t  t h e  l a s t  r e g i o n  o f  o r t h o n o r m a l i z a t i o n  t h e n  o n l y  one  

p a s s  i s  n e e d e d .  As i s  shown  i n  S e c t i o n  3 - 4 ,  s u c h  i s  t h e  

c a s e  i n  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  s m a l l  s i g n a l  AC a d m i t t a n c e .

R e t u r n i n g  t o  t h e  s m a l l  s i g n a l  AC p r o b l e m ,  t h e  A 

m a t r i x  i s  shown  i n  F i g .  3 * 2 .  The f o r c i n g  v e c t o r  f ( x )  

i s  i n  t h i s  c a s e  t h e  n u l l  v e c t o r  £ ,  m a k i n g  t h e  s y s t e m  

h o m o g e n e o u s .  The y  v e c t o r  h a s  t h e  f o l l o w i n g  c o m p o n e n t s t
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y=

p i
?i

( 3 . 3 . 2 2 )

N. i
l Jnlj

The m a t r i x  B a nd  t h e  v e c t o r  b may be f o u n d  f ro m  t h e  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :

0 1 0 0 0 0 0
B = 0 0 0 1 0 0 ! b = 0

0 0 0 0 1 0 0
( 3 . 3 . 2 3 )

a n d  s i m i l a r l y ,  t h e  m a t r i x  C a n d  v e c t o r  £  a r e :

1 0 0 0 0 0
c = 0 0 0 0 0 0

0 0 X
0

- 1 0 02 — '

i c1

0
0

■Va c

( 3 - 3 -  2*0

The n u m b e r  o f  c o m p o n e n t s  o f  y i s  6 ,  t h u s  n=6 a n d  r=3»  

by t h e  n a t u r e  o f  t h e  b o u n d a r y  d a t a .  The v e c t o r  t h e n  

i s  t o t a l l y  u n n e c e s s a r y  s i n c e  i t  may be t a k e n  t o  be  t h e  

n u l l  v e c t o r  a t  x=Xg ,  i . e .  w ( x g ) = 0 .  N o t i c e  t h a t  x -^X g  

a n d  x c =0 f o r  t h i s  p r o b l e m ,  w h e r e  Xg i s  t h e  b u l k  a n d  x=0 

i s  t h e  m e t a l - s i l i c o n  d i o x i d e  i n t e r f a c e  ( s e e  F i g .  3 * 3 ) .

U s i n g  K r o n e c k e r  d e l t a  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  f o r  J  ^ , 

J n  ̂ a n d  , t h e  Y m a t r i x  a t  x=Xg i s
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Y ( x b )

1 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 L

( 3 - 3 . 2 5 )

I n  C h a p t e r  2 t h e  DC p a r a m e t e r s  E0 , p Q , nQ a r e  f o u n d .

One o b s e r v e s  t h a t  t h e  v a l u e s  o b t a i n e d  f o r  t h e s e  q u a n t i t i e s

d i f f e r  by s e v e r a l  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  a s  f u n c t i o n s  o f

d i s t a n c e .  F o r  a n y  x some o f  t h e  c o m p o n e n t s  o f  A w h i c h

c o n t a i n  t h e s e  q u a n t i t i e s  a l s o  d i f f e r  by s e v e r a l  o r d e r s

o f  m a g n i t u d e .  I t  i s  r e c o g n i z e d  t h e n  t h a t  t h i s  p r o b l e m
(4 9 )

h a s  t h e  p o t e n t i a l  o f  b e i n g  i l l - c o n d i t i o n e d  • The 

u s e  o f  o r t h o n o r m a l i z a t i o n  may become  n e c e s s a r y  a n d  t h e  

p r o b l e m  m u s t  t h e r e f o r e  b e  c o d e d  w i t h  t h a t  c a p a b i l i t y .

The r e g i o n  0 s  x  < Xg i s  d i s c r e t i z e d  i n t o  N p o i n t s ,  

a s  shown  i n  F i g .  3 * 3« l a b e l e d  w i t h  t h e  s u b s c r i p t  I .

The v a l u e s  o f  t h e  DC v a r i a b l e s  a r e  f o u n d  f r o m  t h e  o n e  

d i m e n s i o n a l  DC a l g o r i t h m  a n d  a l l  o t h e r  c o n s t a n t s  i n  A 

shown i n  F i g .  3*2 a r e  s e l f - e x p l a n a t o r y .

The c o d i n g  f l o w  c h a r t  i s  g i v e n  i n  F i g .  3*^* The 

m e t h o d  o f  i n t e g r a t i o n  i s  a  s t a b l e  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  

a n d  i s  c o n t a i n e d  i n  s u b r o u t i n e  ( S T E P ) .  The  d i s c r e t i z e d  

e q u a t i o n s  a n d  f o r m u l a s  u s e d  i n  i n t e g r a t i o n  a r e  d i s c u s s e d  

b e l o w .
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[E n t e r |

__________________— 3  ________________
SET c o n s t a n t s  an d  i n i t i a l i z e  

v e c t o r s  w i t h  Eq .  3 . 3 . 2 5

ITERATE f o r  e v e r y  g r i d  p o i n t  
1 - 2 , 3  NI

ITERATE f o r  e v e r y  
v e c t o r  K= 1 ,2  , 3

INTEGRATE 
CALL SUBROUTINE STEP

I
CALL SUBROUTINE GRMSM 

Ch e ck  l i n e a r  i n d e p e n d e n c e

SET up  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
s y s t e m  a n d  c a l c u l a t e  f3 ' s

CALCULATE s o l u t i o n  a t  
x = x„I

RETURN t o  MAIN 
w i t h  s o l u t i o n

T
1 EXIT |

SUBROUTINE
STEP

SUBROUTINE
GRAMSM

r  ,
| ORTHONORMALIZE I
 I '

PERFORM c h e c k  on  
l i n e a r  i n d e p e n d e n c e

T
I F  v e c t o r s  a r e  b e c o m i n g  

l i n e a r l y  d e p e n d e n t ,  
DUMP Y**-Y 

o t h e r w i s e  r e t u r n  Y

F i g u r e  3 . 4 ,  C o m p u t a t i o n a l  f l o w c h a r t  o f  t h e  a l g o r i t h m  VAC1D.
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Method of Integration

W h e r e a s  a n y  r e a s o n a b l e  s c h e m e  o f  i n t e g r a t i o n  w h i c h  

e x h i b i t s  s t a b i l i t y  o v e r  t h e  r e g i o n  o f  c o m p u t a t i o n  may be  

u s e d ,  a  s i m p l e  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  m e t h o d  h a s  b e e n  f o u n d  

s a t i s f a c t o r y .  S c h e m e s  w h i c h  i n c l u d e  m o r e  g r i d  p o i n t s  may 

b e  m or e  a c c u r a t e ,  b u t  t h e  s c h e m e  u s e d  h e r e i n  r e q u i r e s  

l e s s  memory a l l o c a t i o n ,  l e s s  c o m p u t a t i o n  a n d  i s  much 

s i m p l e r  t o  e n c o d e .  The  s c h e m e  i s  a s  f o l l o w s .

C o n s i d e r  i n t e g r a t i n g

Jr (x)  = A ( x )  y ( x) ( 3 * 3 * 2 6 )

o v e r  t h e  f o l l o w i n g  two g r i d  p o i n t s i

y (I) y(i+D
-o

. . . o kTT) °  • * •
I 1+1 1

w h e r e  K ( I )  i s  t h e  g r i d  l e n g t h  b e t w e e n  1=11 a n d  1 = 1 2 .

The  p r e d i c t i o n  s t e p  i s i

y *  = y ( I )  + K ( I ) • A {I ) * y ( I ) ( 3 * 3 * 2 ? )/V Ah/

w h e r e  y *  i s  t h e  i n t e r m e d i a t e  s o l u t i o n  v e c t o r .  The  

c o r r e c t i o n  s t e p  i s t

y ( i + l )  = y ( I )  + K ( I ) * [ A ( I ) * y ( I ) + A ( I + l ) - y * ] / 2
( 3 * 3 * 2 8 )

A p p l i c a t i o n  o f  t h i s  s c h e m e  t o  t h e  e q u a t i o n s  i n  F i g .  3*2 

y i e l d s
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J P l  = U ( l )  -  K( I )* (C P W * U ( 2) + RP)

P l  = U(2)  + K ( I ) *  ( - C P ( I ) * U ( 1 )  + ( ^ ^ ) ) * U ( 2 ) + P 0 ( I ) * C 2 * U ( 3 ) )

E l  = U ( 3 ) + K ( I ) * C 1 * ( U ( 2 ) - U ( 5 ) )

VI = U ( 4 ) - K ( I ) * U ( 3 )

Nl  = U ( 5 ) + K ( I ) * ( C N ( I ) * U ( 6 ) - # ^ ) ) * U ( 5 ) - N O ( I ) * C 2 * U ( 3 ) )

JN1 = U ( 6 )+ K ( I )* (C N W *U (5 )+ R P )
( 3 - 3 . 2 9 )

The  c o r r e c t o r  s t e p

JP2  = U ( l ) - ( K ( I ) / 2 ) * ( C P W * ( U ( 2 ) + P 1 ) + R P + R C )

P2 -  U(2)  + ( K ( l ) / 2 ) « ( - C P ( I ) » ( U ( l ) - C P ( l + l ) « J P l + ( E 0 ^I ^ y ^ ° ^ I + 1  ̂ »

( U ( 2 ) + P 1 ) + P 0 ( I ) + P 0 ( I + 1 ) * C 2 * ( U ( 3 ) + E 1 ) )

E2 = U ( 3 ) + ( K ( I ) / 2 ) * C 1 * ( U ( 2 ) + P 1 - U ( 5 ) - N 1 )

V2 -  U ( ^ ) - ( K ( I ) / 2 ) * ( U ( 3 ) + E 1 )

N2 -  U ( 5 ) + K ( I ) / 2 ) « ( N ( l ) « U ( 6 ) + C N ( l + l ) » J N l - (E 0 ^I ^ y EQ^I + 1 ‘- )*  

U ( 5 ) + N 1 ) - ( N 0 ( I ) + N 0 ( I + 1 ) ) # C 2 * ( U ( 3 ) + E 1 ) )

JN2 = U ( 6 ) + K { I ) / 2 ) * ( C N W * ( U ( 5 ) + N1)+RP+RC) ( 3 - 3 . 3 0 )

w h e r e  1 r e f e r s  t o  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  p r e d i c t o r  a n d  2 t o  

t h e  r e s u l t s  o f  t h e  c o r r e c t o r  a n d  t h e  U v e c t o r  i s  d e f i n e d

Ap
U(1)

j p i
U<2) V n i
u ( 3 ) E i
U(4)

*

J l
0 ( 5 ) n l / n t

0 ( 6 )
-V
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Th e  r e c o m b i n a t i o n  t e r m s  a r e i  

p r e d i c t o r

rp -  Q * W I » ( N O ( I ) « U ( 2 ) + P O m » U ( 5 )  / o t -jp'i
** TP ( I ) * ( NO < 1 ) +NI )  + T N C l ) * 7 P 0 ( I ) + N I ) ( 3 - 3 - 3 2 )

c o r :  i c t ^ r

-  Q*NI»(NO (1+1)  *n l+PO (1+1)  »N1_________________
TP ( 1 + 1 ) * ( N 0 ( I + 1 ) + N I ) + T M T + 1 ) * ( P 0 ( I + 1 ) + N I )  < 3 - 3 . 3 3 )

The r e m a i n i n g  p a r a m e t e r s  a r e :

CN( I )  = 1 / ( Q * N I * U N ( I ) * V T )

CP ( I ) = 1 / ( Q * N I * U P ( I ) * V T )

CNW = CMPLX(0,Q*NI*W)

CPW = CMPLX{0,Q*NI*W)

Cl  = ( Q * N I ) / ( K S I * E

F i g u r e  3 - 5  shows  t h e  f l o w  c h a r t  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  w h i c h  

i s  a  s u b r o u t i n e  o f  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  AC p r o g r a m  a n d  

i s  c a l l e d  S1EP.
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|  ENTERj

OBTAIN i n t e g r a t i o n  v e c t o r  U a n d  
c o n s t a n t s  f r o m  c a l l i n g  s u b r o u t i n e

VAC ID

COMPUTE RP w i t h  Eq .  3 . 3 . 3 2

INTEGRATE w i t h  p r e d i c t o r  s t e p  
E q s .  3 . 3 . 2 9

. . .  J
COMPUTE RC w i t h  Eq. 3 0 - 3 3

1[
INTEGRATE w i t h  c o r r e c t o r  s t e p  

E q s .  3 - 3 0 0

1 '

|  LOAD {JP2 ........... JN 2}

RET

I
K

EXIT

F i g u r e  3 * 5 .  C o m p u t a t i o n a l  f l o w c h a r t  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  
s u b r o u t i n e  STEP.
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3 . ^  The C a l c u l a t i o n  o f  t h e  S m a l l  S i g n a l  AC A d m i t t a n c e  i n

One S p a t i a l  D i m e n s i o n

The d e v i c e  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  i n  o n e  d i m e n s i o n ,  

t h e  MIS c a p a c i t o r ,  may be  c o n s i d e r e d  a  o n e  p o r t  d e v i c e ,  

c h a r a c t e r i z e d  by i t s  DC o p e r a t i n g  p o i n t  a n d  a  s m a l l  s i g n a l  

AC a d m i t t a n c e .  The  c o m p l e x  a d m i t t a n c e  may be  d e f i n e d  a s  

t h e  r a t i o  o f  t h e  s m a l l  s i g n a l  a l t e r n a t i n g  c u r r e n t  p h a s o r  

t o  t h e  s m a l l  s i g n a l  v o l t a g e  p h a s o r f ^ 0  ̂ T h i s  i s  m e a s u r e d  

a n d  c a l c u l a t e d  by  i m p r e s s i n g  a  s m a l l  s i g n a l  AC b i a s  i n  

s e r i e s  w i t h  t h e  DC b i a s  a n d  o b s e r v i n g  t h e  AC c u r r e n t  

w h i c h  f l o w s  ( s e e  F i g .  3*1)  • To o b t a i n  t h e  s m a l l  s i g n a l  

c u r r e n t  i n  t h e  d e v i c e ,  o n e  m u s t  k e e p  i n  m ind  t h a t  i t  

i s  a  s e r i e s  d e v i c e  ( i . e .  e v e r y  g r i d  n o d e  i s  s e r i a l l y  

c o n n e c t e d  t o  e v e r y  o t h e r  g r i d  n o d e )  a n d  t h a t  t h e  t o t a l  

c u r r e n t  i s  c o n s t a n t .  The c u r r e n t  t h e n  may b e  c a l c u l a t e d  

a t  a n y  g r i d  p o i n t ,  a n d  s i n c e  t h e  e a s i e s t  e x p r e s s i o n  t o  

e v a l u a t e  i s  t h e  c u r r e n t  i n  t h e  i n s u l a t o r , i t  s h a l l  be  

c a l c u l a t e d  t h e r e .  S i n c e  m o s t  q u a n t i t i e s  o f  i n t e r e s t  a r e  

d e s c r i b e d  p e r  u n i t  a r e a  ( c a p a c i t a n c e ,  c o n d u c t a n c e ,  e t c . )  

f o r  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  d e v i c e ,  i t  i s  a p p r o p r i a t e  t o  u s e  

c u r r e n t  d e n s i t i e s  h e n c e f o r t h  i n  p l a c e  o f  c u r r e n t s .

(Note s h o u l d  be  t a k e n  t h a t  (~)  o v e r  a  v a r i a b l e  s i g n i f i e s  

a  c o m p l e x  q u a n t i t y . )  The d e f i n i n g  r e l a t i o n s h i p  f o r  a d ­

m i t t a n c e  p e r  u n i t  a r e a  i s

Y = j V  ( 3 . ^ . 1 )
A *

a c



I J k

V i s  t h e  a p p l i e d  AC b i a s  v o l t a g e  a n d  s h a l l  be3C
c a l c u l a t e d  w i t h  t h e  a l g o r i t h m .  I n  t h e  i n s u l a t o r ,  t h e  

p o i n t  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  c u r r e n t  d e n s i t y  a n d  e l e c t r i c  

f i e l d  i s t

J a c  = j *  *-1 e  o El

w h i c h  i s  t h e  s m a l l  s i g n a l  f o r m  o f  E q . 1 - 3 . 1 7 .  The s m a l l  

s i g n a l  AC e l e c t r i c  f i e l d  i n  t h e  o x i d e  may be  e a s i l y  

c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  

i n  t e r m s  o f  t h e  AC v o l t a g e

w h i c h  may b e  d i s c r e t i z e d  by  a  f o r w a r d  d i f f e r e n c e  s ch em e  

a t  t h e  t o p  c o n t a c t  p o i n t  a s  ( s e e  F i g .  3 - 3 )

V ( N - l ) - V  (N)

Ei  -  -  ( h z h t o

a n d  s i n c e  V., (N) = V t h e  a p p l i e d  v o l t a g e ,X 3 C

E1 U   < 3 - 4 -5)

The a d m i t t a n c e  may be  r e w r i t t e n  a s

-V V - V . ( N - l )
*  * * K I e o  > / ^ a c
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To o b t a i n  t h e  s o l u t i o n  a t  g r i d  p o i n t  ( N - l )  o n l y  o n e  p a s s  

o f  t h e  i n t e g r a t i o n  i s  r e q u i r e d .  Due t o  t h e  m e t h o d  o f  

i n t e g r a t i o n ,  u p o n  a r r i v a l  a t  t h e  t o p  c o n t a c t ,  t h e  

i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n  v a l u e s  o f  a l l  s i x  v a r i a b l e s  a r e  

s a v e d  a t  t h e  (N- l )  a n d  a t ( N ) g r i d  p o i n t s .  The c o m b i n i n g  

c o n s t a n t s  ( o r  @' s )  u s e d  t o  m a t c h  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

a r e  f o u n d  a n d  t h e  v a l u e  o f  t h e  p o t e n t i a l  a t  ( N - l )  e a s i l y  

r e c o n s t r u c t e d  u s i n g  t h e  s o l u t i o n s  a n d  £ * s  a p p r o p r i a t e l y

v , ( N - i ) = u i ( 4 ) * e ( i ) + u 2 ( 4 ) * e < 2 ) + u 3 ( 4 ) * e ( 3 )  ( 3 - ^ . 6 )

w h e r e  t h e  U ' s  a r e  t h e  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n  v e c t o r s  

a t ( N - l )  a n d  t h e  s u b s c r i p t  (4)  r e f e r s  t o  t h e  l o c a t i o n  o f  

t h e  p o t e n t i a l  s o l u t i o n  w i t h i n  t h a t  v e c t o r .  The e q u i v a l e n t  

c i r c u i t  c o m p o n e n t  v a l u e s  a r e  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  a d m i t t a n c e

w h e r e  G a n d  C a r e  t h e  e q u i v a l e n t  p a r a l l e l  c o n d u c t a n c e  

a n d  c a p a c i t a n c e ,  c a l c u l a t e d  d i r e c t l y  a s

r  f  V j ( N - l K  •)
I  = Re {  jw  ( - ^  - Hx’ V  Va c J  ( 3 - 4 . 8 )

a n d  a.

g  = Im l i K T £ „  ( u ,  ---------- ) /  V„„ f ( 3 - 4 . 9 )

I t  i s  c l e a r  t h a t  due  t o  t h e  n a t u r e  o f  t h i s  a l g o r i t h m ,
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o n l y  on e  p a s s  n e e d s  t o  b e  made t o  o b t a i n  t h e  a b o v e  s m a l l  

s i g n a l  p a r a m e t e r s .  T h i s  a l g o r i t h m  i s  u s e d  i n  s e v e r a l  

s t u d i e s  t

1 .  V a l i d i t y  o f  t h e  m o de l  i n  p r e d i c t i n g  t h e  s m a l l  

s i g n a l  a d m i t t a n c e  c o m p a r e d  t o  t h e  e x i s t i n g  t h e o r y .

2 .  M o d e l i n g  o f  a n  e x p e r i m e n t a l  c a p a c i t a n c e - v o l t a g e  

c u r v e  t o  c h e c k  t h e  p h y s i c a l  v a l i d i t y  o f  t h e  

a l g o r i t h m ,  e q u a t i o n s  u s e d  an d  u n d e r l y i n g  

a s s u m p t i o n s .

3 .  S t u d i e s  o f  t h e  a d m i t t a n c e  o f  d e v i c e s  w i t h  

i n h o m o g e n e o u s  p r o f i l e s ,  i n c l u d i n g  c o m p a r i s o n  

t o  e x p e r i m e n t a l  e v i d e n c e .

M o d e l i n g  t h e  a d m i t t a n c e  o f  t h r e e  l e v e l  MOS 

c a p a c i t o r  a n d  c o m p a r i s o n  t o  t h e o r y .

G e n e r a l  S t u d i e s

T y p i c a l  n o r m a l i z e d  c a p a c i t a n c e  v e r s u s  v o l t a g e  c u r v e s  

a r e  shown i n  F i g .  3 - 6  a n d  3 * 7 .  The c a p a c i t a n c e  i s  

commonly n o r m a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  o x i d e  c a p a c i t a n c e  

a n d  t h i s  p r a c t i c e  h a s  b e e n  f o l l o w e d  w h e r e  a p p l i c a b l e .

The e x c i t a t i o n  f r e q u e n c y  i s  1 MHz, t h e  u s u a l  m e a s u r e m e n t  

f r e q u e n c y  f o r  " h i g h  f r e q u e n c y "  r e s p o n s e .  F i g u r e  3*6 

c u r v e s  h a v e  t h e  same u n i f o r m  b a c k g r o u n d  d o p i n g  (p  t y p e ,  

N ^ = l x l 0 ^ ^ i o n s / c m ^ )  b u t  v a r y i n g  o x i d e  t h i c k n e s s .  The 

g r i d  d a t a  i s  shown  i n  t h e  f i g u r e .  No p r o b l e m s  w e r e  

e n c o u n t e r e d  a t  a n y  o f  t h e  d e v i c e s  m o d e l e d  i n  AC s o l u t i o n  

s t a b i l i t y  o r  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  DC a l g o r i t h m .
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The o n l y  r e s t r i c t i o n  i m p o s e d  by t h e  u s e  o f  t h e  B o l t z m a n  

d i s t r i b u t i o n  f o r  c a r r i e r s  h a s  b e e n  t h e  l i m i t i n g  o f  t h e  

s u r f a c e  p o t e n t i a l  t o  r e m a i n  w i t h i n  t h e  b a n d  g a p .  I f  l a r ­

g e r  a p p l i e d  b i a s e s  w e r e  u s e d  t o  e x c e e d  t h i s  r e s t r i c t i o n ,  

s e v e r a l  t h i n g s  o c c u r r e d i  a )  t h e  c a r r i e r  c o n c e n t r a t i o n s  

q u i c k l y  b e c a m e  e x t r e m e l y  l a r g e  a n d  o c c a s i o n a l l y  o v e r f l o w e d  

t h e  m a c h i n e  a n d  m or e  i m p o r t a n t l y ,  b) t h e  s o l u t i o n  was  

i n  g r o s s  e r r o r  s i n c e  f o r  l a r g e  b i a s e s  t h e  F e r m i  e n e r g y  

l e v e l  i s  d r i v e n  c l o s e  t o  o r  a b o v e  t h e  c o n d u c t i o n  b a n d  

( o r  b e l o w  t h e  v a l a n c e  b a n d ) , F e r m i - D i r a c  s t a t i s t i c s  

f o r  c a r r i e r  c o n c e n t r a t i o n s  m u s t  be  b r o u g h t  t o  b e a r  

a n d  t h e  B o l t z m a n  s t a t i s t i c s  a r e  no l o n g e r  a p p l i c a b l e .  ' 

S i n c e , u p o n  r e a c h i n g  s t r o n g  i n v e r s i o n  t h e  c a p a c i t a n c e  

r e m a i n s  c o n s t a n t  ( a t  h i g h  o r  l o w  f r e q u e n c i e s )  d r i v i n g  

t h e  d e v i c e  much b e y o n d  t h i s  p o i n t  i s  u n n e c e s s a r y  t o  t e s t  

t h e  m od e l  p r o d u c e d .  The  r e s u l t s  i n  F i g .  3*6  sh o w ,  a s  

e x p e c t e d ,  t h a t  t h e  minimum v a l u e  o f  t h e  c a p a c i t a n c e  a t  

t h i s  f r e q u e n c y  i n c r e a s e s  f o r  i n c r e a s i n g  o x i d e  t h i c k n e s s .

I n  F i g .  3 - 7  t h e  minimum v a l u e  c a p a c i t a n c e  i n c r e a s e s

a s  t h e  d o p i n g  l e v e l  i n c r e a s e s .  T h i s  i s  due  t o  t h e

d i m i n u i t i o n  o f  t h e  maximum d e p l e t i o n  w i d t h  i n  h i g h e r

d o p e d  m a t e r i a l s  a n d  i s  e x p e c t e d .  T h e s e  c u r v e s  a r e  i n
( 5 2 )e x c e l l e n t  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  G r o v e  y  1

( 5 3 )a n d  G o e t z b e r g e r  .

F o r  t h e  u n i f o r m l y  d o p e d  MOS c a p a c i t o r ,  t h e  i n v e r s i o n  

c a p a c i t a n c e  i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  s i g n a l  f r e q u e n c y .  I t  i s  

w e l l  known t h a t  t h e  c a p a c i t a n c e  v o l t a g e  c u r v e s  e x h i b i t



140

d i f f e r e n t  s h a p e s  a t  d i f f e r e n t  f r e q u e n c i e s ,  t h i s  h a s
( 5 4 ) ( 5 ^b e e n  m e a s u r e d  a n d  m o d e l e d  by  s e v e r a l  a u t h o r s ,  T h e r e

a r e  two c l e a r l y  r e c o g n i z e d  s t a t e s i  t h e  " l o w  f r e q u e n c y "  

a n d  t h e  " h i g h  f r e q u e n c y "  CV c u r v e s .  The " l o w  f r e q u e n c y "  

c u r v e  i s  c h a r a c t e r i z e d  by  t h e  i n v e r s i o n  c a p a c i t a n c e  

r e t u r n i n g  t o  t h e  o x i d e  c a p a c i t a n c e  l e v e l  ( a c c u m u l a t i o n )  

a f t e r  d e c r e a s i n g  d u r i n g  d e p l e t i o n .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  

f o r  " h i g h  f r e q u e n c i e s "  t h e  i n v e r s i o n  c a p a c i t a n c e  

r e a c h e s  a  l o w  l e v e l  a n d  r e m a i n s  t h e r e .  The CV c u r v e  

a t  1 MHz ( c o n s i d e r e d  " h i g h  f r e q u e n c y " )  a n d  a t  0 . 1  Hz 

( v e r y  " l o w  f r e q u e n c y " )  a r e  shown i n  F i g .  3 . 8  a n d  b e a r  o u t  

t h i s  p h e n o m e n a .  A l s o  p l o t t e d  i s  t h e  i n c r e m e n t a l  c a p a c i ­

t a n c e  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  DC m o d e l  a l o n e  ( a s  e x p l a i n e d  

i n  S e c t i o n  2 . 4 ) .  The  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  i n c r e m e n t a l  

a n d  " l o w  f r e q u e n c y "  c u r v e s  a r e  e v i d e n t .  A s t u d y  i s  

made  i n  S e c t i o n  3*5 o f  t h i s  p h e n o m e n a .

The i n v e r s i o n  c a p a c i t a n c e  f o r  a  s i m p l e  s t r u c t u r e  

h a s  b e e n  c a l c u l a t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  f r e q u e n c y  a n d  i s  

p l o t t e d  : 'n F i g s .  3 . 9  a n d  3 . 1 0 .  The  t r a n s i t i o n  f r o m  

h i g h  t o  l o w  f r e q u e n c y  l e v e l s  o f  c a p a c i t a n c e  i s  e v i d e n c e d  

a n d  i n  F i g .  3 . 1 0  a  c o m p a r i s o n  i s  made  t o  t h e  i n c r e m e n t a l  

c a p a c i t a n c e  l e v e l .  I n  t h i s  c a s e ,  a  d i s c r e p a n c y  o c c u r s  

b e t w e e n  t h e  p r e s e n t  m o d e l  a n d  t h o s e  o f  o t h e r s  ( s e e  C o l l i n s )  

a n d  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a s  w e l l .  The  r a n g e  o f  t r a n s i t i o n  

f r e q u e n c i e s  f r o m  lo w  t o  h i g h  c a p a c i t a n c e  a p p e a r s  t o  b e ,  

i n  t h i s  m o d e l ,  two d e c a d e s  b e l o w  t h a t  f o u n d  by  o t h e r s . 

T h i s  d i s c r e p a n c y  i s  p a r t i a l l y  e x p l a i n e d  s i n c e  a t  l o w
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f r e q u e n c i e s  t h e  g e n e r a t i o n  r e c o m b i n a t i o n  m e c h a n i s m  s h o u l d  

swamp o u t  a n y  f r e q u e n c y  d e p e n d e n c e .  I n  t h i s  c a s e  i t  

d o e s  n o t  s i n c e  i t  h a s  b e e n  l i n e a r i z e d  a n d  i s  n o t  t h e  

c o m p l e t e  t e r m .  N o r m a l l y ,  t h e  f u l l  n o n - 1 i n e a r i z e d  r e c o m -  

b i n a t i o n  t e r m  m u s t  be  u s e d ,  a s  i s  d i s c u s s e d  by C o l l i n s .  ' 

I n c l u s i o n  o f  t h e  f u l l  n o n l i n e a r  t e r m  ( a s  d e r i v e d  i n  

A p p e n d i x  A) w o u l d  make  t h e  e q u a t i o n s  t o  be  s o l v e d  n o n ­

l i n e a r  a n d  h a r d e r  t o  s o l v e .  I t  was  d e c i d e d  t o  u s e  t h e  

] i n e a r i z e d  m od e l  w i t h  i t s  i n h e r e n t  d r a w b a c k s  f o r  t h e  

p u r p o s e  o f  t h i s  w o r k .  The t r a n s i t i o n  f r o m  h i g h  t o  l o w  

f r e q u e n c i e s  i s  o b s e r v e d ,  a l t h o u g h  a  d r a w b a c k  o f  t h e  

r e c o m b i n a t i o n  e q u a t i o n  show s  up h e r e  a nd  s h o u l d  be  

a d d r e s s e d  i n  f u t u r e  w o r k .

E x p e r i m e n t a l  a n d  T h e o r e t i c a l  R e s u l t s

S e v e r a l  "one d i m e n s i o n a l " M O S  c a p a c i t a n c e  s t r u c t u r e s  

h a v e  b e e n  f a b r i c a t e d  a n d  t e s t e d .  A p a r t i c u l a r  c a p a c i t o r  

t h a t  h a d  u n d e r g o n e  s e v e r a l  p r o c e s s i n g  s t e p s  a n d  h a d  t h e  

c a p a c i t a n c e  m e a s u r e d  a f t e r  e a c h  s t e p  i s  shown  i n  F i g .  3 . 1 1 .  

B a s i c a l l y ,  s t a r t i n g  w i t h  p t y p e  m a t e r i a l  w i t h  a b a c k g r o u n d  

d o p i n g  o f  N^=3x l 0 ^ ^ i o n s / c m - ^ , t h e  f o l l o w i n g  p r o c e d u r e  was  

u s e d t
o

1 .  A d r y  o x i d e  o f  a p p r o x i m a t e l y  1000A (60 min  @ 

1 0 0 0 ° C . ,  d r y  0 2 ) wa s  g r o w n  on  a  c l e a n  w a f e r .

2 .  Aluminum was  d e p o s i t e d  a n d  10 m i l .  d i a m e t e r  d o t s  

w e r e  p h o t o l i t h o g r a p h i c a l l y  e t c h e d .

3 .  C-V c u r v e  n u m b e r  1 was  g e n e r a t e d .
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4 .  The a l u m i n u m  was  r e m o v e d  a n d  t h e  w a f e r  r e t u r n e d

t o  t h e  f u r n a c e  @ 1 0 0 0 ° C .  f o r  a  d r y  N2 a n n e a l  o f  20 m i n .

S t e p  2 was  r e p e a t e d .

5 .  C-V c u r v e  n u m b e r  2 was  g e n e r a t e d .

6 .  The w a f e r  wa s  h e a t e d  @ 3 5 0 ° C .  f o r  15 m i n .

7 .  C-V c u r v e  n u m b e r  3 was  g e n e r a t e d .

8 .  A n a l y z e  t h e  m e a s u r e d  C-V c u r v e s  by  t h e  p r o c e d u r e  

o u t l i n e d  i n  A p p e n d i x  C a n d  g e n e r a t e  t h e  c o m p u t e r  m o d e l  

shown  by c u r v e  4 .

A l l  C-V m e a s u r e m e n t s  w e r e  made  w i t h  a  B o o n t o n  ?2AD 

c a p a c i t a n c e  m e t e r  a t  1 MHz. The c a p a c i t a n c e  was  n o r m a l i z e d  

w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  h i g h e s t  a c c u m u l a t i o n  c a p a c i t a n c e  

m e a s u r e d ,  a s s u m e d  t o  be  t h e  o x i d e  c a p a c i t a n c e .  T h i s  p a r ­

t i c u l a r  s e t  o f  c u r v e s  was  c h o s e n  b e c a u s e  i t  d e m o n s t r a t e s  

t h e  e f f e c t  o f  t h e  d i f f e r e n t  p a r a m e t e r s  u s u a l l y  e n c o u n t e r e d  

i n  p r o c e s s i n g  ( s u c h  a s ,  p o s i t i v e  i n t e r f a c e  s u r f a c e  c h a r g e  

d e n s i t y ,  s u r f a c e  s t a t e s ,  e t c . )  a n d  how o u r  m o d e l  m e e t s  

o r  f a i l s  t o  m e e t  t h e  d a t a . C u r v e  n u m b e r  1 c o r r e s p o n d s  

t o  t h e  b a s i c  p r o c e s s  i n  g r o w i n g  a  d r y  o x i d e ,  i t  h a s  t h e  

c o r r e c t  s h a p e  f o r  p t y p e  m a t e r i a l  a n d  t h e  c mi n / c 0 

i n v e r s i o n  r a t i o  m e e t s  t h a t  p r e d i c t e d  f o r  t h e  v a l u e  o f  

r e s i s t i v i t y  q u o t e d  by t h e  m a n u f a c t u r e r  a n d  t h e  o x i d e  

t h i c k n e s s  c a l c u l a t e d . I t  i s  n o t e d  t h a t  t h e r e  i s  a  l a r g e  

f l a t - b a n d  v o l t a g e  s h i f t ,  due  p r i m a r i l y  t o  a  l a r g e  p o s i t i v e  

c h a r g e  i n  t h e  o x i d e ,  Qq „ .  T h i s  i s  e x p e c t e d  f o r  t h i s3 S

p r o c e s s i n g .  A f t e r  a n n e a l i n g  i n  t h e  e x p e c t e d  r e d u c ­

t i o n  i n  Q ( n o t e d  by  a  p o s i t i v e  f l a t - b a n d  v o l t a g e  s h i f t )  s  s
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i s  s e e n  i n  c u r v e  n u m b e r  2 .  C o m p a r i n g  t h e s e  two c u r v e s

t o  t h e  m o d e l  ( c u r v e  4) o n e  o b s e r v e s  t h a t  t h e  s l o p e  o f

t h e  c a p a c i t a n c e  c u r v e  i n  t h e  t r a n s i t i o n  r e g i o n  ( b e t w e e n

a c c u m u l a t i o n  a nd  i n v e r s i o n )  i s  q u i t e  d i f f e r e n t .  T h i s

e f f e c t  i s  p r i m a r i l y  d ue  t o  s u r f a c e  s t a t e s  i n  t h e  s i l i c o n ,

N , w h i c h  h a v e  n o t  b e e n  r e d u c e d  i n  m a n u f a c t u r i n g  and  s  s
a r e  n o t  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  i n  t h e  m o d e l .  A n n e a l i n g  i n  

H2 a t  l o w e r  t e m p e r a t u r e  r e d u c e s  t h e  e f f e c t  o f  Nsg  c o n ­

s i d e r a b l y  a n d  g o o d  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  c u r v e  3 a n d  t h e  

m o d e l  c u r v e ,  n u m b e r  4 ,  now e x i s t s .  The p o s i t i v e  s h i f t  

i n  t h e  f l a t - b a n d  v o l t a g e  i s  now d ue  o n l y  t o  t h e  m e t a l -  

s e m i c o n d u c t o r  w o r k  f u n c t i o n ,  ^jvis• * w h i c h  i s  n o t  i n c l u d e d  

i n  t h e  i d e a l  m od e l  b u t  may e a s i l y  b e  c o m p u t e d  f r o m  

g i v e n  t a b l e s  ( s e e  A p p e n d i x  C ) .

I n h o m o g e n e o u s l y  Dope d  V a r a c t o r

A s t r u c t u r e  o f  i n t e r e s t ,  a s  a  d i a g n o s t i c  t o o l  f o r  

m or e  c o m p l e x  s t r u c t u r e s  s u c h  a s  F E T ' s  o r  on  i t s  own 

m e r i t s  a s  a  c i r c u i t  e l e m e n t  i s  t h e  i n h o m o g e n e o u s l y  

d o p e d  MOS c a p a c i t o r .  The two p r e s e n t l y  a v a i l a b l e  m e t h o d s  

o f  d o p i n g  t h e  s e m i c o n d u c t o r  b u l k  a r e  by  d i f f u s i o n  a n d ,  

more  r e c e n t l y ,  i o n  i m p l a n t a t i o n .  The b a s i c  d o p i n g  

p r o f i l e  i n  b o t h  c a s e s  may be  d e f i n e d  by a  G a u s s i a n  

d i s t r i b u t i o n  o f  i o n s  i n  t h e  s u r f a c e  r e g i o n  s u p e r i m p o s e d  

on  a  con s , t an t ,  b u l k  d o p i n g  l e v e l .  The g e n e r a l  d o p i n g  

p r o f i l e  f o r  a  d i f f u s i o n  may be r e p r e s e n t e d  a s  shown  in  

F i g .  3 * 1 2 .  F o r  i o n  i m p l a n t a t i o n ,  t h e  p e a k  o f  t h e  s u r f a c e
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d o p i n g  n e e d  n o t  l i e  e x a c t l y  a t  t h e  S i - S i O ^  i n t e r f a c e  

b u t  may o c c u r  a t  a  p o i n t  b e f o r e  o r  a f t e r  i t .  The  d e s c r i b ­

i n g  e q u a t i o n  f o r  t h e  p r e s e n t  i n h o m o g e n e o u s  p r o f i l e  i s

N(x )  = Ng e x p { - ( x - x c ) 2/2 c r 2 ) +NBUi JK ( 3 * ^ - 1 0 )

F o r  t h e  d i f f u s e d  p r o f i l e s  t h e  mean  ( * c ) l i e s  e x a c t l y  a t  

t h e  i n t e r f a c e ,  t h u s  x c ~ x 0 a n d  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  

t h e  j u n c t i o n  d e p t h ,  x - ,  a n d  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  i s
J

2 X i 2a2 =  irJ  (3 .  i*. 11)

s
F o r  d i f f u s e d  d e v i c e ,  two  p a r a m e t e r s  may b e  v a r i e d  

a n d  t h e i r  e f f e c t  n o t e d i  N , s u r f a c e  d o p i n g ,  t h e  p e a k

o f  t h e  d i f f u s i o n ,  a n d  x . ,  t h e  j u n c t i o n  d e p t h .  O n l y
0

d e v i c e s  w i t h  c o m p l i m e n t a r y  d i f f u s i o n s  a r e  c o n s i d e r e d

a l t h o u g h  o n e  n e e d  n o t  be  l i m i t e d  t o  s u c h  s i n c e  t h e

a l g o r i t h m  w i l l  h a n d l e  a n y  N ( x ) .

I n  F i g .  3 - 1 3 .  t h e  c a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e s  f o r

a n  n  t y p e  lOOoX o x i d e ,  NBlJLK = 1 0 1 ^ i o n s / c m ^  d e v i c e  t h a t
I S  Th a s  a  d i f f u s i o n  o f  N =1x10  - ' i o n s / c m ^  B o r o n  i o n s  w i t hs

v a r y i n g  j u n c t i o n  d e p t h s  a r e  s h o w n .  Two c h a r a c t e r i s t i c  

p o i n t s  s h o u l d  b e  n o t e d i

1 ,  As t h e  j u n c t i o n  d e p t h  i n c r e a s e s ,  t h e r e  i s  a 

f l a t - b a n d  v o l t a g e  s h i f t .

2 .  F o r  d e v i c e s  w h i c h  h a v e  a  j u n c t i o n  d e p t h  a p p r o x ­

i m a t e l y  o r  g r e a t e r  t h a n  t h e  maximum d e p l e t i o n  w i d t h



C/Co
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Figure 3.13. Capacitance-voltage curves of sin inhomogeneously doped MOS
capacitor for varying junction depths.
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( xDi^a x"® ■ i n  t h i s  c a s e )  t h e  d i f f u s e d  r e g i o n

i s  s w e p t  o f  c a r r i e r s  c a u s i n g  t h e  v o l t a g e  s h i f t .  

F o r  j u n c t i o n  d e p t h s  g r e a t e r  t h a n  x DMAX» t h e  j u n c t i o n  

b a r r i e r  p r e v e n t s  m i n o r i t y  c a r r i e r s  f r o m  c o m i n g  t o  t h e  

s u r f a c e  e v e n  more  t h a n  t h e  d e p l e t i o n  r e g i o n  d i d  f o r  t h e  

h o m o g e n e o u s l y  d o p e d  d e v i c e ,  t h u s  t h e  l o w  v a l u e s  o f  

c a p a c i t a n c e  i s  e x h i b i t e d  e v e n  when  t h e  s u r f a c e  i s  a c c u m ­

u l a t e d .  A t  t h i s  p o i n t ,  t h e  j u n c t i o n  c a p a c i t a n c e  f i g u r e s  

p r o m i n e n t l y  i n  t h e  t o t a l  c a p a c i t a n c e ,  w i t h  t h e  a p p l i e d  

b i a s  d r o p p i n g  a c r o s s  t h e  j u n c t i o n ,  t h e  d e p l e t i o n  r e g i o n  

t h e  s u r f a c e ,  a n d  t h e  o x i d e  i n  a  n o n l i n e a r  f a s h i o n .  

E s s e n t i a l l y , t h e r e  a r e  t h r e e  c a p a c i t a n c e s  i n  s e r i e s i  

t h e  o x i d e  c a p a c i t a n c e  CQ , t h e  d i f f u s i o n  l a y e r  c a p a c i t a n c e  

Cg a n d  t h e  j u n c t i o n  c a p a c i t a n c e  C j ,  t h e  l a s t  two h a v i n g  

a  n o n l i n e a r  v o l t a g e  d e p e n d e n c e .  F i g u r e  3-1*+ show s  t h e  

t h r e e  r e g i o n s  i n  a n  e n e r g y  b a n d  d i a g r a m  a n d  t h e  e q u i ­

v a l e n t  s m a l l  s i g n a l  m o d e l  c a p a c i t a n c e  w i t h  t h e  c o r r e s ­

p o n d i n g  c a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e s .

V a r i a t i o n  o f  s u r f a c e  d o p i n g  w h i l e  k e e p i n g  t h e  

j u n c t i o n  d e p t h  c o n s t a n t  p r o d u c e  r e s u l t s  s i m i l a r  t o  t h o s e  

j u s t  d e s c r i b e d .  The c a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e s  f o r  

t h e s e  d e v i c e s  h a v e  b e e n  c a l c u l a t e d  an d  a r e  shown i n  

F i g ,  3 . 1 5 .  I n  t h i s  c a s e ,  f o r  i n c r e a s i n g  s u r f a c e  d o p i n g ,  

w h i c h  h a v e  d e c r e a s i n g  d e p e l t i o n  w i d t h s ,  t h e  s h i e l d i n g  

e f f e c t  o f  t h e  j u n c t i o n  on  m i n o r i t y  c a r r i e r s  i s  f e l t  by 

f i e l d  e f f e c t . I n  o t h e r  w o r d s , t h e  h i g h e r  t h e  d o p i n g  

d e n s i t y  a t  t h e  s u r f a c e ,  t h e  l e s s  t h e  f i e l d  p e n e t r a t e s
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Figure 3-15- Capacitance-voltage curves for inhomogeneously doped M0S capacitors
of varying surface doping.
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i n t o  t h e  s i l i c o n ,  p r e v e n t i n g  t h e  s w e e p i n g  o u t  o f  t h e  

s u r f a c e  r e g i o n  by t h e  a p p l i e d  v o l t a g e  a n d  c a u s i n g  t h e  

s h i e l d i n g  o f  t h e  j u n c t i o n .  F o r  t h e  c u r v e  s h o w n ,  w h e r e  

t h e  c a p a c i t a n c e  i s  e s s e n t i a l l y  c o n s t a n t ,  t h e  s u r f a c e  

d o p i n g  i s  Ns = 5 x l 0  i o n s / c r n ^ , p - t y p e  , wh i c h  h a s  a n  

o f  0 . 2 5 f r m , p l a c i n g  t h e  s u r f a c e  d e p l e t i o n  r e g i o n  away 

f r o m  t h e  j u n c t i o n  w h i c h  i s  a t  x . = 0 . 5 u T n ,
!J

I o n  i m p l a n t e d  MOS F E T ' s  h a v e  b e e n  r e c e n t l y  f a b r i ­

c a t e d  w i t h  t h e  d e s i r e d  c o n t r o l a b l e  f l a t - b a n d  v o l t a g e  s h i f t .  

MOS c a p a c i t o r s  f a b r i c a t e d  on  t h e  same w a f e r  w i t h  t h e  

same p r o f i l e  a s  t h e  g a t e s  o f  t h e  FET’ s  p r o v i d e  u s e f u l  

d i a g n o s t i c  t o o l s  f o r  t h e  f a b r i c a t i o n  p r o c e s s .  T h e s e  

d e v i c e s  a n d  a s s o c i a t e d  c a p a c i t o r s  h a v e  b e e n  r e p o r t e d  

by  Hswe e t .  a l . ^ ^  ; t h e i r  e x p e r i m e n t a l  C-V r e s u l t s  

a r e  m o d e l e d  h e r e i n .  T h i s  p r o v i d e s  a  f u r t h e r  t e s t  on  

t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  a l g o r i t h m s  a n d  i n d i c a t e s  a  u s e  i n  

t h e  d e s i g n  o f  i o n  i m p l a n t e d  d e v i c e s .

From t h e  p r o c e s s  d a t a  g i v e n  i n  H s w e ' s  p a p e r ,  a 

s e t  o f  d o p i n g  p r o f i l e s  i s  d e r i v e d  a n d  a p l o t  o f  t h em  

shown  i n  F i g .  3 * 1 6 .  A C-V c a l c u l a t i o n  f o r  e a c h  o f  t h e  

c a p a c i t o r s  was  made  a n d  p l o t t e d , t o g e t h e r  w i t h  H s w e 1s d a t a , 

on  F i g .  3*17* Good c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  m od e l  a n d  

e x p e r i m e n t  i s  n o t e d ,  w i t h  t h e  d i s c r e p e n c i e s  a t t r i b u t e d  

t o  t h e  f o l l o w i n g 1

1 .  O t h e r  i n d i c a t i o n s  o f  t h e  o x i d e  c a p a c i t a n c e

s h o u l d  b e  u s e d  t h a n  t h e  u 3 u a l  C ~  C,.AV made  by m o s to MAX J

e x p e r i m e n t e r s .  A b e t t e r  way w o u l d  be  t o  h a v e  h o m o g e n e ­



o u s l y  d o p e d  MOS c a p a c i t o r s  ( s u c h  a s  d e v i c e  A) n e x t  t o

t h e  i m p l a n t e d  o n e s  t o  p r o v i d e  u s e f u l  d e v i c e  d a t a

s u c h  a s  CQ a n d  .

2 ,  I f  t h e  d e v i c e s  w e r e  f a b r i c a t e d  on  d i f f e r e n t

w a f e r s , w h i c h  s e em s  r e a s o n a b l e  b u t  n o t  m e n t i o n e d  by t h e

a u t h o r s ,  t h e n  t h e  b a c k g r o u n d  d o p i n g  , o x i d e  t h i c k n e s s ,

a n d  a m ou n t  o f  p o s i t i v e  s u r f a c e  c h a r g e  i n  t h e  o x i d e ,

Q , may be  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  f o r  a l l  t h e  d e v i c e s ,  s  s
F o r  t h e  p u r p o s e  o f  t h i s  m o d e l i n g  e f f o r t  t h e  same

Q a n d  0 , . ^ ,  was  a s c r i b e d  t o  a l l  d e v i c e s .  The c o r r e l a -  ^ s s  MS'
t i o n  o f  t h e  e x p e r i m e n t  a n d  m o d e l  may be  c o n s i d e r e d  a s  

q u i t e  r e a s o n a b l e .
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F i g u r e  3 * 1 6 .  D o p i n g  p r o f i l e s  o f  t h e  Hswe ,  e t . a l .  c a p a c i t o r .
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Figure 3*17. Experimental and modeled capacitance-voltage curves of ion-implanted
MOS capacitors.
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The  M - L e v e l  MOS C a p a c i t o r

An i n t e r e s t i n g  d e v i c e  w h i c h  s t e i n s  f r o m  t h e  m a n i p u ­

l a t i o n  o f  t h e  t u r n - o n  v o l t a g e  o f  MOS c a p a c i t o r s  i s  t h e  

M - l e v e l  v a r a c t o r .  The  t u r n - o n  v o l t a g e  o f  a  c a p a c i t o r  

i s  d e f i n e d  a s  t h a t  v o l t a g e  a t  w h i c h  t h e  minimum c a p a ­

c i t a n c e  i s  r e a c h e d  when s w e e p i n g  t h e  b i a s  f r o m  a c c u m u l a ­

t i o n  i n t o  i n v e r s i o n .  I f  ( M - l )  MOS c a p a c i t o r s  w i t h  a  

two s t a t e  c a p a c i t a n c e  v o l t a g e  c u r v e  w h i c h  h a v e  v a r y i n g  

t u r n - o n  v o l t a g e s  a r e  c o n n e c t e d  i n  p a r a l l e l  , t o t a l  

c a p a c i t a n c e ,  b e i n g  t h e  sum o f  a l l  c a p a c i t a n c e s ,  w i l l  

e x h i b i t  M d i s t i n c t  c a p a c i t a n c e  l e v e l s .

As a n  e x a m p l e ,  a  t h r e e  l e v e l  v a r a c t o r  u s i n g  two 

MOS c a p a c i t o r s  i s  d e s c r i b e d  i n  F i g .  3 * 1 8 .  The  t u r n - o n

v o l t a g e  o f  e a c h  i s  c o n t r o l l e d  by  t h e  Q„_ l e v e l , t h es  s
( 56 )o x i d e  t h i c k n e s s  a n d  b u l k  d o p i n g

Qs s  x o , , , ^  , qNBULKx dmax x o . 1
v r  ‘  v — T  0 m s ,+ 2 0 f  “ i t — €  a   ( 3 . 4 . 1 2 )xo K- S I co S I  o

T h e s e  d e v i c e s  h a v e  b e e n  f a b r i c a t e d  a n d  t e s t e d  

e x p e r i m e n t a l l y  a n d  t h e i r  C-V c u r v e s  m o d e l e d .  Two o x i d e  

t h i c k n e s s e s  o f  a p p r o x i m a t e l y  5 0 0 0 X a n d  500A w e r e  g r o w n  

on  a  s u b s t r a t e  o f  g r e a t e r  t h a n  5 0 0 cm r e s i s t i v i t y .

Aluminum c o n t a c t s  o f  v a r y i n g  a r e a  w e r e  d e p o s i t e d  d e f i n i n g  

t h e  d e s i r e d  d e v i c e s .  The e x p e r i m e n t a l  a n d  m o de l  C-V 

c u r v e s  h a v e  b e e n  p l o t t e d  on  F i g s .  3 * 1 9 ,  3 . 2 0  an d  3 . 2 1 .

The d e v i c e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  m od e l  a n d  m a n u f a c t u r e d  

a n d  p r o c e s s  p a r a m e t e r s  a r e  g i v e n  on  e a c h  c u r v e .  A p h o t o -
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Figure 3.19. Capacitance-voltage curve of three level MOS capacitor
(model and experiment).
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Figure 3.20. Capacitance-voltage curve of a three level KOS capacitor
(model and experiment).
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Figure 3*21. Capacitance-voltage curves of a three level MOS capacitor
(model and experiment).
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F i g u r e  3 , 2 2 a .  Two t h r e e - l e v e l  MOS c a p a c i t o r s .

F i g u r e  3 . 2 2 b . D e t a i l  o f  t h r e e - l e v e l  MOS c a p a c i t o r .
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m i c r o g r a p h  o f  t h e  d e v i c e s  i s  shown i n  F i g .  3 . 2 2 .

E x c e l l e n t  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  m od e l  and e x p e r i m e n t  

i s  o b s e r v e d .  The m o d e l i n g  t e c h n i q u e  f o r  t h i s  s t r u c t u r e ,  

s l i g h t l y  m ore c o m p le x  t h a n  f o r  a  s i n g l e  v a r a c t o r ,  i s  

d e v e l o p e d  i n  A p p e n d ix  C.

The C o n d u c t a n c e

L i t t l e  h a s  b e e n  s a i d  so  f a r  a b o u t  t h e  r e a l  p a r t  o f  

t h e  a d m i t t a n c e !  t h e  c o n d u c t a n c e .  A l t h o u g h  t h i s  a l g o r i t h m  

c a n  c a l c u l a t e  b o t h  c o n d u c t a n c e  and c a p a c i t a n c e ,  t h e  

r e a s o n  f o r  s t r e s s i n g  c a p a c i t a n c e  i n  t h i s  s e c t i o n  i s  

t w o f o l d i

1 .  C a p a c i t a n c e  i s  u s u a l l y  t h e  p a r a m e t e r  o f  i n t e r e s t  

i n  MOS c a p a c i t o r s ,  w h e r e a s  c o n d u c t a n c e  i s  u s u a l l y  m i n i m iz e d  

f o r  h i g h  Q d e v i c e s  o r  u n i m p o r t a n t  f o r  d e s i g n  p u r p o s e s .

2 ,  Most m e a s u r e m e n t s  a r e  made o f  c a p a c i t a n c e  s i n c e  

i t  i s  n o r m a l l y  t h e  l a r g e r  o f  t h e  two c o m p o n e n ts  and  

m o st  e a s i l y  m e a s u r e d .

T y p i c a l  c o n d u c t a n c e / f r e q u e n c y  v e r s u s  v o l t a g e  r e s u l t s  

a r e  shown i n  F i g .  3 . 2 3 ,  d e v i c e  d a t a  and g r i d  a r e  g i v e n  

on  t h e  g r a p h .  F i g u r e  3 . 2 4  g i v e s  t h e  c o n d u c t a n c e  v e r s u s  

v o l t a g e  o f  t h e H s w e ^ c a p a c i t o r s  a s  m o d e le d  w i t h  t h e  a l g o r i t h m .

F u r t h e r  d i s c u s s i o n s  o f  c o n d u c t a n c e  c u r v e s  a r e  g i v e n  

i n  S e c t i o n  3 . 6  w h er e  t h e y  a r e  u s e d  t o  p r o v i d e  an  i n d i c a ­

t i o n  o f  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  a l g o r i t h m .



G/w (mhos.sec)

Gate V o l t a g e  ( v o l t s )
F i g u r e  3*2 3* T y p i c a l  h ig h  f r e q u e n c y  c o n d u c t a n c e - v o l t a g e  c u rv e  o f  an KOS c a p a c i t o r .
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-2
F i g u r e  3 . 2 ^ .  C on d u cta n ce  v e r s u s  
v o l t a g e  o f  t h e  i o n - i m p l a n t e d  
(H sw e , e t . a l . ^ ^ )  MOS c a p a c i t o r s .

-It

2- 2 1 0 1 33
G ate  V o l t a g e  ( v o l t s )
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3 . 5  The Total Solution

As d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  3 . 3 •  t o  o b t a i n  t h e  t o t a l  

s o l u t i o n  u s i n g  t h e  m ethod o f  c o m p l i m e n t a r y  f u n c t i o n s  

i t  i s  n e c e s s a r y  t o  p e r f o r m  two p a s s e s .  T h i s  m i n i m i z e s  

s t o r a g e  r e q u i r e m e n t s ,  a p r im e  a d v a n t a g e  o f  t h i s  m ethod  

o v e r  o t h e r s . As a p p l i e d  t o  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  m ethod  

t h e  memory s a v i n g s  r e a l i z e d  i s  o f  t h e  o r d e r i  3 i n d e ­

p e n d e n t  v e c t o r s  x 6 v a r i a b l e s  x N g r i d  p o i n t s  x c o m p l e x * l 6  

d i m e n s i o n  = 288  N b y t e s .  By p e r f o r m i n g  o n l y  o n e  p a s s  

and o b t a i n i n g  t h e  s o l u t i o n  e v e r y w h e r e , t h e  i n d e p e n d e n t  

s o l u t i o n s  a t  e v e r y  p o i n t  m ust  b e  s a v e d  and t h e n  r e c o m ­

b i n e d  i n t o  a c o m p l e t e  s o l u t i o n  when t h e  c o m b i n i n g  

c o n s t a n t s  h a v e  b e e n  f o u n d .  To m i n i m i z e  memory r e q u i r e ­

m e n t s ,  a f i r s t  p a s s  i s  made w i t h o u t  s a v i n g  t h e  i n d e p e n d e n t  

s o l u t i o n s  w i t h  t h e  o n l y  aim b e i n g  t o  r e a c h  t h e  o t h e r  

b o u n d a r y  and o b t a i n  t h e  c o m b i n i n g  c o n s t a n t s .  A s e c o n d  

p a s s  i s  t h e n  p e r f o r m e d ,  w h ic h  a t  t h e  same t i m e ,  g e n e r a t e s  

t h e  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  a g a i n  ( s e e  S e c t i o n  3 * 3 ) *  and  

c o m b in e s  them w i t h  t h e  c o n s t a n t s  fo u n d  i n  t h e  f i r s t  p a s s  

i n t o  a t o t a l  s o l u t i o n .  I t  i s  e v i d e n t  t h a t  a t r a d e - o f f  

b e t w e e n  c o m p u t a t i o n  t i m e  and s t o r a g e  s p a c e  h a s  t a k e n  p l a c e .  

F o r  t h e  c o m p l e t e  s o l u t i o n  c o m p u t a t i o n  t i m e  i s  e s s e n t i a l l y  

d o u b l e d ,  b u t  i t  i s  a f a s t  a l g o r i t h m  w h ic h  m a i n t a i n s  i t s  

v i a b i l i t y  e v e n  i n  c o m p u t in g  t h e  t o t a l  s o l u t i o n .
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I m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  S e c o n d  P a s s  t o  t h e  S m a l l  S i g n a l  

AC P r o b le m

The t h e o r y  o f  t h e  s e c o n d  p a s s ,  i n c l u d i n g  r e c o n d i ­

t i o n i n g  i s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  3 . 3 *  E s s e n t i a l l y  i f  

no r e c o n d i t i o n i n g  h a s  t a k e n  p l a c e  i n  t h e  c o u r s e  o f  t h e  

i n t e g r a t i o n ,  t h e n  t h e  0 v e c t o r  foun d  a t  t h e  s e c o n d  

b o u n d a ry  c a n  be u s e d  t o  r e c o m b in e  a l l  i n d e p e n d e n t  s o l u ­

t i o n s  i n t o  a t o t a l  s o l u t i o n  t h r o u g h o u t  t h e  s e c o n d  p a s s .

On t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  r e c o n d i t i o n i n g  h a s  t a k e n  p l a c e  a t  

o n e  o r  more i n t e r m e d i a t e  p o i n t s  more t h a n  o n e  s e t  o f  

0 ' s  w i l l  be n e e d e d ,  (The e x a c t  number i s  o n e  more t h a n  

t h e  number o f  r e c o n d i t i o n i n g  n o d e s  s i n c e  t h e r e  i s  a 0 

v e c t o r  i n  e a ch  r e g i o n  b e t w e e n  n o d e s . )  The r e l a t i o n s h i p  

b e t w e e n  a 0 v e c t o r  t o  one  i n  a f o l l o w i n g  r e g i o n  i s  g i v e n#s/

by Eq. 3*3- 21 ■

e  = P i 0 *  ( 3 . 3 - 2 1 )Af '“ I ^

The m a t r i c e s  a r e  si.ured in t h e  c o u r s e  o f  t h e  f i r s t  

p a s s  a s  r e c o n d i t i o n i n g  t a k e s  p l a c e .  ( T h i s  d o e s  n o t  add  

c o n s i d e r a b l y  t o  memory r e q u i r e m e n t s  s i n c e  o r t h o n o r m a l i ­

z a t i o n  i s  done  on t h e  a v e r a g e  10 t o  12 t i m e s  f o r  2 5 0  g r i d  

p o i n t s .  I t  h a s  n e v e r  b e e n  fo u n d  n e c e s s a r y  t o  u s e  more  

t h a n  20 r e c o n d i t i o n i n g  p o i n t s .  P i s  a 3^3 m a t r i x  w i t h  

u s u a l l y  C0MPLEX*l6 c o e f f i c i e n t s . )  At t h e  end o f  t h e  

i n t e g r a t i o n ,  s t a r t i n g  w i t h  t h e  3 ^ ^  v e c t o r  a l l  t h e  o t h e r  

0 * s  may b e  fo u n d  by



169

i t  - t S t + 1  1 < t  s  r  ( 3 - 5 . 1 )

w h ere  r  i s  t h e  number o f  r e c o n d i t i o n i n g  o p e r a t i o n s  

p e r f o r m e d .  Upon f i n d i n g  a l l  | ' s ,  t h e  s e c o n d  p a s s  may be  

i n i t i a t e d  and t h e  t o t a l  s o l u t i o n  c o m p u te d .  The m ethod  

may be sum m arized  a s  f o l l o w s  1

1 .  P e r f o r m  o n e  p a s s  t h r o u g h  t h e  d e v i c e ,  c a l c u l a t i n g  

and s a v i n g  t h e  P m a t r i c e s  a t  e v e r y  r e c o n d i t i o n i n g  

p o i n t  and n o t i n g  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  n o d e .

2 .  C a l c u l a t e  t h e  0 v e c t o r  t o  f o r c e  t h e  b o u n d a ry  

c o n d i t i o n s  a t  t h e  s e c o n d  b o u n d a r y ,  t h i s  i s  *

3 . C a l c u l a t e  t h e  {J*s i n  r e v e r s e  o r d e r  by u s i n g-J
Eq. 3 . 5 . 1  and t h e  s t o r e d  P * s .

k .  R e p e a t  t h e  i n t e g r a t i o n ,  c o m b i n i n g  t h e  g e n e r a t e d  

s o l u t i o n s  i n  e a c h  r e g i o n  w i t h  t h e  a p p r o p r i a t e  

0 ' s ,  t o  o b t a i n  t h e  t o t a l  s o l u t i o n .

At e a c h  n o d e  i n  w h ic h  r e c o n d i t i o n i n g  was p e r f o r m e d  i n  t h e  

f i r s t  p a s s ,  r e c o n d i t i o n i n g  o f  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r s  must  

a l s o  be done  and t h e  n e x t  0 u s e d  from t h a t  no d e  t o  t h e  

n e x t  r e c o n d i t i o n i n g  n o d e .

The P m a t r i c e s  i n  t h e  s m a l l  s i g n a l  AC p r o b le m  a r e  

c a l c u l a t e d  u s i n g  Eq. 3 . 3 * 1 1

2 1  “  2 i P i ( 3 . 3 . 1 1 )



w h er e  Y? and Y- a r e  ( 3 x 6 )  m a t r i c e s  h a v i n g  c o lu m n s  w h ic h
- i

a r e  v e c t o r s  d e s i g n a t e d  y j  y ^  a n d { y i l ^ 2 * ^ 3 ^  r e s p e c t ­

i v e l y  and i s  t h e n  a ( 3 x 3 ) m a t r i x  w h ic h  t r a n s f o r m s  Y^

i n t o  Y*. To o b t a i n  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  p j . u s e  m ust  
—l  - 1

b e  made o f  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  G r a m - S c h i r r d t  o p e r a t i o n

B i - Z i  ( 3 - 5 - 2)

y f - J T l / f i i l l  <3-5.3)

S 2 = 22 - < Z z ’2 t > ' Z t  <3.5.*)

l \  -  rv2/ | i i 2 | <3-5-6 >

G - 3  = ^ 3 -  < ? 3 s i >  s t  -  < z v z t >  ‘ S i  < 3 - 5>7)

25 = a 3/ i r y b  0 . 5 . 8 )
The co< 

o b t a i n

The c o e f f i c i e n t s  o f  P^ a r e  d e r i v e d  from  t h e  a b o v e  t o

P U  ( 3 - 5 . 9 )

p 2 1 = ( 0 , 0 )  ( 3 . 5 . 1 0 )

P 3 1 = ( 0 , 0 )  ( 3 . 5 . U )

< y 2 - y T >
P l 2 =  ' i S i H n i r  <3 . 5 . 1 2 )
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P32= (0,0) (3 .5 .1*0

n _ ' < Z v Z l >  < Z v Z l >  ' < Z z ' Z * i >  M  < 1 0
1 3 ~  I Q j l l Q i l  1^ 3 1 - i r v z m  d  n * 5 ’

- < h . y ? >  
’23 I D 3 I \0 *2 '

33 I ' M

( 3 . 5 . 1 6 )

( 3 . 5 . 1 7 )

S i n c e ,  a s  a  r e c o n d i t i o n i n g  o p e r a t i o n  i s  p e r f o r m e d ,  t h e  

a b o v e  q u a n t i t i e s  a r e  r e a d i l y  a v a i l a b l e  o r  may b e  e a s i l y  

c o m p u t e d ,  t h e  a b o v e  c o e f f i c i e n t s  may b e  o b t a i n e d  w i t h o u t  

much d i f f i c u l t y .  The  P m a t r i x  i s  u p p e r  d i a g o n a l  w h i c h  i s  

c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  G ram -  S c h m i d t  p r o c e d u r e .

R e s u l t s

The f l o w  c h a r t  o f  F i g .  3 - 2 5  was  i m p l e m e n t e d  t o  

p r o d u c e  a  s e c o n d  p a s s  a n d  c a l c u l a t e  t h e  t o t a l  s o l u t i o n .

A q u a n t i t y  o f  i n t e r e s t  i n  t h e  d e v i c e  u n d e r  s t u d y  i s  t h e  

t o t a l  c u r r e n t  d e n s i t y .  T h i s  p a r a m e t e r  i s  a  m e a s u r e  o f  

t h e  g o o d n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n  s i n c e  i t  m u s t  m e e t  s e v e r a l  

r e q u i r e m e n t s  f o r  t h e  s o l u t i o n  t o  b e  t h o u g h t  o f  a s  c o r r e c t  1

1 .  I t  m u s t  b e  c o n s t a n t  t h r o u g h o u t  t h e  d e v i c e  s i n c e  

t h e  n o d e s  a r e  a l l  s e r i a l l y  c o n n e c t e d .

2 .  I t s  m a g n i t u d e  a n d  a n g l e  m u s t  y i e l d  t h e  r i g h t

v a l u e  o f  a d m i t t a n c e  w h i c h  i s  c h e c k e d  e x p e r i m e n t a l l y .  

T he  t o t a l  c u r r e n t  d e n s i t y  i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r  i s
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Re n t e r  I

( c a l c u l a t e  a n d  k e e p  
P .  a n d  l o c a t i o n )

I N IT IA L IZ E  U ' s  
f o r  s e c o n d  p a s s

1=2

SUBROUTINE
VDC1D

SUBROUTINE
VAC1D

SUBROUTINE
GRAMSM

CALL STEP SUBROUTINE
STEP

PRINT ALL ‘ 
r e q u i r e d  r e s u l t s

CALL GRAMSM i f  n e e d e d  
a n d  o b t a i n  new U*

CALL VAC1D f o r  f i r s t  p a s s

CALCULATE DC p a r a m e t e r s

CALCULATE p ' s  w i t h  P ' s  f o r  
e a c h  o r t h o n o r m a l i z a t i o n  r e g i o n

CALCULATE J  , ,J .

p r o p e r  & ' s  a n d  U

SET c o n s t a n t s ,  NpOP ' 
g r i d ,  a p p l i e d  b i a s e s

CALL VDC1D 
f o r  DC p o t e n t i a l , VO

F i g u r e  3 . 2 5 . C o m p u t a t i o n a l  f l o w c h a r t  o f  VACSTUDY,
e m p l o y e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  t o t a l  s o l u t i o n .
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J + + = + J  + J  ( 3 . 5 . 1 8 )t o t  d i s p  p j  n i  j  1

w h e r e  J*,. i s  d e f i n e d  a sd i s p

1%*
J d i s p  = j w K S I c o El  ( 3 . 5 . 1 9 )

a n d  E j , J p  * a n d  J n  a r e  p a r t  o f  t h e  t o t a l  s o l u t i o n  b e i n g  

c a l c u l a t e d .

The s e c o n d  p a s s  a n d  s u b s e q u e n t  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  

t o t a l  s o l u t i o n  w e r e  i m p l e m e n t e d  f o r  two r e a s o n s  1

1 .  C h e ck  o n  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  t o t a l  a l g o r i t h m  

by  m a k i n g  s u r e  t h e  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  made 

p h y s i c a l  s e n s e  a n d  o v e r a l l  r e s u l t s  c h e c k e d  

w i t h  e x p e r i m e n t s ,

2 .  C h e c k  t h e  e f f e c t  r e c o n d i t i o n i n g  h a s  o n  t h e  

s o l u t i o n .

The t e s t  c a s e  c h o s e n  t o  s t u d y  1 a n d  2 a b o v e  i s  a n
o

i d e a l  MOS c a p a c i t o r  w i t h  a  1000A o x i d e  a n d  h o m o g e n e o u s l y  

d o p e d  n  t y p e  b u l k  o f  1 0 1 5 ( l / c m 3 ) d o p i n g  c o n c e n t r a t i o n .
. ^  ~  A#

A l t h o u g h  a l l  v a r i a b l e s  c a l c u l a t e d  ( J p  » J n ^ » n i * P i ’

E1 ’ ^1^ w e r e  p r i n t e d  f o r  e v e r y  p o i n t  o n l y  t h e  c u r r e n t  

d e n s i t i e s  a r e  sho w n  i n  t h e  f i g u r e s  f o l l o w i n g  t h i s  d i s ­

c u s s i o n .  T h ey  a r e  t h e  m o s t  i n s t r u c t i v e  p a r a m e t e r s  f r o m

w h i c h  t o  v e r i f y  t h e  a l g o r i t h m . T e s t  r u n s  w e r e  made 

f o r  f o u r  e a s i l y  i d e n t i f i a b l e  b i a s i n g  c o n d i t i o n s  1 

a c c u m u l a t i o n ,  f l a t - b a n d ,  d e p l e t i o n ,  a n d  i n v e r s i o n .  

F u r t h e r m o r e ,  h i g h  a n d  lo w  f r e q u e n c y  o p e r a t i n g  c o n d i t i o n s
/ C Q l

w e r e  s i m u l a t e d  by  o p e r a t i n g  a t  s i g n a l  f r e q u e n c i e s  o f



m

1 MHz a n d  0 . 1  Hz r e s p e c t i v e l y .  T h e s e  f r e q u e n c i e s  w e r e  

c h o s e n  f o r  t h e  f o l l o w i n g  r e a s o n s i

1 .  1 MHz i s  t h e  a c c e p t e d  m e a s u r e m e n t  f r e q u e n c y

f o r  o b t a i n i n g  t h e  h i g h  f r e q u e n c y  a d m i t t a n c e  

o f  MOS d e v i c e s ,

2 .  O p e r a t i o n  a t  0 , 1  Hz i s  r e p r e s e n t a t i v e  o f  lo w  

f r e q u e n c y  o p e r a t i o n  a s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  3*^*

The r e s u l t s  a r e  p l o t t e d  i n  F i g .  3*26  t h r o u g h  3*33

a n d  a r e  q u i t e  r e m a r k a b l e .  I t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  t o t a l

c u r r e n t  d e n s i t y  i n  e a c h  c a s e  i s  c o n s t a n t .  I t s  m a g n i t u d e

a n d  a n g l e  a r e  c o r r e c t  s i n c e  t h e  c a l c u l a t e d  c a p a c i t a n c e  i s

p h y s i c a l l y  r e a s o n a b l e  a n d  c h e c k s  w i t h  t h a t  c a l c u l a t e d
( 5 7 )a n d  m e a s u r e d  by o t h e r s ^  . The way i n  w h i c h  d i f f e r e n t  

c u r r e n t  d e n s i t i e s  c o n t r i b u t e  t o  t h e  t o t a l  a t  d i f f e r e n t  

b i a s  c o n d i t i o n s  i s  i n t e r e s t i n g .  F o r  e x a m p l e ,  F i g .  3*26 

sh o w s  t h a t  u n d e r  i n v e r s i o n  ( u n d e r  h i g h  f r e q u e n c y  c o n d i ­

t i o n s )  t h e  m i n o r i t y  c u r r e n t  d e n s i t y  i n  t h e  b u l k  i s  v e r y  

s m a l l  a n d  p e a k s  n e a r  t h e  s u r f a c e .  T h i s  p e a k ,  t h o u g h  n o t  

s u f f i c i e n t  f o r  t h e  m i n o r i t y  c u r r e n t  t o  c o n t r i b u t e  

s i g n i f i c a n t l y  t o  t h e  t o t a l ,  i s  d u e  t o  t h e  l a r g e  DC 

m i n o r i t y  c a r r i e r  c o n c e n t r a t i o n s  i n  t h e  s u r f a c e  r e g i o n .  

U n d e r  t h e  same DC c o n d i t i o n s ,  b u t  a t  l o w  f r e q u e n c i e s ,  

a s  show n i n  F i g .  3 . 2 7 ,  t h e  m i n o r i t y  c a r r i e r  d e n s i t y  

d o m i n a t e s  a l l  o t h e r s  t h r o u g h o u t  t h e  s e m i c o n d u c t o r .

T h i s  s u p p o r t s  t h e  w e l l  known f a c t  t h a t  a t  h i g h  f r e q u e n ­

c i e s  t h e  b u l k  c a n n o t  s u p p l y  s u f f i c i e n t  m i n o r i t y  c a r r i e r s  

t o  t h e  s u r f a c e  f o r  i t  t o  r e a c t  t o  t h e  a p p l i e d  s i g n a l
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Figure 3*26, Small signal AC current densities in an MOS
capacitor in inversion (high frequency).
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Figure 3-29. Small signal AC current densities in an MOS
capacitor in flat-band (high frequency).
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Figure 3*30. Small signal AC current densities in an MOS
capacitor in depletion (low frequency).
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Figure 3*33. Small signal AC current densities in an MOS
capacitor in accumulation (high frequency).
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s w i n g  t h u s  o b t a i n i n g  a  h i g h  f r e q u e n c y  c a p a c i t a n c e  w h i c h  

r e m a i n s  l o w  i n  i n v e r s i o n .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  a t  l o w  f r e ­

q u e n c y ,  t h e  b u l k  c a n  s u p p l y  s u f f i c i e n t  m i n o r i t y  c a r r i e r s  

t o  t h e  s u r f a c e ,  a s  s e e n  by  t h e  l a r g e  b u l k  m i n o r i t y  c u r r e n t  

d e n s i t y ,  a n d  t h e  c a p a c i t a n c e  a t  i n v e r s i o n  r e t u r n s  t o  t h e  

h i g h  v a l u e  o f  t h e  o x i d e  c a p a c i t a n c e .

N o t e  s h o u l d  b e  t a k e n  o f  t h e  f a c t  t h a t  a t  t h e  s u r f a c e ,  

t h e  c a r r i e r  c u r r e n t  d e n s i t i e s  b e c o m e  many o r d e r s  o f  

m a g n i t u d e  s m a l l e r  t h a n  t h e  l a r g e s t  c u r r e n t  ( o r d e r s  o f  

m a g n i t u d e  g r e a t e r  t h a n  t h e  p r e c i s i o n  e m p l o y e d ) ,  i . e .  

e s s e n t i a l l y  z e r o .  A l s o ,  t h e  d i s p l a c e m e n t  c u r r e n t  d e n s i t y  

d o m i n a t e s  i n  t h e  s u r f a c e  a n d  i s  a p p r o x i m a t e l y  t h e  t o t a l  

c u r r e n t  d e n s i t y  i n  t h e  o x i d e .  An i n t e r e s t i n g  c a s e  i s  

t h a t  o f  l o w  f r e q u e n c y  a t  f l a t - b a n d ,  F i g .  3 - 2 8 ,  w h e r e  

t h e  m i n o r i t y  a n d  m a j o r i t y  c a r r i e r  d e n s i t i e s  a r e  b o t h  

h i g h e r  t h a n  t h e  t o t a l  c u r r e n t  d e n s i t i e s  b u t  c a n c e l  

t o  g i v e  t h e  t o t a l  c u r r e n t  d e n s i t y .

The  s t u d y  o f  t h e  e f f e c t  o f  r e c o n d i t i o n i n g  y i e l d s  

m i x e d  r e s u l t s .  O n l y  t h e  c a s e  f o r  £  = 0 . 8  w a s  t e s t e d  

( s i n c e  t h i s  v a l u e  o f  £  y i e l d e d  t h e  b e s t  r e s u l t s  i n  

m o d e l i n g  C-V c u r v e )  a n d  t h e i r  r e s u l t s  c o m p a r e d  t o  t h e  

no r e c o n d i t i o n i n g  c a l c u l a t i o n .  W h e r e a s  t h e  a d m i t t a n c e  

u n d e r  a l l  b i a s  c o n d i t i o n s  w a s  t h e  sam e  f o r  b o t h  c a s e s  

a n d  t h e  t o t a l  c u r r e n t  d e n s i t y  r e m a i n e d  c o n s t a n t  ( a n g l e  

a n d  m a g n i t u d e )  t h r o u g h o u t  t h e  d e v i c e ,  a  jump a c r o s s  a  

r e c o n d i t i o n i n g  p o i n t  p r o d u c e d  s m a l l  a n o m a l i e s  i n  t h e  

q u a n t i t i e s  w h i c h  w e r e  10 t o  12 o r d e r s  o f  m a g n i t u d e
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b e l o w  t h e  d o m i n a n t  q u a n t i t y .  The a n o m a l i e s  may p r o d u c e  

a  5 0 #  w o r s t - c a s e  d i f f e r e n c e  i n  m a g n i t u d e .  T h e s e  v e r y  s m a l l  

q u a n t i t i e s  a r e  c a l c u l a t e d  a t  a  r e c o n d i t i o n i n g  n o d e  p o i n t  

b e f o r e  a n d  a f t e r  r e c o n d i t i o n i n g .  P h y s i c a l l y  i t  i s  

c l e a r  t h a t  t h i s  q u a n t i t y  s h o u l d  b e  t h e  same a t  t h e  n o d e  

p o i n t ,  w h e t h e r  c a l c u l a t e d  b e f o r e  o r  a f t e r  r e c o n d i t i o n i n g .  

The  d i s c r e p a n c y  p r e v a i l e d  i n  t h e  b u l k  , c l o s e r  t o  t h e  f i r s t  

b o u n d a r y  o r  s t a r t  o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  a n d  n o t  a t  t h e  

s u r f a c e  o r  e n d  o f  i n t e g r a t i o n .  A t  t h a t  p o i n t  a r e  q u a n ­

t i t i e s  b e f o r e  a n d  a f t e r  o r t h o n o r m a l i z a t i o n  w e r e  t h e  

same t o  t h e  n u m b e r  o f  d i g i t s  p r i n t e d .  The s o u r c e  f o r  

t h i s  d i s c r e p e n c y  i s  due  t o  b u i l d u p  o f  r o u n d o f f  e r r o r  

i n  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  @ ' s ,  w h i c h  a r e  l e s s  a c c u r a t e  

a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  s i n c e  t h e  l a s t  0 * s  

h a v e  b e e n  o b t a i n e d  t h r o u g h  many m a t r i x  t r a n s f o r m a t i o n s  

f r o m  t h e  f i r s t  s e t  o f  0 ' s  c a l c u l a t e d .  The l a s t  0 

v e c t o r  t o  b e  c a l c u l a t e d ,  t h e  o n e  w h i c h  h o l d s  i n  t h e  

f i r s t  r e c o n d i t i o n i n g  i n t e r v a l , i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  

f i r s t  0 v e c t o r  c a l c u l a t e d  (8 , ) by

£ l  “ -1  '-2  * ‘ ' ’ *-r+l *£r+l ( 3 . 5 . 19)

w h i c h  i n v o l v e  r  m a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n s .  T h i s  may e a s i l y  

p r o d u c e  r o u n d o f f  e r r o r  t o  c h a n g e  t h e  v e r y  s m a l l  q u a n t i t i e s  

5 0 %  a c r o s s  a  r e c o n d i t i o n i n g  p o i n t .
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3 . 6  S t u d i e s  o f  t h e  G ram -Schm idt  R e s u l t s  and O t h e r  

O b s e r v a t i o n s  on  t h e  A l g o r i t h m

I n  e x e c u t i n g  t h e  a l g o r i t h m  m o d e l  i n  t h e  v a r i o u s  

d e v i c e s  p r e v i o u s l y  d i s c u s s e d ,  s e v e r a l  o b s e r v a t i o n s  

c o n c e r n i n g  t h e  m o d e l  p a r a m e t e r s  w e r e  made a n d  a r e  p r e ­

s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n .

A q u e s t i o n  o f  g r e a t  i n t e r e s t  i s  t h e  p r o p e r  u s e  o f  

t h e  o r t h o n o r m a l i z a t i o n  r o u t i n e .  I n  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  

t h e  a l g o r i t h m ,  t h e  f o l l o w i n g  h a s  b e e n  e x p e r i e n c e d !

1 .  I f  t h e  o r t h o n o r m a l i z a t i o n  i s  n o t  p e r f o r m e d  a t  

a l l  i n  t h e  c o u r s e  o f  t h e  i n t e g r a t i o n , t h e  c a l c u l a t e d  

a d m i t t a n c e  i s  u s u a l l y  a  s m o o t h  a n d  a c c u r a t e  f u n c t i o n  o f

t h e  a p p l i e d  DC p o t e n t i a l .  As a n  e x a m p l e ,  a n  MOS c a p a c i t o r
o

w a s  m o d e l e d  w i t h  a n  o x i d e  t h i c k n e s s  o f  1000A a n d  a
I S  2b a c k g r o u n d  d o p i n g  o f  N ^ l x l O  ^ i o n s / c m  a n d  a c c e p t a b l e  

r e s u l t s  w e r e  o b t a i n e d .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  same d e v i c e  

w i t h  a  9 0 0$  o x i d e  a n d  NA- 3 x l 0 1 ^ i o n s / c m 2 y i e l d e d  u n a c c e p t a b l e  

r e s u l t s .  I h e  c a p a c i t a n c e  i n  t h i s  c a s e  e x h i b i t e d  i n s t a b i l i ­

t i e s  i n  a c c u m u l a t i o n  a s  show n  i n  F i g .  3*3 • The 

c o n d u c t a n c e  e x h i b i t e d  i n s t a b i l i t i e s  t h r o u g h o u t  t h e  

w h o l e  b i a s  r a n g e  a s  shown i n  F i g . 3*3 ■

2 .  I f  t h e  G r a m - S c h m i d t  i s  a p p l i e d  w h e n e v e r  t h e  d o t  

p r o d u c t  o f  a n y  v e c t o r  b e f o r e  a n d  a f t e r  o r t h o n o r m a l i z a t i o n  

( s e e  S e c t i o n  3*3)  i s  l e s s  t h a n  . 8 ,  t h e n  a c c e p t a b l e  r e s u l t s  

w e r e  o b t a i n e d  i n  m o s t  c a s e s .  F o r  t h e  c a s e  a b o v e ,  t h e  

r e s u l t s  a r e  show n i n  F i g s .  3 . 3  a n d  3*3 a n d  c o n t r a s t e d  

w i t h  t h e  no o r t h o n o r m a l i z a t i o n  r e s u l t s .
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188
3 .  I f  t h e  G r a m - S c h m i d t  i s  d o n e  t o o  o f t e n  t h e n  t h e  

r e s u l t s  a r e  e x t r e m e l y  p o o r ,  w i t h  m a r k e d  i n s t a b i l i t i e s  

o f  s e v e r a l  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  i n  t h e  c a l c u l a t e d  a d m i t ­

t a n c e  .

4 .  As d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  3 . 5 »  t h e  t o t a l  c u r r e n t  

d e n s i t y  t h r o u g h  t h e  d e v i c e  i s  r e l a t i v e l y  u n a f f e c t e d  by 

r e c o n d i t i o n i n g ,  b u t  s m a l l  c o m p o n e n t s  may v a r y  w i d e l y  

w hen  t h e  G r a m - S c h m i d t  i s  a p p l i e d  c o m p a r e d  t o  when  i t  i s  

n o t .

5 .  D e v i c e  d o p i n g  d e n s i t y  may e f f e c t  t h e  b u i l d u p  

o f  l i n e a r  d e p e n d e n c e .  I n  some c a s e s  t h i s  i s  v e r y  f a s t  

a n d  s m a l l  s t e p s  may b e  n e c e s s a r y ,  a s  i s  t h e  c a s e  f o r  

h i g h l y  d o p e d  m a t e r i a l s .  I n  s u c h  c a s e s  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  

r e c o n d i t i o n i n g  w a s  n o t  o f  much h e l p ,  t h e  g r i d  h a d  t o  b e  

v a r i e d  t o  o b t a i n  a c c e p t a b l e  r e s u l t s .  G e n e r a l l y ,  f o r  

h i g h l y  d o p e d  m a t e r i a l s  t h e  g r i d  s t e p s  m u s t  b e  s m a l l e r .

The r e a s o n  f o r  t h i s  p h e n o m e n a  a n d  t h i s  p a r t i c u l a r  

c o r r e c t i o n  i s  e a s i e r  t o  s e e  when a n  i n t e g r a t i o n  m e th o d  

i s  e m p l o y e d .  I f  v e r y  l a r g e  i n t e g r a t i o n  s t e p s  a r e  t a k e n  i n  

r e g i o n s  w h e r e  c h a r g e  d e n s i t i e s  a r e  c h a n g i n g  r a p i d l y  w i t h  

p o s i t i o n ,  t h e  f i n i t e  m a c h i n e  p r e c i s i o n  f o r c e s  a n  u n c o n t r o l ­

l e d  r o u n d o f f  e r r o r .  I n  m ore  h i g h l y  d o p e d  m a t e r i a l s ,  

f i e l d  e f f e c t  j u n c t i o n s  a r e  much s h a r p e r  t h a n  i n  l i g h t l y  

d o p e d  m a t e r i a l  t h u s  c a u s i n g  s t e e p e r  c h a r g e  g r a d i e n t s ,  

w h i c h  a r e  c o n d u c i v e  t o  e r r o r .

I t  may a l s o  b e  s e e n  t h a t  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  

G r a m - S c h m i d t  r o u t i n e  w i l l  be  o f  l i t t l e  u s e  i f ,  a f t e r
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a  p a r t i c u l a r  s t e p , t h e  v e c t o r s  a r e  s o  c l o s e  t o  b e i n g  l i n e a r ­

l y  d e p e n d e n t  t h a t  a n  e r r o r  w i l l  n o t  b e  b o u n d e d  b u t  p r o p a ­

g a t e .  T h i s  p o i n t s  t o  t h e  o p t im u m  u s e  o f  t h e  G r a m - S c h m i d t  

o r t h o n o r m a l i z a t i o n t  i t  i s  o n l y  a p p l i c a b l e  w h en  t h e  

v e c t o r s  a r e  m o v i n g  t o w a r d  l i n e a r  d e p e n d e n c e  s l o w l y  a s  a  

f u n c t i o n  o f  g r i d  p o s i t i o n .  A g r i d  s e l e c t i o n  a l g o r i t h m  

may b e  i m p l e m e n t e d  b a s e d  o n  t h i s  o b s e r v a t i o n  a n d  m o re  

g r i d  p o i n t s  i n t r o d u c e d  i n  a  r e g i o n  w h e r e  t h e  o r t h o n o r m a l ­

i z a t i o n  c r i t e r i a  h a s  s h a r p  g r a d i e n t s .

The m e t h o d s  o f  C a m i s a ^ ^ a n d  G o c k h a l e ^ ^  h a v e  b e e n  

c l a s s i f i e d  a s  t h e  c l a s s i c i a l  m e t h o d ,  t h e  v a r i a b l e s  

t h e y  e m p l o y  b e i n g  t h e  q u a s i - f e r m i  p o t e n t i a l s ,  a s  d e f i n e d  

b y  S h o c k l e y  . T a b l e  3 . 1  g i v e s  a  b r i e f  t a b u l a r  

c o m p a r i s o n  o f  t h e  c l a s s i c a l  m e t h o d  a n d  t h e  m e t h o d  o f  

c o m p l i m e n t a r y  f u n c t i o n s  a s  a p p l i e d  t o  t h e  s m a l l  s i g n a l  

AC p r o b l e m .
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CHAPTER 4

1 ^ 2

THE SMALL SIGNAL AC MODEL IN  

TWO SPATIAL DIMENSIONS

4 . 1  I n t r o d u c t i o n

The e x t e n s i o n  o f  t h e  p r o b l e m  d i s c u s s e d  i n  t h e  

p r e v i o u s  c h a p t e r  t o  two s p a t i a l  d i m e n s i o n s  i s  n o t  

t r i v i a l  a n d  s o p h i s t i c a t e d  t e c h n i q u e s  t o  o b t a i n  a  s o l u ­

t i o n  a r e  h e r e i n  d i s c u s s e d .

As h a s  b e e n  t h e  p r a c t i c e  i n  p a s t  c h a p t e r s ,  a  

d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s t r u c t u r e  a n d  d e r i v a t i o n  o f  t h e  

p e r t i n e n t  e q u a t i o n s  w i t h  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  i s  p e r ­

f o r m e d  f i r s t ,  i n  S e c t i o n  4 . 2 .  N e x t ,  t h e  t h e o r y  o f  t h e  

m e t h o d  o f  c o m p l e m e n t a r y  f u n c t i o n s  i n  two d i m e n s i o n s  i s  

g i v e n  f o r  e l l i p t i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i n  

a  r e c t a n g l e .  S p e c i a l  e m p h a s i s  i s  p a i d  t o  t h e  L a p l a c i a n  

o p e r a t o r  t o  i l l u s t r a t e  t h e  m e t h o d .  T h e  r e c o n d i t i o n i n g  

o p e r a t i o n  i 3  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  4 . 3 .  The  a p p l i c a t i o n  

o f  t h e  m e t h o d  t o  t h e  s m a l l  s i g n a l  AC e q u a t i o n s  i s  

p e r f o r m e d  i n  S e c t i o n  4 . 4 .  The i n t e g r a t i o n  m e t h o d  

e m p l o y e d  i s  d e s c r i b e d ,  a n d  a  d i s c u s s i o n  o f  some p r e l i m ­

i n a r y  r e s u l t s  g i v e n .  S m a l l  s i g n a l  AC o p e r a t i o n  i s  n o r m a l ­

l y  s u p e r i m p o s e d  o n  some DC o p e r a t i n g  p o i n t ,  w h i c h  i n  t h e  

c a s e s  s t u d i e d ,  i s  g i v e n  by  t h e  two d i m e n s i o n a l  a l g o r i t h m  

o f  C h a p t e r  2 .  The  t o t a l  s o l u t i o n  i n  o n e  d i m e n s i o n  f o r  

t h e  s m a l l  s i g n a l  c a s e ,  o b t a i n e d  w i t h  t h e  m e t h o d  o f
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C h a p t e r  3 ,  i s  e m p lo y ed  a s  t h e  l a t e r a l  b ou n d a ry  c o n d i t i o n  

w h er e  a p p r o p r i a t e .

T h i s  m e s h in g  o f  a l l  t h e  a l g o r i t h m s  d e v e l o p e d  i s  

b r o u g h t  t o  b e a r  on t h e  s t u d y  o f  t h e  e l e c t r o n i c  o p e r a ­

t i o n  o f  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r .  The r e s u l t s  o f  

t h e  s t u d y  a r e  g i v e n  i n  S e c t i o n  4 . 5 *
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4 . 2  The S t r u c t u r e  and S m a l l  S i g n a l  AC E q u a t i o n s  i n  

Two S p a t i a l  D i m e n s i o n s

The s m a l l  s i g n a l  AC s i m u l a t i o n  d e s c r i b e d  i n  t h i s  

c h a p t e r  i s  s o l v e d  i n  two s p a t i a l  d i m e n s i o n s  f o r  MIS 

d e v i c e s  w h ic h  h a v e  t h e  g e n e r a l  s t r u c t u r e  shown i n  

C h a p t e r  2 ,  F i g .  2 . 5 *  The DC o p e r a t i o n  o f  t h e s e  d e v i c e s  

i s  a n a l y z e d  u s i n g  t h e  t e c h n i q u e s  o f  C h a p t e r  2 ,  p r o v i d i n g  

t h e  DC p a r a m e t e r s  n e c e s s a r y  f o r  t h e  s m a l l  s i g n a l  AC 

a n a l y s i s  i n  two d i m e n s i o n s .

The p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  d e r i v e  t h e  

d e s c r i b i n g  AC e q u a t i o n s  and r e l a t e d  b ou n d a ry  c o n d i t i o n s .  

The d e r i v a t i o n  f o r  e a c h  t y p e  o f  m ed ia  s h a l l  be made 

s e p a r a t e l y  t o  im p r o v e  t h e  c l a r i t y  o f  p r e s e n t a t i o n .

The S e m i c o n d u c t o r

The e q u a t i o n s  d e s c r i b i n g  t h e  o p e r a t i o n  o f  t h e  

s e m i c o n d u c t o r  r e g i o n  o f  t h e  d e v i c e  a r e  t h o s e  d i s c u s s e d  

i n  C h a p te r  1 ,  r e p r o d u c e d  h e r e  f o r  c o m p l e t e n e s s i  

The c a r r i e r  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n s

= -R
» t

( 1 .3 .2 )

The c u r r e n t  d e n s i t y  e q u a t i o n s

i p  =  - < i « p v t 7 p  -  <j p p p 7 V ( 1 - 3 - 3 )
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i n  = + ^ p VT7n " ^ n 1177 ( 1 - 3 * ^ )

P o i s s o n ' s  E q u a t i o n

*2v = -5̂  ( p - n  + N^p) (1.3.5)

I t  i s  c o n v e n i e n t  a t  t h i s  p o i n t  t o  u s e  t h e  d e f i n i t i o n  

o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  i n t e n s i t y

E = -TV ( 1 . 3 . 1 6 )

t o  o b t a i n

ip = '^pVp + qv £ (̂.2.1)

i n  = +^ n VT7n + ( 4 . 2 . 2 )

TE = ^  (p-n  + Nj^p) ( 4 .2 .3 )
o O

As i n  C h a p t e r  3 w here  t h e  s m a l l  s i g n a l  AC e q u a t i o n s  

w e re  d e r i v e d  i n  o n e  d i m e n s i o n ,  e a c h  s c a l a r  v a r i a b l e  i s  

e x p r e s s e d  a s

A = A0 + fi1e ’*wt ( 4 . 2 . 4 )

and e a c h  v e c t o r  v a r i a b l e  a s

B = B + Bi e'iwt ( 4 . 2 . 5 )/>/ t v Q  1



w h er e  t h e  ( o )  v a r i a b l e s  a r e  DC c o m p o n e n t s  and t h e  ( 1 )  

v a r i a b l e s  a r e  AC c o m p o n e n t s  c o n s i d e r e d  t o  be  much s m a l l e r  

t h a n  t h e  DC t e r m s j  i . e .  and [g0l .

R e w r i t i n g  e a c h  c o m p o n e n t  i n  E q s .  1 . 3 . 1  t h r o u g h  1 . 3 * 5  

a l o n g  t h e  l i n e s  o f  E q s .  4 . 2 . 4  and 4 . 2 . 5 *  o n e  o b t a i n s

A g a i n , a s  i n  C h a p t e r  3 ,  t h e  s e c o n d  o r d e r  t e r m s  i n  

E q s .  4 . 2 . 8  and 4 . 2 . 9  a r e  n e g l e c t e d  y i e l d i n g

( 4 . 2 . 8 )

•^n +i n , e  JWt=+q^nVT7'< no + " i e JWt) + cHi n <no+ fil e  o 1

> t ) - ( E 0 + E i e j w t )

( 4 . 2 . 9 )
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C o l l e c t i n g  t h e  AC t e r m s  i n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  y i e l d s  

f i v e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  AC v a r i a b l e s

( 4 . 2 . 1 3 )

( 4 . 2 . 1 4 )

( 4 . 2 . 1 5 )

( 4 . 2 . 1 6 )

q
( 4 . 2 . 1 7 )

W h e r ea s  t h e  a b o v e  s e t  o f  f i r s t  o r d e r  e q u a t i o n s  i s  

c o m p l e t e ,  a d d i n g  a s i x t h  v a r i a b l e ,  t h e  AC p o t e n t i a l ,  

m akes  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  e a s i e r  

a s  i s  s e e n  l a t e r  i n  t h i s  s e c t i o n .  Thus E q . 1 . 3 . 1 6  may 

b e  s o l v e d  f o r  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  s c a l a r  p o t e n t i a l

w h e r e  a p p l i c a t i o n  h a s  b e e n  made o f  t h e  s m a l l  s i g n a l  

a p p r o x i m a t i o n .

The AC p o t e n t i a l  i s  f o u n d  from

( 4 . 2 . 1 8 )

(4.2.19)
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As a  form  o f  n o r m a l i z a t i o n ,  t h e  c a r r i e r  d e n s i t i e s  may be  

c o n v e r t e d  t o  c h a r g e  d e n s i t i e s .  C o n s i d e r  new v a r i a b l e s  

d e f i n e d  a s

= q . p t  ( 4 . 2 . 2 0 )

A/
N1 = q , ^ l  ( 4 . 2 . 2 1 )

Po = q*pQ ( I f . 2 . 2 2 )

Nq = q * n Q ( 4 . 2 . 2 3 )

The e q u a t i o n s  t h e n  become

>1
jwP. “ -qR. -  V . j l  ( 4 . 2 . 2 4 )

1 1

jwNj = -qR j + V *j“ ( 4 , 2 . 2 5 )

J p f  ^ p V - P l + V o I l ^ p P l  S o  ( 4 . 2 . 2 6 )

■?n i = +**nVT7 - " l  + “ n f ' o l l  + un " l l 0 ( 4 . 2 . 2 7 )

V E .  = ! ■■■- ( F . - N , )  ( 4 . 2 . 2 8 )
~ l  * - S e o 1 1

The n e x t  s t e p  i n  t h e  d e r i v a t i o n  i s  t o  s e p a r a t e  t h e  v e c t o r  

e q u a t i o n s  i n t o  s c a l a r  e q u a t i o n s .  E q u a t i o n s  4 . 2 . 2 6  and  

4 , 2 . 2 ?  t h e n  become

\ x= "UPV'IV i  + V o ^ l x  + “p V o x  ( 4 . 2 . 2 9 )
X 
<v

fcN.
Jn l x = +V t -5 1 T  + “n No El x V l Eo x  ( 4 . 2 . 3 0 )
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W  V tT IT  + MpP0?ly ♦ M ^ y  (*.2 . 3 1 )

^  +^ VT ^ r  + *n"o>iy ^ n V o y  U . 2 - V )

S i n c e  t h e  m e t h o d  o f  s o l u t i o n  e n t a i l s  i n t e g r a t i o n  o f  

t h e  e q u a t i o n s  i n  t h e  y  d i r e c t i o n ,  t h e  n e x t  s t e p  i s  t o  

r e w r i t e  a l l  e x p r e s s i o n s  c o n t a i n i n g  t e r m s  i n  t h e  atx d i r e c ­

t i o n  a s  f u n c t i o n s  o f  t e r m s  i n  t h e  a ^  d i r e c t i o n .  E q u a t i o n  

4 . 2 . 2 4  a n d  4 . 2 . 2 5  a r e  r e w r i t t e n  w i t h  t h e  g r a d i e n t  t e r m  

e x p a n d e d

a  a J P t x  ^  J P i y  .
jwpi = -1*1 -  a y "  (“ -2 -33)

^  a*
~  -v 3 Jn . x  Jn - y

jwNt  = - q R j  + - ^ L .  + ( 4 . 2 . 3 * )

T a k i n g  t h e  p a r t i a l  d e r i v a t i v e  o f  E q s .  4 . 2 . 2 9  a n d  4 . 2 . 3 0  

w i t h  r e s p e c t  t o  x p r o v i d e s  a n  e x p r e s s i o n  u s e f u l  i n  t h e  

a b o v e

Ay

.  „ „ a ! ! i  . . .  „  i * i x  . . .O 1  o  I X  O O f t  ~  o  o x= - u  Vm— o ■ +U p ^  — +n  - V ^ E .  +u P 4 * 
p d x  P o 5 x  ^ p f l x  l x  Y l  3  x

+ “ p T T 1  Ec x  ( 4 . 2 . 3 5 )

^ ^ n l x d  ^1 . * El x  d N 0 -  > E
T I T -  ~ +pnVT"^2" +anNo- a lT  +pnT^TElx

^ n T x  Eox  ( 4 *2 *36 >



The a p p r o x i m a t i o n  h a s  b e e n  made h e r e  t h a t  t h e  v a r i a t i o n  

o f  e i t h e r  m o b i l i t y  w i t h  r e s p e c t  t o  x i s  s l i g h t  and may 

be n e g l e c t e d .  I n  c a s e s  w h er e  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  i s  s e e n  

n o t  t o  h o l d ,  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  may be  e x p a n d e d  s i m p l y  

t o  t a k e  t h i s  i n t o  a c c o u n t .  E q u a t i o n s  4 . 2 . 3 5  a**d 4 , 2 . 3 6  

a r e  now u s e d  i n  E q s .  4 . 2 . 3 3  and 4 . 2 . 3 4  w h ic h  a r e  i n  t u r n  

s o l v e d  f o r  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  c u r r e n t s  y i e l d i n g

So a s  n o t  t o  a d d  a n  e x t r a  v a r i a b l e  t o  t h e  s e t , 

E ^ x i s  r e p l a c e d  by

= - (  j w N j + q R ^ + p ^~b y

M i
a *  Ei x ( 4 . 2 . 3 9 )

U s i n g  t h i s  i n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s ,  r e s u l t s  i n
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* J n l y  , . Sf *  > . .. &2" l  Noi j  - ( j w N j + q R j )  + nnVT

A. A;
t h  i _  -  h  +  f o x

f c x  T 3 T  VT VT 8 j ( 2  +  8 x  Vt

w h e r e  u s e  h a s  b e e n  made  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  

Eo x  a n d  Vo •
E q u a t i o n s  4 . 2 . 3 1  a n d  4 . 2 . 3 2  a r e  s o l v e d  f o r  t h e  

c h a r g e  d e n s i t y  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  i n  t h e  y  d i r e c t i o n

T F = ' ^ + v ; Ei y  + < Eoy  ( '*-2 - “ 2 >
p o /V

F.  + p i

VT VT

f a TT N1
VT iy VT

i N -  J n . y

T T  = + ^ - v ; Ei y  - v ^ Eoy

A p p l y i n g  E q s ,  4 . 2 . 4 0  t o  4 . 2 . 2 8  y i e l d s  a n  e x p r e s s i o n
A/

f o r  t h e  p a r t i a l  d e r i v a t i v e  o f  i n  t h e  y  d i r e c t i o n

p-v
"S v  1 ^  'v* &

i *  =   (P _ N ) + ( 4 . 2 . 4 4 )
* s ^ o  1 1 a x 2

F i n a l l y  1 a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  p a r t i a l  d e r i v a t i v e
/V

o f  i n  t h e  y d i r e c t i o n  i s  f o u n d  f r o m  t h e  y d i r e c t i o n  

c o m p o n e n t  o f  Eq .  4 . 2 . 1 9

A#
M l  -V

V = - Ei y  ( ,* -2 A 5 )

E q u a t i o n s  4 . 2 . 4 0  t h r o u g h  4 . 2 . 4 5  c o m p r i s e  t h e  n e c e s ­

s a r y  s e t  t o  s o l v e  t h e  p r o b l e m .  T hey  a r e  r e p r o d u c e d  i n
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F i g .  4 . 1  t o g e t h e r  w i t h  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  The  r a t i o n a l e  

b e h i n d  t h i s  p a r t i c u l a r  m e t h o d  o f  s e t t i n g  up  t h e  e q u a t i o n s  

i s  p r e s e n t e d  when t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d  o f  s o l u t i o n  i s  

d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  4 . 3 .

The I n s u l a t o r

U s i n g  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  i n s u l a t o r  i s  n o n - c o n d u c -  

t i v e , i t  i s  o n l y  n e c e s s a r y  t o  s o l v e  L a p l a c e ' s  e q u a t i o n  

i n  t h a t  r e g i o n .  To be  c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  e q u a t i o n s  i n  

t h e  s e m i c o n d u c t o r  a n d  t o  h a v e  s m o o t h  t r a n s i t i o n s  f r om  

o n e  r e g i o n  t o  a n o t h e r ,  t h e  s e c o n d  o r d e r  e q u a t i o n  may be  

r e w r i t t e n  a s  two f i r s t  o r d e r  e q u a t i o n s  i n  y

/V i  O V
* e 1v  y v .

= - E .  ( 4 . 2 . 4 ? )d y iy
E q u a t i o n  4 . 2 . 1 9  h a s  b e e n  a p p l i e d  i n  t h i s  d e r i v a t i o n .

The M e t a l - S e m i c o n d u c t o r  B o u n d a r y

At  t h i s  b o u n d a r y ,  t h e  same a s s u m p t i o n s  d i s c u s s e d  

i n  C h a p t e r  3 w i l l  be  a s s u m e d  t o  h o l d ,  n a m e l y  t h a t  t h e  

c o n t a c t  i s  oh m ic  a n d  no a c c u m u l a t i o n  o f  c a r r i e r s  e x i s t  

a t  t h i s  i n t e r f a c e .  T h i s  p l a n e  i s  c h o s e n  a s  t h e  v o l t a g e  

r e f e r e n c e  n o d e  o f  t h e  d e v i c e .  C o n s e q u e n t l y  t h e  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s  a r e
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The Metal-Insulator Boundary
S i n c e  t h e  m e t a l  c o n t a c t  a t  t h i s  b o u n d a r y  i s  c o n n e c t e d  

t o  t h e  e x t e r n a l  AC s i g n a l  s o u r c e ,  a n d  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  

t h e  AC v o l t a g e  a p p l i e d  t o  t h i s  c o n t a c t  o r  s e t  o f  c o n t a c t s ,  

a s  t h e  c a s e  may b e ,  i s  n o t  n e c e s s a r i l y  c o n s t a n t  i n  t h e  

x d i r e c t i o n ,  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  on i s

V ^ x . y ^ O )  = Va c (x )  , xLs  x =sxR ( 4 . 2 . 4 9 )

The S e m i c o n d u c t o r - I n s u l a t o r  I n t e r f a c e

A p p l y i n g  G a u s s *  Law a t  t h e  p l a n e  o f  t h e  i n t e r f a c e ,

- n 2 - p 2 = Q ( I* .2 . 5 0 )

A t  t h e  i n t e r f a c e  i n  q u e s t i o n  t h e  n o r m a l  u n i t  v e c t o r  i s  

i n  t h e  a  d i r e c t i o n  t h u s  t h e  a b o v e  r e d u c e s  t o

KS e o ® l y ( x , y o ) ‘  = 0 ( ' * • 2 - 5 1 )

w h e r e  u s e  h a s  b e e n  made o f  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  

e l e c t r i c  d i s p l a c e m e n t  a n d  f i e l d  i n t e n s i t y  an d  t h e  f a c t  

t h a t  t h e  AC i n t e r f a c e  c h a r g e  d e n s i t y  i s  z e r o .



W h e r e a s  t h e  z e r o  r e c o m b i n a t i o n  v e l o c i t y  a s s u m p t i o n  m a k e s  

t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  s i m p l e r  t o  i m p l e m e n t ,  i t  i s  n o t  

n e c e s s a r y  t o  a d h e r e  t o  i t  w h e r e  t h e  p h y s i c s  n e c e s s i t a t e s  

a  n o n z e r o  t e r m .  F o r  t h e  p r e s e n t  a p p l i c a t i o n  i t  wa s  n o t  

f o u n d  n e c e s s a r y  t o  i n c l u d e  a  n o n z e r o  s u r f a c e  r e c o m b i n a t i o n  

v e l o c i t y .

The  T r a n s v e r s e  B o u n d a r i e s

I t  i s  n o t  s u f f i c i e n t  t o  s p e c i f y  b o u n d a r y  d a t a  on  

t h e  y  b o u n d a r i e s  a l o n e  s i n c e  on e  i s  d e a l i n g  h e r e  w i t h  a  

s e t  o f  e l l i p t i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  T h e s e  

e q u a t i o n s  r e q u i r e  t h e  s p e c i f i c a t i o n  o f  b o u n d a r y  d a t a  

o n  t h e  w h o l e  b o u n d a r y .  I t  i s  much e a s i e r  t o  i m p l e m e n t  

D i r i c h l e t  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  t h a n  Neumann o r  m i x e d  t y p e .  

F o r  t h i s  r e a s o n ,  t h e  a s s u m p t i o n  i s  made t h a t  a t  t h e  

t r a n s v e r s e  b o u n d a r i e s  a  o n e  d i m e n s i o n a l  s o l u t i o n  h o l d s .  

T h i s  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  f ro m  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  m o d e l  

o f  C h a p t e r  3* The  a p p r o x i m a t i o n  made  h e r e  i s  s i m i l a r  t o  

t h a t  made f o r  t h e  t r a n s v e r s e  b o u n d a r i e s  i n  t h e  DC p r o b l e m .  

The e f f e c t  o f  t h i s  a s s u m p t i o n  i s  shown i n  A p p e n d i x  D.
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4 . 3  The  T h e o r y  o f  t h e  M e th od  o f  C o m p l e m e n t a r y  F u n c t i o n s

F o r  E l l i p t i c  P a r t i a l  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s

I n  t h i s  s e c t i o n  t h e  m e t h o d  o f  c o m p l e m e n t a r y  f u n c t i o n s

a p p l i e d  t o  e l l i p t i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i s

p r e s e n t e d .  T h i s  m e t h o d  i s  a l s o  r e f e r r e d  t o  a s  a

" s h o o t i n g "  m e t h o d  s i n c e  i t  i n v o l v e s  s o l v i n g  t h e  e q u a t i o n s

f r o m  on e  b o u n d a r y  t o  a n o t h e r  i n  a  m a n n e r  a n a l a g o u s  t o

" s h o o t i n g " .  I n  t h e  l i t e r a t u r e ,  t h i s  m e t h o d  may a l t e r n a t e l y

b e  c a l l e d  t h e  " r e c o n d i t i o n i n g "  m e t h o d o r  t h e  " s t a b i l -
(47}i z e d  m a r c h  o u t  t e c h n i q u e " v .

C o n s i d e r  a  g e n e r a l  s e c o n d  o r d e r  1 i n e a r  p . d . e

V2u ( x , y )  -  f ( V u ,  u ,  x ,  y , )  ( 4 . 3 . 1 )

w h i c h  i s  e l l i p t i c .  T h i s  p . d . e .  i s  t o  b e  s o l v e d  i n  a  

r e g i o n  o f  t h e  C a r t e s i a n  xy s p a c e  l a b e l e d  R; a r e s t r i c t i o n  

f o r  n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n  s h a l l  be  p l a c e d  on  t h e  b o u n d a r y ,  

n a m e l y  t h a t  i t  be  r e c t a n g u l a r .  T h i s  i s  n o t  a g e n e r a l  

r e s t r i c t i o n  on  t h e  m e t h o d ,  r a t h e r  s i n c e  n o n - r e c t a n g u l a r  

r e g i o n s  a r e  n o t  c o n s i d e r e d  e l s e w h e r e  i n  t h i s  w o r k ,  i t  

i s  e x p e d i e n t  t o  c o n s i d e r  o n l y  r e g i o n s  o f  t h a t  t y p e .

F i g u r e  4 . 2 a  shows  t h e  r e g i o n  u n d e r  s t u d y  a n d  i t s  a s s o c i a ­

t e d  b o u n d a r i e s .  The b o u n d a r y  d a t a  i s  o f  t h e  p r o p e r  

t y p e  f o r  a n  e l l i p t i c  p . d . e . 1 b o u n d a r y  v a l u e  on  t h e  

c l o s e d  b o u n d a r y .  C o n s i d e r  a s  a  f i r s t  e x a m p l e  t h e  D i r i c h l e t  

b o u n d a r y  d a t a  a s  shown i n  F i g .  4 . 2 a .

The c o n t i n u o u s  p . d . e .  i s  now d i s c r e t i z e d  w i t h  a 

r e c t a n g u l a r  g r i d ,  n o t  n e c e s s a r i l y  u n i f o r m  i n  t h e  x a n d
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y  d i r e c t i o n s .  Some a p p r o p r i a t e  d i s c r e t i z a t i o n  s c h em e  

i s  e m p l o y e d  f o r  t h e  s e c o n d  o r d e r  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  

a n d  f o r  t h e  f i r s t  o r d e r  o n e s ,  y i e l d i n g

a*u * = f  ( D u * , u * ,  x i (  y j )  ( 4 . 3 . 2 )

w h e r e  u*  i s  t h e  d i s c r e t e  a n a l o g u e  o f  u a n d  &  a n d  D a r e  

t h e  s y m b o l s  r e p r e s e n t i n g  t h e  d i s c r e t e  a n a l o g u e s  o f  

7 a n d  7 .  The g r i d  s t r u c t u r e  i s  shown i n  F i g .  4 . 2 b .

The  m e t h o d  o f  s o l u t i o n  o f  t h e  r e s u l t i n g  s e t  o f  

l i n e a r  a l g e b r a i c  Eq .  4 . 3 * 2  c o n s i s t s  o f  s o l v i n g  f o r  t h e  

v a l u e s  o f  u*  f o r  a  w h o l e  row a t  a  t i m e  i n  t e r m s  o f  t h e

v a l u e s  i n  t h e  p r e c e e d i n g  r o w s . I n  o t h e r  w o r d s ,  s o l v i n g

Eq .  4 . 3 . 2  f o r  { u * ( I  , J + l )  , 2 s  I sN-1  }  i n  t e r m s  o f

{  u * ( l , J )  a n d  u * ( l , J - l )  , 2 s  I  s  N - l ^  . I n  m a t r i x  f o r m ,

t h i s  i s  e x p r e s s e d  a s

u ^ J + l )  = Au^MJ) + B u ^ t J - l )  + C ( 4 . 3 . 3 )

w h e r e  u * ( * )  i s  a  v e c t o r  o f  a l l  t h e  r ow c o m p o n e n t s  

{ u * ( I , • ) ,  2 s  I  s N - l } .  T h i s  m e t h o d  i s  s e l f - s t a r t i n g  

i f ,  when i t  b e g i n s  a t  o n e  b o u n d a r y ,  b o t h  t h e  b o u n d a r y  

r ow  a n d  o n e  row i n  f r o m  t h e  b o u n d a r y  a r e  known.  T h i s  

c o n d i t i o n  i s  t r u e  o f  h y p e r b o l i c  a n d  p a r a b o l i c  p . d . e ' s  

w h e r e  t h e  v a r i a b l e  an d  i t s  g r a d i e n t  a r e  t h e  g i v e n  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s .  I n  t h i s  c a s e  i t  i s  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  s i n c e  

e i t h e r  t h e  v a l u e  o f  t h e  unknown  o r  i t s  g r a d i e n t  a r e  

g i v e n ,  b u t  n e v e r  b o t h ,  s i n c e  t h a t  w o u l d  o v e r s t a t e  t h e  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  T h u s ,  h a v i n g  t h e  b o u n d a r y  v a l u e s
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o r  t h e  g r a d i e n t s ,  i s  i n s u f f i c i e n t  t o  s t a r t  t h e  a l g o r i t h m .  

T h i s  d i f f i c u l t y  i s  a v o i d e d  by  a r b i t r a r i l y  c h o o s i n g  

s t a r t i n g  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  unk now n  v a l u e s  i n  t h e  

n e c e s s a r y  r o w  i n  s u c h  a  way t h a t  a s  many l i n e a r l y  i n d e ­

p e n d e n t  s t a r t i n g  r o w  s o l u t i o n s  a r e  c h o s e n  a s  u n k n o w n s  

e x i s t . T h i s  g e n e r a t e s  a  m a t r i x  U, t h e  c o l u m n s  o f  w h i c h  

a r e  t h e  u *  e a c h  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  f r o m  t h e  n e x t .  

E q u a t i o n  4 , 3 . 3  r e l a t e s  t h e  ro w  s o l u t i o n  m a t r i c e s  t o  e a c h  

o t h e r  a s

I t  i s  s e e n  t h a t  i f  A,  B a n d  C a r e  m a t r i c e s  o f  r a n k  

( N - 2 )  e q u a l  t o  t h e i r  o r d e r  ( N - 2 ) , a n d  e i t h e r  o n e  o r  b o t h  

o f  t h e  m a t r i c e s  U ( J )  a n d  U ( J - l )  h a v e  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  

c o l u m n s  ( w h i c h  m e a n s  t h e i r  r a n k  a n d  o r d e r  a r e  ( N - 2 ) )  

t h e n  U ( J + 1 )  w i l l  h a v e  r a n k  e q u a l  t o  i t s  o r d e r  ( N - 2 ) .

T h i s  w i l l  r e s u l t  i n  U ( J + 1 )  h a v i n g  c o l u m n s  l i n e a r l y  

i n d e p e n d e n t .

T h i s  g e n e r a t i o n  o f  m a t r i c e s  o f  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  

r o w  s o l u t i o n s  c o n t i n u e s  u n t i l  t h e  o p p o s i t e  b o u n d a r y  i s  

r e a c h e d .  H e r e  t h e s e  s o l u t i o n s  w i l l  n o t  n e c e s s a r i l y  

s a t i s f y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  i n d i v i d u a l l y  b u t  may 

b e  c o m b i n e d  w i t h  some w e i g h t s  t o  m a t c h  t h o s e  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s

U ( J + 1 )  = A U ( J )  + B U ( J - l )  + C ( 4 . 3 . 4 )

U(M) *3 = u*(M)  .— £  ~  '  g ig i v e n ( 4 . 3 . 5 )
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T h e r e  a r e  a s  many c o m b i n i n g  c o n s t a n t s  i n  t h e  v e c t o r  0 

a s  t h e r e  a r e  u n k n o w n s  a r b i t r a r i l y  c h o s e n  a t  t h e  b e g i n n i n g .  

T h i s  i s  n o t  c o i n c i d e n t a l ;  i f  t h e  a r b i t r a r y  s t a r t i n g  v a l u e s  

w e r e  K r o n e c k e r  d e l t a  c o n d i t i o n s ,  t h e n  t h e  0 f o u n d  f r o m  

s o l v i n g  E q .  4 . 3 * 5  a r e  t h e  r e q u i r e d  u nk n o w n  v a l u e s  i n  t h e  

s e c o n d  r o w .  The  K r o n e c k e r  d e l t a  s t a r t i n g  c o n d i t i o n  i s  

e a s i l y  i m p l e m e n t e d  a s

w h e r e  I  i s  t h e  i d e n t i t y  m a t r i x  a n d  U(2 )  i s  t h e  row 

m a t r i x  o n e  r o w  f r o m  t h e  s t a r t i n g  b o u n d a r y .  Once  t h e  

c o m b i n i n g  c o n s t a n t s  h a v e  b e e n  f o u n d ,  t h e  s o l u t i o n  a t  

a n y  o n e  r o w  may b e  c o m p u t e d  f r o m

S i n c e  U ( J )  f o r  J ~ 2  i s  t h e  i d e n t i t y  m a t r i x  I_, t h e n  i t  i s  

s e e n  t h a t  i n d e e d  u * ( 2 ) , t h e  un k n o w n  s t a r t i n g  ro w  v a l u e s  

a r e  t h e  w e i g h t s  £ .

F o r  b o u n d a r y  d a t a  w h i c h  i s  n o n z e r o  a t  t h e  t r a n s v e r s e  

a n d  l o w e r  b o u n d a r i e s ,  t h e  s o l u t i o n  i s  d i v i d e d  i n t o  two 

p a r t s i  t h e  h o m o n e n e o u s  s o l u t i o n  a n d  t h e  r e s p o n s e  d u e  t o  

t h e  n o n z e r o  b o u n d a r i e s .  F i g u r e  4 . 3  sh o w s  t h i s  d e c o m p o s i ­

t i o n .  S i n c e  t h e  p . d . e ,  i n  q u e s t i o n ,  a n d  a l l  s u b s e q u e n t  

o n e s  c o n s i d e r e d  i n  t h i s  c h a p t e r ,  a r e  l i n e a r ,  t h i s  s e p a r a ­

t i o n  a n d  f i n a l  sum o f  s o l u t i o n s  i s  a d m i s s i b l e  s i n c e  

s u p e r p o s i t i o n  i s  v a l i d .  The  h o m o g e n e o u s  p r o b l e m  i s  t h e  

s a m e  a s  c o n s i d e r e d  p r e v i o u s l y  up  t o  b u t  n o t  i n c l u d i n g

U (2 )  = I ( 4 . 3 . 6 )

u * ( J )  = U ( J )  • 0 ( 4 . 3 . 7 )



V u = f ( V u , u , x , y )

U = g . ( x )

u=0 u=0

 J

u=0

f o r c e d  ( b o u n d a r y )  r e s p o n s e  homogeneous  r e s p o n s e

F i g u r e  4 . 3 *  Scheme o f  c o m p u t a t i o n  u s i n g  t h e  s h o o t i n g  m e t h o d .
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E q .  4 , 3 * 7 *  The z e r o  o r  h o m o n e n e o u s  b o u n d a r y  v a l u e s  a r e  

u s e d  o n  t h r e e  s i d e s  up t o  t h e  f o u r t h  b o u n d a r y .  T h i s  

h o m o g e n e o u s  s o l u t i o n  m ak e s  u s e  o f  t h e  a r b i t r a r y  s t a r t i n g  

v e c t o r s  a n d  i s  n e c e s s a r i l y  a  m a t r i x  f o r  r ow  v a l u e s .  The  

f o r c e d  r e s p o n s e  w i l l  be  a  s i n g l e  r ow  s o l u t i o n  v e c t o r  

w h i c h  h a s  t h e  p r o p e r  g i v e n  b o u n d a r y  v a l u e s  o n  t h e  

b o u n d a r i e s ,  w i t h  t h e  i n f o r m a t i o n  u s e d  w h e r e  a p p r o p r i a t e .

To s t a r t  t h i s  c o m p u t a t i o n  t h e  j i # (2 )  row i s  a s s u m e d  t o  

b e  z e r o . A t  t h e  u p p e r  b o u n d a r y , t h e  h o m o g e n e o u s  r e s p o n s e  

m u s t  be  c o m b i n e d  w i t h  t h e  w e i g h t s  t o  b e  f o u n d  a n d  a d d e d  

t o  t h e  f o r c e d  r e s p o n c e  t o  y i e l d  t h e  g i v e n  b o u n d a r y  v a l u e s

U(M) ■£ + u*(M) = u*  (M) ( 4 . 3 . 8 )
h o m o g e n e o u s  ' ' ' f o r c e d  '"’g i v e n

T h i s  e q u a t i o n  may b e  s o l v e d  f o r  t h e  w e i g h t s  j3. I t  i s

s e e n  t h a t  i n  b o t h  c a s e s  ( E q s .  4 . 3 . ?  a n d  4 . 3 . 8 )  e n o u g h

e q u a t i o n s  a r e  p r o v i d e d  f o r  t h e  n u m b e r  o f  u nk n o w n s  i n

& ( i t s  l e n g t h  i s  ( N - 2 ) ) .  The s o l u t i o n  i n  t h e  i n t e r i o r

may be  f o u n d  f r o m

u * ( j )  = y ( j )  *e + u * ( j )  ( 4 . 3 . 9 )
^  h o m o g e n e o u s  ' ' f o r c e d

A g a i n  i f  t h e  i d e n t i t y  m a t r i x  i s  u s e d  a s  t h e  a r b i t r a r y  

l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  v e c t o r s  o f  t h e  h o m o g e n e o u s  r e s p o n s e  

a n d  s i n c e  a  z e r o  v e c t o r  i s  u s e d  f o r  u,# (2)  i n  t h e  f o r c e d  

s o l u t i o n ,  t h e  c o m b i n i n g  c o n s t a n t s  0 a r e  t h e  m i s s i n g  ro wSO

v a l u e s  f o r  r ow J = 2 .

To i l l u s t r a t e  t h i s  m e t h o d  o f  c o m p u t a t i o n ,  L a p l a c e ' s  

e q u a t i o n  i n  a  r e c t a n g l e  i s  s o l v e d .  A f i v e  p o i n t  f o r m u l a
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i s  e m p l o y e d  f o r  t h e  d i s c r e t i z a t i o n  o f  t h e  L a p l a c i a n .

A s i m p l e  e x a m p l e  i s  shown  i n  F i g .  4 . 4 ,  d e m o n s t r a t i n g  t h e  

m a i n  a l g o r i t h m i c  s t e p s .

The a p p l i c a t i o n  o f  a  f i v e  p o i n t  f o r m u l a  f o r  t h e  

d i s c r e t i z a t i o n  o f  t h e  L a p l a c i a n  i s  n o t  s u i t a b l e  i n  t h i s  

c a s e  s i n c e  t h e  r e s u l t i n g  s c h em e  i s  u n s t a b l e .  T h i s  i s  

d u e  t o  t h e  e x c e s s i v e  b u i l d u p  o f  r o u n d o f f  e r r o r  i n c u r r e d  

by  c o m p u t i n g  t h i s  s c h e m e  w i t h  a  f i n i t e  a r i t h m e t i c  m a c h i n e .  

I t  may b e  o b s e r v e d  f r o m  t h i s  s i m p l e  e x a m p l e  p r e s e n t e d  

t h a t  t h e  m a t r i x  m u l t i p l y i n g  t h e  0 v e c t o r  h a s  m a i n  

d i a g o n a l  e l e m e n t s  w h i c h  a r e  ~ 4  a b o v e  t h e  s m a l l e s t  

e l e m e n t .  T h i s  i s  a  s i g n  o f  i l l - c o n d i t i o n i n g  a n d  w i l l  

c a u s e  e r r o r s  i n  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  0 .  I n  a  p r o b l e m  

w h i c h  h a s  MxN i n t e r i o r  n o d e s ,  t h e  r e s u l t i n g  m a t r i x  

m u l t i p l y i n g  t h e  0 v e c t o r  w i l l  h a v e  e l e m e n t s  w h i c h  d i f f e r  

by«-4^- ^ ,  i n c r e a s i n g  t h e  d i f f i c u l t y  i n  o b t a i n i n g  a n  

a c c u r a t e  s o l u t i o n  f o r  0 .  An a n a l y s i s  by  t h e  F o u r i e r  

m e t h o d ^ * ^  may b e  made  o f  t h i s  s c h e m e  t o  t e s t  i t s  

s t a b i l i t y .  C o n s i d e r  a g a i n  L a p l a c e ' s  e q u a t i o n

3 2 u  . 2>2 u
2>x2 S 2 ;

= 0 ( 4 . 3 . 1 0 )

A f i v e  p o i n t  f o r m u l a  w i t h  h a n d  k e q u a l  s t e p  s i z e s  

i n  t h e  x  a n d  y d i r e c t i o n  i s  e m p l o y e d  w i t h  t h e  p o s i t i v e  

y  a x i s  a s  t h e  s h o o t i n g  d i r e c t i o n .  The  r e s u l t  i s
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u * ( x , ( m - l ) k ) = 2 u * ( x , n k ) - u * ( x , ( n - l ) k - \ u * ( x + h , n k )

- X u * ( ( x - h ) , n k ) + 2 u * ( x , n k )  ( 4 , 3 . 1 1 )

2 2w h e r e  X=k / h  a n d  t h e  s c h e m e  h a s  b e e n  e x p r e s s e d  f o r  t h e
i. L.

v a l u e  o f  u*  a t  t h e  (n + 1 )  r o w .  A F o u r i e r  d e c o m p o s i t i o n

o f  u * ( x , n k )  may b e  e x p r e s s e d  a s

u * ( x , n k ) = 2 a  b n e ^ vx  ( 4 . 3 . 1 2 )
v=-°° v w

w h e r e  v i s  some d i s c r e t e  f r e q u e n c y ,  j = V - T ,  a n d  a y i s  

t h e  a p p r o p r i a t e  F o u r i e r  c o e f f i c i e n t .  A p p l y i n g  i t  t o  

Eq .  4 . 3 . 1 1  a n d  e q u a t i n g  t e r m s  o f  t h e  same f r e q u e n c y ,  

o n e  o b t a i n s

a u b n+ 1 e j « = 2 ( 1 + U a ^ n e j « _ a vbn - l e j ' ' X - X % b n e j v ( x +h)

^ a vb ^ e j u ( x + h )  ( 4 . 3 . 1 3 )

F a c t o r i n g  a ^ b ^  ^ e ^ vx a n d  e m p l o y i n g  t h e  a p p r o p r i a t e  

t r i g o n o m e t r i c  i d e n t i t y  y i e l d s

b 2 - 12 (1  + 0 - 2 X c o s y h l b  + 1 - 0  ( 4 . 3 * 1 * 0v U J  V

S o l v i n g  f o r  b^ u s i n g  t h e  q u a d r a t i c  f o r m u l a  a n d  t a k i n g  

t h e  l a r g e s t  v a l u e  o f  b y o n e  o b t a i n s

b v-  [ l + \ { l - c o s v h f |  + ^ / f l  + X ( i - c o s v h ) ]  2 - l  ( 4 . 3 * 1 5 )
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F o r  a l l  v a l u e s  o f  X’ O , b ^ l  , w h i c h  m e a n s  t h a t  t h e  s c h e m e  

i s  u n s t a b l e .

A s t a b l e  s c h e m e , i n  w h i c h  t h i s  r o u n d o f f  e r r o r  i s  

b o u n d e d  i s  a  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  m e t h o d .  T h i s  r e q u i r e s  

t h e  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  a s  a  f i r s t  o r d e r  s e t .  

T h u s  a n  a l t e r n a t i v e  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m ,  s t i l l  

i n v o l v i n g  t h e  s a m e  m e t h o d ,  i s  t o  r e w r i t e  Eq .  *+.3.1 

a s  two  f i r s t  o r d e r  p . d . e . ' s  i n  y .  T h i s  may b e  d o n e  by  

d e f i n i n g  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  v a r i a b l e  i n  a  d i r e c t i o n  

n o r m a l  t o  t h e  s t a r t i n g  b o u n d a r y  a s  w e l l  a s  t h e  v a r i a b l e  

a s  t h e  two  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a n d  i n t r o d u c i n g  i t  i n t o  

E q .  * + . 3 . 1 .  T h i s  r e s u l t s  i n  a  c o u p l e d  s e t  o f  f i r s t  o r d e r  

e q u a t i o n s  i n  y

d y
T  = V (* + - 3 . 1 6 )

2
= f  ( Vu ,u  , x  , y  } - ^ 2 U ( 4 . 3 . 1 7 )

Now, g i v e n  e i t h e r  u o r  v  o n  t h e  b o u n d a r y ,  t h e  o t h e r  

v a r i a b l e  i s  u n k n o w n  a n d  b e c o m e s  t h e  a r b i t r a r y  s o l u t i o n .  

A g a i n ,  a s  many a r b i t r a r y  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s t a r t i n g  

v e c t o r s  a r e  n e e d e d  a s  t h e r e  a r e  g r i d  p o i n t s  i n  a  r o w .

T he  s o l u t i o n  m e t h o d  i s  e x a c t l y  t h e  same  a s  t h a t  d e s c r i b e d  

e a r l i e r  w i t h  o n e  e x c e p t i o n !  E q s .  4 . 3 . 1 6  a n d  4 . 3 . 1 7  n e e d  

n o t  b e  d i s c r e t i z e d  a l o n g  t h e  l i n e s  o f  E q . 4 . 3 . 2 .  T h i s  

r e s u l t s  i n  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  m o r e  a c c u r a t e  a n d  s t a b l e  

m e t h o d s  o f  i n t e g r a t i o n ,  f o r  e x a m p l e ,  a  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  

m e t h o d  w i t h  a r b i t r a r y  o r d e r  o f  a c c u r a c y .  T h i s  m e t h o d
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i s  e m p l o y e d  i n  t h e  a c t u a l  s o l u t i o n  o f  t h e  s m a l l  s i g n a l  

AC e q u a t i o n s  d e r i v e d  i n  S e c t i o n  4 . 2  a n d  i s  d e v e l o p e d  i n  

S e c t i o n  4 . 4 .

R e c o n d i t i o n i n g  O p e r a t i o n s

T h i s  o p e r a t i o n  i s  e n t i r e l y  a n a l o g o u s  t o  t h e  m e t h o d  

u s e d  i n  o n e  d i m e n s i o n  ( s e e  S e c t i o n  3* 3 )  a n d  t h e  r e a s o n s  

f o r  p e r f o r m i n g  r e c o n d i t i o n i n g  a r e  s i m i l a r .  The  Gram-  

S c h m i d t  m e t h o d  i s  u s e d  t o  m a i n t a i n  l i n e a r  i n d e p e n d e n c e  

o f  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r s .  A t e s t  f o r  l i n e a r  i n d e p e n d e n c e  

i s  d o n e  v i a  t h e  G r a m - S c h m i d t  by p e r f o r m i n g  i t  o n  t h e  

r e q u i r e d  v e c t o r s  a n d  n o t i n g  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  

u n c o n d i t i o n e d  a n d  c o n d i t i o n e d  v e c t o r s .  ( T h i s  i s  a n a l o g o u s  

t o  t h e  m e t h o d  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  3 - 3 * )  I f  t h i s  a n g l e  

i s  c l o s e  t o  9 0 ° ,  t h e n  r e c o n d i t i o n i n g  i s  n e c e s s a r y ;  i f  

i t  i s  e q u a l  t o  9 0 ° ,  t h e n  i t  i s  t o o  l a t e  t o  r e c o n d i t i o n  

s i n c e  a n  o r t h o g o n a l  s o l u t i o n  d i r e c t i o n  h a s  b e e n  l o s t .

The  G r a m - S c h m i d t ,  a s  shown  i n  C h a p t e r  3* i s  e s s e n ­

t i a l l y  a  m a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n  o p e r a t i o n  a t  some p o i n t  

J=L

U*(L)  = U ( L ) • P i  ( 4 . 3 . 1 8 )

The  c o m b i n i n g  c o n s t a n t s  0 f o u n d  a t  t h e  f i n a l  b o u n d a r y  

a r e  n o t  v a l i d  f o r  t h e  e n t i r e  s o l u t i o n  s p a c e ;  i t  i s  v a l i d  

f r o m  t h a t  b o u n d a r y  t o  t h e  l a s t  r o w  b e f o r e  r e c o n d i t i o n i n g  

wa s  p e r f o r m e d .  An a p p r o p r i a t e  s e t  o f  w e i g h t s  f o r  t h e  

n e x t  r e g i o n  b e t w e e n  r e c o n d i t i o n i n g  i s  f o u n d  f r o m  t h e
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P matrix and the last jjj

J l  = E i ' f i i + l  l s l s r  ( 4 . 3 . 1 9 )

where r is the number of reconditioning operations 
performed.

As is seen, the mechanics of this method of 
reconditioning may be more complex to express in an 
algorithm but in principle are completely analogous 
to the derivation, for one spatial dimension, of 
Chapter Again, other methods of reconditioning
may be applicable (e.g. Edwards and H a n s e n ^ ^ ) and 
may provide some improvements over the Gram-Schmidt 
orthonormalization. This has not been investigated.
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4 . 4  The S m a l l  S i g n a l  AC E q u a t i o n s  i n  Two D i m e n s i o n s -  

N u m e r i c a l  M e th o d  o f  S o l u t i o n  a n d  I m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  

A l g o r i t h m

The m e t h o d  d e s c r i b e d  h e r e  t o  s o l v e  t h e  e q u a t i o n s  

d e r i v e d  i n  S e c t i o n  4 . 2  i s  m o d e l e d  a f t e r  t h e  a l t e r n a t i v e  

d e r i v a t i o n  o f  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  ( s e e  E q s .  4 . 3 . 1 6  a n d  

*+.3.17)  ■

The r e g i o n  i n  w h i c h  a  s o l u t i o n  i s  d e s i r e d  i s  

r e c t a n g u l a r  a n d  a  r e c t a n g u l a r  g r i d  s h a l l  b e  s u p e r i m ­

p o s e d  o n  i t  ( s e e  F i g .  4 . 5 ) .  F o r  t h e  p r e s e n t  a p p l i c a t i o n ,  

d u e  t o  t h e  n a t u r e  o f  t h e  g e o m e t r y  a n d  m a t e r i a l s ,  i t  i s  

f o u n d  c o n v e n i e n t  t o  s h o o t  a l o n g  t h e  y  d i r e c t i o n  a s  

shown i n  F i g .  4 . 2 .  At  e a c h  p o i n t  i n  t h e  g r i d ,  t h e r e  a r e  

s i x  v a r i a b l e s  w h i c h  a r e  t h e  u n k n o w n s i  t h e  s m a l l  s i g n a l  

c a r r i e r  c u r r e n t  d e n s i t i e s  a n d  e l e c t r i c  f i e l d  i n  t h e  y 

d i r e c t i o n ,  J  • Ei v ; a n d  sma l l  s i g n a l  c a r r i e rV + V V
d e n s i t i e s  a n d  p o t e n t i a l ,  a n d  . (The  x d i r e c t i o n

v a r i a b l e s  h a v e  b e e n  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e s e  s i x  

a n d  s u b s t i t u t e d  i n t o  t h e  s i x  e q u a t i o n s  r e l a t i n g  t h e  

a b o v e ,  a n d  do n o t  e x p l i c i t l y  a p p e a r .  T h i s  l e a d s  t o  t h e  

e q u a t i o n s  d e r i v e d  i n  S e c t i o n  4 . 2 i E q s .  4 . 2 . 3 7 ,  4 . 2 . 381  

4 . 2 . 3 9 ,  4 . 2 . 4 1  a n d  4 . 2 . 4 2 . )

C o n s i d e r  a n  i n t e r i o r  r ow  a s  shown  i n  F i g .  4 . 5  a n d  

w r i t e  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  s i x  p . d . e . ’ s 

( a p p r o p r i a t e l y  d i s c r e t i z e d )  a t  t h e s e  (N-2 )  p o i n t s .  T h i s  

v e c t o r  i s  6 x ( N - 2 )  l o n g .  C o n s i d e r  f u r t h e r  t h a t  o n e  i s  

a t  s u c h  a  p o i n t  i n  t h e  s o l u t i o n  t h a t  a  w h o l e  r o w  i s
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A p p l y  V j ( I | M ) ~ V a c (x )
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kn ow ni  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  row atoove i t  may be  f o u n d  

by  i n t e g r a t i n g ,  t h r o u g h  some s t a b l e  i n t e g r a t i o n  r o u t i n e ,  

t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  e q u a t i o n s .  C o n t i n u i n g  w i t h  t h e  

s o l u t i o n  j u s t  f o u n d ,  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  n e x t  r o w  a b o v e  

i t  may b e  f o u n d  by  t h e  same m e t h o d  u n t i l  t h e  u p p e r  

b o u n d a r y  i s  r e a c h e d .  T h i s  p r o c e d u r e  c o u l d  be  u s e d  t o  

s p a n  t h e  w h o l e  s o l u t i o n  s p a c e  by  b e g i n n i n g  a t  on e  

h o r i z o n t a l  b o u n d a r y  a n d  i n t e g r a t i n g  o n e ' s  way t o  t h e  

o t h e r  h o r i z o n t a l  b o u n d a r y .

To v i s u a l i z e  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  a  s t a b l e  i n t e g r a ­

t i o n  m e t h o d ,  c o n s i d e r  t h e  p e r t i n e n t  e q u a t i o n s  r e w r i t t e n  

i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m

( i f . i f . 3)

( i f . 4 . 1 )

( i f . 4 . if)

( i f . i f . 5)

( i f . i f . 6 )

F o r  t h e  p r e s e n t  a p p l i c a t i o n ,  u s e  was made  o f  a  

s i m p l e  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  m e t h o d  a l t h o u g h  g r e a t e r
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a c c u r a c y  may b e  a c h i e v e d  w i t h  a  h i g h e r  o r d e r  m e t h o d .

T h i s  was  u s e d  m a i n l y  f o r  p r e l i m i n a r y  r e s u l t s  a n d  s u f i c e s  

f o r  t h e  p u r p o s e  o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n .  I f  a  w h o l e  s o l u t i o n  

r o w  i s  k n o w n ,  t h e n  t h e  x p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  may be  

c o m p u t e d  f o r  t h a t  r o w ,  J ,  a n d  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  f u n c ­

t i o n s  o f  E q s .  4 . 3 . 1  t h r o u g h  4 * 3 . 7  a r e  c a l c u l a t e d .  They  

a r e ,  i n  t u r n ,  u s e d  t o  p r e d i c t  t h e  v a l u e  o f  t h e  v a r i a b l e s  

a t  t h e  n e x t  r ow

The  d i s c r e t i z a t i o n  s c h e m e s  f o r  s e c o n d  a n d  f i r s t  o r d e r  

p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  i n  t h e  x d i r e c t i o n  a r e  c e n t e r e d  

d i f f e r e n c e  s c h e m e s .  The  c a p i t a l ' F ' r e p l a c i n g  t h e  l o w e r  

c a s e  ' f * i n  t h e  c o n t i n u o u s  p . d . e . ' s  o f  E q s .  4 . 4 . 1  t h r o u g h  

4 . 4 . 6  r e p r e s e n t  t h e  c h a n g e  f ro m  c o n t i n u o u s  t o  d i s c r e t e  

f u n c t i o n s .  k l s o ,  n o t e  m u s t  b e  t a k e n  t h a t  t h e  f u n c t i o n s

( 4 . 4 . 8 )

P*  = f J ' P 1 ( J )  ,E1 v ( J )  , J* ( J )  , E ( J )1  *HY ( J ) + P .  ( J )~  1 ~  jL-N. 1 ~ iy  ~ p y  ^ o y  j  —1

( 4 . 4 . 1 2 )
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a r e  now f u n c t i o n s  o f  s o l u t i o n  v e c t o r s  o f  t h e  v a r i a b l e s  

i n  t h e  w h o l e  r o w .  T h i s  s t e m s  f r o m  t h e  d i s c r e t i z a t i o n  

s c heme  o f  t h e  d e r i v a t i v e s  i n  t h e  x d i r e c t i o n  w h i c h  

n e c e s s i t a t e s  t h e  i n c l u s i o n  o f  v a r i a b l e  v a l u e s  a t  t h e  

t r a n s v e r s e  g r i d  p o i n t s  f o r  t h e  s o l u t i o n  a t  an y  on e  

g r i d  p o i n t .

The c o r r e c t o r  s t e p  may now be  t a k e n  by  u s i n g  t h e

p r e d i c t e d  v a l u e s  ( d e n o t e d by  t h e  s t a r ( * ) }  a n d a v e r a g i n g

t h e  f u n c t i o n s  o v e r  t h e  two r o w s  t o  g e n e r a t e  a c o r r e c t e d

s o l u t i o n a t  r ow ( J + l )

V J+1) -  ( F 1+F? ) . H | i J ) +
A.-py(J) ( 4 .  4 .  13)

V J+1> = ( F 2+F p . H m >  ■* i n y < J > ( 4 . 4 . 1 4 )

? 1 ( J + 1 )  = ( , 3+f 5 ) ^ )  * ll<J> ( 4 . 4 . 1 5 )

Njtj+l) - - Nt ( J ) ( 4 . 4 . 1 6 )

E.  ( J + l ) = 1
{P +„ ) J B X L I )  +

' -o £
| j ( J ) ( 4 . 4 . 1 7 )

v ^ J + 1 )  = +

A*
, V J) ( 4 . 4 . 1 8 )

w h e r e  t h e  HY(J)  i s  t h e  g r i d  s t e p .

To b e g i n  t h i s  m e t h o d  a t  o n e  b o u n d a r y ,  k n o w l e d g e

o f  a l l  s i x  v a r i a b l e s  a t  a l l  g r i d  p o i n t s  i n  t h e  b o u n d a r y

row m u s t  b e  known.  From t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  b o u n d a r y

d a t a  a v a i l a b l e  ( s e e  S e c t i o n  *+.2) , o n l y  t h r e e  (n^  , p^  an d

V^) a r e  known a t  t h e  l o w e r  b o u n d a r y  l e a v i n g  t h r e e  unknown

( J  , J  ,E.  ) .  T h i s  i s  a n a l o g o u s  t o  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  n y ’ p y ’ l y '  &
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s i t u a t i o n  a n d  a  s i m i l a r  t r e a t m e n t  h a s  b e e n  a p p l i e d .

S i n c e  t h e r e  a r e  t h r e e  u n k n o w n s  a t  e a c h  n o d e  a n d  ( N - 2 )  

n o d e s  i n  t h e  b o u n d a r y  r o w ,  t h e r e  a r e  a  t o t a l  o f  3 x ( N - 2 ) = L  

u n k n o w n s  i n  t h e  r o w  s o l u t i o n  v e c t o r .  T h u s  3 x ( N - 2 )  

l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n  v e c t o r s  m u s t  be  c a r r i e d  

t o  o b t a i n  a  c o m p l e t e  s o l u t i o n .  The  s t a r t i n g  v e c t o r s  a r e  

g i v e n  a r b i t r a r y  v a l u e s  t h a t  s a t i s f y  t h e  l i n e a r  i n d e p e n d e n c e  

c o n d i t i o n .  The  e a s i e s t  f o r m  o f  g e n e r a t i o n  o f  s u c h  v e c t o r s  

i s  t o  g i v e  t h e  v a l u e  o f  z e r o  t o  a l l  v a r i a b l e s  i n  a  p a r t i ­

c u l a r  s o l u t i o n  v e c t o r  K a n d  t h e  v a l u e  o f  ( 1 + j O )  f o r  t h e  

c u r r e n t  d e n s i t i e s  a nd  e l e c t r i c  f i e l d .  S u c h  a  s t a r t i n g  

m a t r i x  f o r  J - 2  i s  shown  i n  F i g .  4 . 6 ,  i t  i n c l u d e s  o n l y  

v a l u e s  f o r  t h e  i n t e r i o r  p o i n t s ,  t h e  b o u n d a r y  p o i n t s  

a t  J=1  a n d  N a r e  a l l  s e t  t o  z e r o  f o r  t h e  h o m o g e n e o u s  

r e s p o n s e .  The  m a t r i x  f o r  r o w  J=1 o f  t h e  h o m o g e n e o u s  

r e s p o n s e  i s  t h e  n u l l  m a t r i x  due  t o  t h e  z e r o  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s  o n  , n^ a n d  p^  a s  d e r i v e d  i n  S e c t i o n  4 . 2  

a n d  t h e  f a c t  t h a t  E- , J  , a n d  J  a r e  s e t  t o  z e r o  h e r e
J r v i7

d u e  t o  t h e  n a t u r e  o f  t h e  s o l u t i o n .

B o u n d a r y  v a l u e  i n f o r m a t i o n  i s  c a r r i e d  i n  a n  e x t r a  

c o l u m n  o f  t h e  s o l u t i o n  m a t r i x ,  K = 3 x ( N - 2 ) + l ,  a n d  i t  

s t a r t s  o u t  a s  z e r o  f o r  ( 1 ^  J  , a n d  1 = 1 , 2 )  b u t  h a s  t h e  

c o r r e c t  v a l u e s  a t  t h e  t r a n s v e r s e  b o u n d a r i e s  f o r  b o t h  I  

l e v e l s .  T h i s  t r a n s v e r s e  b o u n d a r y  v a l u e  i s  f o u n d  f r o m  

t h e  t o t a l  s o l u t i o n  g i v e n  by  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  AC s i m u ­

l a t i o n  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  3 . 5  a n d  s u b m i t t e d  t o  t h e  

p r o g r a m  a s  d a t a .  T h i s  i s  i n  k e e p i n g  w i t h  t h e  t r e a t m e n t
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F i g u r e  ^ . 6 .  A r b i t r a r y  s t a r t i n g  v e c t o r s  a s  c o l u m n s  o f  
V { 2 ) , e m p l o y e d  i n  t h e  s m a l l  s i g n a l  AC 
s i m u l a t i o n .

6 x ( N - 2 )
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of the boundaries as described in Section 4.2.

I n t e g r a t i o n  o f  t h e  a b o v e  v e c t o r s  i s  p e r f o r m e d  

f r o m  t h e  s u b s t r a t e - m e t a l  b o u n d a r y  t o  t h e  i n s u l a t o r -  

s e m i c o n d u c t o r  b o u n d a r y .  S i n c e  t h e  i n s u l a t o r  i s  a s s u m e d  

i d e a l ,  no  c a r r i e r  o r  c a r r i e r  c u r r e n t  d e n s i t i e s  e x i s t  

i n  t h i s  m e d i a ,  t h u s  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  c a r r i e r  c u r r e n t  

d e n s i t y  e q u a t i o n s  a n d  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n s  s t o p  a t  t h i s  

i n t e r f a c e .  The p o t e n t i a l ,  a n d  a s s o c i a t e d  e l e c t r i c  f i e l d  

i n  t h e  y  d i r e c t i o n ,  a r e  c a r r i e d  a c r o s s  t h e  i n t e r f a c e  by 

a p p l i c a t i o n  o f  G a u s s '  Law.  I n  t h e  i n s u l a t o r  t h e  

p o t e n t i a l  s a t i s f i e s  L a p l a c e ' s  e q u a t i o n ;  i n t e g r a t i o n  o f  

t h e  two f i r s t  o r d e r  e q u a t i o n s  ( t h e  a l t e r n a t i v e  f o r m u l a ­

t i o n ,  s e e  S e c t i o n  4 . 3 )  c a r r i e s  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  t o p  

b o u n d a r y .  The  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  i n t e g r a t i o n  a p p l i e d  

t o  E q s .  4 . 2 . 4 3  a n d  4 . 2 . 4 4  i s i  

p r e d i c t o r

S t y  = Dx V J)  * HY(J)  + £ l y ( J ) ( 4 . 4 . 1 9 )

VJ = - E i y ( J ) * HY( J )  + V ^ J ) ( 4 . 4 . 2 0 )

c o r r e c t o r

( 4 . 4 . 2 2 )

2
w h e r e  Dx r e p r e s e n t s  t h e  d i s c r e t e  a n a l o g u e  o f  t h e  s e c o n d  

d e r i v a t i v e  w i t h  r e s p e c t  t o  x .
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The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  a p p l i e d  a t  t h e  t o p  

t o  f i n d  t h e  w e i g h t s ,  p ,  u s i n g  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n  shownAJ
i n  F i g .  4 . 7 .  T h i s  y i e l d s  a s  many c o m b i n i n g  c o n s t a n t s ,  

p ,  a s  t h e r e  a r e  u n k n o w n s ,  L .  The  r e s u l t i n g  m a t r i x  

w h i c h  m u l t i p l i e s  t h e  p v e c t o r  m u s t  be  i n v e r t e d  w i t h  

a s  much p r e c i s i o n  a s  p o s s i b l e .  I t  i s  a  f u l l  m a t r i x  

a n d  h a s  c o m p l e x  c o e f f i c i e n t s .  A G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  

r o u t i n e  i s  i m p l e m e n t e d  i n  c o m p l e x  s p a c e  t o  i n v e r t  t h i s  

m a t r i x .  A f l o w  c h a r t  o f  t h e  a l g o r i t h m  i s  shown i n  F i g .  4 . 8 .

P e r f o r m i n g  a  r e c o n d i t i o n i n g  o p e r a t i o n  a n d  t e s t i n g  

f o r  i t s  n e e d  a t  a n y  on e  ro w  i s  d o n e  a s  d e s c r i b e d  i n  t h e  

p r e v i o u s  s e c t i o n .  O n l y  o n e  p a s s  i s  n e c e s s a r y  i n  t h e  

c a l c u l a t i o n  o f  a d m i t t a n c e ,  a s  i s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  

4 . 5 . To o b t a i n  t h e  t o t a l  s o l u t i o n ,  two p a s s e s  w i t h  

a c c o m p a n y i n g  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  p ' s  f o r  e a c h  r e c o n d i t i o n -  

i n g  r e g i o n  m u s t  b e  p e r f o r m e d .  S i n c e  o n l y  t h e  a d m i t t a n c e  

wa s  t h e  p a r a m e t e r  o f  i n t e r e s t  i n  t h i s  w o r k ,  t h e  t o t a l  

s o l u t i o n  a l g o r i t h m  was  n o t  i m p l e m e n t e d .
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O b t a i n e d  f ro m 
t h e  l i n e a r l y  
i n d e p e n d e n t  
v e c t o r s  a t  l a s t  
i n t e g r a t i o n  s t e p

b o u n d a r y  
i n f o r m a t i o n  
v e c t o r

b o u n d a r y  a t
t o p  c o n t a c t  f o r
V1 and  a t  S i - S i Q ,
f o r  J  i and  J  . 1 p i  n l

F i g u r e  ^ . 7 .  A p p l i c a t i o n  o f  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( a t  J=M f o r  V,, and  a t  J= J0  f o r  
J p y  an d  J n y ) i n  t h e  s m a l l  s i g n a l  AC p r o b l e m .
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ENTER

g r i d  |SET c o n s t a n t s  a nd

I NI T IA L IZ E  U=I

JO-1J=2

|  CALL GRAMSM |

J  = JO+1 , M

CALCULATE s o l u t i o n  V . d . K - l )  a n d  J D I S P ( I

SUBROUTINE
GRAMSM

SUBROUTINE 
STEP 3

SUBROUTINE 
STEP 4

CALCULATE C( I ) a n d  P r i n t

CALCULATE & ' s  a t  t o p  b o u n d a r y

SUBROUTINE 
STEP 2 

( P r e d i c t o r - C o r r e c t o r )

CALL STEP 3 ,  s t e p  
a c r o s s  t h e  Sem^-Ins .  

b o u n d a r y  w i t h  Ga us s*  Law

CALL STEP 2 ( C a l c u l a t i n g  
i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r )  

INTEGRATE E q s .  k . k . l  t h r u  f r . f r .6

CALL STEP ( c a l c u l a t i n g  
i n  t h e  i n s u l a t o r )  a n d  

INTEGRATE E q s .  <+.3-19 t h r u  <+.3.22

OBTAIN AS DATAi 
g r i d ,  V 0 ( I , J ) ,  NDOP( I , J ) , 

a n d  r e s u l t s  o f  VAC1D f o r  b o u n d a r i e s

Figure <+,8. Computational flowchart of VAC2D.
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4 . 5  The Three T erm inal V a r a c to r -S m a ll  S ig n a l  A n a l y s i s  

in  Two D im en sion s

The  d e v i c e  u s e d  t o  t e s t  t h e  a l g o r i t h m  o f  S e c t i o n  4 . 3
( 2 )

i e  t h e  " T h r e e  T e r m i n a l  V a r a c t o r "  . The  s t r u c t u r e  

a n d  g r i d  e m p l o y e d  i s  s ho wn  i n  F i g .  2 . 3 0  w h e r e  t h e  n e c e s s a r y  

DC p a r a m e t e r s  w e r e  o b t a i n e d .  I n  t h i s  s e c t i o n  t h e  s m a l l  

s i g n a l  a d m i t t a n c e  s h a l l  b e  c a l c u l a t e d  a n d  s t u d i e d  a s  a  

f u n c t i o n  o f  DC b i a s .  The  s m a l l  s i g n a l  AC p o t e n t i a l  i s  

s u p e r i m p o s e d  o n  t h e  DC b i a s e s  a s  shown i n  F i g .  4 . 9 *

The  d e v i c e  m o d e l e d  c o n s i s t s  o f  a  u n i f o r m l y  d o p e d
I t  "l o

(Na = 1 . 1 0  - ' i o n s / c m ^ )  s i l i c o n  s u b s t r a t e  w i t h  a  1000A 

o x i d e  ( S i O g ) . a  s u b s t r a t e  c o n t a c t  a n d  two t o p  p l a t e s  

s e p a r a t e d  b y  a  d i s t a n c e  x d . The  g r i d  u s e d  i n  t h e  a n a l y s i s  

i s  u n i f o r m  w i t h  2 5 x 6 0  g r i d  p o i n t s  i n  t h e  x a n d  y  d i r e c t i o n s  

r e s p e c t i v e l y  (Hx~. !u*n a n d  H y = . 0 2 5 u m ) .  T h e r e  a r e  25 x 1 0  

g r i d  p o i n t s  i n  t h e  i n s u l a t o r  w i t h  u n i f o r m  .Olum s t e p s  

i n  t h e  y d i r e c t i o n  a n d  . lum s t e p s  i n  t h e  x d i r e c t i o n .

The AC s o l u t i o n  i s  n o t  s o u g h t  o u t s i d e  t h i s  r e g i o n  ( a s  i s  

i n  t h e  DC m o d e l )  s i n c e  t h e  AC b i a s  i s  a s s u m e d  s m a l l  a n d  

t h e  g a p  r e g i o n  i s  a s s u m e d  t o  b e  a t  AC g r o u n d .  T h i s  

a s s u m p t i o n  i s  r e a s o n a b l e  s i n c e  i t  i s  a n t i c i p a t e d  t h a t  

t h e  AC p o t e n t i a l  d r o p s  q u i t e  r a p i d l y  a l o n g  t h e  a i r - i n s u l a t o r  

s u r f a c e ,  a s  e x p e r i e n c e d  f o r  t h e  DC c a s e  ( s e e  F i g ,  2 . 3 9 )  •

T he  m a i n  i n t e r e s t  h e r e  i s  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  s m a l l  

s i g n a l  c a p a c i t a n c e  o f  o n e  o f  t h e  t o p  l e a d s  a s  a  f u n c t i o n  

o f  b i a s  v o l t a g e s .  F o r  t h i s  p u r p o s e  a  s m a l l  s i g n a l  

c a p a c i t a n c e ,  C { I ) , i s  d e f i n e d  a t  e a c h  o f  t h e  g r i d  n o d e s
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F i g u r e  4 . 9 ,  S t r u c t u r e  a n d  b i a s i n g  o f  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r .
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o f  t h e  p l a t e  i n  q u e s t i o n  a s  shown i n  F i g .  4 , 1 0 a .  T h i s  

l u m p e d  v a l u e  c a p a c i t a n c e  i s  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  n o r m a l  

d i s p l a c e m e n t  c u r r e n t  d e n s i t y  a t  e a c h  p l a t e  n o d e  a s  shown 

i n  F i g .  4 . 1 0 b ,  i s  t h e  n o r m a l  d i r e c t i o n  t o  t h e  p l a t e ) .

C a l c u l a t i o n  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  c u r r e n t  y i e l d s

*1 j  * * a  ——d i s p  y - j »  K i e o § . l ' ay (**•5 ■ 1)

The e l e c t r i c  f i e l d  a t  t h e  p l a t e  ( J = 6 0 )  may be  e x p r e s s e d  

i n  t e r m s  o f  t h e  AC p o t e n t i a l  a s

E 1 Y ( I , 6 0 )  = - { V I ( I . 6 0 ) - V I ( I . 5 9 ) ) / H Y ( 5 9 )  ( l s l s N L )
( 4 . 5 . 2 )

S i n c e  V 1 ( I , 6 0 ) = V  . t h e  a p p l i e d  s m a l l  s i g n a l  AC b i a s ,n C

t h e  d e f i n i t i o n  o f  c a p a c i t a n c e  a s  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  1 

may be r e - e x p r e s s e d  a s

K-t £  0 
C* c < 3 >“ HY(5 9 )  *IW

< V a c - V U l . i ? )
cm

( l s I s N L )

( 4 . 5 - 3 )

The c a p a c i t a n c e  i s  n o r m i a l i z e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

o x i d e  c a p a c i t a n c e .  By t h i s  i t  i s  ir^eant t h a t  an  o x i d e  

c a p a c i t a n c e

c0(D -t c ,  e1 ^ 0  
xTTiT cm'

( 4 . 5 . 4 )

may be d e f i n e d  f o r  e a c h  n o d e  p o i n t  an d  u s e d  a s  a  n o r m a l ­

i z i n g  c o n s t a n t .  T h i s  i s  u s e f u l  s i n c e  t h e  c a p a c i t a n c e
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F i g u r e  4 . 1 0 a .  D i s t r i b u r e d  c a p a c i t a n c e  c i r c u i t  s h o w i n g
d e f i n i t i o n s  o f  p e r t i n e n t  c a p a c i t a n c e s  i n  
t h e  t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r  s t u d i e d .
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F i g u r e  4 . 1 0 b .  G r i d  a n d  v a r i a b l e s  e m p l o y e d  i n  t h e  s m a l l
s i g n a l  AC c a p a c i t a n c e  c a l c u l a t i o n .
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l e v e l  f o r  a  s t r i p ,  b e i n g  c o n s i d e r e d  a  o n e  d i m e n s i o n a l  

d e v i c e ,  i s  e a s i l y  f o u n d  f r o m  a  p l o t  o f  C ( I ) v e r s u s  I .  

F u r t h e r m o r e ,  t h e  e f f e c t  o f  c a p a c i t a n c e  c h a n g e  d u e  t o  

t h e  DC b i a s  c o n d i t i o n s  i s  e a s i l y  n o t i c e d  a n d  r e l a t e d  t o  

i t s  c a u s e . L a s t l y , a n y  f r i n g i n g  e f f e c t  due  t o  f i n i t e  

p l a t e  d i m e n s i o n  i s  e a s i l y  o b s e r v a b l e .  A l l  t h e s e  p o i n t s  

a r e  d i s c u s s e d  i n  g r e a t e r  d e t a i l  when  p a r t i c u l a r  e x a m p l e s  

a r e  c o n s i d e r e d . The c a p a c i t a n c e  c a l c u l a t e d  i s  t h a t  o f  

Eq .  4 . 5 . 3  n o r m a l i z e d  by  Eq .  4 . 5 * 4  t o  y i e l d

Use  h a s  b e e n  made  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  o x i d e  t h i c k n e s s  

i s  c o n s t a n t  i n  t h e  e x a m p l e  b e i n g  c o n s i d e r e d  a n d  d i v i d e d

a s s u m p t i o n  i s  t h a t  on e  may v i e w  C ( I ) a s  a  c o l l e c t i o n  o f  

i n d i v i d u a l  MOS c a p a c i t o r s  i n  p a r a l l e l  a s  i s  shown i n  

F i g .  4 . 1 0 a .

The c a p a c i t a n c e  f u n c t i o n  i s  c a l c u l a t e d  f o r  two 

d i f f e r e n t  l e a d  s e p a r a t i o n s ,  0 . 2 u m  an d  0 . 6 u m ,  i n  a n  e f f o r t  

t o  d e m o n s t r a t e  t h e  e f f e c t  o f  l e a d  s e p a r a t i o n  on  p l a t e  t o  

p l a t e  c o u p l i n g .  The r e s u l t i n g  f u n c t i o n s  a r e  p l o t t e d  i n  

F i g s .  4 . 1 1 ,  1 2 ,  a n d  13 f o r  t h e  n a r r o w  g a p  c a s e  a n d  

F i g s .  4 , 1 4 , 1 5  a n d  16 f o r  t h e  w i d e  g a p  c a s e  a s  b i a s  

v o l t a g e  2 i s  v a r i e d  a s  - 1 .  0 ,  and  +1 v o l t  r e s p e c t i v e l y .

F o r  b o t h  d e v i c e s ,  t h e  c a p a c i t a n c e  a t  a c c u m u l a t i o n  

(Vl=  - 2 v )  i s  l i t t l e  a f f e c t e d  by t h e  v a r y i n g  b i a s  o n  V 2 .

i n t o  t e n  g r i d  s t e p s  i n  t h e  a  d i r e c t i o n .  The u n d e r l y i n g



2 35c/c

x =1000A

O v .
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F i g u r e  4 . 1 2 .  T h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r
c a p a c i t a n c e - v o I t a g e  c u r v e
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F i g u r e  4 . 1 6 .  T h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r

c a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e .
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T h e r e  i s  a n  e x c e p t i o n ,  t h e  c a p a c i t a n c e  v a l u e  o f  t h e  

r i g h t  e d g e  o f  t h e  p l a t e ,  1 = 1 2 ,  i s  s l i g h t l y  h i g h e r  i n  a l l  

b u t  o n e  c a s e  ( V l = - 2 ,  V2=+l )  f o r  t h e  s h o r t  g a p  d e v i c e .  The 

r e a s o n  f o r  t h i s  h i g h e r  v a l u e  i s  f r i n g i n g .  T h i s  r i g h t m o s t  

r e g i o n  i s  n o t  t e r m i n a t e d  by  an  a c c u m u l a t e d  c h a r g e  s h e e t  

o f  t h e  same l e n g t h  a s  t h e  p l a t e , b u t  o n e  t h a t , d u e  t o  t h e  

l a r g e  b i a s  on  V I ,  e x t e n d s  p a s t  t h e  r e g i o n  b e l o w  t h e  p l a t e .  

T h i s  i n c r e a s e s  t h e  e q u i v a l e n t  CQ f o r  t h e  r i g h t m o s t  c a p a c i ­

t o r  a n d  i n c r e a s e s  t h e  o v e r a l l  c a p a c i t a n c e  a t  t h i s  p o i n t .

The b i a s  Vl  = - 2  i s  a  v e r y  s t r o n g  o n e  i n  t h a t  i t  h o l d s  

t h e  s e m i c o n d u c t o r  d e e p  i n  a c c u m u l a t i o n ,  t h e  s u r f a c e  

c o n d i t i o n  u n d e r  t h e  l e a d  i s  r e l a t i v e l y  u n a f f e c t e d  by t h e  

n e a r b y  l e a d  b i a s .  ( S e e  C h a p t e r  2 w h e r e  t h e  DC c o n d i t i o n s  

a r e  d e s c r i b e d . )  O n l y  when t h e  two l e a d s  a r e  s u f f i c i e n t l y  

t o g e t h e r , e . g .  t h e  . 2um g a p  d e v i c e , a n d  t h e  b i a s  on  t h e  

o t h e r  l e a d  s u f f i c i e n t l y  s t r o n g , V 2 = + l v . , i s  a  c h a n g e  

n o t i c e a b l e .  I n  t h i s  c a s e ,  a  d e c r e a s e  i n  t h e  a c c u m u l a t i o n  

r e g i o n  f r i n g i n g  b r i n g s  w i t h  i t  a  d e c r e a s e  i n  c a p a c i t a n c e .

F o r  V2=0v .  t h e  r e s u l t s  f o r  b o t h  t y p e  g a p s  a r e  n e a r l y  

i d e n t i c a l  i f  s u p e r i m p o s e d  ( F i g s ,  *+.12 a n d  h . 1 5 ) .  T h i s  

p o i n t s  t o  t h e  f a c t  t h a t  o p e r a t i o n  f o r  t h i s  b i a s  c o n d i t i o n  

i s  t o t a l l y  d e p e n d e n t  on  f r i n g i n g .  T h i s  V2 b i a s  c o n d i t i o n  

a l l o w s  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  i d e a  o f  a  s i d e w a l l  d e p l e t i o n  

c a p a c i t a n c e  d u e  t o  f i e l d  e f f e c t ,  w h i c h  i n c r e a s e s  t h e  

o v e r a l l  c a p a c i t a n c e ,  a s  shown i n  F i g .  h . l ? a .  T h i s  c o n d i ­

t i o n  may e a s i l y  b e  d i s t u r b e d  by a p p l y i n g  a n e g a t i v e  o r  a  

p o s i t i v e  b i a s , t o  V2 , b o t h  r e d u c i n g  t h e  o v e r a l l  c a p a c i t a n c e .
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V« =2v. Vo=0v.

SiO

S i  

P t y p e

F i g u r e  4 . 1 7 a .  I n v e r s i o n  u n d e r  l e a d  1 ,  s h o w i n g  l a t e r a l
s p r e a d  o f  i n v e r s i o n  r e g i o n .

V ^ v .  V2 = ’ 1 ,

SiO

S i  
P t y p e

F i g u r e  4 . 1 7 b . R e d u c t i o n  o f  l a t e r a l  i n v e r s i o n  r e g i o n
u n d e r  l e a d  L  by a c c u m u l a t i o n  u n d e r  l e a d  2 .

V^“ 2 v . V £ - 1 v ,

S i 0 2

P t y p e

F i g u r e  4 . 1 7 c .  I n c r e a s e  i n  l a t e r a l  i n v e r s i o n  by  t h e
i n v e r s i o n  l e a d  2 .
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I n  t h e  s e c o n d  c a s e ,  d e p l e t i o n  u n d e r  l e a d  2 d e s t r o y s  

t h e  s i d e w a l l  d e p l e t i o n  a n d  r e m o v e s  t h a t  c a p a c i t a n c e ,

r e d u c i n g  t h e  o v e r a l l  c a p a c i t a n c e .  T h i s  i s  f u r t h e r

d o c u m e n t e d  by t h e  w i d e  g a p  d e v i c e  f o r  V l - + 2 v ,  V 2 = + l v .

I n  t h a t  c a s e  t h e  d e p l e t i o n  r e g i o n s  do n o t  m e e t  a n d  t h e  

s i d e w a l l  c a p a c i t a n c e  i s  s t i l l  p r e s e n t .

From t h e  t h r e e  V2 b i a s  c o n d i t i o n s  on  t h e  w i d e  g a p  

d e v i c e s ,  shown i n  F i g s .  4 . 1 4  t h r o u g h  4 . 1 6 ,  i t  i s  c l e a r  

t h a t  a t  t h i s  d i s t a n c e  ( .b^im) t h e  e f f e c t  o f  V2 on  i s  

m i n i m a l .  F o r  V2=0v a n d  V2 = + l v  a n d  m o s t  o f  V 2 = - l v ,  t h e  

c u r v e s  a r e  e x a c t l y  t h e  same a s  a  f u n c t i o n  o f  V I .  On l y  

when V 2 = - l v  a n d  V l = + 2 v  i s  t h e  c a p a c i t a n c e  d i f f e r e n t .

T h i s  i s  a g a i n  d u e  t o  t h e  d e c r e a s e  i n  t h e  d e p l e t i o n  u n d e r  

l e a d  1 d u e  t o  t h e  a c c u m u l a t i o n  u n d e r  l e a d  2 .  E ven  a t  

t h i s  d i s t a n c e  ( .6nm) t h e  e f f e c t  o f  V2 i s  n o t i c e a b l e .
I C. ^

T h i s  i s  b e c a u s e  f o r  1x10 J i o n s / c m J  d o p e d  m a t e r i a l ,  

XpMÂ . 8 5 u m ,  t h u s  t h e  d e p l e t i o n  r e g i o n  e x t e n d s  w i d e l y .

An i n t e r e s t i n g  e f f e c t  i s  o b s e r v e d  f o r  b i a s  c o n d i t i o n s  

V l = 0 v  a nd  V 2 = - l v ,  shown i n  F i g .  4 . 1 8 a .  H e r e ,  a s  i n  no 

o t h e r  c a s e  sh o w n ,  t h e  c a p a c i t a n c e  o f  l e a d  1 b e cam e  v e r y  

l a r g e .  T h i s  i s  p e c u l i a r  t o  a  n a r r o w  g a p  d e v i c e  a n d  i s  due  

t o  t h e  a c c u m u l a t i o n  r e g i o n  u n d e r  l e a d  2 e x t e n d i n g  t o  

u n d e r  l e a d  1 .  S i n c e  m o s t  o f  t h e  s e m i c o n d u c t o r  u n d e r  l e a d  

1 i s  n o t  a t  f l a t - b a n d ,  b u t  p a r t l y  a c c u m u l a t e d ,  i t s  c a p a ­

c i t a n c e  i s  h i g h e r  ( C ! ___ >C™)  . A l s o ,  t h e  f r i n g i n gacCum r d
c a p a c i t a n c e  i n c r e a s e s  t h e  e d g e  c a p a c i t a n c e s , a s  shown  i n  

F i g .  4 . 1 8 a .



Figure

F i g u r e

. 1 8 a .  The i n f l u e n c e  o f  a  n e a r b y  a c c u m u l a t i o n
r e g i o n  on  t h e  c a p a c i t a n c e  o f  a  s h o r t  gap  
d e v i c e ,

V ,=Ov .  V ~ = - l v .

SiO

S i
P t y p e

, 1 8 o .  R e d u c t i o n  o f  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  a c c u m u l a ­
t i o n  r e g i o n  by  t h e  i n c r e a s e  i n  g a p  w i d t h .
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The q u e s t i o n  o f  d i r e c t  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  l e a d s  

may h e  e x p l o r e d  by  o b s e r v i n g  t h e  z e r o  b i a s  c o n d i t i o n s  

i n  b o t h  d e v i c e s .  U n d e r  t h i s  c o n d i t i o n ,  t h e  e n e r g y  b a n d s  

a r e  f l a t  o v e r  t h e  w h o l e  d e v i c e .  The c a p a c i t a n c e  v a l u e s  

a s  a  f u n c t i o n  o f  d i s t a n c e ,  i f  s u p e r i m p o s e d  w i t h  t h e  

r i g h t m o s t  e d g e s  m a t c h i n g ,  a r e  i d e n t i c a l .  T h i s  p o i n t s  

t o  t h e  f a c t  t h a t  d i r e c t  c o u p l i n g  i s  m i n i m a l  s i n c e  

s e p a r a t i n g  t h e  l e a d s  h a s  no  n o t i c e a b l e  e f f e c t  on  t h e  

c a p a c i t a n c e .  The s l i g h t  i n c r e a s e  i n  c a p a c i t a n c e  a t  t h e  

g a p  e d g e  i n  b o t h  c a s e s  i s  d u e ,  n o t  t o  l e a d - t o - l e a d  

f r i n g i n g ,  b u t  t o  t h e  s l i g h t l y  l a r g e r  CQ a t  t h a t  e d g e .

T h i s  i n c r e a s e  i s  d u e  t o  l e a d  e d g e  t o  s e m i c o n d u c t o r  

s u r f a c e  f r i n g i n g  f o r  l e a d  1 .  F u r t h e r m o r e ,  s i n c e  l e a d  

2 i s  AC g r o u n d e d ,  a  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  AC c u r r e n t  d e n s i t y  

a t  l e a d  2 m e t a l - i n s u l a t o r  b o u n d a r y  shows  i t  t o  be  s e v e r a l  

o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  b e l o w  t h a t  i n  l e a d  1.

T h i s  may be  c o n f i r m e d  by  o b s e r v i n g  t h a t  f o r  a  w i d e r  

g a p  d e v i c e ,  t h i s  e x t e n s i o n  o f  t h e  a c c u m u l a t i o n  r e g i o n  

d o e s  n o t  o c c u r  a s  s e e n  i n  F i g .  4 . 1 8 b  a n d  no c o r r e s p o n d i n g  

l a r g e  c a p a c i t a n c e  i n c r e a s e  o c c u r s .

The c o n c l u s i o n s  w h i c h  may be  d r a w n  f r o m  t h i s  s t u d y  

a r e  t h e  f o l l o w i n g i

1 .  V a r i a t i o n  o f  t h e  a d m i t t a n c e  o f  o n e  l e a d  by 

v a r y i n g  b i a s e s  on  a  n e a r b y  l e a d  i s  a  s h o r t  r a n g e  

p h e n o m e n a .

2 .  F o r  g a p s  > . 6 a m ,  t h e  e f f e c t  i s  m i n i m a l  f o r  t h e  

s t r u c t u r e  s t u d i e d .



F o r  g a p s  o r  e v e n  o v e r l a p p i n g  e l e c t r o d e s ,

some c o n t r o l  o f  t h e  f r i n g i n g  c a p a c i t a n c e  i s  p o s s i -



CHAPTER 5
2^7

SUMMARY

I n  t h e  c o u r s e  o f  t h e  p r e s e n t  work  s e v e r a l  t h i n g s  

a r e  a c c o m p l i s h e d *

1 .  D e v e l o p m e n t  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  

d e s c r i b i n g  MIS d e v i c e  o p e r a t i o n  i n t o  t h e  p r o p e r  s e t  f o r  

DC a n d  s m a l l  s i g n a l  AC a n a l y s i s  i n  o n e  a n d  two s p a t i a l  

d i m e n s i o n s .

2 .  I n v e s t i g a t i o n  o f  v a r i o u s  m e t h o d s  u s e d  t o  

s o l v e  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  n u m e r i c a l l y .  S e v e r a l  o f  

t h e s e  m e t h o d s  a r e  n o v e l  i n  a p p l i c a t i o n  t o  s e m i c o n d u c t o r  

d e v i c e  m o d e l i n g .

3 .  The s t u d y  o f  s e v e r a l  MIS d e v i c e s  w i t h  o n e  a n d  

two d i m e n s i o n a l  c h a r a c t e r .  The  a d m i t t a n c e  o f  i n h o m o -  

g e n e o u s l y  d o p e d  MOS c a p a c i t o r s ,  t h e  t h r e e  l e v e l  c a p a c i t o r  

a n d  t h e  t h r e e  t e r m i n a l  v a r a c t o r  a r e  i n v e s t i g a t e d .

The a l g o r i t h m s  d e v e l o p e d  a r e  d e s c r i b e d  b e l o w i

1 .  One d i m e n s i o n a l  DC o p e r a t i o n  o f  a n  MOS c a p a c i t o r  

( s u b r o u t i n e  VDC1D). S o l v e s  t h e  s e m i c o n d u c t o r  n o n l i n e a r  

P o i s s o n  e q u a t i o n  w i t h  a  m e t h o d  s i m i l a r  t o  Gummel ' s  

a l g o r i t h m .

2 .  Two d i m e n s i o n a l  DC o p e r a t i o n  o f  a n  MOS d e v i c e  

( p r o g r a m  VDC2D). I t  o b t a i n s  t h e  p o t e n t i a l  i n  a n  MOS 

d e v i c e  e q u i l i b r i u m  by  s o l v i n g  t h e  s e m i c o n d u c t o r  n o n l i n e a r
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P o i s s o n  e q u a t i o n .  T h i s  i s  p e r f o r m e d  w i t h  a  on e  s t e p  

SOR-Newton i t e r a t i v e  s c h e m e .

3 .  One d i m e n s i o n a l  s m a l l  s i g n a l  AC o p e r a t i o n  o f  a n  

MOS c a p a c i t o r  ( p r o g r a m  VAC1D). S o l v e s  t h e  s m a l l  s i g n a l  

AC d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w i t h  a  s h o o t i n g  m e t h o d .

Em p lo y s  r e c o n d i t i o n i n g  t o  damp i n s t a b i l i t y  o f  t h e  s o l u ­

t i o n  a r i s i n g  f r o m  t h e  r e c o g n i z e d  i l l - c o n d i t i o n i n g  o f  t h e  

p r o b l e m .  I t  i s  e m p l o y e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  a d m i t t a n c e  

w i t h  a  minimum a m o u n t  o f  memory c o m p a r e d  t o  c l a s s i c a l  

m e t h o d s .  The  c o m p l e t e  s o l u t i o n  i n  t h e  i n t e r i o r  o f  t h e  

d e v i c e  i s  a l s o  a v a i l a b l e  f o r  s l i g h t l y  m or e  memory a n d  

c o m p u t a t i o n  t i m e .

4 .  Two d i m e n s i o n a l  s m a l l  s i g n a l  AC o p e r a t i o n  o f  

a n  MOS d e v i c e  ( p r o g r a m  VAC2D). T h i s  p r o g r a m  e m p l o y s  

t h e  m e t h o d  o f  c o m p l i m e n t a r y  f u n c t i o n s  e x t e n d e d  t o  two 

s p a t i a l  d i m e n s i o n s . I t  i s  e m p l o y e d  t o  s t u d y  t h e  t h r e e  

t e r m i n a l  v a r a c t o r .

T h e s e  m o d e l s  w e r e  d e r i v e d  a s  f r e e  f r o m  l i m i t i n g  

a s s u m p t i o n s  a s  p o s s i b l e .  The o n l y  f u n d a m e n t a l  a s s u m p t i o n s  

made  w e r e i

1 .  Use  o f  B o l t z m a n  s t a t i s t i c s  i n  p l a c e  o f  f u l l  

F e r m i  D i r a c  o n e s ,  l i m i t i n g  t h e  r a n g e  o f  a p p l i e d  DC 

b i a s  t o  t h e  d e v i c e s .

2 .  E m p l o y m e n t  o f  D i r i c h l e t  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

i n  c e r t a i n  c a s e s  a s  a n  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  p r o p e r  

t y p e  o f  b o u n d a r y  c o n d i t i o n .

3 . T e r m i n a t i o n  o f  moment  t a k i n g  o f  t h e  B o l t z m a n
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e q u a t i o n  a t  t h e  f i r s t  moment  by  a s s u m i n g  no t e m p e r a t u r e  

g r a d i e n t s .  T h i s  a l l o w s  t h e  g e n e r a t i o n  o f  s i x  d e s c r i b i n g  

e q u a t i o n s  f o r  a  two c a r r i e r  m o d e l .

Recommended  F u r t h e r  Work

The a p p l i c a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m s  d e v e l o p e d  t o  

d e v i c e s  o t h e r  t h a n  t h e  o n e s  s t u d i e d  i s  e n v i s i o n e d  a s  

a n  i m m e d i a t e  c o n t i n u a t i o n  o f  t h i s  w o r k .  The  u s e  o f  t h e  

two d i m e n s i o n a l  s m a l l  s i g n a l  AC a l g o r i t h m  i n  t h e  a n a l y s i s  

o f  d e v i c e s  i n  n o n e q u i l i b r i u m  s i t u a t i o n s  i s  p r o p o s e d ,  s u c h  

a s  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  a d m i t t a n c e  o f  MOSFETf s  u n d e r  

v a r y i n g  b i a s  c o n d i t i o n s .

The c l o s e r  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  f r e q u e n c y  d e p e n d e n c e  

o f  t h e  MIS a d m i t t a n c e  a n d  t h e  e m p l o y m e n t  o f  f u l l  F e r m i  

s t a t i s t i c s  i s  d e s i r a b l e .

The  a u t o m a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m s  f o r  a  w i d e  r a n g e  

o f  d e v i c e  p a r a m e t e r s  t o  a l l e v i a t e  t h e  n e e d  f o r  o p e r a t o r  

i n t e r v e n t i o n .  C o d i n g  o f  t h e  s t e p - b y - s t e p  o p t i m i z e d  

r e l a x a t i o n  p a r a m e t e r  f o r  t h e  DC p r o b l e m ,  a s  d i s c u s s e d  

i n  A p p e n d i x  B,  i s  a l s o  p r o j e c t e d .

L a s t l y ,  t h e  s t u d y  o f  t h e  l a r g e  s i g n a l  AC a n d  

t r a n s i e n t  r e s p o n s e  o f  d e v i c e s  i n  more  t h a n  o n e  s p a t i a l  

d i m e n s i o n  i s  a  p r o b l e m  t o  be  a d d r e s s e d  i n  t h e  f u t u r e .
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A p p e n d i x  A 

Model  o f  The 

G e n e r a t i o n - R e c o m b i n a t i o n  M e c h a n i sm

T h i s  a p p e n d i x  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  d e r i v a t i o n  o f  

a  l i n e a r i z e d  s m a l l  s i g n a l  g e n e r a t i o n - r e c o m b i n a t i o n  

m e c h a n i s m  t o  be  i n c l u d e d  i n  t h e  e q u a t i o n s  o f  C h a p t e r s  

3 a n d  4 .

The g e n e r a t i o n - r e c o m b i n a t i o n  (G-R) m o d e l  g i v e n  by 

S h o c k l e y  a n d  Read  a n d  H a l l  s h a l l  be  t h e

s t a r t i n g  p o i n t  o f  a n a l y s i s  w i t h

„   gP gn v t h NT ( P n - n i> , ,
R -  »n  n +N0 e x p - ( E c - E T ) / kT +0p  p + N ^ x p - ( E T- E v ) / kT

w h e r e

R ~ T h e r m a l  g e n e r a t i o n - r e c o m b i n a t i o n  r a t e  f o r  b o t h

e l e c t r o n s  a n d  h o l e s .

a  ,cr = C a p t u r e  c r o s s  s e c t i o n s  o f  t r a p s  f o r  b o t h  h o l e s  p n r

a n d  e l e c t r o n s  r e s p e c t i v e l y .

N ,N = E f f e c t i v e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  a t  t h e  v a l a n c e  a n d  v c 17
c o n d u c t i o n  b a n d  e d g e s  r e s p e c t i v e l y .

N,p = E f f e c t i v e  d e n s i t y  o f  t h e  t r a p  s t a t e s .

By d e f i n i n g  t h e  i n t r i n s i c  c a r r i e r  c o n c e n t r a t i o n ,

n^  , on e  may f a c t o r  o u t  o f  t h e  d e n o m i n a t o r  t h e  t e r m s

Nc e x p - ( E c - E ^ )  a n d  Nv e x p - ( Ey - E ^ ) a n d  r e p l a c e  t h em  by 
( 59)n^  . One a l s o  may d e f i n e  two t e r m s  w h i c h  s i m p l i f y
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E q .  A . l  and h a v e  p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e

^  =   1------
P V t h NT

( A . 2)

a n d
1

( A . 3)

T h e s e  s h a l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  " m i n o r i t y "  G-R 

l i f e t i m e s  o f  h o l e s  a n d  e l e c t r o n s  r e s p e c t i v e l y .  P h y s i c a l l y  

t h e y  may b e  t h o u g h t  o f  a s  t h e  a v e r a g e  t i m e  b e t w e e n  a n  

e l e c t r o n - h o l e  p a i r  r e c o m b i n i n g  a t  a  t r a p s i t e  a n d  b e i n g  

s u b s e q u e n t l y  g e n e r a t e d  by  t h a t  t r a p  s t a t e .  The r e a s o n  

f o r  t h e  name " m i n o r i t y "  l i f e t i m e  i s  t h a t  t h e  t h e r m a l  

G-R m e c h a n i s m  r e m o v e s  a  g r e a t e r  p e r c e n t a g e  o f  m i n o r i t y  

c a r r i e r s  f r o m  t h e  c o n d u c t i o n  p r o c e s s  t h a n  m a j o r i t y  

c a r r i e r s .  T h i s  i s  t r u e  s i n c e  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  

G-R t e r m  R i s  t h e  same f o r  b o t h  e l e c t r o n s  a n d  h o l e s ,  

i . e .  R = R = R. The  G-R t e r m  t h e n  b e c o m e s

h a v i n g  a n  a c t i v a t i o n  e n e r g y  o f  e x i s t s .  The  c l o s e r  

t h e  t r a p  e n e r g y  l e v e l  i s  t o  t h e  i n t r i n s i c  e n e r g y  l e v e l  , 

t h e  more  e f f i c i e n t  i s  t h e  t r a p , i . e .  R i s  l a r g e r .  

R e c o m b i n a t i o n  i s  m a x i m i z e d  f o r  t h e  t r a p  l y i n g  e x a c t l y *  

a t  t h e  i n t r i n s i c  F e r m i  e n e r g y  l e v e l ,  E ^ E ^ .  S i n c e  

t h e  G-R m e c h a n i s m  i s  s t r o n g e s t  f o r  s u c h  t r a p , i t  i s

R t r p { n + n i e x p ( E T- E i J / KT3 + Z  J p + n - e x p  ( E i - E T ) / KT^ { A ' k )

I t  h a s  b e e n  a s s u m e d  ^ ^ ^ - ^ t h a t  a  s i n g l e  t r a p  s t a t e
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a s s u m e d  a s  t h e  w o r s t - c a s e  y i e l d i n g  

p * n - n i 2

R = Z - p / n + n j )  + ? ' n ( p + n i ) ( A , 5 )

E q u a t i o n  A . 5 i s  t h e n  t h e  g e n e r a l  G-R t e r m  d e r i v e d  f o r  

a  s i n g l e  t r a p  s t a t e  o f  a c t i v a t i o n  e n e r g y  e q u a l  t o  t h e  

i n s t r i n s i c  F e r m i  e n e r g y .

M a k i n g  t h e  s m a l l  s i g n a l  a p p r o x i m a t i o n  f o r  t h e  h o l e s  

a n d  e l e c t r o n s  c o n c e n t r a t i o n s

P = P0+ Pjexpjwt } n = nQ+ n^expjwt
yields

Po*nn+P i nn e x P J W ' t + r y p e x p  j w t + p / r ^  e x p j 2 w t - n . 2 
R = t ^ n ^ e x p j w t + n ^  jw t+ n ^  <A' 6 >

S i n c e ,  by  t h e  s m a l l  s i g n a l  a p p r o x i m a t i o n  |p^|^(  p Q a n d  

l n ^ l ^ n Q , o n e  may l i n e a r i z e  Eq .  A . 6 by  m a k i n g  t h e  f o l l o w i n g  

a s s u m p t i o n s  *

p^ * n*i • exp  j 2 w t  s  0

n  + n \  e x p j w t + n ,  ~  n  +n .  o l  w 1 0 2

P0+P*̂  exP jwt+n^ = PG+ni
a n d  o b t a i n

__ P0 - % - n 1 2+ ( p i n0 t S ’1po ) e x p j w t  

"  W n i> + t n t P o + n ^



253
I n  t h e  MOS s t r u c t u r e s  i n  q u e s t i o n ,  no d i r e c t  c u r r e n t

2
i s  a l l o w e d  t o  f l o w  a n d  t h u s  P0 ' ^ 0 = n i  t f u r t h e r  r e d u c i n g  

t h e  G-R t e r m  t o

~ _________p r n 0 + » y P o
a c  r p ( n Q+ n i ) +  r n ( p 0 + n i ) 

w h e r e  R i n  t h i s  c a s e  i s  RD„ e x p j w t .aC
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APPENDIX B

S t a b i l i t y  A n a l y s i s  o f  t h e  N u m e r i c a l  M e t h o d  Used  

i n  t h e  S o l u t i o n  o f  t h e  N o n l i n e a r  P o i s s o n  E q u a t i o n

The  n o n l i n e a r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  e n c o u n ­

t e r e d  i n  C h a p t e r  2 w e r e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y .  Due t o  t h e  

n o n l i n e a r i t y  i n  t h e  P o i s s o n  e q u a t i o n  ( s e e  f o r  e x a m p l e ,

Eq .  2 . 3 . I )  a n d  t h e  m e t h o d  u s e d  t o  o b t a i n  a  s o l u t i o n  

( S O R - N e w t o n ) , t h e r e  may b e  c a s e s  i n  w h i c h  t h e  i t e r a t i o n  

d i v e r g e s  r a t h e r  t h a n  c o n v e r g e s .  T h e r e  i s  no  q u e s t i o n  

t h a t  i f  t h e  m e t h o d  w e r e  a p p l i e d  t o  a  c o r r e s p o n d i n g  

l i n e a r  s e t  o f  e q u a t i o n s ,  t h e  s c h e m e  w o u l d  be  f o u n d  t o  

b e  u n c o n d i t i o n a l l y  s t a b l e . When a p p l i e d  t o  t h e  e q u a t i o n s  

u n d e r  s t u d y ,  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  s c h e m e s ,  t h e  r e g i o n s  

w h e r e  s t a b i l i t y  may be  e s t a b l i s h e d  a n d  c o n v e r g e n c e  t o ­

w a r d s  a  f i n a l  s o l u t i o n  a r e  q u e s t i o n s  o f  g r e a t  i m p o r t a n c e .  

I n  t h e  f o l l o w i n g  m a t e r i a l  t h e s e  q u e s t i o n s  a r e  a d r e s s e d , 

a n a l y z i n g  t h e  s c h e m e s  by a p p l y i n g  s t a b i l i t y  c r i t e r i a  

a n d  o b t a i n i n g  a  c r i t e r i a  f o r  c h o o s i n g  s u c c e s s f u l  r e l a x a ­

t i o n  p a r a m e t e r s  a n d  s t a r t i n g  v e c t o r s .

The m a i n  t h e o r e m  u s e d  i n  t h e  f o ] l o w i n g  a n a l y s i s  i s
v. ( 6 4 )g i v e n  by  S t e r n  *

Th— 1 1 G i v e n  a  c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a b l e  f u n c t i o n  

(S(x) . i f



t h e n  £ ( x )  i s  a  c o n t r a c t i o n

d £ (x)H e r e  r—  d e n o t e s  t h e  J a c o b i a n  m a t r i x ,  t h e  u n d e r l y i n g
0  —

d e n o t e s  a  v e c t o r  o r  a  v e c t o r  f u n c t i o n  a n d  t h e  m a t r i x  

no rm  t o  b e  u s e d  t h r o u g h o u t  s h a l l  be

|A|| =

The f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n  o f  a  v e c t o r  norm s h a l l  a l s o  

b e  u s e d

U *  I = m? x I

The e q u a t i o n s  o f  S e c t i o n  2 . 2 ,  a f t e r  d i s c r e t i z a t i o n  

a n d  a s s u m i n g  c o n s t a n t  b u t  n o t  n e c e s s a r i l y  e q u a l  s t e p  

s i z e s  i n  t h e  x a n d  y  d i r e c t i o n s ,  may be  w r i t t e n  a s

F ( i n - VI + l  , J +V1 - 1  . J ~ 2VI  , J  + VI  . J + 1 +VI  , J - 1 ~ 2VI  ■ J  
* I J V ^  DXS ' DY

- C ^ s in h V j  j +C2 “ 0 ( B. 2 )

i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r , a n d

F ( v v VI + 1 . J +VI - 1 . J ~ 2VI , J  t VI i J + l +VI , J - l ~ 2VI , J  = 0
DXI DY U

( B . 3 )
i n  t h e  i n s u l a t o r ,  a n d
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a t  t h e  i n t e r f a c e  b e t w e e n  i n s u l a t o r  a n d  s e m i c o n d u c t o r  a t

a  y = c o n s t a n t  c u r v e .  P i c k i n g  a  s p e c i f i c  e x a m p l e  f o r  t h e

i n t e r f a c e  e q u a t i o n  d o e s  n o t  d e t r a c t  f r o m  t h e  g e n e r a l i z e d

s y s t e m  s i n c e  i t  w i l l  b e  shown t h a t  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e

s y s t e m  i s  d o m i n a t e d  by t h e  n o n l i n e a r i t y  o f  Eq .  B . 2 .  I t

s h o u l d  be  n o t e d  t h a t  t h e  s y m b o l s  a n d  C p  d e n o t e  two

c o n s t a n t s  w h i c h  may be  o b t a i n e d  by  c o m p a r i n g  E q . B .2

a n d  t h o s e  i n  C h a p t e r  2 ,  a n d  a r e  i n t r o d u c e d  h e r e  t o

s i m p l i f y  t h e  a n a l y s i s  n o t a t i o n .

The s o l u t i o n  s o u g h t  i s  a  v e c t o r  V w h i c h  s a t i s f i e su i—e
t h e  a b o v e  s e t  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s ,  g i v e n  a  c o m p l e t e  

s e t  o f  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  One i s  o p e r a t i n g ,  a s  may

b e  o b s e r v e d ,  i n  a n  N d i m e n s i o n a l  v e c t o r  s p a c e  ( f o r  N

n u m b e r  o f  i n t e r i o r  g r i d  p o i n t s )  w i t h  e a c h  c o m p o n e n t  o f  

t h e  s o l u t i o n  v e c t o r  l y i n g  i n  a  m u t u a l l y  o r t h o g o n a l  

d i r e c t i o n  t o  t h e  r e s t .  To f i n d  a s o l u t i o n  v e c t o r ,  one  

b e g i n s  a t  some c o o r d i n a t e  l o c a t i o n  s o m e w h e r e  i n  t h e  

N d i m e n s i o n a l  s p a c e  a t  some i n i t i a l  v e c t o r  V a n d  u s e sr r-*0
a  s c heme  t o  a p p r o a c h  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r  by a  s e r i e s

o f  i t e r a t i o n s .  The s cheme  t o  be  u s e d  i s

k+ l k  *̂1 J  ̂  ^
v i  j  = v i  J  “ wi  J  ^ ------------  <B *5)

w h e r e  F i  d e n o t e s  t h e  J a c o b i a n  o f  F,  T(V,k ) • T h i s
1  i d  ^  1  |  J  ^

i s  d o t t e d  w i t h  t h e  u n i t  v e c t o r  a T T o f  t h e  N d i m e n s i o n a l
a  p .  r (Xk ) '

s p a c e  a n d  p r o d u c e s  — £---------- . The p a r a m e t e r  w,  ,  i s
3  v i  , J  1
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t h e  l o c a l  a c c e l e r a t i n g  p a r a m e t e r  w i t h  a  v a l u e  0<w s2  

u s e d  t o  a c c e l e r a t e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  a l g o r i t h m .  The  

s u p e r s c r i p t  k a n d  k+1 r e f e r  t o  t h e  o l d  a n d  new i t e r a t e  

v a l u e  o f  t h e  ( I , J )  c o m p o n e n t  o f  Vj j .

I t  s h o u l d  be  p o i n t e d  o u t  t h a t  i n  t h i s  s c h e m e  a l l  

o t h e r  c o m p o n e n t s  o f  V ,  e x c e p t  t h e  ( I , J )  a r e  c o n s i d e r e d  

c o n s t a n t  a n d  i t e r a t i o n  t o w a r d  a  s o l u t i o n  i s  p e r f o r m e d  

a l o n g  a  c u r v e  z = j )  o n  a  p l a n e  J £ * = c o n s t a n t

w h e r e  V *  i s  t h e  c u r r e n t  ^  v e c t o r  w i t h o u t  j  i n  i t ,

i . e .  V,* h a s  N - l  c o m p o n e n t s .

F o r  t h i s  s c h e m e  w i t h  a  g e n e r a l  H o u s e h o l d e r

s h o w s  t h a t  i f  o n e  c o m m en c es  t h e  i t e r a t i o n  w i t h  a  s t a r t i n g  

v e c t o r  V c l o s e  e n o u g h  t o  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r  , t h e n  

t h e  i t e r a t i o n  c o n v e r g e s .  T h i s  i s  t o  s a y  t h a t  t h i s  

s c h e m e  i s  l o c a l l y  s t a b l e  i n  a  n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  s o l u ­

t i o n  v e c t o r .  N o r m a l l y  o n e  may n o t  know t h a t  a  V p i c k e d  

a t  r a n d o m ,  o r  e v e n  w i t h  a  s o p h i s t i c a t e d  p h y s i c a l  i n s i g h t ,  

w i l l  b e  w i t h i n  t h i s  n e i g h b o r h o o d .  C o n v e r g e n c e  o f  t h e  

s c h e m e  may b e  m o n i t o r e d  a s  t h e  i t e r a t i o n  p r o g r e s s e s }  

i t  i s  t h e  p u r p o s e  o f  t h i s  a p p e n d i x  t o  d e r i v e  s u c h  a  

s c h e m e .  The  s t r a t e g y  f o r  i t s  d e v e l o p m e n t  i s i

1 .  A p p l y  t h e  i t e r a t i o n  s c h e m e  o f  E q . B . 5  t o  E q s .

B . 2 ,  B . 3  a n d  B . 4  a n d  r e w r i t e  i n t o  p r o p e r  f o r m  

f o r  s t a b i l i t y  a n a l y s i s

2 .  A p p l y  T h e o r e m  1 t o  t h e  s e t  a b o v e  d e r i v e d .

3 .  D e v e l o p  a  c r i t e r i a  t o  b e  a p p l i e d  t o  t h e  k^*1 

i t e r a t e  o f  V,  t o  show i t  w i l l  p r o d u c e  a  c o n t r a c -
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t i o n  m a p p i n g  whe n  t h e  s c h e m e  i s  a p p l i e d  t o  i t .  

A p p l i c a t i o n  o f  E q .  B . 5  E q s .  B . 2  t h r o u g h  B . ^  y i e l d s  

i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r

v k + l  =  -  w
VI , J  VI , J  WI , J

+V ^" ^  — 2V^ — 2V^
i i J  +  Yi , J - i  i , J  _ c  s i n h  v  + c_________ DXS__________________________ DYS____________ L1 s i n n  Vl t J +C2

* DXS " DY C! c ° s h  VJ ( J )

(B . 6 )

a n d  i n  t h e  i n s u l a t o r

v k + l  k _
VI , J  VI , J  WI , J

a n d  a t  t h e  i n t e r f a c e

y k  , „ k + l  _ 2V^ ? v ^
YI + 1 . J  YI - 1 , J  ^ YI . J + Y1 . J  YI . J - 1 ~ ^ YI , J

DXI DYI
( _ - 2  2)
'  DXI DY

( B . 7 )

v k + l  K S €  o VI - l  . J + K I ^  o VI + l  , J  ,

^  , « S * o  K ^ C p  < B - S )

1 DXS DXI }

N o t e  s h o u l d  b e  t a k e n  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h i s  s c h e m e  c a l l s

f o r  i m m e d i a t e  s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  new ( k + 1 )  i t e r a t e  f o r

t h e  o l d  ( k )  i t e r a t e  a s  i^t b e c o m e s  a v a i l a b l e  d u r i n g  t h e

i t e r a t i o n .  T h i s  i s  a  f e a t u r e  o f  s u c c e s s i v e  r e l a x a t i o n

t e c h n i q u e s  a n d  h a s  b e e n  e m p l o y e d  h e r e .

As i s  e v i d e n t ,  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  a r e  i n  t h e  p r o p e r  

f o r m  f o r  a p p l i c a t i o n  o f  T h e o r e m  1 ,  t h u s  o n e  may p r o c e e d  

d i r e c t l y  t o  a c c o m p l i s h  p a r t  2 .  The  J a c o b i a n  o f  t h e  a b o v e  

s e t  i s  s i m p l y  o b t a i n e d  by n o t i n g  t h a t  t h i s  s y s t e m  o f  

e q u a t i o n s  i s  s o l v e d  by  i t e r a t i n g  o n e  e q u a t i o n  a t  a  t i m e ,
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t h a t  i s ,  i n  t h e  ( I , J )  e q u a t i o n  a l l  o t h e r  v a r i a b l e  v a l u e s

a t  ( 1 + 1 , J )  , ( 1 - 1 , J )  , ( I , J + l )  a n d  I , J - l )  a r e  c o n s i d e r e d

c o n s t a n t .  The J a c o b i a n  i n  t h i s  c a s e  h a s  a  d i a g o n a l  f o r m i
^ Jt h e  d i a g o n a l  e l e m e n t  b e i n g  —*— .
°  VI  , J

I n  t h e  s e m i c o n d u c t o r

I ± J
» v i . j

1 - w ,  T f ~ M s  ~ M  - c 1 C 0 S h ( v I t J ) 2 - ( - C 1 s i n h V I   ̂j ) »  F - ^ j t V ) 

^  ( " M s  -  d!  - c i C0ShVi , j > 2

(B. 9 )
i n  t h e  i n s u l a t o r

b ^
1 -  w,  T ( B . 1 0 )

* VI , J  T ' J

a n d  a t  t h e  i n t e r f a c e

£  0
i t i  =

?>VI , J

The  l a s t  r e s u l t  i s  e x p e c t e d  s i n c e  a  s t r a i g h t  f o r w a r d

c o m p u t a t i o n , n o t  a n  i t e r a t i o n , i s  u s e d .  The t e r m  FT T( V)1 « J

u s e d  i n  E q .  B . 9  i s  t h a t  d e f i n e d  i n  Eq .  B . 2 .  A l s o ,  i t  

may b e  s e e n ,  t h a t  f o r  a n y  v a l u e  o f  V, t h e  i t e r a t i o n  i n  

t h e  o x i d e  w i l l  a l w a y s  y i e l d  a  c o n t r a c t i o n  m a p p i n g  

( f o r  0<Wj ^ 2 ) .  I n  t h e  s e m i c o n d u c t o r  a p p l i c a t i o n  o f  

t h e  m a t r i x  n o r m ,  p r e v i o u s l y  d e f i n e d ,  on  t h e  J a c o b i a n  

i n  Eq .  B . 9  y i e l d s



T?J

2 6 0

* « I . J
b y

f c g g  -  m  - c i e° BhVi . j ) 2- ( - c i sin>lVi . j * F i . j ^ ) ) ]
1 “Wt Y1 - 2  2 „  v 2T  ( twc " nv  C1 c o s h V T T)DXS DY wr u u , , , I , J

( B . 1 2 )
To s a t i s f y  t h e  h y p o t h e s i s  t o  T h eo r e m  1 ,  V, i n  t h e  

a b o v e  e q u a t i o n  m u s t  s a t i s f y

max
I . J

V  2
* DXS

2
DY - C ^ c o s h V j . J ) 2 - ( ‘ c 1 s i n h V I . j * F I . j ( y j

1_wI f J ' ( -  2 -  1 DXS f i t  - C i C Q S h V i j ) 2 J .
( B . 13)

I f  V, s a t i s f i e s  Eq .  B . 13 *  t h e n  i t  p r o d u c e s  a  c o n t r a c t i o n

m a p p i n g .  I t  i s  t h i s  e x p r e s s i o n  w h i c h  may be  u s e d  t o

t e s t  t h e  c u r r e n t  t o  s e e  i f  i t  w i l l  map i n t o  a s

a  c o n t r a c t i o n .  T h i s  by  i t s e l f  d o e s  n o t  i n s u r e  t h a t  t h e
k+1r e s u l t i n g  v e c t o r ,  V, * w i l l  a l s o  p r o d u c e  a  c o n t r a c t i o n  

m a p p i n g  when  a c t e d  on  by F j  j ( ^ ) • T hus  f r o m  E q . B . 1 3 .  

o n e  may o n l y  m o n i t o r  s t a b i l i t y  o f  t h e  s c h e m e ,  s t e p  by
it

s t e p .  I f  a n d  when a  g i v e n  V, d o e s  n o t  p r o d u c e  a  c o n t r a c ­

t i o n  m a p p i n g  t h e n  c o r r e c t i v e  a c t i o n  may be  t a k e n  s u c h  

a s  t o  c h o o s e  a  new s t a r t i n g  v e c t o r  commence anew

o r  m o d i f y  t h e  i t e r a t i o n  ( by  c h a n g i n g  w^ j  f o r  ex am p le )  t o  

b r i n g  a b o u t  s t a b i l i t y  a n d  c o n t i n u e  t h e  a p p r o a c h  t o  t h e  

s o l u t i o n ^ .  T h i s  l a t t e r  a p p r o a c h  i s  u s e d  t o  y i e l d  a

c r i t e r i a  on  wT , w h i c h  p r o v e s  u s e f u l .  R e w r i t i n g  E q . l , j

B.13 as
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I . J ( -2 -2 

DXS + DY C ^ c o s h V j  j )
^ 1
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( B . 1 4 )

a n d  f u r t h e r ,  a s

max
I . J 1 _ W I , J  j  1 +  / + 2

c l S i n h v i t J > F i t j ( V )

( DXS + DY +G1 c o s h V I ( J ) j

F o r  t h e  a b o v e  I n e q u a l i t y  t o  be  s a t i s f i e d ,  i t  i s  s u f f i ­

c i e n t  t h a t

0 £. max
I . J ' I . J

1+
s i n h V T t*F

________1 I V
( Y)

l a  J

( DXS + DY + c i c o s h V !  ( j ) 2-1
I  2 ( B - 16)

r e w r i t i n g

0 < max
I . J

1+
C j ^ s i n h V j  ( j * F j   ̂ j ( V )  

( d! s  + D? + c i c o s h V i ( j ) 2
( B . 1 7 )

At t h i s  p o i n t  o ne  o b s e r v e s  t h a t  w^ j  c a n  b e  made

a s  s m a l l  a s  n e c e s s a r y  t o  p l a c e  a n  u p p e r  l i m i t  on  t h e

m i d d l e  t e r m  i n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n .  T h u s  f o r  a l l

a n  wT T may be  f o u n d  f o r  E q . B . 1 7  t o  be  s a t i s f i e d .  T h i s  l  , J
f a c t  i s  f u r t h e r  a p p r e c i a t e d  i f  o n e  n o t i c e s  t h a t  f o r  

s m a l l  Wj j  on e  i s  i t e r a t i n g  t o w a r d  t h e  s o l u t i o n  s l o w l y  

a n d  f o r  l a r g e  j ,  much f a s t e r .  T hu s  f o r  a ny  \ ^  , t h e  

Wj j  c a n  b e  a d j u s t e d  a t  e a c h  ( I , J )  a n d  f o r  e a c h  (k)  

a s  t h e  i t e r a t i o n  p r o g r e s s e s ,  a n d  m a i n t a i n  s t a b i l i t y .

I f  o n e  i s  f a r  away  f ro m  a  s o l u t i o n , e s p e c i a l l y  i n  r e g i o n s  

w i t h  f ew s t a b l e  p a t h s ,  i t  i s  u n w i s e  t o  t a k e  l a r g e  s t e p s  

a n d  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  w i l l  y i e l d  t h e  l a r g e s t  w^ j
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w h i c h  i s  p o s s i b l e  t o  b e  u s e d  a n d  m a i n t a i n  s t a b i l i t y .

As o n e  g e t s  c l o s e r  t o  a  s o l u t i o n ,  F j  j(3£) g e t s  c l o s e r  t o  

z e r o  a n d  t h e  a l l o w a b l e  w^ j  b e c o m e s  l a r g e r .
(66

The name g i v e n  t h e  s c he m e  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  w a r e i

1 .  0<w*l  s u c c e s i v e  u n d e r - r e l a x a t i o n

2 .  w = 1 G a u s s - S e i d e l

3.  I<ws2  s u c c e s s i v e  o v e r - r e l a x a t i o n

F o r  F t Tt X « ) =0 ( i * e *  V, o r  i h e  s o l u t i o n  v e c t o r )  ,1 I  J  **0 ^
w e q u a l s  2 ,  t h e  l a r g e s t  v a l u e  i t  may a t t a i n .  T h i s  

s t a b i l i t y  a n a l y s i s  s u g g e s t s  s e v e r a l  t h i n g s i

1 .  U n d e r r e l a x a t i o n  i s  a  m or e  s t a b l e  m e t h o d  s i n c e  

i t  o p e r a t e s  w i t h  s m a l l e r  w ' s ,

2 .  As a  s o l u t i o n  i s  r e a c h e d ,  o n e  c a n  a c c e l e r a t e  

c o n v e r g e n c e  by  g o i n g  t o  l a r g e r  w*s a n d  s t i l l  

s a t i s f y  Eq .  B . 1 7 ,

3 .  An w may be  c h o s e n  a t  e a c h  ( I  , J ) f o r  e a c h  

i t e r a t i o n  o r  a  b l a n k e t  w c h o s e n  f o r  t h a t  

i t e r a t i o n  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  w o r s t  c a s e  o v e r  

a l l  ( I , J ) .

The m a i n  d r a w b a c k  i n  i m p l e m e n t i n g  t h i s  a n a l y s i s  i s

t h a t  i t  r e a u i r e s  c o m p u t a t i o n  t i m e  a b o v e  t h a t  u s e d  i n  
k+1f i n d i n g  ^  . On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h i s  may a c c e l e r a t e

c o n v e r g e n c e  w h e r e  l e s s  i t e r a t i o n s  a r e  n e e d e d ,  t h u s  r e a l i z ­

i n g  a  s a v i n g s  i n  c o m p u t a t i o n  t i m e .  T h i s  t e c h n i q u e  h a s  

n o t  b e e n  p r o g r a m m e d  o r  t r i e d  on  t h e  p r o b l e m  a t  h a n d  

b u t  s h o u l d  by  u s e d  i n  a  f u l l y  a u t o m a t i c  p r o g r a m  t o  

a s s u r e  c o n v e r g e n c e  i n  a l l  c a s e s .



A p p e n d i x  C

2 6 3

A n a l y s i s  o f  M e a s u r e d  MIS C a p a c i t a n c e - V o l t a g e  C u r v e s

T h i s  a p p e n d i x  c o n c e r n s  t h e  p r o c e d u r e  f o u n d  u s e f u l  

i n  a n a l y z i n g  t h e  c a p a c i t a n c e - v o l t a g e  c u r v e  o f  a n  MIS 

c a p a c i t o r .  T h i s  p r o c e d u r e  i s  u s e d  e x t e n s i v e l y  f o r  

m o d e l i n g  t h e  s m a l l  s i g n a l  AC a d m i t t a n c e  o f  t h e  MIS 

c a p a c i t o r  a s  a  f u n c t i o n  o f  DC b i a s .  The  s t r u c t u r e  i s  

s h o w n  i n  F i g .  C . l a .  The  d a t a  w i l l  c o n s i s t  o f  a  s e t  

o f  d a t a  p o i n t s  o r  a  r e c o r d e r  p l o t  o f  g a t e  c a p a c i t a n c e  

v e r s u s  a p p l i e d  v o l t a g e ,  V F i g u r e  C . l b  s h o w s  a

t y p i c a l  r e s u l t  f o r  p  t y p e  b u l k  a n d  d e s c r i b e s  t h e  n o m e n ­

c l a t u r e  u s e d  i n  t h e  t e x t .  S e v e r a l  a s s u m p t i o n s  a r e  made  

w h i c h  a r e  r e a s o n a b l e  a n d  s i m p l i f y  t h e  a n a l y s i s .

1 .  I t  s h a l l  b e  a s s u m e d  t h a t  i n  s t r o n g  a c c u m u l a t i o n

( l a r g e  n e g a t i v e  b i a s  f o r  t h e  c u r v e  shown  i n  F i g .  C . l b )

t h e  m e a s u r e d  c a p a c i t a n c e  i s  a  c o n s t a n t ,  C , a n d  i s
1 max

t h e  i n s u l a t o r  c a p a c i t a n c e .  The  o x i d e  c a p a c i t a n c e  b e i n g  

t h a t  o f  a  p a r a l l e l  p l a t e  c a p a c i t o r  h a v i n g  t h e  i n s u l a t o r  

t h i c k n e s s  a n d  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t ,  t h a t  i s

C = C -  K  -  ( C . l )max o I  o x '

An a p p r o x i m a t e  c o r r e c t i o n  f a c t o r  may b e  u s e d  i f  a  s l o p e  

t o  t h e  C-V c u r v e  e x i s t s  a t  t h e  b i a s  p o i n t  p i c k e d  f o r
/ £  n V

m e a s u r i n g  C O t h e r w i s e , i f  t h e  d e v i c e  i s0  max
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SiO

DC
DOP

C/C

max

FB

i d e a l
m e a s u r e

m m

DC

F i g u r e  C . l .  D e f i n i t i o n  o f  t e r m s  i n  t h e  m o d e l i n g  o f  t h e  
c a p a c i t a n c e  o f  a n  MIS c a p a c i t o r .
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h o m o g e n e o u s l y  d o p e d , t h e n  t h e  a p p r o x i m a t i o n  g i v e n  "by 

E q .  G.2 i s  v a l i d .

2 .  The  s u b s t r a t e  i s  h o m o g e n e o u s l y  d o p e d .  I f  t h i s  

i s  n o t  t h e  c a s e ,  a n a l y s i s  m u s t  p r o c e e d  i n  a  d i f f e r e n t  

m a n n e r  a n d  t h e  a s s u m p t i o n  a b o v e  may n o t  b e  mad e .

3 .  The  f r i n g i n g  c a p a c i t a n c e  due  t o  t h e  f i n i t e  

d i m e n s i o n s  o f  t h e  g a t e  p l a t e  a r e  n e g l e c t e d . T h i s  i s  

r e a s o n a b l e  i f  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  p l a t e  a r e  much l a r g e r  

t h a n  t h e  i n s u l a t o r  t h i c k n e s s ,  a s  i s  u s u a l l y  t h e  c a s e .

The p r o c e d u r e  u n d e r  t h e s e  a s s u m p t i o n s  i s t

1 .  From m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  a r e a  o f  t h e  d e v i c e

( o b t a i n e d  f r o m  o r i g i n a l  m ask  m e a s u r e m e n t s ,  m i c r o s c o p i c

e x a m i n a t i o n ,  e t c . ) ,  t h e  m e a s u r e d  C a n d  t h e  t y p e  o fmax
i n s u l a t o r  m a t e r i a l ,  o b t a i n  t h e  o x i d e  t h i c k n e s s

K- I e  o A
x -  c ( C . 2 )

max

Compare  t h i s  r e s u l t  w i t h  t h e  i n s u l a t o r  c o l o r  ( f o r  o x i d e s  

o n  s i l i c o n ) a n d  g r o w t h  d a t a  a s  a  c h e c k .

2 .  O b t a i n  t h e  r a t i o  o f  C . / C  . I f  a p p r o x i m a t em i n  max "
c u r v e s  a r e  a v a i l a b l e  u s i n g  t h i s  r a t i o  a n d  t h e  i n s u l a t o r  

t h i c k n e s s  o b t a i n e d  i n  1 d e t e r m i n e  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e  o f  

t h e  s e m i c o n d u c t o r  d o p i n g  l e v e l .  ( F o r  s i l i c o n  d i o x i d e  on  

s i l i c o n , t h e s e  c u r v e s  a r e  w i d e l y  a v a i l a b l e , s e e  Sze  

f o r  e x a m p l e )  U s i n g  a  f i x e d  s t r o n g  i n v e r s i o n  b i a s  a n d  t h e  

i n s u l a t o r  t h i c k n e s s  f r o m  1 ,  v a r y  t h e  d o p i n g  l e v e l  a b o u t  

t h e  a p p r o x i m a t e  l e v e l  f o u n d  a b o v e  a n d  i t e r a t i v e l y  d e t e r ­
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m i n e  a  m or e  e x a c t  f i g u r e .  I f  a n  a p p r o x i m a t e  d o p i n g  l e v e l  

i s  n o t  a v a i l a b l e ,  a  sw ee p  f o r  i n v e r s i o n  c o n d i t i o n s  may 

n e e d  t o  b e  d o n e  f o r  t h i s  d e t e r m i n a t i o n .

3* A t  t h i s  p o i n t  t h e  t h e o r e t i c a l  C-V c u r v e  may be  

g e n e r a t e d  f o r  b i a s e s  f r o m  a c c u m u l a t i o n  t o  i n v e r s i o n .  

S e v e r a l  t h i n g s  m u s t  b e  k e p t  i n  m i n d i

a .  t h e  a l g o r i t h m  a s  i s  p r e s e n t l y  s t a t e d  w i l l  n o t  

c o m p u t e  t h e  c a p a c i t a n c e  a c c u r a t e l y  f o r  b i a s e s  

w h i c h  b r i n g  t h e  s u r f a c e  i n t r i n s i c  e n e r g y  l e v e l  

b e y o n d  t h e  b a n d  gap  l i m i t s .  The s u r f a c e  p o t e n ­

t i a l  c a l c u l a t e d  may b e  m o n i t o r e d  f o r  e a c h  

g e n e r a t e d  p o i n t  a n d  m a i n t a i n e d  w i t h i n

l i m i t s  ( + . 5 5  t o  - . 5 5  v o l t s  f o r  s i l i c o n  u n d e r  

t h e  a s s u m p t i o n s  o f  t h e  a l g o r i t h m ) ,

b .  s e v e r a l  p a s s e s  may be  n e e d e d  t o  o b t a i n  t h e  c u r v e

f o r  t h e  f u l l  b i a s  r a n g e  ( p e r m i t t e d  by t h e  l i m i t s

on  s u r f a c e  p o t e n t i a l )  u n l e s s  c o n s u l t a t i o n  o f

p u b l i s h e d  r e s u l t s  i s  made f o r  s u r f a c e  p o t e n t i a l

v e r s u s  g a t e  b i a s e s  c u r v e s ,  t o  d e t e r m i n e  g a t e

b i a s  l i m i t s  ( f o r  s i l i c o n  t h e s e  may be  f o u n d  i n  
( ^3)G o e t z b e r g e r  ) . 

k .  N o r m a l l y  i n  a l l  m e a s u r e d  C-V c u r v e s  t h e r e  i s  a  

f a i r  a m ou n t  o f  v o l t a g e  s h i f t ,  d u e  t o  t h e  m e t a l  s e m i c o n ­

d u c t o r  w ork  f u n c t i o n ,  a n d  o t h e r  p h y s i c a l  c a u s e s .  T h i s  

s h i f t  may b e  m e a s u r e d  i f  o n e  h a s  k n o w l e d g e  o f  t h e  f l a t -  

b a n d  c a p a c i t a n c e .  I t  i s  f o u n d  by  u s i n g  a  b i a s  v o l t a g e  

o f  0 v o l t s  a n d  t h e  p a r a m e t e r s  f r o m  a b o v e  on  t h e  a l g o r i t h m .
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PBT his  v a l u e  o f  ■■ p- i s  f o u n d  on t h e  m e a s u r e d  C-V c u r v e »

o
t h e  b i a s  a t  t h i s  p o i n t  b e i n g  t h e  f l a t - b a n d  v o l t a g e .

5.  The  a m o u n t  o f  p o s i t i v e  i n t e r f a c e  c h a r g e  r e s i d i n g  

i n  t h e  i n s u l a t o r  may b e  f o u n d  f r o m

K- t €  n
~q“  = “ (VFB~ 0MS'^ qx^~ (C.3)

The m e t a l  s e m i c o n d u c t o r  w or k  f u n c t i o n  i s  f o u n dMS
f r o m  p u b l i s h e d  r e s u l t s  ( f o r  s i l i c o n - a l u m i n u m , s e e  W o l f ^ 0 ^) 

E x a m p le  1

A p a t t e r n  o f  10 m i l  d i a m e t e r  a l u m i n u m  d o t s  w e r e

d e p o s i t e d  o v e r  a  d r y  (0 ^ )  o x i d e  g ro w n  @ 1 0 0 0 ° C .  f o r

60 m i n . ,  a n d  a n n e a l e d  i n  N2 f o r  10 m i n .  The  o x i d e  c o l o r

i s  t a n  t o  b r o w n .  The  s u b s t r a t e  was  p t y p e  s i l i c o n  o f

r e s i s t i v i t y  4 t o  ^ . 6  flcm a s  s p e c i f i e d  by t h e  m a n u f a c t u r e r .

The  C-V m e a s u r e m e n t s  w e r e  made w i t h  a  B o o n t o n  72AD

c a p a c i t a n c e  m e t e r  a t  1 MHz. The  r e s u l t i n g  n o r m a l i z e d

C-V c u r v e  i s  p l o t t e d  i n  F i g .  C . 2 .

The m e a s u r e d  C i s  1 9 p f • , t h u s  t h e  o x i d e  t h i c k -max
n e s s  i s  x Q= 922& w h i c h  c o m p a r e s  f a v o r a b l y  w i t h  t h e

g r o w t h  d a t a  a n d  c o l o r  i n f o r m a t i o n .

The r a t i o  o f  --n  i s  -33 ■ From t h e  c u r v e  i n  S z e ^ ^
max . - ~

t h e  a p p r o x i m a t e  b a c k g r o u n d  d o p i n g  i s  N g - 2 x l 0  ^ i o n s / c m .

S w e e p i n g  f r o m  1 x 1 0 * ^  t o  3 x l 0 1 ^ i n  . 2 x 1 0 * ^  s t e p s  t h e  
C . . ,
c min  r a t i o  a t  2 . 8 x 1 0  ^ i s  f o u n d  t o  b e  333 a n d  i s  

max
s e l e c t e d .  The a p p l i e d  v o l t a g e  i s  + 2 . 0 V ,  w h i c h  

d r i v e s  t h e  d e v i c e  i n t o  i n v e r s i o n .  I n d e e d ,  s u c h  i s  t h e



C/C
• "  T “  T '
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S i 0 2 - S i  \  FB H l FB

p - t y p e  \
N = 3 x l 0 ^ c m  ^ \
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0 . \
10 m i l . d i a .  A l . g a t e .  \
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\
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G a t e  V o l t a g e  ( v o l t s )

Figure C.2. Measured and calculated capacitance-voltage curve.
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1c a s e  s i n c e  a t  2 . 8 x 1 0  J  a n d  V&p = + 2 V , t h e  s u r f a c e  p o t e n t i a l

w a s  . ^ V ,  w h i c h  l i e s  m o r e  t h a n  2 | V p |  away  f r o m  t h e  r e f e r e n c e

l e v e l  (V = - 3 ) *  T h i s  d o p i n g  l e v e l  r e l a t e s  w e l l  t o  t h e  r
s p e c i f i e d  r e s i s t i v i t y .

The  f u l l  i d e a l  C-V c u r v e  w a s  t h e n  g e n e r a t e d  f o r

x = 9 2 2 $  a n d  N = 2 . 8 x l 0 1 ^ i o n s / c m ^ .  I t  i s  a l s o  p l o t t e d  o s
o n  F i g .  C . 2 .  F o r  z e r o  a p p l i e d  b i a s t t h e  f l a t - b a n d

p / n  — o Q C
c a p a c i t a n c e  ( n o r m a l i z e d )  i s  f o u n d  t o  h e  FB'  o
The  f l a t - b a n d  v o l t a g e  i s  t h e n  c a l c u l a t e d  a s  VpB= - 3 - 2 V .

The  m e t a l  s e m i c o n d u c t o r  w o r k  f u n c t i o n  d i f f e r e n c e  f o r  t h i s

c a s e  i s  0 MS, = - . 9 2  w h i c h  l e a d s  t o  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e

^ s s / q  l e v e l .

Qs s  _ / „  .  * K I G o ( - 3 . 2 + . 9 2 )  • 3 . 9 * 8 . 8 6 x l 0 ' l i f
—  -  > - 5 5 7 -  =

w h i c h  y i e l d s  

——  -  6 . 9 8 X 1 0 11 c m ' 2
q

I n h o m o g e n e o u s l y  D o p e d  D e v i c e s

S e v e r a l  d i f f e r e n c e s  a p p e a r  i n  t h e  C-V c u r v e  o f  

i n h o m o g e n e o u s l y  d o p e d  d e v i c e s .  T h e s e  n o t i c e a b l e  d i f f e r ­

e n c e s  h a v e  b e e n  sh ow n  t h e o r e t i c a l l y  a n d  e x p e r i m e n t a l l y  

i n  C h a p t e r  3 a n d  a r e  1

1 .  A f l a t - b a n d  v o l t a g e  s h i f t  d u e  t o  t h e  i n h o m o ­

g e n e i t y  b e s i d e s  t h e  u s u a l  c a u s e s  o f  s h i f t ;



c /c2 .  C ha ng e  i n  t h e  m i n '  max r a t i o *

3 .  I n  some c a s e s ,  t h e  C „ i s  n o t  e q u a l  t o  Cmax M o
o r  may n o t  h e  m e a s u r e d  due  t o  t h e  h i g h  v o l t a g e  

l e v e l s  t h e  d e v i c e  m u s t  by d r i v e n  t o  o b t a i n  

a c c u m u l a t i o n .

I n  t h e s e  c a s e s ,  i n d e p e n d e n t  k n o w l e d g e  o f  o x i d e  t h i c k n e s s  

a n d  d o p i n g  p r o f i l e  m u s t  be  known a  p r i o r i  a n d  u s e d  

w i t h  t h e  m o d e l .  T h i s  i n f o r m a t i o n  may be  d e r i v e d  f r o m  

m e a s u r e m e n t s  ( s u c h  a s  e l l i p s o m e t r y  d a t a  f o r  o x i d e  t h i c k ­

n e s s )  o r  f a b r i c a t i o n  d a t a  w h i c h  h a s  b e e n  p r o c e s s e d  t o  

f i e l d  t h i s  i n f o r m a t i o n .

An a l t e r n a t e  s o l u t i o n  e x i s t s  w h i c h  may be  i n c o r ­

p o r a t e d  i n  t h e  p r o c e s s .  A h o m o g e n e o u s  c a p a c i t o r  may be  

p l a n n e d  t o  be  f a b r i c a t e d  a l o n g s i d e  t h e  h o m o g e n e o u s l y  

d o p e d  o n e .  W o r k i n g  up  t h e  C-V d a t a  f r om  t h i s  d e v i c e  

w i t h  t h e  p r o c e d u r e  d e s c r i b e d  h e r e ,  y i e l d s  o x i d e  t h i c k n e s s ,  

b a c k g r o u n d  d o p i n g  a n d  f l a t - b a n d  v o l t a g e  s h i f t  d u e  t o  

flSjYIg, an d  Qs s * T h i s  i n f o r m a t i o n  c a n  be  u s e d  i n  t h e  

a n a l y s i s  o f  t h e  i n h o m o g e n e o u s  d e v i c e .

S t e p p e d  O x i d e  D e v i c e s

D e v i c e s  w h i c h  h a v e  more  t h a n  two c a p a c i t a n c e  l e v e l s  

d u e  t o  i n s u l a t o r  s t e p s  may be  a n a l y z e d  a s  f o l l o w s .  The 

d e v i c e  d a t a  an d  un k n o w n s  a r e  shown i n  F i g .  C . 3 .

The r e l a t i o n s h i p  o f  a l l  t h e  p a r a m e t e r s  i s



C " '  -  c  . „ +  c  ■ *m in  2 m in  1 (C .6)

w h e r e  C . a n d  C 0 a r e  t h e  o x i d e  c a p a c i t a n c e s  o f  t h e  
OX 0 2  r

c a p a c i t o r s  u n d e r  A^ a n d  A2 a n d  a r e

A 1
c  .. = (CqTn e n <c -7)o l  b l u «  o x .

2  0 1

Ap
Q  = K r Tn t n  ( C *8 J0 2 ol U 2  O O 2

a n d  t h e  min imum c a p a c i t a n c e s  a r e

Cm i n  1= a l ( x o l ,NDOPJ ‘ Co l  ( C , 9 )

Cm i n  2 ~  a 2 * x o ,NDOP^ ‘ Co2 ( C . 1 0 )

T h u s  i n t r o d u c i n g  t h e  r e l a t i o n s  o f  e q u a t i o n s  C . 7  t h r o u g h

C . 1 0  i n t o  e q u a t i o n s  C . ^  t h r o u g h  C . 6 ,  o n e  o b t a i n s

C ’ = ^ S I O  € o + 3T  > ( C ’ U )2 0 Xo l  o2

C" = K SIO ? € o + “ l  (Xo l  ,NDOP^ ‘ x\  * ( C . 1 2 )2 02  0 1

C *  = o ( a 2 ( x o 2 ,NDOPJ + a l  ( x o l  ,NDOP^ x ^ .  *2 o2  o l
(C . 1^)

I n  t h e s e  t h r e e  e q u a t i o n s  t h e  o n l y  u n k n o w n s  a r e  xQ^ , xq2 

a n d  Nj^Qp a n d  may b e  s o l v e d  f o r  i t e r a t i v e l y .  The  p a r a m e t e r
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(72)a (■) may b e  f o u n d  a p p r o x i m a t e l y  f r o m  S z e  f o r  e x a m p l e

a n d  more  a c c u r a t e l y  f r o m  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  AC p r o g r a m  

d e r i v e d  i n  C h a p t e r  3 .

The a m o u n t  o f  s h i f t  m e a s u r e d  f o r  e a c h  s t e p  may be  

c o n v e r t e d  i n  VpB o f  e a c h  c a p a c i t o r  o n c e  t h e  o x i d e  t h i c k ­

n e s s e s  a n d  d o p i n g  c o n c e n t r a t i o n s  a r e  known .

VFB1 = V*FB (C .1*0

w h e r e  V ' p B i s  m e a s u r e d  a t  a  c a p a c i t a n c e  l e v e l  o f

CFB = Co l  + CFB2 ( C . 1 5 )

a n d  CpB2 c a l c u l a t e d  f o r  xq2 an d  NBOp w i t h  VG= O v o l t s  

a n d  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  a l g o r i t h m .  The s e c o n d  f l a t - b a n d  

v o l t a g e  i s

VFB2= V"FB '  V'FB  ( C ‘ 1 6 >

w h e r e  V*'pB i s  m e a s u r e d  a t  a  c a p a c i t a n c e  l e v e l

C” FB = CFB1 + C1 min  ( C . 1 7 )

w i t h  CpB  ̂ a n d  C^m^n f o u n d  a s  e x p l a i n e d  a b o v e .
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F i g u r e  C

F i g u r e  C.

SiO

o l
o2

s s
S i

DOP

, 3 a .  S t r u c t u r e  o f  a  t h r e e  l e v e l  MOS c a p a c i t o r .

-  C"

-  C"

3 b ,  D e f i n i t i o n  o f  t e r m s  i n  t h e  e x a m p l e  o f  a  
t h r e e  l e v e l  MOS v a r a c t o r .
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APPENDIX D

V e r i f i c a t i o n  o f  t h e  L a t e r a l  B o u n d a r y  

A p p r o x i m a t i o n  i n  t h e  Two D i m e n s i o n a l  P r o b l e m

C o n s i d e r  t h e  s t r u c t u r e  shown i n  F i g . D. l a . The  

o b j e c t  o f  t h i s  a p p e n d i x  i s  t o  o b t a i n  a n  e s t i m a t e  o f  t h e  

e r r o r  i n  u s i n g  a  l i n e a r  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  s o l u t i o n  a t  

some l a t e r a l  b o u n d a r y ,  b away  f r o m  t h e  c e n t e r  o f  t h e  

d e v i c e .  The s t r u c t u r e  i s  a n  i n f i n i t e  s t r i p  i n  t h e  x 

d i r e c t i o n  o f  f i n i t e  w i d t h  b .  The p r o b l e m  i s  e s s e n t i a l l y  

a  s o l u t i o n  o f  L a p l a c e * s  e q u a t i o n  f o r  t h e  p o t e n t i a l  

g i v e n  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  sho w n .

A s o l u t i o n  i s  s i m p l y  o b t a i n e d  by  d e c o m p o s i n g  t h e  

p r o b l e m  i n t o  t h e  sum o f  t h r e e  s u b p r o b l e m s ,  a s  shown 

i n  F i g a  D . l b  an d  D . l c .  T h i s  i s  p o s s i b l e  due  t o  t h e  

s u p e r p o s i t i o n  o f  s o l u t i o n s  o f  a  l i n e a r  p r o b l e m .  The 

s o l u t i o n  t o  1 i s  a  s t r a i g h t f o r w a r d  l i n e a r  v o l t a g e  d r o p  

f r o m  t h e  t o p  c o n t a c t  t o  t h e  b o t t o m

v t  ( x , y )  = v o - ( £ )  ( D . l )

P r o b l e m s  2 a n d  3 a r e  e s s e n t i a l l y  t h e  same a n d  s h a l l  be  

t r e a t e d  by  a  g e n e r a l  s o l u t i o n .  C o n s i d e r  t h e i r  g e n e r a l ­

i z a t i o n  shown  i n  F i g .  D . 2 .



W < W  f

F i g u r e  D . l a .

? W < W

, -  Vl +V2
'o 2

I
v 3=o F i g u r e  D . l b

1

v*=v4-v.112 Tv=o I
v*=v„-v2 2 o

1~ 0  F i g u r e  D . l c .  V=r
F i g u r e  D . l .  S t r u c t u r e  a n d  d e c o m p o s i t i o n  o f  t h e  p r o b l e m ,
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V=V*
T

v ( x  ,y)V=0

v=o

F i g u r e  D . 2 .  R e d e f i n i t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .

S e p a r a t e  a  l i n e a r  c o m p o n e n t  i n  v ( x , y )  a s

( x (y )  = + v * ( x ,y) ( D . 2 )

w h e r e  v ' ( x , y )  i s  a  c o r r e c t i o n  f a c t o r .  T h i s  f a c t o r  i s

t h e  on e  o f  i n t e r e s t ,  s p e c i a l l y  how r a p i d l y  i t  g o e s  t o

z e r o  a s  x i n c r e a s e s .  S i n c e  v ( x , y )  m u s t  s a t i s f y  L a p l a c e ' s

e q u a t i o n ,  so  m u s t  v ' ( x , y )  a n d  t h e  p r o b l e m  may b e  r e d e f i n e d

t o  s o l v e  f o r  v ' ( x , y ) ,  a s  shown i n  F i g .  D .3

V ' =0

 2_________
V— -v«*, V ( x , y ) v '  («>,y) =0

6
V *  o

F i g u r e  D . 3 .  F u r t h e r  r e d e f i n i t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s



S o l v i n g  L a p l a c e ' s  e q u a t i o n  f o r  v ' ( x , y )  w i t h  t h e  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  s h o w n ,  y i e l d s

nTTX

V ( x . y )  = 2  ^  e a  s i nC g2  y)  (D.^)
nodd a

a n d  v ( x , y )

n n xOO
v ( x . y )  = V* j [ + E ^  e a  s i n  ( f *  y)  (D.5)

n o d d

C o m b i n i n g  a l l  t h r e e  s o l u t i o n s  f o r  t h e  s u b p r o b l e m s , o n e  

o b t a i n s  t h e  t o t a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  sh o w n  i n  F i g .

D. l b

V(x  , y )  =

oo V -V _____

V l  *  +  L r f d  “ V 1  • 2 ^  e  3  s i n  <2 ^ )  x  0n o d d

mix

oo V -V + n TTx
v 2 |  + 2 ^  e  a  s i n  ( 2 2  y )  xsO

^ a  n o d d  ^ ^ nTT a
( D . 6 )

The  s o l u t i o n  a b o v e  i s  r e p r e s e n t e d  a s  t h e  sum o f  a  

l i n e a r  t e r m  a n d  a  c o r r e c t i o n  f a c t o r .  The  q u e s t i o n  t o  

b e  a n s w e r e d  i s  a t  w h a t  x  =b d o e s  t h e  a p p r o x i m a t i o n  o f  

n e g l e c t i n g  t h e  c o r r e c t i o n  f a c t o r  b e com e  m e a n i n g f u l ?

S i n c e  s i n ( ^ y )  s  1 ,  a n d  s u b s t i t u t i n g  (x)  -  b o n e  s e e s
a

t h a t  t h i s  f a c t o r  i s



T h e  f i r s t  t e r m  i n  t h i s  s e r i e s  i s

< w
F1 = n b / a

e

w h i c h  f o r  a  ( b / a )  r a t i o  o f  u n i t y
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A l g o r i t h m  L i s t i n g

The  f o l l o w i n g  c o m p u t e r  c o d e  l i s t i n g s  a r e  r e p r e s e n ­

t a t i v e  o f  a l l  t h e  p r o g r a m s  w r i t t e n  a n d  i m p l e m e n t e d  i n  

t h i s  w o r k .

VDC2D - s o l v e s  t h e  two  d i m e n s i o n a l  s e m i c o n d u c t o r  

P o i s s o n  e q u a t i o n  by  a  o n e - s t e p  SOR-Newton  s c h e m e .  I t  

h a s  VDC1D a s  a  s u b r o u t i n e .

VAC1D -  s o l v e s  t h e  s m a l l  s i g n a l  AC e q u a t i o n s  i n  

o n e  d i m e n s i o n  by  t h e  m e t h o d  o f  c o m p l e m e n t a r y  f u n c t i o n s .  

C o m p u t e s  t o t a l  s o l u t i o n ,  a d m i t t a n c e  a n d  i n c r e m e n t a l  

c a p a c i t a n c e .  T y p i c a l  o u t p u t  f o r  a d m i t t a n c e  a n d  a  p l o t -  

i n g  r o u t i n e  a r e  g i v e n .

VAC2D -  s o l v e s  t h e  two  d i m e n s i o n a l  s m a l l  s i g n a l  AC 

e q u a t i o n s  by  t h e  m e t h o d  o f  c o m p l e m e n t a r y  f u n c t i o n s .  

R e q u i r e s  two  d i m e n s i o n a l  DC s o l u t i o n  a n d  o n e  d i m e n s i o n a l  

AC b o u n d a r y  s o l u t i o n s  a s  i n p u t  d a t a .
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M  = 1.45E10 
REAL*8 CNE 
CNE *1.
P I =4 .*DAT ANICNE) 

C0=(KSIC2*EPS0/XO)+i.E12 
V2 = l.
VT*.0259 

CC 10 1=1,25 
CSStI>=0.
DC 10 J= 1» 50 

io  : , j ) = - i . e i 5
V1 = -l •
1 = 1
DC 14 J=1,50

14 NP AS S f  J U K K M M  I y J \
CPS=CSS(I)
ViR 1 TE t 6 ,104 )

CALL VDClCtV01D,Vl,NPASS,OHSt 
DC 15 J = 1 ,60

15 VO 1 1,J > = VC 1CIJ )
I =25
DL 16 J=I,50

16 NPASStJlxNWAIMI,J)
CPS=CSSl t )

U 9 I T E ( 6 , 1 0 4 )
CALL VDClC(VOlC.V?,NPASS,Qf*S) 
CC 17 J=1,60

17 V0(I,J)=VC 1 Cl J)
CHL=0.

DC 18 1=2,13 
CHL=CHL+HX(1*1)

OC 18 J= 1,60 
K = I ♦ 1 2
VOU * J)=VO11,J)

18 VO(K,J)=VC(25,Jt
CHL=CHL+HXt13)

ro
OD

70



CC 30 1=1,10 
CC 30 J = 2» 11 
TPHP^J-1
TFf*P= TFPP/( 1 1-1)
VCUT(I,J)=(VO(25,60)-VO*1,60) )*ATAN(TEMP)/PI 
VCUT(I,J)-VCUTI I,J)+VOl1,60)

30 CCNTINUE
DC 36 1=12,21 
CC 36 J*2 , 1 I 
TFMP=J-1
TFMP = TFMP/(1-11 )
VCUTtI,J)=(VO(1,60)-VC(25,60) )*ATANtTEMP)/PI 
VCUT(I,J)=VCUT(I,JI+V0125,60)

36 CCNTINUE
DC 31 J = 2* 1 1
VCUT(11,J) = (VO<1,60)*VO I 25,60))/2.

31 CCNTINUE
I ST ART=NL+ 1—2 
I ST C P = NR- 1-2 
J = 1
IE( ISTART.EC.ISTOP)GC TO 32 
CC 32 1 = IS T AR T ,1ST0P
VCUT( 1 ,J ) = ({VO(I,60)-VO I 25,60))/(NR-NL>) + (NL-I*2 I♦VO I 25,60)

32 CCNTINUE
VCUT(11,1)=(VO( 1,60)♦VO(25,60))/2.
IST0P=NL-2 
DC 33 I = 1 * I STOP 
VOUT(1,1)=V0(1,60)

33 CONTINUE
I ST AR T = NR—2 282



DC 34 U!START,2l 
VCUT11*1 1 = VO I 25»60 I 

34 CONTINUE
V = VI 
WRITE(6*105)

CALL VCC2C(NNMNtV0tQSStV0UT.NR,NL I 
CC 20 J= 1, 50 
WR!TE(6,101)J 

DC 25 1=1,25
BAINES! I )*M *CEXPI VO (I, J 1/VT I 
WATNPStIl=NI*rExP(-V01I,J J/VT)

25 CCNTINUE
W«ITE(6, 102 t
WUTEI6,1031(1, VO MAINE SU),M*1NP S M I . 1 = 1,25>

20 CCNTINUE
CC 26 J=51 t 60
WRITE16,106)(J,I»V0(I,J ),1=1,25)

26 CCNTINUE 
WRITE(6,107)
DC 27 J=l,ll
WRITE(6,108)<J,I.VOUTII,J 1,1 = 1,211

27 CONTINUE
100 FCRNATUH ,I3,2X,F10.3,2(2X,IPE10.3I>

101 FCRMAT(IFO,'RESULTS FOR ROW*',14)
102 FCRMATI 1F0,6X, • I,f6X*,V0S6X, 'NES',6X, 'NPS'l
103 FCRMATI25I)HO,1X,I4,IX,F10.3,2UX,E10.3),/M
104 FORMAT! lt-0,'ENTERING VDC1C* )
105 FORMAT!IhO,'ENTERING VDC2C')
106 FCRHATI 1HC,25('ROW=',14,•CCL = ',14,•V0=' ,F10.3,/,1H U
107 FORMAT(IHO* **♦*♦ COMPUTING OUTSIDE ****+•»
108 FORMAT(1HC.21(' R O w = ',14,'CCL*',14,'V0=',E10.3,/,1H ))

END
SUBRCUTINE VCC1CIV01C,VAPL,0N,QQS>
R E AL *8 H X , H Y 
CCMMCN HX(24»,HYI59»

REAL*8 VCLDI59) ,FP(50 ),FM(50),VOID!60>

283



REAL *8 A ( 59 )» P ( 5 9 )»CI 59)»D(59)
REAL*8 BETA(59),GAHMAt59),CN150)
RFAL*8 C1,CCS(SU«

REAL*8 C?1501 
REAL*8 KK12
RFAL*8 C,NI,EPS0,KSIC2»KSItVT 
EPS=1.E-U 
EPS0=8.86E-14 
MM.45E1C 
C l = 3.2C-7*Nl 
DC 20 J=1 * 50 
C2 ( J > =CN CJ)/(?•* NI )

20 CCNTINUE 
VT=.0?59 
SN= I .
IF (0N(1).LT.O.)SN=-1.
VOID! n-SN*VT*CLOG( OABStCNI 1) >/N I ) 
V01D(601 = \(APL+VC ICt I )
DC 1 J = 2 * 50 
SN=1 .
I F ( ON ( J ) . L I .0. )SN = - U
VCLDIJ)=SN*VT*DLOG(DABSIDNtJ))/Nl)

1 CCNTINUE
CC 2 J = 51» 59
VCLOtJ)=VCLT(J-IMVAPL/10.

2 CCNTINUF 
JJ = 0

50 CCNTINUE
KKl2=HY(2)*lFY(?)+HYl1)1/2.

FM(2)*KK12*CI*ICSINH|VCLD<21/VT)-C2t 21>

37
82



FP(21=KK L2*C1*CC0SH(VCLDt 2>/VT)/VT 
R(21=-(HYI 1)+HY!2M/HY(1 I—FP12)
CI2U1.
0(?)*FHJ?)-VOLOI2)*FP(2)-VOIDI11*HY(2)/HY(1) 
DC 3 J*3,A9 

KK12 = HY[ J > * IHV C J - l U F Y ( J  1 1 / 2 .
FP(Jl=KKl2*Cl*(CSINHfVCLDIJ1/VT )-C2(J ) ) 
FP(J)=KKl2*Cl*CCOSH(VClO(J1/VT1/VT 
A|J1*HY(J1/HY<J-l)
B< JU-IHYI J-ll+HYl J 1 )/HY( J-l)-FP( J)
C(J1=1.
0( J »-FH(J>-VCIC|Jl*FP(J>

3 CCMINUE
A(501 = n.7/WY(A9)
B ( 50»=-( 3.9/HY< 50)Ml.7/HY(A9l 1 
C(50)=3.9/HY(50)
D I 50 1 3-CC S/E P SO 
DC 5 51 * 59
A(J)=HYfJ)/hY(J-l )
B(JI=-(HY1J-1 ) *F Y ( J 1 l/FY(J-ll 
C(J)=t.
D(JI=0.

5 CCNTINUe 
D(59)=-V0lC(6Ol*HY(591/HY(581 
8tTA(2)=P(2 )
GAWM4(2)=C(21/B6TA*21
CC 6 J = J » 59
BETA(J) = P(J )-(A(J)*C(J-l 1/BETA(j-l U

6 GAKMAl J)=(D1J)-(*(J)*GA**At J-1 1 1 1 /BE T A ( J ) 
V010(59)sGAPMA(59)
SUY = 0 .
CC 7 J=2,5B 
L = 60-J
VO1D(L > =C AMMA(L>-(C* L 1*V0101 L M  1/BETA* L 11 
SUY=SUP + CABS(V01D(L)-V0LC1L 11 
VCLOU 1 = VC 1 0 I L 1

285



7 CCNTINUE
VCLDI59)=V01C(59)
JJ=JJ+1
IF(JJ.EO. 100> GC TO 9 
IF(SU*.GT.EPS>GC TO 50 

9 CCNTINUE
WRITEI6, ICO)JJtSUM 

100 FCRPATt 1H0,»JJ=< ff4,*SUM**,El0.3)
RETURN
ENC
SUBROUTINE VCC2CIN,VO*CS.VOUT,NR,NL)
R E AL * 0 HX,HY 
CCMMCN HX( 24) ,t-Y( 59)
REAL*R VO(25,60) , C 2 (25 » 50 ) » VOUT121,1 1)
REAt*« CSI25)
REAL*fl N(25,50),NES(25),NPS(25)
REAL*3 CX2»CY2.SUH,CFSI,FSI 
RF4L*R K 2 2« H 2 2» DYOUT
RFAL*8 VNENtCl,C3,C4,taOX.NSI,FP,FM,FOX,F0UT,NOUT 

REAL*8 LI,L2,13,PI 
R E AL *8 C,M,EPS0,KSIC2,KSI,VT 
RFAL + 8 CNE 
ONE - I .
PI=4.*DATAN(CNE)

EPS0=S.R6 E-I4 
EPS=l.E-4 
N I =1.45E 10 
V T = .0259 
C1-3.2E-7*NI 
CYOUT=HX113) 2 86



DC 9 J=l,50 
OC 9 1 = 1 ,25 

9 C2iI,J)=-MI» J ) / ( 2 . *N I )
C3 = I •/( ll.7/HY(49»*3.9/HY(50>)
L I = 1 DCQS (PI 224. ) +DCOS(PI/9. 1 )*.5 
L2=(DCOSIPt /?4.»+DCnS(PI/A9.)M.5 
L 3=1DCOS1 PI/10.J+DCDSlPI/20.)»*.5 
WCX = 2. /( I • + DSCRT1 l.-(ll**2)) 1 
WSI = 2 */(I . + DSCRT(l.-(L2**2>))
RCUT^2./{l.+CSC«T(l.-(L3**2)U 
J J = 1 
D$U*=Q.

1 SU*=0.
DC 14 J=2,49 
H22 = HYI J )*HYt J-l )*( HY1 J-n+HYl J  ) }/2.

CC 14 1=2,24 
K22 = HX( I)*HX ( I - 1 )*( HX( 1-1 (+HXU > 1/2 .
CX2 = (HX( 1-1 )*VC ( 1*1, J >+HX( I )*V0< T-l , J M  /K22 
CX2 = DX?-( (HX( I-D+HXt I) )*V0( I* J) 1/K22 
DY2=(HY(J-l)*VC(I,J+l)+MYtJ)*V0(I,J-l))/H22 
DY?^DY?-( <FY ( j_n*HY| J) )*V0( I, J ) I/H2 2 

FP=(C1/VT l^CCCSMVOl I, J)/VT)
FP = Cl*(DSINH(v0tI,J)/VT»+C2U,JM 
C4=-2•*( l./JHXl I )*HX<1-1)) + l./(HY(Jl*HY(J-l ) ) )

DF5I=C4-FP
FS I = DX2 + CY2-FH
VNEH = V0( I,J)-WS1*(FSI/CFSI>
SUM=SUM+CABS(VNFW-VOfI,J))

14 VO(t » J ) = VNEW 
DC 15 1=2,24
V0(I,50)=C3*l11. 7*VO( I,49>/HYt49) + 3.9*V0(I ,51 )/HY150)♦OS( I)/EP'

15 CCNTINUE
CC 16 J= 5 I ,59 
H22 = HY(J )*HYlJ-l )*(HY(J— ll+NYIJ) 1/2.

DC 16 1=2,24 
K22*HX(I )*HX( I-I)*I NX( I— I ) +HX(1 ) ) /2.

287



CX2=(HX( I-l)*V0( | f l » J )+HX< n*V01 I-1.JM/K22 
DX2sCX2-( (HX( I-l)*HX( I)l*VOI I«J> I/K22 
DY2*<HY(J-t)*V0(I,J+ll+HYlJ)*VO(I,J-ll)/H?2 
QY2=*DY2-((HY(J-l )+HY(Jl)*V0(I ,  J) 1/H2?

FCX=0X2+CY2
C^=-2-*t 1./IHX( I )*HX( |-1 ) )*1./(HY(J »*HY(J-l) I I 

VNFW=VO(I,Jl-H0X*(F0X/C4)
SUH*SUM+CABSIVNEW-VOI I.J) )

16 VO(WJ)=V*EW 
ISTART = M*1 
ISTCP=NR-1
CC 21 1 = 1ST ART ,ISTOP
VO I 1 , 6 0  ) = V 0 (  I , 5*3 t + K S  I 0 2 * D Y 0 U T / H Y  ( 5 9 ) + V O U T (  1 - 2 , 2 1  
V O ( I , 6 0  ) a V O [ I , 6 0 ) / ( 1  •  ♦ K S 1 0 2 * 0 Y O U T / H Y ( 5 9 1 )
VCUT( 1-2 » I )=V0( I,60)

21 CCNTINUE
CC 20 J = 2 , 10 
DC 20 1=2,20
FCUT=VCUT(I,J)-(VCUT(I*l,Jl*VOUT([-1, J) ) /4. 
FCUT=FQOT-(VCUT(I,J+l)+VOUT!I*J-l M/4.

VNFW = VOUT I 1 , J 1 -inOU T * I FOUT >
SU*=SU«+CAPSIVNFW-VOUTII,Jl)
VCUT{!, J) = VNEW 

20 CCNTINUE
IF(JJ.GT.1 1CSU*'=( TSUM-SUM)/SUM 
T SUH = SUP

100 FCRHATUHO,* JJ=* , IA,»SUM=»,E10.T, »OSUM = 1 , E 10. 3 )
J J=JJ+1
WftITE<6,lC0) JJ,SUH,OSUN 
IF (JJ.GE.200>GC TC 2 
IFISUP.GT.EPSIGC TC I 

2 CCNTINUE 
RETURN 
END
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< t <M X * x C J o o
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ft
C J

ft
ft*
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ft CO ft
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ft ft I—1 ft ft
ft* CL CO ■u a
X C J X ►ft nT

1
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ISTCF=13-1 
K U .075E-4 
*2=.05E-4 
K3 = *0 IE 
K4 = X O / 1 0 .
cc  10 j = i , n
N P A S S ( J » = 1 . E 1 5  

1 0  C C N T I N U E  
NN= 31 
C V= . 1 
V A P L = - 1 . 6  
F = l . E 6  
W = 3 .  U * 2 . * F  
K S I - 1 1 . 7  
KS I C 2 = 3 . < »
C = 1 . 6 E -  1 0  
M  -  1 - 5 £ 10  
V T = . 0 2 5 9  
T P= 8 . E - 6  
T N= T_P 

~UP=4B0.
U N = I  3 SC .
E P S 0 = 8 . 8 6  E - M  
C O - ( KS I C 2 * E P S O / X O  >* 1 - E 1 2  
N H * I l - l
CC 1 1 = 1 ,  NM _______

1 K ( I )*k 1

Ns



ts r= L 2 -i. . . . .  . ______
CC 2 1= I l f N M

2 K(  I J - K 2
1 3 - 1  

CC 3  I = I 2 f N H
3 K I H  = K3
 K t I 3 ) * K < . __________ _ ________________

C l =  t C D / t K S  I * E P S O >  
C 2 = 1 . / ( M * V T  ) 
C P = I . / ( C * M * U P * V T )
C N = l * /  ( C * M * U N * V T  )
TPS = C*M/TP
TNS = C * M / T N _________________________
T N W = C « M * W  
T P W = C * M * W  
C P W = C P P L X ( 0 . , T P k  > 
C N W = C ^ P L X ( 0 . , T N W )
C S S = 0 .
CC _ ________________

J  i T E P = J  
V A P L = V A P L + C V  
V C U  ) = V AP L
C ALL VCCICIVAPLtCSS )
VS f J  > = VO f 1 3 )
EOl 1 J = -(VO(2 ) - VC(I) )/K( 1)



P0( 1 ) = M*CFXP(-VOI 1)/VT )
NO! l)-M*CEXP(VQ( U/VT)
CC h 2* 13
EO ( I ) = -( (VO( I ♦ 1 )-VOt I I )/K( I ) ♦ I V_C I I ) -VC ( I-l) 1/2*
PO( I )=M*CEXP(-VO( I )/VT )

  NQtl) = M*CEXPtYQ( I) / V T )___________________ _____________
4 CCMTIMlE

COU3) = -(VO( I 3 l-VO ( 13-1 ) }/K( 13-1)
V AC*(*01*0.)
CGl*(VO( I4)-V0( I A- 1) )*KS IG2*EPSC/KA 
CG<J)= CG 1

  WP1TEI6.200) VAPL_________________________________ ______
200 FCRPAT ( 1 h .'COMPUTING FOR VAPL s'» IX * F 7. 2 I 

CALL VAClCtVAC,VIPASS,1 STOP* JITER>
VREI 1 >=VAC 
VRE(2)=V I PASS 
VIP(1»*AIPAC(VAC)

_  T EPP= V1 PASS _  _________________   _ _
V IP1 2 1 = A IR A G Tt E M P )
CALI YlCfVRf.VIM,XO,W.YRE,YIM)
CRFIJ)=YIP*1.E12/CC 
G(J)=YR£*W 
CUAL(J 1 -YRE/Y IP 

T EPP= V A PI♦*005___  _________
call’vccmTEHP,cssi
CG2~I VO 1 IA >-VOtI A-1))*KSI02*EPSC/KA 
CCG-(CG2-CG1)
WRITEtfc* ion 
CVG-.005
CCC1 J>*< CCG*1.E12 )/< CVG*CC )_____________________________
URITEI6,1C1)
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6 C C M I M I E
W R I T E ( 6 » 1 0 6 )

WR I T F ( fc, 1 0 1 )
WRI T E I 6 » I C O )  N P A S S I 1 ) , X O , C C  
W R I T E ( 6 , 1 0 5 )  F , V 0 ( 1 )
W R I T E I 6 ,  1 0 1 )
U k I T E 1 6 j J C _ 2  )
WRIT El  6 .  1011  
CC 5 J= 1» NN
* R I T E ( 6 , 1 0 3 ) V C ( J ) , C ( J ) * C C C ( J ) * C R F ( J ) , V S ( J ) f Q G ( J ) , C I A L ( J )

S CONTI NUE  
W °  I T F I 6 * 101 )

  M R I T E I 6 ,  1 0 4 ) ________________________ _ _ ___________________________ _____________________
* R I T E ( 6 , 1 C 1 >

CALL P L C T I V G . C C C , C R F t G t N N )
LOO FORM AT < I F  , • N = * ,  1 P E 1 0 . 3 , ' C M - 3 ' , I X ,  '  XC= ' ,  I P E  1 C . 3  , '  C E N T I M E T E R  

* , / ,  I X ,  • C O - ' , E  1 0 . 3 , * P I C O F A R A C S / S Q . C M . ' )
101 F O R M A T ( l h  , 8 5 ( * - •  I )
m ?  F CRM « r | 7 X _ , ' V  C_̂ _,_l o x , '  C ' ,  l i x ,  ' C OC» ,  1 CXj  ' CRF ' ,_9 X , ■ V S* , 9 X , ' C G « , 1 2*  

* ' C '  , / , 5 X , ' V O L T S '  ,~7X,  ' M H O S ' ,  2 X ,  2(  3X,  *P ]C OF A« AD S 'V , 5X ,  ' VC LT S ' , 2 X  
* ' C C U L / C M * < 2 * )

1 0 3  F O R M A T ( I F  , F 1 0  .  3 , 3 ! 3 X , E 1C .  3 ) , F 1 C . 3 , 2 X , 1 P E 1 C . 3 , 2 X , I P E L 0 . 3 )
1 0 4  F CRMAT I I F  , ' ALL C A P A C I T A N C E S  ARE P E R  S QL ARE  C E N T 1 M E T E R S ' )
1 0 5  F O R M A T ( I F  F R E C U ENCY = * , I P E 1 C . 3 , ' H E R T Z * * / , I X , * V F s ' , E i 0 . 3 » ' V C L T
106  FORMAT ( I F  1 ) _______________    _
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o A •— X » a .  , i / i rvi LJ X
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t/1 fc a A .
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a X ^A tM fc
z fc f—1 o! r >

A r u L J
An X fc U )
o ML z m; rs i n
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'T r—* A fc «• fc
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x X o X *— 1 1 M
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20 CCNTINUE 
KK12= KK1 * *2 
k / 2 2 = K K 2 * * 2

K K 3 2 = K K 3 * * 2
K K A 2 = K K A * * 2

_ T E H P 1  = KK 2 / K K  1 _ ____________________________________
T E K P 2 = 1 . + T E N P L
r £ N P 3 = ( K K 2 » ( K K  1 + K K 2 )  ) / 2 .
T E P P A = K K 3 / K K 2
T F * P 5  = 1 . ♦ T E M P A
TE*P6S (KK3*(KK?*KK1 ) )/2.
P E f l L * ^  CCP  
CCP^NPiSS(U  
S N=  1 .
I F ( N P AS S ( U . L T . O .  ) S N  = - l .
V O ( I ) = S N * V T  * ( C L C G ( CABS  1 C O P / N  1 ) 1 )
VOINA ) = VAPL+VO( 1 )
1 C I  J -  2 » N 3 _ ____________________________

T n- 1 .
I F ( \ P  AS S I J  ) . L T  . 0  .  ) S N = - 1  .
V C L C ( J ) = S N * V T * 6 1 0 0 1 A R S ( N P A S S ( J  1 ) / N  I I

1 C C N T I N U E
N P= N 3 + I 
N K = N 4 -  I  

CC 2  J = N P , N *
V C L C I J ) = V C I C ( J - l M V A P L / 1 C .

2 C C N T I N U E  
J  J - 0

50 F M  2 ) = KK 12*C 1 *( CS INHIVOLC< 2 >/VT)-C2<2) > 
  fPI2 ) = KKI2*C1»CC0SHVOLCt 21/VT >/VT

e ( 2 » * - 2 . - F P ( 2  )
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C 12 ) = I ■____  __________________ _________
C(2) = rM 2 I-VCLCI2 l*FPl2 t-VO( 1>
NP*U-1 
CC 3 J=3,KP
FN{j)=KKl2*Cl*iCSlNH(VDLCiai/VLL-C2(JII 
FP(J) = KKl?*Cl*tCOSH VOL C(J )/VTJ/VT
M  Jl=.l,_ .    _
6 ( J ) = - 2 * - F P { J ) 
f t J)=U
C<J)=FP(J I-VCLCI J )*FP( J )

3 CCNTIME
FPIM ) = TEPP3*C1*( CS INK VOLGIN I l/VT )-C2(Nl M  

_ F_P(_M.l = T£PP3*C l M COSHVOLCtNl)/V_TUV1 _
AIM ) = TEPPl 
B(N1)=-TEPP2-FP(N1J 
CIM >-1 .
CIM ) = F M M  )-VCLC(Nl ) *FP ( N X J
N P= M  ♦ I
NP=N2-1
CC A J=NPfNM
FP(J>=Ktf22*Cl*I CSINH1VQLCIJ )/VT }-C2(J ) I 
FP(J) = KK2 2*C1*CCCSM VOLCIJ >/VT »/VT 
A I J ) = 1 .
eiJ > = -2--FP tJ )
C(J)=I.



C( J l = F M  J > - V C L C ( J  » * F P (  J »
4 CCNTI NUE

F M N 2 )  = T E * P 6 * C I * <  CS I N K  VOLO<N2 1 / V T  ) - C 2 ( N 2 )  » 
F P ( N 2 ) = T E P P 6 * C l * C C G S M  V 0 L C ( N 2 ) / V T ) / V T  
A 1 N 2 ) = T E P F 4

. C t K 2 J ^ J i r P 5 r F P l Ni J ____________________________________________________________________________________________

C ( N 2  ) = 1 .
C ( N 2 )  = F M  N2 ) - VCL C<  N2 ) * F P ( N 2  >
NP=N2+ I 
N P = N 3 -  I 
CC 5 J = N P t NP 

_  F M J )  = K K 3 2 * C 1 * 1 C S I N H V 0 L C ( J ) / V T ) - C 2 1 J M  
F P ( J )  = K K 3 2 * C I * C C C S M  VOL C ( J ) / V T  > / VT 
ft ( J ) = 1 .
e i  J ) = - 2 , - F P ( J )
C ( J  ) = 1 .
C(  J )  = F M  J l - V C L H  J > * F P (  J )

5 CCNTINUE
ft( N3 ) -  I 1. 7/ KK3
PlN3)  = - ( 3 . < i / KK4 +l I . 7 / KK3 )
C ( N3 > = 3 . 9 / K K 4
C I N 3 ) = - C C S / E P S 0
N P = N 3 + I
^ = ^ 1    ______________
DC 10 J = N P t N> 
f t ( J ) = l .
e t j > = - 2 .
C( j i= i .
C ( J » * 0 .

10 CCNTI NUE__________________________________________________
C ( N F M * - V 0 ( N 4 >
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BET A t 2 1  = P ( 2  ) ______________________________________
G A > P A ( 2 )  = C1 2 ) / P E T A <  2 )
CC 6  j = 3 , N M
P £ T A ( J ) = e ( J ) - ( A ( J  J *C i J - l  ) / B E T A ( J - l  ) >

6 G A P P A I  J ) = ( C I J ) - ( A ( J  ) * G A MMA ( J -  1 ) ) ) / B E T A (  J J  
V O ( N P ) = C A P P A ( N P )
tfCPAX=U. _________ ________ ______  __

N 2 P = N < * - 2  
CC 7 J = 2 , N 2 P  
L = N 4 - J
V O [ L )  = G A F P A l L ) - ( C t L ) * V O ( L  + l » / B E T A ( H )  
T = C A P S ( V O ( L l - V G L C I L ) )
I E t T . C T  . V C K A X  ) VC P AX = T_
V C L C ( L ) = V O I L )

7 C C N T I N U E  
V C L C ( N M = V O ( N * J  
J J =  J  J  ♦ I
I F l  J J . F C .  1 0 0 )  CC TO 9
I E ( V C P f X . C T . E P S ) CC T C _ 5 0 ________ _  ____

9 C C N T I N U E  
k E T U « N  
fc NC
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SUflRCUT I NE V A C 1 C 1 V A C , V 1 P A S S , 1 S T Q P , J I T E R )
C C P P L E X  C P X , CNW 
R f c AL * 8  V O , EO * P O , NO 
P E A L * 4  K , NP AS S  
R E A L * 4  K l , K 2 , K 3 , K 4  
R E A L * *  C P , C N , C 1 , C 2
f t E A l * *  K S l , K S  I C 2 , N  t , C , V T , E P S C _________________ _ _ _ _ _  _
I N T E G E R * *  1 1 , 1 2 ,  1 3 ,  I *
R E A L * *  T P , T N 
C C R P C N  C P W, C NW
C C P P C N  V O ( 5 0 0  ) , E 0 ( * 9  0 ) , P C ( * 9 C ) , N C ( * 9 C 1 
CCR R C N M * 9 0  ) , N P A S S (  * 9 C  )
C C R P C N  K 1 , X 2 , K 3 , K * _____________________________________________
C C P P L N  C P , C N , C 1 , C ?
C C ^ P C K  K S ! , K S I C 2 , N I , C . V T t E P S C  
C L R P C N  1 1 , 1 2 ,  1 3 ,  I *
C C P P C N  T P , T K
C C P P L E X  * 1 6  V 1 P A S S , P 1  1 2 , 3 , 3 I , B E T A < 2 C , 3 ) , A A ( 3 , 3  I
R E A L * *  K*     _ _

I N T E G E R "  * 2  I N C C X I  2 0 )
C C P P L E X * 8  T E P P
C C P P L E X  * 1 6  A ( 3 , 3  ) , P ( 3 1 , C(  3 )
C C P P L E X * l f c  U 1 T E P P I 6 ) , 0 2 T E P P ( t ) , U 3 T E M P ( 6 )  
C C P P L F X  + 8  VAC
R E A L * *  _ K S I 1 KS_I_C2 __________________
R E A L * *  M M N C  
KS I = 1 1  * 7 
K S I C 2 = 3 . 9  
CC 1 1 = 1 , 6  
U l T E P P l  I  ) = ( 0 . , 0 . )
U 2 T E P P ( 1 )  = ( 0 . , 0 .  1_________________________________________________
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A(3,3)=t-U3TEHP( 3 ) » k ^ M Q . » LK S I / K S 1 0 L L * L 3 T E H P ( 4 ) ) * C  t _
CC 10 1=1,3 
C (I ) = (0,»C.)
C13)=VAC 
DC 20 1=1,3 
DC 20 J= 1, 3
AA_1 UJl=ALLtJ) ______________ _____________  __ ______
C C M  1 MJ E  

CALL M N V M * e f C)
V l P i S S - *  P U  ) * U 1 T E M P ( « ) * E ( 2 ) * L 2 T E H P | 4  l + f i ( 3 » * L 3 T E M P U )  ) * C l  

I F ( J I T E R . E C . 1 )  GC TO 2 1  
I F ( J I T E H . E C . 8 ) GC TC 2 1

_ 1F1JITE* ,E£,16) CC TCL2_L_____________  „________________
I F ( J I T E R . E C . 2 4 )  GO TO 2 1  
J F ( J I T E R . E C . 3 1 1  GC TC 2 1  
WE T U R \
CCNTHUE 
WRITE(6, 100 )
F C R P A T  t U O ,  ' T H E  * * t * *  MATH IX * ) _

DC 2  1 = 1 . 3
CALL S E P 16(A A I J, 1 ),Al,A2)
CALL S E P 16( A A( 1, 2 ), A3, A4 )
CALL CEP16IAA( I, 3 >, A5,A6 >
W R I T E I 6 ,  101)A1, A2 , A 3, A4 , A5 , A6
FCP^ATI lh .3IM S  lPE10.lt ». S  lPElC.lt* I S 3 X H
CCNTIMIE
WRITEI6,102)
FCBPAT ( 1F0, * T I- E *BETA* VECTOR')
DC 3 1=1,3
C A L L  S E P 1 6 ( E ( I ) , 8 t , B 2 )
MRJLTE16, 103)61,62 _  .



1 0 3
3

J 0 5

12

106

110

1 4

F C R H A T (  II-  f M  * •  1 P E 1 0 . U  1 P E 1 C . 1 *  • I '  )
C O N T I N U E

C O P P L  E X * 1 6  J P 1 , P 1 , E l . V l . N l * J N I , J T O T , J O I S P
I P A S S  = 2
WR I T  EI  6  » 1 0 5 )
F C P P A T t l l -  1 C A L C U L  AT 1NG ALL B E T A S ' ) ______________
L= I NC  E X ( 2 0 1 * 1  
L L = I N C E X ( 2 0 )
DC 1 2  J =  1 1 3 
B ET A ( L f J  )= B I J  )
C C M  I NUE
I F { I NC E X ( 2 0 ) . E C . O ) GC TO 2 5
CC 1 3  1= 1 1 LL
L = L - 1
WR I T E ( 6  t 1 0 6  > L ,  I NDEX*  L )
F L A P A T (1 F 0 , 'L = * , 1 2 , 4X, ' A T  S T E P * ' , 1 2 )
WR I T E ( 6 ,  1 1 0  >
F C R P A T  ( l l - O ,  • THE * P E T A *  VEC TOR • ,  1 CX ,  • THE * P *
CC 1 3  J =  l «  3
BET A ( L » J ) = ( 0 • t 0  • )
CC 1 4  J  J  = 1 1 3
B E T A ( C * J ) = E E T A ( L t J ) + P t L » J * J J ) * B E T A ( L + l t J J )  
C C M  I NUE
CALL_ S E P 1 6 I E E T A ( L , J ) , B I , B 2 »
CAL L  S E P 1 6 ( P ( L t J t l ) » T l , T 2 )

PATRIX')
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o  •h- O
IT> UJ 
*- Q.
-r *

UJ

LA
CNJ •>— o

»
CLi -

eu -o ' — >r

<0 —

a.
at u

*  *  *

0 0 0

o
M

U J | II 
3  ™

•— 1 Ipi
►- H*-Z  II 
J  u l u  
O

CM
3

m u  
3  O

—*
t/> U'l LO
<s> Ul u> ** ft«4 fcU fcj
4 4 4 — *** z z 0 0 0
a a a ** * * * * *
M fc* M v w *
fc * * a a z ru OJ UJ m ni O 4

a a. a. X. X » V * * » fcfc «
O 0 c «p* UJ UJ Q. a a a a
*— H- t-  - ►» f\l Z z z z ^ r z
i/i i/1 u"i O- (M m w UJ UJ UJ UJ UJ
M M M X -J LJ a a. H- 0 .
fc fc fc UJ • # z rg f4 z ru rn z ru

fc* h- * U J D UJ D UJ
A —. ft* fc fc <\l N- » * » » *

• ft • a Q_ O. LJ fc » *
O 0 0 a X Z X * O U •J CSJ fn L? (Nj rn rsi

fc - * 0 UJ UJ LLj —*■ "1 -> ♦ fc * fc » * *
ft ft * - h— t— k— — <—* CJ CJ LJ LJ —* Lf

ri—i wmi 1/) —< r\j ro 4 4 “> -—1 -1
v *p-H L3 D u U H- *— 3 fc ■— — • fcfc — fc fcp'

If 11 N LU UJ a c# 4 4 LJ 4 4 Cl 4
A * a . a LL v □J a LU *—*— H- ►*

¥̂ 4 NO II UJ UJ UJ 4 ♦ ■+■ • V UJ UJ *—■UJ UJ UJ
__ v 1— *— *— —* 4—# 4 a :13J 4 3J OJ 4 OJ
a l a a. uo i/) tn UJ a a u ft— ♦ ♦ ♦ ►— ♦
2. i X a 0 a —i UJ 4-̂ **4 LU fcft UJ
UJ UJ UJ -J —J _J H 11 H 11 a. a a aj UJ UJ cu >
ft— k— —1 —1 -J —< <-* 11 11 11 11 II <1 II II

rvj rrt UJ 4 4 <2 a a. a a. M fcj
=> _> L J 0 0 O  “ > “3 -1 a a CL UJ UJ LJ > >

m
IVl

in

1



V U V 1 + E E T A I  J C ,  3 > * U 3 T E MP <  A ) * C 1  
M = B E T A ( J C ,  1 ) * U  1 T E MP I  5 ) * N  I 
N 1 = N 1 * P E T A ( J C , 2 ) * U 2 T E M P ( 5  l * N I  
M * N 1 + B E T A 1 J C , 3 » * U 3 T E M P ( 5 ) * N I  
J N 1 = P E T  A { J C , 1 I * U 1 T E H P ( 6 1  
J M  = J M * e E T A (  J C , 2 ) * U 2 T E M P (  6 )
J M  = J M * P E T  Al  J C ,  3 ) * U 3 T E M P I  t >
J N 1 = J M * C P W
J C I S P = t C P W * K S I * E P S O * E l ) / I Q * N I )
J T C T = ( J P 1 + J N 1  ) ♦ < CPW *K S I * E P S C * E 1 ) / ( Q * N l  I 
W R I T E ! 6 ,  1 0 7  ) I 

1 0 7  F CRMAT t I K , ' A T  STf c P = ' _,  I_2 1__
' CAL L '  S E P ' l V i ' j  P 1 ,  T 1 ,  T 2 )

CAL L  S EP  1 6 ! J N 1» T 3 , T M  
C AL L  S E P 1 6 I J C I S P , T 5 , T 6 )
C AL L  S E P 1 6 I J T G T , B I , B 2 >
T 7 = S C P T  t P 1 * * 2 * E 2 * * 2 )
T 5 =  A T A M  P 2 / P  1 )
WH I T E !  6 ,  1 1 2 H I . T 2 ,  T 3#  T A ,  T 5 ,  T 6  ,  B 1 ,  8 2  ,  T7  ,  T8  
C AL L  S £ P 1 6 I P 1 , T I , T 2 )
C AL L  S E P 1 6 I N  1 ,  T 3 , T 4  >
Cf l LL S E P 1 6 I E l . T 5 . T 6 )
CAL L  S i P 1 6 1 V  1 , B 1 , P 2 1 
T 7 =  SC R T ( P 1 * * 2  + B 2 * * 2 )
T 8 =  A T A M  5 ? / P  I  I

wo
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___ J t P U £ i i i l l Z »  11*_T J h* T 5a  T t  »_B 1 , £  2 ,  I  7 1 a
1 1 2  F C P MA T 1 1 F  , 5 ( • (  • ,  1 P E 9 . 2 ,  ■ , ■ ,  1 P E 9 . 2 ,  '  > '  1)

I F t I N C E X t 2 0 ) . E Q . O 1 CO TO 16 
I F ( J C . G T . I N C E X I  2 0  1 1 GO TO I t  
I F t 1 ■ I T ■ I N D E X ( J O )  ) GC TO 16
j c = j c  •» i

___________H R 1 T E I 6 . 1 Q B ) ________ __________
1 0 6  F C P M A T t l F  ,  ' CRT h ONORHAL  11 I N G M

CALL CRAM21U I T E M P , U 2 T E M P , U 3 T E M P ) 
J P 1 * P E T A ( J C » 1 ) * L 1 T E M P ( 11 
J P l = J P l + B E T A ( J Q i 2 ) * U 2 T E H P ( 1 )
JP1 = J P l + C E T A t  J C , 3 1 * U 3 T E M P (  11

________  J P 1 = J P 1 * CPU _ _________
P I = B E T A ( J Q , 1 ) * U 1TEMPI  2 ) * N I  
P l = P l * B E T A t  J C . 2 l * U 2 T E M P ( 2 ) * N I  
P1 = P1 + B E T A ( J C , 3 1 * U 3 T E M P (  2 1 * N  I 
£1 = BET A t J C . 1 > * 0 1  TEMPI  3 ) * C 1 
E 1 = E I * B E T A ( J O . 2 1 * U 2 T E H P (  3 ) * C 1

_________ £1  = E 1 ♦ BET At  at& J.3 ) » U j I£ M P 1 3 1 .» C i  -
V 1 = B E T A ( J C ,  1 1 * U  I T  EMP( 4 1 * C1  
V l  = V l 4 B E T A <  J C , 2 ) * U 2 T E M P (  M * C  1 
V1 = V 1 4 B E T A ( J C . 3 ) * U  3T E M P [ 4  ) * C  1 
N l = B E T A t  J Q , 1 ( ♦ U l T E M P t  5 ) * N I  
M - M * B E T A ( J C , 2 ) * U 2 T E M P (  5 1 *  N I

 N1 = N 1 +JSET At  J Q j 1 1 *L L 3 I £MP ( 5 1 * N  I
JN1 = PETA t J C , 1 ) * U  I T E M P ( fc t 
J M  = J M * 0 E T A ( J Q , 2  1 * U  2T EMP ( fc 1 
J N l  = J M 4 B E T A ( J Q , 3 ) * U 3 T E M P I f c l  
JN1 = J M * C P H
J C I S P = t C P W * K S I * E P S O * E l » / t C * N I )

 J T £ J  s I J P l + J N l l + l C P « + K S 1  + E P S C + E 1 ) / ( f t + N I  1
CALL S E P 1 6 ( J P 1 , T  I , T 2 1 
CALL S E P 1 6 ( J N 1 , T 3 , T 4 )
CALL S E P l f c t  J C I S P , T 5 , T 6  1 
CALL S E P 1 6 I J T U T , B 1 , B 2 1 
T 7= S C R T I e i * * 2 4 B 2 * * 2  1 
T 6 =_AT A M  e 2 / P I  1
W P I T E < 6 , l l 2 1 T l , T 2 , T 3 , T 4 , T 5 , T t , B l , B 2 , T 7 , T 8  
CALL S E P 1 6 I P I , T  1 , T2 1 
CALL S E P 1 6 I N  1 , T 3 , TA )
CALL S E P 1 6 I E 1 , T S , T 6  I 
CALL S E P 1 6 ( V 1 , P 1 , B 2 1  
T 7= S C P T ( 6 1 * * 2 4 6  2 * * 2  >
TB= AT AN I P 2 / e i  1
H R I T E I 6 , 1 1 2 1 T 1 , T 2 , T  3» T ^ , T 5 ,  T f c , 6 1 , 6 2 , T 7 ,  T8 

16 C C N T I N U E
RETURN  
ENC
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_ ^ S U f i B C U J I N E  S T E P I U . W  I S T Q P *  I P £ S S )
C C P P L E X M 6  U ( 6 ) , E 1 , E 2 » V I , V 2 » P I , P 2 » N 1 » N 2 » J P 1  ,  J P 2 ,  J K 1  ,  J N 2
CCHPL E X + 16 R P , R C
C O MP L  E X * 8  CPW ,  CNW
R E A L  * R  V 0 , E 0 , P 0 , N 0
R E A L * *  K f N P ASS
R E A L * *  K J , K 2 ? K 3 , K A
R E AL  * 4  C P , C N , C I , C 2
R E A L * *  K S I . K S I 0 2 . N I , Q , V T , E P S O
I N T  E GE R *A I I ,  I P ,  1 3 ,  I *
R E A L  * *  T P , T N  
COP PC N CPW, CNW

 C D P P C N  V 0 1 ,5 0 Q J *_EQI  I * 9 C 1 1 fl C  1 6 5 .C J______________________________________
C G P P C N  K ( A 9 0 ) , N P A S S I * 9 0  )
C C P P O N  K l , K 2 » K 3 . K < t
CCPPCK C P » C N * C 1 » C 2
C O P P C K  KS I . K S  I Q 2 . N I , Q , v r , E P S C
C O P P C N  I 1 , 1 2 ,  1 3 ,  I *

 C D P P U L I P ^ I N ______________________________________  ____________________________
R P =  C * N I  *  1 N O ( I > * U (  2 ) + P 0 (  M * U t  5 1  ) / C P W  
R P = R P /  ( I T P * ( N O (  U + N I  > ) ♦ (  T N * t  P C I  M + N I  ) U  
J P 1 * U <  1 ) - K (  I )  * ( U ( 2  ) + R P  >
P l * U ( 2  >* MI  ( ♦ ( - C P * C P W * U t  n  + ( E C ( l > / V T >  + U 2 ) + P O U ) * C l * C 2 * U O > )  
E I  = U  1 3  I + K ( I > * ( U (  2 ) - U (  5  > >

. . . ^ f U . K t - M l l * U I  31
N1 * U ( 5 ) *K I I ) * ( C N * C N W * 0 ( 6 ) - ( E 0 (  I ) / V T ) * L ( 5 ) - N C t  [ > * C l * C 2 * l < 3 » > 
J M  = U ( 6  ) ♦ K ( I  ) ♦t ut  5 ) +RP )
P C *  C *N I * ( NO ( 1 * 1  ) * P 1 + P 0 <  I ♦ I ) * N  1 ) / C P W
PC*  R C / ( ( T P * I N O (  I + l  > I I ) + ( T N * < P C <  I ♦ i ) + N I  ) )  I
J P 2 = U ( l l - ( K I I ) / 2 . ) * l ( U I 2 ) + P l )  ♦ R P + R C  )

P ?  = U ( 2 ) ♦ ( K ( I ] / 2 j ) * L - £ P * C P w * i  u ( 1 ) * J P 1 )  + I E 0 ( I ) / V T ) * C ( 2 J  J 
P 2 = P 2 M K (  I 1 / 2 .  > * ( I E 0 1 M l  ) / V T ) * P l + P C (  I ) * C l * C 2 * L ( 3 l  I 
P 2 *  P 2  ♦ I K 1 I ) /  2  .  ) * t P O  1 I + l ) * C l * C 2 * E n  

E 2  = U ( 3  > M K (  I J / 2 .  > *  I U ( 2  ) + P 1 - U 1  5 1 - N 1  >
V2*U<* ) - ( K ( n / ? , )  + ( U ( 3 » + E U  

N2*U( 5 ) ♦ ( K t n / 2 . ) * ( C N  + CNW*( U( 6>*JNl >- I ECU I /  VT)*L( 5 H  
N2 = N2♦ IK I I 1/ 2 .  ) ♦( < -EO(_I+_ i i / VTi * Nl - NC(  I ) *C I *C 2 * L ( 3 » ) 
N 2 * N 2 + t K I I t / 2 .  ) * ( - N01  I + l  )*Cl*C2*fc 1 )

J M 2 * U < 6  » + < K(  I > /  2 .  ) * (  C U 1 5 M N I  > + R P + R C  )
U l l » = J P 2  
U ( 2 ) * P 2  
U 1 3  I =  E 2
U K  ) = V 2  _____
U I 5 1 = N 2 
Utfe > * J N 2  
RETURN 
END



S U F f i C L T l H E  C R J> * 1 1 Y l , V 2 . Y 3 .  I T E R ,  I N D E X . P ,  J Q ) __________ _  _
C C H P L E X  * 1 6  Y l ( 6 ) , Y 2 ( b ) , Y 3 m , Z l ( 6 > , Z 2 U ) . Z 3 ( 6 ) , P ( 1 2 , 3 , 3 )  
CCPPlEX*e T£MPY , TEMPZ, TEMPI* IE_HP2i TEHR3 

C C P P L E X * 0  T E H P Z  1 , T E M P Z 2 , T E M P Z 3 
I N T £ G E B * 2  I N C E X ( 2 0  >

E P S = 2 .
CAL L  P P C U  Y l ,  Y l i  T E W P Z H ____________________   .
T U T E P F Z  1 

T 1 = S C R T { T 1 )
CC 1 1 = 1 , 6

1 21(1 ) = Y1( I t / T l
C AL L  P P C C ( Y 2 , Z 1 , T E M P I >

X L  I  I = l * 6_ _ __________ _________ _______________________  _____________
2 2 2 (  I l = Y2< I ) - T  EMP 1 *Z 1 ( { )

CAL L  P P C C I Z 2 , Z 2 , T E M P Z 2 >
T 2 = T E P P Z 2

T 2 = S C P T ( T 2 >
CC 3 1 = 1 , 6

3 Z 2 1 J >  = Z 2 I  I ) / T 2
CAL L  P R C C ( Y 3 , Z  U T E M P 2 )
CAL L  P P C C ( Y 3 , Z 2 , T E M P 3 )
CC A 1 = 1 , 6  

A Z 3 (  H = Y 3 (  1 ) - T E M P 2 * Z  I  ( P - T E M P  ? * Z 2 (  I )
CAL L  P P C C ( Z 3 , Z 3 , T E M P Z 3  )
T 3 = T E M P Z 3  __________________ ______ _____________________

T 3 =  S C R T ( T 3 )
CC 5 1 = 1 , 6  

5 Z 3 ( I > = Z 3 I I > / T 3
C AL L  A A C L E ( Y 2 , Z 2 , A L P E A 2 ) 30 

7



C AL L  A N G L E ( Y 3 , Z 3 , A L P H A S )
 I F U I£ !U £ L ._ 9 S  I H R I T E U .  1 0 1 )  I T E R .  A L P H A 2 . A L P H A 3

I F I A L P H A 2 . G T . E P S  ) G 0  TO 21 
I F ( A L P E A 3 . L T . E P S  ) G 0  TO 20 

2 1  C O N T I N U E
MR I T E ( 6  * 1 0 1 ) I T E R , A L P H A 2 . A L P H A S  

101  F C R P A T { I H , 1 3 . 3 X . 2 I  I X ,  1 P E 1 0 . 3 I I  
CC b 1 - 1 , 6  
Y 1 ( I > = Z 1 ( I »
Y 2 ( I ) = Z 2 C I )
Y 3 I  I ) = Z 3 I I )

6 C O N T I N U E
INCEXIJC ) = ITER 
INCEX(20 >=INC EX( 20 ) *1 
P I J C . l .  I ) = 1 • / T 1 
P ( J C. 2 ,  1 1 = 1 0 . , 0 .  )
P ( J C , 3 , 1 ) = ( 0  . . 0  .  )
P I J C . 1 , 2 > = - T E M P l / ( T 1 * T 2 )
P I J C , ? , 2 ) =  1 . / T 2
p l J C » % 2 ) = I O . , 0 .  ) ______ ______
P I J C , I . 3 I * I - T E M P 2 * ( T E M P 1 * T E M P  3 ) / T 2 ) / I T 1 *  T 3 )
P I J C . 2 , 3  ) = - T E M P 3 / I T 2 * T 3 )  
p ( J C , 3 , 1 ) = 1 . / T 3  
J C = J C + 1  

2 0  C C M  I Mj  E 
R E T UR N
END " '  ~ "



3 0 9

(M

<0

Q.
X

rsl
a

<0

*n
> -

— a
> - 

*fN » 
>■• gu
>1 fNI

INK — 
2_ <U 
<a — 
a  —101 >
U> >0 

#
►-I X

a sa.1 a .  aJ a 
z>l (-> 
l/V lj

fs» >-
a  a  
x  x

>  —
a  >. 
x  »

CD <-J * U 
X  X 
UJ a

a  _ j  
X  _ J
L J <  
O  O

CJf pvj

CL *
a .
Lu
h* •*
I <Nl

v  •£)

>- II
a  ►*

M LJ

LJ
a  11 > - a t *vi 

i r a  ►» 11 a  a

i-u 
fgj 
*  
fM
a  
x
UJ

V  I

>J J M “ J 
— > _ l  —  _>—J <1 (_> (Nj *1 
N U  L J N  O

—« <M

r r l rII Uj f\j 
t-  ( J N

* —* n 1
fN kjia Q, oJ

3l 2. 3l! *
JJ UJ * UJ
*— »— *- V ■

a *— 1
r\j 2 . QL

►-J I"nJ UJ p̂ . U
•* ». ►— •m ul

cn V, I
> > — ĵ' * * HV ■o »—« 4J »—* “ 1
LJ UJ ► UJ ►w
U u r" u l m
0C a IF > a .  f̂ j H *sj IF l̂ sl hji
a . a . 11 tx  0 . « IF II 11

<*• X — — —I
- 4 " t r *-1 H

-j V * j' 1— — »— —1
4 LJ n"' <  l» u f** L J

LJ LJ U INJ UJ ►“ L J L J > >- Y
3

(I
 

) = 
Z 

3(
 

I 
) 

6 
C

C
N

T
^

U
E

 
20

 
C

C
N

T
IN

U
E

 
R

ET
U

I^
EN

C



S U C R C t T  I NE  M * V 1  A . B . C C . ] -  - - -■
C C K P L E X *  1 6  A ( 3 ,  3 ) , Bt 3 ) , C C ( 3 ) , A A t 3 , 3  ) , T E HP  , C H E C K  I 3 ) 
R E A L * 8  T 1 . T 2  
I N T E C E R * 2  I C I  3 >
N N = 3
CC 5 0  N= L i N N
I L L h l z ^  . _ ______________________________
C C N T I N U E  
CC 5 1  I = l , N N  
e « I ) = C C ( I )
T L = 6< 1 )
r e 1 1> * ( o . , - i . c c c o >
M R l T E L f e J M i i i l i j J i _____________________ _______________
CC 5 1  J =  1» NN 
A M  I ,  J > = A(  I ,  J  )
C C N T I * U E  
CC < , 75  S = 1 , \ N  
M = K ♦ I
C = 0 .  .

CC 1 0 0  I = N , N N  
CC 1 0 0  J = K , N N  
T 1 = A t I . J )
T 2 = M  I , J  ) * ( 0  . , -  1 . C D C O  )
I F ( C A P b 1 T l * * 2 + t 2 * * 2 ) - C ) 1 C 0 »  5  C » SC
C = C A PS  ( T  1 » ♦  2 *T 2 * * 2 ) „  _ „  ___ _ _  __
1 1 = 1  
J J =  J
C C K T I  MJ  E 
CC 1 1 0  1 = 1 , NN 
T E * P = A ( 1 , N »

   _____



1 1 0

120

200

310

30
350

A I I , J J  ! = T E H P  
C C M  I NUE  

I C ( N >
I C I M - I C I  J J 1  
I C  ( J  J  ) = I 
CC 1 2 0  J = N , K N  
T E ~ P P = A ( N , j l

= I 1, J >
A ( I I ,  J  ) = T E P P  
C C M  I NUE  
T E P P = E ( N )
P(_M = E L i n  
B(M) = TEPP 
B l M  = e t N ) / A < N , N  ) 
I F I N - N N J 2 0 0 ,  5 0 0 , 2 0 0  
CC A5C J = M , N N  
r i= a ( n * j  j
T 2 = A ( N f J ) * { Q . , - 1 . 0 C C C )
I F ( f  1 . N E  . 0  .  ) C r  TO 3 1 0  
I F I T 2 . E C . 0 .  >CC TU 3 EC 
C C M  I M J E
A I N ,  J )  = A ( N f J ) / A ( N ,  N )
CC 30 I  - M , NN 

A ( I , J  ) = A I I , J  ) - A |  I , N ) * A ( N t J >
e ( j )  = e i j ) - A i j , N ) * e i M ‘



4 5 0  _ C C N T I M J E  
4 7  5  C O N T I N U E
5 0 0  Nl  = N

N = N - 1
I F (M 700* 700, . j

550 CC 600 J = N'1,NN
6 0 0  E( N t = e  1 N ) - A < N »  J  > * B ( J  ) _ _

GC TC 5 0 0  
7 0 0  C O N T I N U E

CC 950 N=1,NN 
CC 900 I=N,NN 
1 E ( I C { I 1-NJ900, 75C.9C0 

750 T EMP= e (N »
R I N ) = P ) I )
B ( I 1 = 7 fcMF 
GC TC 9 5 0  

9 0 0  C O N T I N U E
9 5 0  I C m = I C ( N )

CC 10 1=1, NN _    __ _________
t i  = e ( i j
T 2 = e ( I » *(0., - 1  .OCCO )
W R I T E I 6 . 9 9 9 )  I , M , T 2  

9 9 9  F C R H M t l F  ,  * 1  = 1 ,  12  ,  2 *  ,  1 B -  I * ,  1 P E 1 ?  .  2  ,  '  ,  • ,  1 PE 1 2  .  2  , '  ) M
10 CONTINUE

CC 1 ?  1 * 1 ,  NN   _     _ _
C H E C K t l ) = ( 0 . , 0 . >
CC 13 J=1,NN
C H E C K )  I t *  C H E C K )  I M A M  I , J  ) * B (  J  >

1 3  C C N T 1 N U E
T 1 * C H E C M  I )

____________ T 2 * O E C M  1 ) » ) 0 . , - l . C C C 0 ) ________________________________ _ _ _ ) Z
MRITEI6,99B) I,T1,T2 " n

998 FQRHMtLH • 12, 2X, *OECK = ) '»1PE 12. 2, ' , ' , 1PE 12 .2 , M  * >
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1 0 0  F C R K A T t 7 X . 5 1 A 1  )
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